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Darstellungstheorie

81 Lineare Darstellungen

(1.1) Definitionen
Sei G eine Gruppe. Eine (lineare) Darstellung von G ist ein Homomorphismus

p:G— GLk(V),

wobei V' ein K-Vektorraum ist. Falls keine anderen Angaben gemacht werden, so nehmen wir fiir

diese Vorlesung jeweils an, dal K = C und dimg V' < oo. Fiir eine Darstellung p gilt: p(1g) = idy,

plg™') = plg)™"

Den Vektorraum V nennen wir den Darstellungsraum von p und n = dimV wird der Grad der
Darstellung p genannt.

Zu einer festen Basis B von V existiert ein kanonischer Isomorphismus ¢ : GL(V) — GL,(C) gegeben
durch
¢ : 0 — ME(0).

Dies bedeutet, dafl zu gegebenem p ein Homomorphismus R : G — G L, (C) existiert, ndmlich R = ¢p.
Fiir g € G bezeichnen wir mit R, die Matrix R(g) € GL,(C). Sind 74j(g) die Koeffizienten der Matrix
Ry, so gilt:

(+) rik(gh) = Z rij(9)rjk(h),

denn Ry, = RyRy,. Wir nennen R die zu p (beziiglich B) gehérige Matrixdarstellung von G.

Schlieflich heifit die Darstellung p unitér, falls auf V' eine G-invariante positiv definite hermitische
Form f = (,) existiert; G-invariant bedeutet:

() (v, w) = (VP9 wP9)) Yo,weV,geG.

Ist U(V) die bzgl. f definierte unitédre Gruppe, also U(V') := U(V, f), soist p: G — U(V).

(1.2) Satz
Jede Darstellung p einer endlichen Gruppe G ist unitér.

Beweis: Der Beweis beruht auf ‘Mittelbildung’, einem in der Darstellungstheorie héufig benutzten
Argument.

Sei V' der Darstellungsraum von p und (, ) : V x V — C eine beliebige positiv definite hermitische
Form. Fiir v € V, g € G setze v9 := v9) und

1
(v,w) := @l Z(vg,wg).

geG

Wir zeigen: (,) ist G-invariante positiv definite hermitische Form.



(1): (,) ist hermitische Form:
v+ u, w) v+u)d,w? ) = (W, w) + — Y (v, w?) = (v,w) + (u,w),
< rG\Z( ) |G\Z o 2 e

da (v +u)Y = v9 + u9; und

Weiterhin (v, v) = ﬁ > gec(v?,v9) > 0 (liegt insbesondere in R!) und

(v,v) =0<= (v9,19) =0 Vge G v=0.

(2): (,) ist G-invariant:
Sei hierzu h € G fest. Dann

(0", w \G]Z (v, wh9) —%Z (W™, wh9) = (v, w),
geG

geG

da mit g auch hg iiber ganz G lauft.

(1.3) Folgerung
Sei p : G — GL(V) eine Darstellung der endlichen Gruppe G mit zugehoriger Matrixdarstellung
R:G — GL,(C), wobei n = dim V. Dann existiert eine Matrix P € GL,,(C) derart, da8

P_leP unitér ist fir alle g € G.

(T € GL,(C) ist unitér, falls T-1 =T'1)

Beweis: Sei R = ¢p und ¢ : 0 — ME (o) fiir eine Basis B von V. Sei (,) die G-invariante positiv
definite hermitische Form auf V' und A Orthonomalbasis von V' bzgl. (,). Dann ist nach Linearer

Algebra M j‘ <p(g)> unitér fiir alle g € G. Sei P =M é“(id). Dann gilt nach Linearer Algebra, daf3

PLR,P = ME(id)MB (p(g))Mé“(id) = M} (p(g))

unitér ist fiir alle g € G. O

(1.4) Folgerung

(a) Sei A € GL,(C) Matrix endlicher Ordnung. (Das heifit, A™ = I,, fiir ein m € N.) Dann ist A
diagonalisierbar.

(b) Sei p : G — GL(V) Darstellung der endlichen Gruppe G mit zugehoriger Matrixdarstellung
R:G — GL,(C), wobei n = dim V. Dann ist R, diagonalisierbar fiir jedes g € G.



Beweis:

(a): (A) ist endliche Untergruppe von GL,(C) = GL(C™). Somit ist A nach (1.3) zu einer unitéren
Matrix dhnlich. Unitdre Matrizen sind nach Linearer Algebra jedoch diagonalisierbar.

(b): folgt aus (a), da Ry, € GL,(C) Element endlicher Ordnung ist. O

(1.5) Definition
Sei p: G — GL(V) eine Darstellung von G. Ein Unterraum U von V ist G-invariant, falls UP(9) C U
fir alle g € G.

Die Darstellung p (bzw. V) ist irreduzibel, falls es keinen echten G-invarianten Unterraum gibt.

Ist U ein G-invarianter Unterraum, so ist ¢ : G — GL(U) definiert durch ¢ : g — p(g)|v eine
Darstellung von G auf U. Ist V = Vi & V5 mit G-invarianten V; # {0} und ist p; : g — p(9)|v;,
1 =1, 2, so sagt man, dafl p die Summe der Darstellungen p; ist; das heifit, p = p1 ® p2. Ist v = v1 + v
mit v; € V;, so gilt 02 = o' 4029 vy e G,

Sind Rg,i = 1,2 die Darstellungsmatrizen der p;(g), so gilt nach Linearer Algebra:

RL| O
we [
97170 [R?

Analog definiert man die direkte Summe von n Darstellungen.

(1.6) Satz von Maschke

Sei p: G — GL(V) eine Darstellung der endlichen Gruppe G und U ein echter G-invarianter Unter-
raum von V. Dann existiert ein G-invariantes Komplement W zu U in V. (Das heifit, ein G-invarianter
Unterraum W mit V=U & W.)

Beweis: Nach (1.2) existiert auf V' eine positiv definite G-invariante hermitische Form (,). Nach
Linearer Algebra gilt daher bzgl. (,), da V = U @ U*. Da U G-invariant ist und da G die Form ()
respektiert, ist auch W = U+ G-invariant. a

(1.7) Folgerung
Jede Darstellung p : G — GL(V) der endlichen Gruppe G ist Summe irreduzibler Darstellungen.

Beweis: (Mit Induktion nach dim V'.) Ist V' (bzw. p) irreduzibel, so gilt die Behauptung. Sei daher die
Behauptung giiltig fiir alle Darstellungen ¢ : G — GL(W) mit dim W < dim V.

Sei U echter G-invarianter Unterraum. Dann gilt nach (1.6), da8 V' = U & W mit G-invariantem
Komplement W und p = p; @ p2 mit entsprechenden p;. Wegen dimU < dim V' und dim W < dim V/
konnen wir auf jedes p;, ¢ = 1,2 die Induktionsannahme anwenden. O

(1.8) Beispiel

Sei p : G — GL(V) Darstellung vom Grad 1. Das heifit, dimV = 1. Dann ist V = Cuv fiir ein
0 # v e V. Es folgt, daff v°l9) = ¢g - v mit ¢g € C*, und p(g) ist durch die Gleichung eindeutig
bestimmt. Desweiteren ist p : G — C* mit p(g) = ¢4 ein Homomorphismus von G in C* und p, p
entsprechen sich eindeutig. Man identifiziere daher die Darstellung p : G — GL(V) vom Grad 1 mit
dem Homomorphismus p : G — C*.

Nach dem Isomorphiesatz ist: G/Kern p ~ p(G) C C*, also kommutativ. Ist G endlich, so existiert ein
n € N mit p(g)" = 1 fiir alle g € G. Somit p(G) C S = {z € C| |z| = 1}. Nun kann man S* mit



der Drehgruppe SO2(R) identifizieren. p(G) ist als endliche Untergruppe von SO2(R) daher zyklisch.
Daher ist G/Kern p ~ G/Kern p ~ p(G) zyklisch.

Man nennt die Darstellung p treu, falls Kernp = {14}.

Zusammengefafit erhalten wir: Die endliche Gruppe G besitzt genau dann eine treue Darstellung vom
Grad 1, wenn G zyklisch ist. (Jede endliche zyklische Gruppe kommt als Untergruppe von SOs(R) ~ S!
vor !)

(1.9) Bemerkung

Eine Untergruppe G von G L, (C) heiit kompakt, falls sie abgeschlossen und beschrénkt in der natiirli-
chen Topologie des C™ ist (GLy,(C) € Myyxn(C) ~ C™1). Die klassischen Gruppen O, (R) und U, (C)
sind kompakt. Fiir stetige Darstellungen ¢ : G — GL;,(C) der kompakten Gruppe G gilt (1.2), und
daher die Folgerungen (1.6), (1.7). Der Beweis ist analog, nur wird die Summe ) - durch Jo ersetzt.

§2 Gruppencharaktere, Permutationsdarstellungen

(2.1) Definition
Die Spur einer n x n-Matrix (a;;) ist definiert durch Sp(A) = Y"1 | a;.

(2.2) Hilfssatz
Sei A = (ai;) eine n x n-Matrix. Dann gilt:

(a) Pa(x) = (=1)"2" + (=1)""1Sp(A)z" 1+ (Terme zu kleineren Potenzen von z).
(b) Ist B &hnlich zu A, so ist Sp(A) = Sp(B).

Beweis: Es ist

ailp — & a2 e A1n
a as — T
PA(.CC) = det 21 22 = (all _x) T (ann _x) + Z Sgna(bla(l) T bncr(n))a
o€
an1 ann — T 77

wobei b;; die Eintrdge von A — z1,, sind. Nun kommen fiir o # id hoéchstens n — 2 Diagonaleintrége in
bis(1) - - - bno(n) vor; das heifit, der zugehorige Exponent von z ist < n — 2. Daher ist

I
—~
|
—
~—

3
8

(=D Yap e + ager™ 4+ -+ appa™ ) + Terme zu kleineren Potenzen von x

(—=1)"z" + (=1)""!1Sp(A)z" ! + Terme zu kleineren Potenzen von z.
Dies ergibt (a). (b) folgt aus (a), da nach Linearer Algebra P4(x) = Pp(x). O

(2.3) Definition
(2.2) erlaubt es uns, die Spur eines Endomorphismus zu definieren. Ist ¢ € End (V) so definiere

Sp(p) = Sp(M?(np)) fiir eine Basis B von V. Nach (2.2) ist diese Definition unabhéngig von der
gewihlten Basis B von V.



Sei nun p : G — GL(V) eine Darstellung der Gruppe G. Dann ist p(g) € GL(V) fiir ¢ € G. Wir
definieren den zugehorigen Charakter der Darstellung p durch

x(9) = p(pl9)) Vg€ .

Dann ist x : G — C Abbildung. Da nach Linearer Algebra p(g) trigonalisierbar ist (wobei auf der
Diagonalen die Eigenwerte von p(g) stehen), gilt dal x(g) = A1 + -+ + A,, wobei \; die Eigenwerte
von p(g) sind (gezéhlt mit ihren Vielfachheiten).

(2.4) Satz
Sei x der Charakter der Darstellung p : G — GL(V'). Dann gilt:
(1) x(1) = Grad p.

(2) x(h~'gh) = x(9) Vg,h € G. (Das heifit, x ist konstant auf den Konjugiertenklassen von Ele-
menten von G!)

(3) Ist p/ : G — GL(W) weitere Darstellung von G mit Charakter x’, so ist x + x’ der Charakter
von p® p.

(4) TIst p unitér, so ist x(¢~!) = x(g9) Vg € G.
Beweis:

(1): ist klar.
(2): Es ist

x(h~"gh) = $p(p(h) " plg)p(h)) = Sp(R; By Ri) = Sp(R,) = Sp(pl9)) = x(9)

nach (2.2)(b), wobei die R, die zugehorigen Darstellungsmatrizen sind.

(3): ist klar, da nach (1.5) eine Darstellungsmatrix von p & p’ von der Form [ %g Ig’ ] ist.
9

(4): Sei (,) eine G-invariante positiv definite hermitische Form auf V. Dann existiert nach Linearer
Algebra, Kap.VII (2.11) eine Orthonomalbasis B von V, so daff ME (p(g)) Diagonalmatrix ist mit
Diagonaleintriigen \; und |\;| = 1. Es folgt A\;* = )\; und

B A A1
ME(p(g7) = ME(plg)) = =

Wir erhalten:

n

x(g™) = Sp(ME(p(g™) = SN = (3 ) = x(9).
=1

i=1
Nach (1.2) gilt (2.4)(4) insbesondere fiir alle Darstellungen von endlichen Gruppen!
(2.5) Beispiel

Zum praktischen Berechnen des Charakters y einer Darstellung p einer Gruppe G sind zwei Tatsachen
wichtig:

(1) x ist konstant auf den Konjugiertenklassen von G. Das heifit, wir brauchen y nur auf Représen-
tanten dieser Konjugiertenklassen zu berechnen.



(2) x(g) ist basisunabhéngig. Das heifit, wir kénnen uns fiir jedes g € G eine geeignete Basis des
Darstellungsraumes V' wihlen, um die Spur von R4 zu berechnen.

Sei G = Dg = ¥3. Wir wollen den Charakter x der Darstellung p von G als Symmetriegruppe von A
berechnen. (Wir fassen hierbei R? als Untermenge von C? auf und GL(R?) C GL(C?).)

G hat 3 Konjugiertenklassen:
Einselement 1, drei Transpositionen mit Reprisentant (12) und zwei 3-Zykel mit Repréisentant (12 3).

Es ist x(1) = 2 nach (2.4)(1). Weiter ist p((l 2)) Spiegelung. Das heifit bzgl. geeigneter Basis gilt

-1
Rz = [
heifit nach Linearer Algebra:

1 } Somit X((l 2)) = 0. Schlieflich ist p((l 23)) Drehung um 120° (bzw. 240°). Das

_ cos(%”) —sin(%”)
R = [ sm(%”) cos(%ﬁ)

Somit x((123)) — —1 (da cos120° = —11)

(2.6) Definition
Die Gruppe G operiere auf der Menge Q = {aq,...,a,}. Das heifit, daf ein Homomorphismus o :
G — X gegeben ist. Wir wollen nun einen Vektorraum V' (§2) mit Basis  konstruieren.

Sei V(Q) := {3, cici; | ¢; € C} die Menge der formalen Summe mit skalarer Multiplikation

d(z CiOéi) = Z(dcz)ozl

i %

(Z ciai) + (Z diai) = Z(CZ + dl)al

und Addition

7

7
Dann ist V(Q2) ein n-dimensionaler C Vektorraum mit Basis 2. Wir definieren nun eine lineare Dar-
stellung p: G — GL (V(Q)) durch:

(Z cl-ozi)p(g) = Zcia?(g) = Zciaf.

Man rechnet leicht nach, dal p eine lineare Darstellung von G ist mit Kern p = Kerno. Wir nennen
p die zur Operation von G auf € (bzw. zu o) gehorige (lineare) Permutationsdarstellung von G.

Diese Darstellung p ist niemals irreduzibel (falls |©2] > 1), denn es gibt immer einen echten G-
invarianten Unterraum von V' (€), némlich C(a; + - - -+ ay,) (da die Elemente p(g) die Basis Q permu-
tieren und daher oy + - -+ 4+ «,, festlassen).

Zerlegt man p nach (1.7) in irreduzible Darstellungen, so erhilt man auf diese Weise hiufig viele
irreduzible Darstellungen von G.

Ist dimV =1 und ¢ : G — GL(V) mit ¢(g) = idy, so nennt man ¢ die triviale Darstellung von G.
Fiir ihren Charakter x gilt: x(g) =1 Vg € G.
Zwei Darstellungen p : G — GL(V) und p/ : G — GL(V') heifilen dquivalent, falls es einen Isomor-
phismus o : V — V' gibt mit:

ap'(g9) = plg)o ¥V geG.



(2.7) Hilfssatz
Die Gruppe G operiere auf der endlichen Menge €. Sei p : G — GL (V(Q)) die zugehorige lineare

Permutationsdarstellung mit Charakter y. Dann gilt:

x(g9) = |Fix(g)| = # Fixpunkte von g auf Q.

Beweis: Sei R, die Darstellungsmatrix von g bzgl. der Basis © von V(€2), wobei Q = {a,...,an}.
Dann ist R, Permutationsmatrix, wobei genau dann eine Eins auf der Diagonalen steht, falls das
entsprechende «; festbleibt. Ist af # w4, so ist r;; = 0. Es folgt:

x(9) = Sp(Ry) = # Fixpunkte von g auf Q.

(2.8) Beispiel
Sei G = X3, @ = {1,2,3} und p die Permutationsdarstellung von G auf V(£2) mit Charakter x. Dann
gilt: x(1) =3, x(12) =1 und x(123) =0.

Sei nun p; die triviale Darstellung von G mit Charakter y; und ps die Darstellung von G aus (2.5)
mit Charakter ys. Dann gilt:

x(1) = 3=1+2=x1(1) +x2(1),
x(12) = 1=14+0=x1(12) +x2(12),
x(123) = 0=1+(=1)=x1(123) + x2(123).

Es folgt daher x = x1 + x2. Wir werden in §3 sehen, dafl hieraus p = p; @ po folgt.

(2.9) Satz
Seien p: G — GL(V) und p' : G — GL(V') dquivalente Darstellungen der Gruppe G mit Charakteren
x und x’. Dann ist y = x/.

Beweis: Da p dquivalent zu p’ ist, existiert ein Isomorphismus o : V' — V' mit op/(g) = p(g)o fiir alle
g € G. Dies bedeutet fiir die Matrix A von o bzgl. fester Basen von V und V', da8 AR = RyA fiir
alle g € G; Aquivalent: R} = A™'R,A fiir alle g € G. Es folgt

X'(9) = Sp(Ry) = Sp(A™'RyA) = Sp(Ry) = x(9)

fiir alle g € G, und daher y = x'. O

83 Die Orthogonalititsrelationen

(3.1) Definition

Sei G eine endliche Gruppe und seien g1,...,gqs Reprisentanten der Konjugiertenklassen von Ele-
menten von G mit g3 = 1g. Sei V der Vektorraum der Klassenfunktionen auf G; das heif3t, der
Abbildungen f : G — C mit f(g9) = f(¢g") Vg,h € G. Dann ist V mit der natiirlichen Addition und
skalaren Multiplikation (das heifit,

(f+ f)(g) = flg)+ f'(g) und (c- f)(g) := cf(9))



ein Vektorraum iiber C. Da jede Klassenfunktion durch die Angabe ihrer Werte auf g1, . .., g4 bestimmt
ist, bilden die Funktionen f; mit f;j(g;) = d;; eine Basis von V. Das heifit, dim V' = d. Auf V' definieren
wir eine hermitische Form durch

1 -
(f.h) = @l > f(g)h(g).

geG

Dann gilt:

(3.2) Hilfssatz
(,) ist eine positiv definite hermitische Form auf V.

Beweis: Offensichtlich gilt (f,h) = (h, f) und (f1 + f2,h) = (f1,h) + (fo, h) sowie (¢f,h) = c(f,h).
Nun gilt (f, f) = ﬁ > f(9)f(g9) € R und > 0. Weiter

(f,f) =0+ [f(g) =0 VgeG;

das heifit, (f, f) =0 < f =0 (als Vektor von V1) O

(3.3) Hauptsatz (Orthogonalitéitsrelationen)
Sei G eine endliche Gruppe mit d Konjugiertenklassen von Elementen. Seien p1, p2, . . . Reprisentanten
der Aquivalenzklassen irreduzibler Darstellungen von G mit Charakteren x1, x2,.... Dann gilt:

(1) # x; = d. (Das heift, es gibt genau d Aquivalenzklassen irreduzibler Darstellungen von G.)
(2) Die x; bilden eine Orthonomalbasis von V. Das heifit, (x;, x;) = di;-

(3) 2?21 xi(1)?2 = |G|. (x:(1) ist der Grad von p;!)

Wir wollen in diesem Paragraphen einige Folgerungen aus (3.3) ziehen und einige Beispiele besprechen.
Der Beweis erfolgt in §4.

(3.4) Folgerung
Sei p Darstellung der endlichen Gruppe G mit Charakter x. Sei n; = (y;, x) fir i = 1,...,d, wobei
die y; die irreduziblen Charaktere von G sind. Dann ist x = nix1 + -+ + naxa-

Beweis: Es ist x = 2521 cixi, da die y; eine Basis des Raums der Klassenfunktionen bilden. Somit
¢i = (x4, X) = n; nach (3.3)(2). -

(3.5) Definition
Sei G endliche Gruppe und p : G — GL(V) beliebige Darstellung von G. Dann ist nach (1.7) p Summe
irreduzibler Darstellungen.

Seien p1, ..., ps Reprisentanten der Aquivalenzklassen der irreduziblen Darstellungen. Kommen in der
Summendarstellung von p jeweils n; Summanden vor, die dquivalent zu p; sind, so schreiben wir

(*) prRnip1 - D ngpq.
Fiir den Darstellungsraum V von p bedeutet dies

n1 mal ng mal

—— ——f
V=(V1€B-~-@V1) @“'@(Vd@“‘@vd)



wobei n; = 0 moglich ist und g — p(g) |v; dquivalent zu p; ist.

Die Schreibweise (%) ist verniinftig, denn wir konnen formal die Darstellungen n;p; bilden durch n;p; =
pi @@ pi(n; mal), und dann die Darstellung nypy ©nops @ - - - Ongpq. (x) bedeutet, da p dquivalent
zu dieser formal gebildeten Darstellung ist.

(3.6) Folgerung

Sei G endliche Gruppe mit d Konjugiertenklassen von Elementen. Seien pq,..., pq Reprisentanten
der Aquivalenzklassen irreduzibler Darstellungen von G mit Charakteren i, ..., xq. Ist p beliebige
Darstellung von G mit Charakter x und x = >_"" | niX;, 0 ist p X nip1 & - - B ngpq.

Beweis: Nach (3.5) ist p & mip1 @ - - - @ mgpg mit m; € NU{0}. Fiir den zugehorigen Charakter x von
p bedeutet dies jedoch offensichtlich xy = Zgzl m;Xi. Nach (3.3)(2) folgt m; =n; firi=1,...,d. O

(3.7) Folgerung
Haben zwei Darstellungen p und p’ der endlichen Gruppe G denselben Charakter , so sind sie dqui-
valent.

Beweis: Ist x = Ele n;iXi, so gilt nach (3.5), daB p = nip1 @ -+ S ngpg = p'. O

(3.8) Folgerung
Sei x Charakter der endlichen Gruppe G. Genau dann ist x irreduzibel, wenn (y, x) = 1.

Beweis: Sei x = Z?:l n;Xxi- Dann gilt nach (3.3)(2) daB (x,x) = Zle n?. Das heifit, (x,x) = 1
impliziert y = x; fiir ein 1. O

(3.8) ist ein niitzliches Kriterium um zu testen, ob eine Darstellung irreduzibel ist.

(3.9) Beispiel

G = As. Dann hat G nach Algebra fiinf Konjugiertenklassen von Elementen mit Reprisentanten:
1 =1id,(12)(34),(123),p = (12345) und p? = (13524). Sei p die Permutationsdarstellung von G
auf V(Q) mit Q = {1,...,5} und Charakter x. Dann ist x nach (2.6) nicht irreduzibel, sondern enthélt
den trivialen Charakter y1. Das heifit x = x1 + x2, wobei x2 = x — x1 der Charakter einer Darstellung
vom Grad 4 ist. (Es ist p = p1 @ p2, wobei p; die triviale Darstellung ist. Also Gradpy =5 — 1 = 4!)
Wir berechnen (x2, x2):

x2(1) = x(1)—xi(1)=5-1=4,
XQ((l 2)(34)) - |Fix((1 2)(3 4))| —1=0,
XQ((123)) - \Fix((123))|—1:1,
xa(p) = —1=xa(p?).
Somit
(o) = g (0 +156(12)39) +20-x06(123) + 12000 +12 0(?)?)
- %(16—%0—#20—{—12—{—12):1.

Daher ist x2 irreduzibler Charakter von As vom Grad4. Nach (3.3)(3) gilt:
5
60 = |As| =) xi(1)* =17 + 42 + x3(1)% + xa(1)* + x5(1)*.
i=1

9



Durch Diskutieren der Moglichkeiten erhélt man x3(1) = 3 = x4(1) und x5(1) = 5 (bis auf Umnu-
merierung!) Dies bedeutet: A hat, bis auf die triviale Darstellung, vier nichtéiquivalente irreduzible
Darstellungen mit Graden 4, 3,3 und 5.

(3.10) Hilfssatz
Sei G endliche kommutative Gruppe. Dann hat jede irreduzible Darstellung von G den Grad 1.

Beweis: Da G kommutativ ist, ist |G| = # Konjugiertenklassen von Elementen von G = d. Nach
(3.3)(3) folgt: d = S°%, xi(1)2. Also x;(1) = Grad x; = 1 fiir alle i. O

(3.11) Beispiel (Charaktertafeln)

Eine Tafel, bei der man in die Zeilen die irreduziblen Charaktere und in die Spalten Repréisentanten der
Konjugiertenklassen von Elementen schreibt, nennt man Charaktertafel der Gruppe G. Ublicherweise
schreibt man in die erste Zeile den trivialen Charakter und in die erste Spalte das Einselement.

(a) Charaktertafel von X3:
Y3 hat drei Konjugiertenklassen von Elementen mit Reprisentanten 1,(12) und (123). Daher
hat X3 drei irreduzible Charaktere x1, x2, X3, wobei 1 der triviale Charakter ist. Nach (3.3)(3)
folgt x1(1) = x2(1) = 1, x3(1) = 2. Das heifit, y3 ist der Charakter der Darstellung von 33 ~ Dg
als Symmetriegruppe von A. Wir erhalten

1] (12)|@123)
x1 |1 1
X2 |1
sl2| o] -1

Wegen x2(1) = 1 ist X3/Kern y2 C C*, also kommutativ. Es folgt Az = ((123)) = Kern x2 und
X2 ((12)) ist Element von C* der Ordnung 2; daher

1] (12) ] (123)
X1 |1 1
Y2 | 1] —1 1
32| 0] -1
(b) Charaktertafel von Ay:
Ay hat vier Konjugiertenklassen von Elementen mit Reprisentanten: 1,p = (123),p? und
o = (12)(34). Daher hat A, vier irreduzible Charaktere x1i, ..., x4, wobei x1 der triviale Cha-

rakter ist.

Ist nun N die Kleinsche Vierergruppe, so ist Ay/N ~ Zs. Daher gibt es einen surjektiven
Homomorphismus 7 : Ay — Zs. Nun hat Zs nach (3.10) genau 3 irreduzible Darstellungen
P1, P2, p3 vom Grad 1. Dies bedeutet, die Hintereinanderausfithrung p; = np;, (i = 1,2,3)
sind irreduzible Darstellungen vom Grad 1 von A4. Sei 0.B.d.A. p; die triviale Darstellung und
X1, X2, X3 die zugehorigen Charaktere. Wir erhalten, falls £ = 5 primitive 3-te Einheitswurzel
ist:

1{p|p o
x1|1|1]1 1
xe|1]e|&] 1]
xa|1[&]¢] 1
x4(3]107]0 -1
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(Da wie in (3.9), x4 = x — x1, wobei y der Charakter der 4-dimensionalen Permutationsdarstel-
lung von Ay ist.)

84 Das Schur’sche Lemma, Beweis der Orthogonalitéitsrelationen

(4.1) Definition
Seien p und p’ Darstellungen der Gruppe G mit Darstellungsriumen V bzw. V. Eine lineare Abbildung
o € Hom (V, V') heifit G-invariant (bzgl. p und p’), falls

plglo =op'(g)  VgeG.
Hom (V. V') :={ 0 € Hom (V, V') | o G-invariant }.

(4.2) Hilfssatz
Sei 0 € Hom (V, V’). Dann sind Kerno und o(V) G-invariante Unterrdume von V bzw. V.

Der Beweis hierzu ist offensichtlich.

(4.3) Schur’sches Lemma
Seien p und p’ irreduzible Darstellungen der Gruppe G mit Darstellungsriumen V bzw. V’/. Dann gilt:

(1) Sind p und p’ nicht dquivalent, so ist Hom ¢(V, V') = {0}.

(2) Sind p und p’ dquivalent, so ist Hom (V, V') = C- o, wobei o G-invarianter Isomorphismus von
V nach V ist.

Beweis: Sei ¢ € Hom ¢(V, V') mit ¢ # 0. Dann ist Kerno nach (4.2) G-invarianter Unterraum, also
Kerno = {0}, da p irreduzibel. Analog o(V) = V', da (V) G-invarianter Unterraum von V' ist.
Somit ist o Isomorphismus von V nach V'’ mit p(g)o = 0p'(g) Vg € G. Nach (2.6) bedeutet dies
jedoch, dafl p und p’ dquivalent sind.

Dies bedeutet insbesondere Hom (V, V') = {0}, falls p und p’ nicht dquivalent sind, also (1). Deswei-
teren gilt, falls p und p’ dquivalent sind:

Ist 0# 0 € Homg(V,V’), soist o Isomorphismus.

Sei nun 0 # 7 € Hom ¢(V, V'). Wir zeigen 70~ = ¢ -idy mit ¢ € C*. Es ist 70~! € Hom g(V, V). Sei
c Eigenwert von 7o~! und V, der zugehorige Eigenraum. Dann ist V, G-invariant, also V. =V, da V/
irreduzibel ist. Dies bedeutet 7o~

Wir erhalten: 7 = ¢ - o fiir jedes weitere 0 # 7 € Hom ¢(V, V') mit ¢ € C*. Dies beweist (2). O

=c-idy.

Sind p und p’ Darstellungen der endlichen Gruppe G mit Darstellungsrdumen V' bzw. V', so definiert
man zu o € Hom (V, V') ein & durch:

G = ﬁ > olg)or'(g7h).

geG

Wegen p(g)op'(g7!) € Hom (V,V’) Vg € G und da Hom (V,V’) ein C-Vektorraum ist, folgt, daf
o € Hom (V,V'). Es gilt:

(4.4) Hilfssatz
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(1) Zu jedem o € Hom (V, V') ist & € Hom ¢(V, V).

(2) Die Abbildung o + & ist linear von Hom (V, V’) in Hom (V, V).

Beweis:
(1): Fiir h € G gilt:

p(h)G = p(h)(ﬁ > plg)od(s™) = ,—1| S o(Wp(g)or (gY)

geqG geQ
1 L 1 )
— @ Z P(hg)o’p’<g 1 l)pl(h) — @ p(hg)ap ((hg) 1)>p'(h) — 50 (h)
hgeG hgeG:
Der Beweis von (2) folgt durch direktes Rechnen. -

Wir zeigen nun:

(4.5) Satz.
Sei G eine endliche Gruppe. Dann gilt fiir die irreduziblen Charaktere x; von G, da8 (x;, x;) = 0i;-

Beweis: Seien p, p’ beliebige Darstellungen von G' mit Charakteren , x’ und Darstellungsriumen V, V.
Zu beliebigem g € G sei @, : Hom (V, V') — Hom (V, V") definiert durch: ®, : ¢ — p(g)pp'(g71).

Wir zeigen zuerst:

(%) Sp(®4) = x(9)X (97 ")

Sei dimV = n, dimV’ = m. Dann kénnen wir Hom (V, V') mit M, (C) identifizieren und ®, mit
D, A RgAR;,l, A € Myxm(C), wobei Ry bzw. R’g,1 Darstellungsmatrizen von p(g) bzw. p'(g~ ')
sind.

Sei nun (E;;)1 < i < n, 1 < j < m Basis aus Elementarmatrizen von M, (C). Dann gilt nach
Ubungsaufgabe

Spd, = Spd, = Z(&)Q(Eﬁ))ij =S (ReEyR, )ig = > (Ry)ia(R) )5
2, ’ 2, 7,7

= (Z(Rg)m) (Z(R;fl)j,ﬁ = (SpRy)(SpRy-+) = x(9)x'(97"),

? J

wobei fiir eine beliebige Matrix M, (M); ; der 4, j-te Eintrag von M bedeutet.

Sei nun ® : Hom (V, V') — Hom (V, V') die Abbildung, die jedem ¢ € Hom (V, V') die lineare Abbil-
dung ¢ aus (4.4) zuordnet. Dann gilt nach Definition von @, dafl

B(p) = G = |—é¥| 3 By (0),
geG

also ® = ﬁ >_gec Pg als lineare Abbildung. Es folgt:

(+) Sp® = ﬁ ;Sp% = é| g;x(g)x’(gl) = ﬁ gezéx(g)x’(g) = (x.X)

nach (2.4)(4) und der Definition von (, ).
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Nun ist nach (4.4) ¢ G-invariante lineare Abbildung. Sind jedoch y und x’ verschiedene irreduzible
Charaktere, so ist nach (4.3)(1) ¢ = 0 fiir jedes ¢ € Hom (V, V’). Dies bedeutet, da§ ® die Nullabbil-
dung ist; insbesondere also Sp® = 0. Wir haben gezeigt:

() Sind x und ' verschiedene irreduzible Charaktere von G, so ist (x,x’) = Sp® = 0.

Ist nun x = ) irreduzibel und V' = V', so ist nach (4.3)(2) ¢ = c,id fiir ein ¢, € C fiir jedes
¢ € Hom (V, V). Desweiteren ist nach Definition
1

laV:@

> pl)idvols™) = 57 (Glidy) = idy.

geG

Dies bedeutet, daB ® Projektion von Hom (V, V') auf Cidy ist. Nach Linearer Algebra bedeutet dies,
dafl (x, x) = Sp® = 1. Dies beweist (4.5). O

(4.5) bedeutet insbesondere, dafl die irreduziblen Charaktere von G linear unabhéngige Vektoren im
Raum der Klassenfunktionen von G sind. Wir erhalten:

(4.6) Folgerung
Sei G eine endliche Gruppe. Dann gilt:

# der irreduziblen Charaktere von G <1 = # Konjugiertenklassen von G.

Um zu zeigen, dafl | = # irreduziblen Charaktere von G, benutzen wir die sogenannnte regulédre
Darstellung von G.

(4.7) Definition

Sei G eine Gruppe. Dann operiert G auf der Menge 2 = G durch Rechtsmultiplikation g : h — hg.
Auf diese Weise erhilt man eine transitive Permutationsdarstellung von G auf sich, die sogenannte
reguldre Permutationsdarstellung von G.

Ist G endlich, so sei V' = V(G) wie in (2.6). Dann ist V' Vektorraum iiber C mit Basis G. Also
dimV = |G|. Die lineare Permutationsdarstellung von G auf V(G) gegeben durch (2.6) nennen wir
regulédre Darstellung von G und bezeichnen sie mit p™&. Der zugehorige Charakter sei x*¢.

Fiir die reguldre Permutationsdarstellung gilt:

(4.8) Hilfssatz
Sei G eine endliche Gruppe. Dann gilt:

(1) x=(1) = |G|.
(2) x*=(g) =0fir1#ge€dq.
(3) W9 = hg Vg,h e G.

(3) ist klar. (1) und (2) folgen aus (2.7).

(4.9) Satz
Sei G eine endliche Gruppe. Dann gilt:

# irreduzible Charaktere von G =1 = # Konjugiertenklassen von G.
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Beweis: Da nach (3.1) der Raum der Klassenfunktionen auf G ein [-dimensionaler unitdrer Raum ist,
reicht es zu zeigen:

(x) Ist ®:G — C eine Klassenfunktion, die auf allen irreduziblen Charakteren senkrecht steht,
so ist & = 0.

Sei @ eine solche Klassenfunktion. Nach (1.7) kénnen wir die regulére Darstellung von G zerlegen in
eine direkte Summe irreduzibler Darstellungen, also:

Preg:@/%’ : x”gzz:m : V(G)Z@Vzv

7 jedem p; bilden wir:

i =15 sz ) € Hom (V;, V3).
1G] =
Dann gilt:
Spei = 1= ZSp<pz ) g ZSp(pz ) e sz = (xi, ®) = 0.
1G] = (= e | o=
Wir zeigen als néchstes:
(a) ¢; ist G-invariant.
Es gilt:
1 -
pi(h)ei = Z pi(h)pi(9)®(g) Z pi(h = — > pilgM)®(g) = ipi(h),
1G] 22 ~ a2, P

wobei g’ = hgh~! ist, und ®(g) = ®(¢’), da ® Klassenfunktion. Dies zeigt (a).
Da p; irreduzibel ist, folgt aus (4.3)(2), daB ¢; = ¢;idy, mit ¢; € C. Wegen Spy; = 0 folgt ¢; = 0.

Aus (b) folgt fir ¢ = ﬁ >_gec PeE(9)P(g), daB auch ¢ = 0ist, da ¢ [v;= ;. Wir erhalten, angewendet

auf 1 € V =V (G):
0=17 = Z‘D ") = g 2 2@

gGG geG

nach (4.8)(3). Nun bildet G eine Basis von V' = V(G). Dies bedeutet ®(g) = 0 Vg € G, und somit
d =0. O

(4.5) und (4.9) beweisen Teil (1) und (2) von (3.3). Zum Beweis von Teil (3) berechnen wir:

(i X%) = ‘g S xilg)x(g) = ﬁximxmg(l) — (1) = d;

nach (4.8) fiir jeden irreduziblen Charakter y; von G. Da die irreduziblen Charaktere eine Ortho-
nomalbasis des Raumes der Klassenfunktionen bilden, folgt x"& = 22:1 diXi-

Es folgt:
l

!
Gl =x"5(1) = > dixi(1) = > xi(1)%.
i—1

=1
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Dies beweist (3.3) vollsténdig.
Als Folgerung von (3.3) zeigen wir noch:

(4.10) Satz
Seien x1,---,xn die irreduziblen Charaktere von G und Cy,--- ,Cp die Konjugiertenklassen. Wéhle
x; € C; und setze h; = |C;|. Dann gilt:

- G
Z Xm (i) Xm (25) = 5iju'
m=1 hj

Beweis. Wir definieren zwei h x h-Matrizen B = (b;;) und C = (¢;;) durch

h. -
bij = 1gpxiles) und eij = x; ().

Dann gilt:
h h hy
Zbrtcts = Z _Xr(xt)xs(xt)
t=1 t=1 |G|
— L(Z:xs(g)xr( )) = drs nach (3.3)(2).
GI* =,

Es folgt BC = I, also auch C'B = Ij,. Daher gilt fiir den 4, j-ten Eintrag von CB:

z] = Z Cimb mj — Z Xm -1‘2 Xm(xj)

§5 Ganze algebraische Zahlen und der p?¢’-Satz von Burnside

(5.1) Definition. Ein algebraischer Zahlkorper ist eine endliche Erweiterung K von Q. (Das heifit
Q C K CCund dimQK < ool). Ein o € C heifit ganze algebraische Zahl, falls o Wurzel eines
Polynoms f(z) = X" ja;z" € Z[x] mit a, = 1 ist. (Ein solches Polynom heifit normiert. o € C heifit
algebraisch, falls es eine Wurzel eines Polynoms aus Q[z] ist.)

(5.2) Hilfssatz. Sei «v algebraisch. Dann sind dquivalent:
(1) « ist ganze algebraische Zahl.
(2) Ist f(x) € Q[x] das Minimalpolynom von «, so ist f(z) € Z[x].

(3) Z[a] := {3 ycia’ | m € NU{0},¢; € Z} ist endlich erzeugt. (Das heifit es existiert ein n € N,
sodaB Zla] = {> 1 ciat | ¢; € Z})
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Beweis. (1) = (2)
Sei o« Wurzel des normierten Polynoms h(x) € Z[z]. Dann ist h(z) Vielfaches des Minimalpolynoms
f(x) von «a, das heifit

h(z) = f(z)g(x) mit g(z) € Q[x],

wobei auch g(z) normiert ist. Sei nun f(z) = Z?:O%xi mit p;,q; € Z und p, = 1 = g,. Setze b = kgV
(¢;) und a = ggT (p;) und F(z) = 8 f(z). Dann ist F(z) € Z[z] und der ggT der Koeffizienten von

T a
F(x) ist 1.

Analog setze G(x) = gg(af), sodaB G(x) € Z[z] und der ggT der Koeffizienten von G(z) auch 1 ist.
Dann gilt:

(%) Der grofite gemeinsame Teiler der Koeffizienten von F'(z)G(z) ist auch 1.
Angenommen (*) ist falsch. Dann existiert eine Primzahl p die alle Koeffizienten von F(z)G(z) teilt.

Es bezeichne — : Z[x] — Zp[z], indem man die Koeffizienten eines Polynoms aus Z[z] mod p liest.
Dann

Es folgt F'(z) = 0 oder G(z) = 0, da Zy[z] nullteilerfrei. (Nach Algebra ist K[z] nullteilerfrei fiir
jeden Korper K!) Dies wiirde jedoch bedeuten, dass p alle Koeffizienten von F(z) bzw. G(z) teilt, ein
Widerspruch. Dies zeigt (x).

Nun gilt bd h(z) = acF (x)G(x).
Daher ist bd = ggT der Koeffizienten von bd h(x) = ac. Es folgt h(x) = F(x)G(x). Daher sind auch
F(z) und G(z) normiert. Es folgt 2 =1 und F(z) = f(z) € Z[z].

(2) = (3)
Sei f(lgn) = Yo aizt, a; € Z und a, = 1. Dann gilt (+)a” = — 3"} a;a’. Es folgt Zla] =
oty cal | ¢ € Z}. (@™t = =37 a;_1a™. Setzt man nun fiir o™ den Ausdruck (+) ein, so

folgt o' € {317 il | ¢ € Z} usw.!)
(3) = (1)
Sei Z[a] = {31, cia’ | ¢; € Z}. Dann
n .
ot = Zaia’, a; € 7,
i=0
also "™ — 3" a;a’ = 0. Hieraus folgt nach Definition, daf$ o ganz algebraisch ist. O

(5.3) Folgerung. Es gelten:

(1) Die ganzen algebraischen Zahlen bilden einen Unterring von C.

(2) Ist x : G — C Charakter der endlichen Gruppe G, so ist x(g) ganz algebraisch fiir alle g € G.

Beweis.
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(1) Es reicht zu zeigen, daf§ o + 8 und af ganz algebraisch sind, falls a und 3 ganz algebraisch.
Nach (5.2)(3) wird Z[a] erzeugt von o, --- o™ und Z[3] von 8°,--- ™ fiir n,m € N. Somit
wird Z[a, 3] erzeugt von {a!7 | 0 < i < n,0 < j < m}. (Z]a,p] = {22 cijaiB | cij € Z})
Daher werden nach Z]a + ] und Z[a] als Unterringe von Z[«, 3] endlich erzeugt. Daher sind
a + ( und af nach (5.2) ganz algebraisch.

(2) Sei p die zu x gehorige Darstellung mit zugehoriger Matrixdarstellung R : G — GL,(C). Dann
ist nach (2.3) x(g) = Sp(Ry) = Summe der Eigenwerte von R,. Da g endlich, also g™ =1 fiir ein
n € N sind die Eigenwerte von R, n-te Einheitswurzeln, also ganz algebraisch. Daher ist nach
(1) auch x(g) ganz algebraisch. O

(5.4) Folgerung. Die einzigen ganzen algebraischen Zahlen die gleichzeitig rational sind, sind die ganzen
Zahlen.

Beweis. Ist « rational, so ist £ — a das Minimalpolynom von «. Ist nun « ganz algebraisch, so ist nach

(5.2) z — « € Z[x], also a € Z. O
(5.5) Definition. Sei G = {g1, - , gn} eine endliche Gruppe. Dann nennen wir die Menge aller formalen
Summen

CG :={) cigi|ci€C}

i=1

die Gruppenalgebra von G.

CG wird mit der Addition:

O cig) + O digi) =Y (ci+ di)gs

und der skalaren Multiplikation
d(Y " cigi) ==Y _(dei)gs

zu einem Vektorraum iiber C mit Basis (g1, - - , gn). AuBerdem ist auf CG eine Multiplikaiton gegeben

durch:
O gD digj) = cidjgig;
1,J
und CG bildet mit dieser Multiplikation einen Ring. Es ist
Z(CG) ={a € CG | ab = ba fiir alle b € CG}

das Zentrum von CG. Offensichtlich ist Z(CG) ein Unterring und ein Untervektorraum von G.

(5.6) Hilfssatz. Sei G eine endliche Gruppe und seien Cy, - - - , Cj, die Konjugiertenklassen von Elementen
von G. Sei C; = ) o @ (gebildet in CG) i=1,---,h.

Dann bildet (Cy,--- ,C}) eine Basis von Z(CG). Insbesondere dim Z(CG) = h.

Beweis. Sei x € C; und g € G. Dann g~ lzg € C;, also ¢~ 'C;g = erci g tzg = C;. Es folgt Cig = ¢C;
fur alle g € G und daher C; € Z(CG);i=1,--- ,h. DaC;NC;j = 0 und da {g1,--- ,gn} = G eine Basis
von CG bildet, sind Ci,--- ,Cp auch linear unabhéngig.
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Seinun C; = {wxj; | j = 1,--- ,n;} mit n; = |C;|. Dann 148t sich jedes a € Z(CG) eindeutig in der Form

() a:Zcijxij mit ¢;; € Cund i =1,--- ,hund j=1,--- ,ny
i,J

darstellen. Wir zeigen c;; = ¢;, = ¢; fiir alle j, k < n; und alle <. Ist dies gezeigt, so folgt

h h
a = Zc,( a:ij) = ZCZCZ
1 i=1

=1 j=
und daher ist jedes a € Z(CG) Linearkombination der C; was (3.6) beweist.

Uz

Nun gilt fiir g € G : g~'C;g = C;. Es folgt

h n; h ng
SO i) =a=glag=> " cijg ' zij9).
i=1 j=1 i=1 j=1
Ist nun g~ 'z;jg = @, so miissen, da {z;; | i = 1,---,h,j < n;} eine Basis von CG bildet, die

Koeffizienten bei x;; und x;;, gleich sein. Es folgt ¢;; = c¢;. Wegen
Ci=A{wia, + @in,} = {9 'wig | g € G} fiir 2; € C;

folgt daher ¢;; = ¢;, fiir alle 7,k < n;. O

(5.7) Satz. Seien Cy,--- ,Cp, die Konjugiertenklassen der endlichen Gruppe G mit Vertretern z; € C;

und sei h; = |C;|. Seien x1,-- -, xp die irreduziblen Charaktere von G und n; = x;(1). Dann sind die
Zahlen h
() wy =ty
nj

ganz algebraisch.

Beweis. Sei wie in (5.6) C; = > .. @. Dann ist nach (5.6) {C1,---,Cy} Basis von Z(CG). Daher
existiert cjjn, € Z mit

h
CiCj = Z ciij'm.
m=1

(Die ¢jjm sind in Z, da C;C; Summe von Gruppenelementen ist!) Sei nun yj Charakter der Darstellung
pr, mit Darstellungsraum V). Dehne pg zu einem Ringhomomorphismus

pr : CG — End (V%)

aus, durch pi(3_ cq €e9) = D e CoPr(g). Dann gilt

h
(+) pr(Ci)pr(Cj) = Z CijmPk(Cm)-
m=1

Da C; € Z(CG) kommutieren pi(C;) und pi(x) fir alle z € G. Es folgt pr(Ci) € Homeg(Vi, Vi) =
Cidy, nach (4.2). Also pi(Ci) = wjy, - idy;, fiir ein wy, € C. Es ist:

ngwir = Sp(wi - idy,) = Sp(pr(Ci)) = Sp( D pr(z))
zeC;

= D Splpr(@) = Y xu(@) = ha - xa(w:)

zeC; zeC;
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Daher sind die w;;, wie in (). Gleichung (4) wird zu

h
WikWjf = Z CijmWmk, oder
m=1
h . _J 0 j#Fm
Zmzl (Cijm - jmwik)wmk =0; 6jm = { 1 j=m
Lxge(l) _

Sei nun C; = {1}. Dann hy = 1 und wyx = 1. Fixiert man nun i und k, so bedeutet dies, dass

das homogene lineare Gleichungssystem

ng

[Cijm—(sj‘mwik]X:O;1§j§h71§m§h

eine nichttriviale Losung hat, ndmlich X = (wqg, -+, wp) (da wyg # 0!) Es folgt
Cill — Wik Cilh
Ci21 Ci22 — Wik ©Ci2h

0= det[cijm - 5mezk] = det
Cinl T Cinh — Wik

Dies bedeutet wjj, ist ein Eigenwert der Matrix (¢;jm),1 < j,m < h. Nun sind die Eintrige dieser
Matrix in Z, das heifit w; ist Wurzel eines Polynoms aus Z[x] mit hochstem Koeffizienten +1. Daher
ist wy ganz algebraisch fir 1 < i,k < h. O

(5.8) Hilfssatz. Sei p : G — GL(V) eine Darstellung der endlichen Gruppe vom Grad n mit zugehérigem
Charakter y. Dann ist |x(g)| < n fiir alle g € G. Gleichheit gilt genau dann, wenn p(g) = «aidy fiir ein
aecC.

Beweis. Angenommen p(g) hat die Eigenwerte Aq,---,\,. Dann sind die )\; Einheitswurzeln, also
|A\i| = 1. Es folgt
X = 1A+ A S A+ + ] <

Desweiteren gilt Gleichheit genau dann, wenn A\; = --- = A\, = A. In diesem Fall ist (A — x)" das
charakteristische Polynom von p(g). Wegen p(g)I¢l = p(gl¢l) = p(1) = idy ist das Minimalpolynom
f(z) von p(g) ein Teiler von z!/Gl — 1. Daher ist f(z) ein Teiler von (z — A)" und z/¢ — 1. Es folgt
f(z) =2 — X und daher p(g) — Aidy = 0. O

(5.9) Definition. Eine Gruppe G heifit auflosbar, falls eine Reihe von Untergruppen

1=GocGy---Gp, =G

existiert, sodal G; ein Normalteiler von G;y; ist und G;11/G; abelsch fir i = 0,--- ,m — 1. Aus der
Algebra sind bekannt:

(1) Untergruppen und Faktorgruppen von auflésbaren Gruppen sind auflésbar.

(2) Besitzt die Gruppe G einen auflosbaren Normalteiler N, soda G/N auflosbar ist, so ist G
auflosbar.

Eine Gruppe G heifit einfach, falls sie keinen echten (von {1} und G verschiedenen) Normalteiler be-
sitzt. Die einzigen endlichen Gruppen die auflésbar und einfach sind, sind die zyklischen Gruppen von
Primzahlordnung Z, = Z/pZ. Eine endliche Gruppe G heifit p-Gruppe, falls |G| = p™, p Primzahl.
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Das Zentrum Z(G) einer Gruppe G ist

Z(G):={reG|gr=29Yg € G}.

(5.10) Hilfssatz. Sei G eine endliche p-Gruppe. Dann ist Z(G) # {1}.

Beweis. Sei |G| = p™ und seien Cy, - - - , Cj, die Konjugiertenklassen von G mit Vertretern x; und z; = 1.
(i.e. Cy = {1}). Dann ist |C;| = |G : C(=x;)| = p*, oy > 0 nach Algebra. Es folgt:

h h
Gl =) [Cl=1+) p™.
i=1 =2
Daher existiert ein ¢ > 1 mit o; = 0. Es folgt G = C(z;) und z; € Z(G). O

(5.11) Folgerung. Endliche p-Gruppen sind auflsbar.

Beweis. Mit Induktion nach |G].
Sei G eine endliche p-Gruppe. Dann ist nach (5.10) |G/Z(G)| < |G|, also G/Z(G) auflésbar. Da Z(QG)
abelsch, also auch auflésbar ist, folgt die Behauptung. O

(5.12) Hilfssatz. Sei x ein irreduzibler Charakter der endlichen Gruppe G. Angenommen es existiert
eine Konjugiertenklasse C von G mit ggT (|C|, x(1)) = 1. Dann gilt x(x) = 0 oder |x(z)| = x(1) fir
jedes z € C.

Beweis. Wegen ggT (|C|, x(1)) = 1 existieren s,¢ € Z mit s|C| + tx(1) = 1. Es folgt

s|Clx(x) o) = X(@)
) +tx(z) = -

Nach (5.7) ist % ganz algebraisch. Daher ist nach (5.3)(2) auch a = % ganz algebraisch. Nach
(5.8) ist |a| < 1.

Sei nun e primitive |G|-te Einheitswurzel und K = Q(¢). Dann ist K Galoiserweiterung von Q. Sei
Aut(K : Q) = A und n = x(1). Dann ist nach (2.3) x(z) Summe von n |G|-ten Einheitswurzeln, also
x(x) € Kund a € K.

Seien a = ay,- - ,a,, die Bilder von a unter A und N(a) = a;i - - ay,. Dann N(a)? = (a1---am)’ =
af ---a?, = N(a) fiir alle 0 € A und daher N(a) € Q nach dem Hauptsatz der Galoistheorie. Da auch
as,--- ,ay, Wurzeln des Minimalpolynoms von a sind folgt nach (5.2), daf alle a; und damit N(a)

ganz algebraisch ist. Somit nach (5.4) N(a) € Z.

Nun a = % mit |G| Einheitswurzeln \;. Es folgt

a; = a’ = W fir ein 0; € A und die A7 sind auch |G|-te Einheitswurzeln. Hieraus folgt
la;] <1 fir ¢ = 1,--- ,m und daher |[N(a)| < 1. Wir erhalten N(a) = 0 oder N(a) = £1. Im ersten

Fall folgt @ = 0 = x(z). Im zweiten Fall folgt |a| = 1 und daher |x(z)| = x(1). O
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(5.13) Hilfssatz. Angenommen die endliche Gruppe G besitzt eine Konjugiertenklasse C # {1}, sodafl
IC| eine Primzahlpotenz ist. Dann ist G keine nichtzyklische einfache Gruppe.

Beweis. Wir nehmen an, da3 G einfach und nichtzyklisch ist und fithren dies zum Widerspruch. Sei
IC] = p© und wihle z € C. Ist ¢ = 0, so ist C = {z} und x € Z(G), im Widerspruch zur Annahme.
Daher ¢ > 1.

Seien nun i, -, xp die irreduziblen Charaktere von G, wobei x; der triviale Charakter ist. Dann
folgt aus (4.10)
h h
0= Z Xm(2)xm(1) =1+ Z Xm(D)xm(x) (%)
m=1 m=2

. . . P fxm(1) fiir 2 <m < h,

Wir numerieren nun die x,,, sodafl p | xm(1) fiir hy+1 <m < h

Dann gilt ggT (|C|, xm(1)) = 1 fiir 2 < m < hg. Daher folgt nach (5.12) xm(x) = 0 oder |xm(x)| =
Xm (1) fiir diese m. Wére nun |, (z)| = xm(1) fiir ein solches m, so folgt nach (5.8) fiir die zugehorige
Darstellung p,, daB p,,(z) = cidy. Da G einfach ist, ist pp, treu. Wegen p,,(x) € Z(pm(G)) folgt
x € Z(G), ein Widerspruch zur Einfachheit von G.

Wir erhalten daher x,,(x) = 0 fir 2 < m < h,. Setze nun x,,,(1) = pcm, ¢ € Z fiir m > hg. Dann
wird (*) zu

h h
0=14 > xmWxm@) =1+ > peaxm(@).
m=ho+1 m=ho+1
Nun ist § = an:ho 41 CmXm(7) eine ganze algebraische Zahl. Jedoch § = _71, im Widerspruch zu
(5.4). Dieser Widerspruch beweist (5.13). a0

(5.14) Satz. (Burnside) Sei |G| = p®¢® mit Primzahlen p und ¢. Dann ist G auflésbar.

Beweis. Mit Induktion nach |G|. Sei P eine p-Sylowuntergruppe von G. (Also |P| = p%) und 1 # z €
Z(P). Dann ist P C C(z) und daher gilt fiir die Konjugiertenklassen C von x:

o= LGl _p
[C(x)] P
Daher folgt nach (5.13), dafl G keine nichtzyklische einfache Gruppe ist. Also G zyklisch oder es

gibt eine echten Normalteiler N von G. Im zweiten Fall sind nach Induktionsannahme N und G/N
auflosbar und daher ist auch G auflésbar. a

86 Tensorprodukt von Vektorrdumen und Darstellungen

(6.1) Definition
Seien V, W Vektorrdume iiber K mit dimV = n, dimW = m. Seien ¢;; fir 1 <i <n, 1 <j <m
Symbole und T" der Vektorraum aller formalen Linearkombinationen der ¢;;. Das heift

T .= {Zcijtij ’ Cij € K}

i?j
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Dann ist T" ein nm-dimensionaler Vektorraum iiber K mit Basis (tij [1<i<n,1<j5< m).

. . 3 n n
Sei nun (v1,...,v,) Basis von V und (wi,...,wp,) Basis von W. Zu v = Y717 av;, w = 37 bjw,

mit a;,b; € K setzen wir
n m
VR W = Z Z aibjtij.
i=1 j=1

Insbesondere also v; ® w; = ;.

Dann gilt:

(6.2) Satz
Seien V, W und T wie in (6.1). Dann ist die Abbildung V' x W — T definiert durch (v,w) — v ® w
bilinear und es gilt:

T1: Ist U ein Vektorraum iiber K und g : V x W — U eine bilineare Abbildung, so existiert genau
eine lineare Abbildung ¢* : T — U mit

g vew) = g((v,w)) Yo e V,we W.

Y n
Basis von T'.

T2: Ist (vy,...,vy,) Basis von V und (wy, ..., wy,) Basis von W, so ist (v;@w] |1 <i<n,1 <j<m)

Beweis: Wir zeigen v @ (w + w’) = (v ® w) + (v ® w’). Sei hierzu w’ = -, biw;. Dann ist w +w' =
> (bj + b} )w; und nach Definition:

v® (w+ w') = Z ai(bj + b;)tij = Z a;bjt;; + Z aib;tij = v@uwt+vuw.
i,j ] Y]
Analog zeigt man: (v+v)Q@w=v@w+ v ®w und c(v @ w) = (¢-v) ®w = v (cw), ¢ € K. Dies
zeigt die Bilinearitét von (v, w) — v ® w.

T1: Sei g : V x W — U bilinear. Da die t;; eine Basis von T' bilden, existiert genau eine lineare
Abbildung ¢* : T'— U mit g*(t;;) = g((vi,vj)). Fiir g* gilt:

g lvew)=g" (Z aibjtij) = Z aibjg* (ti;) = Z aibjg((vu wj)) = g(Z a;vi, Z bjwj) = g(v, w).

12
Die Eindeutigkeit von g* folgt, da fiir jede solche lineare Abbildung g gelten mufl g(¢;;) = g<(vi, vj)>.

T2:  Wir miissen zeigen, daf§ (v; ® wj | 1 < i <n,1 < j < m) Basis von 7" ist. Da dim7" = nm,
reicht es zu zeigen, daf die v; ® wj den Raum T' erzeugen. Da {v@w | v € V,w € W} ganz T' erzeugt,
reicht es zu zeigen, dafl jeder Vektor v @ w Linearkombination der v ®w} ist. Sei hierzu v = 1" | d;v,
w= 737" ejw;. Wegen der Bilinearitit von (v, w) — v®@w folgt: v@w =37, ; die;j(v; ® wj). 0
(6.3) Bezeichnung

Den Vektorraum 7' zusammen mit der bilinearen Abbildung (v,w) +— v ® w € T nennt man das
Tensorprodukt von V und W. Abgekiirzt T =V @xg W =V @ W (falls K fest ist!) Weiter nennt man
v ® w das Tensorprodukt von v und w.
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Das Tensorprodukt V' ® W ist durch seine Eigenschaften T1 und T2 bis auf Isomorphie eindeutig
bestimmt. Das heifit, ist T ein K- Vektorraum zusammen mit einer bilinearen Abbildung ¢ : VW — T
die T1 und T2 gentigt, so ist T ~ T. Denn nach T1, angewandt auf T, gibt es eine lineare Abbildung

T — T mit o*(v @ w) = @((v,w)). Nach T2, angewandt auf T, ist ¢* surjektiv. Nach T1,

angewandt auf T, existiert eine lineare Abbildung ¢* : T — T mit ¢* (go(v,w)) = v ® w. Dies
bedeutet, daf ¢* ein Isomorphismus ist.

(6.4) Satz
Seien V, W und U endlich-dimensionale Vektorrdume iiber K. Dann (VW)U ~V @ (W @ U).

Beweis: Sei (v; | i =1,...,n) Basis von V, (w; | j = 1,...,m) Basis von W und (u; | l = 1,...,k)
Basis von U. Dann ist nach (5.2) ((vz Rwj) ® ul) Basis von (V@ W)® U und (vj ® (w; ® ul)) Basis
von V& (W U).

Daher kann man die Abbildung (v; ® w;) @ w; — v; ® (w; @ u;) zu einer bijektiven linearen Abbildung
ausdehnen. O

(6.5) Satz
Sei ¢ € End g (V), ¢ € End g(W). Dann gilt:

(a) Es existiert genau eine lineare Abbildung ¢ ® € End (V@ W) mit (v @ w)¥®¥ = v? @ w fiir
alleveV,we W.
(b) Ist p € GL(V),vp € GL(W), soist p @ ¢ € GL(V @ W).
Beweis:

(a): Die Abbildung (v, w) +— v?@w?¥ von V x W in V ® W ist bilinear. Daher existiert nach T1 genau
eine lineare Abbildung ¢ € End x(V ® W) mit (v ® w)? = v? @ w¥ Vv € V,w € W. Man schreibt

o= R
(b): Sei (v; | ¢ =1,...,n) Basis von V und (w; | j = 1,...,m) Basis von W. Sind ¢ € GL(V') und
¢ € GL(W), sosind (vf |i=1,...,n) und (w;p | j=1,...,m) Basen von V bzw. W. Daher ist nach

T2 auch (vf ® w}p |1<i<n,1<j<m)Basis von V ® W. Dies bedeutet, dal ¢ ® 1 eine Basis von
V ® W auf eine Basis abbildet, also p ® ¢ € GL(V @ W). O

(6.6) Hilfssatz
Seien ¢; € End (V') und ; € End (W) fiir 4 = 1,2. Dann gilt:

(a) (1 @ Y1)(p2 ®Y2) = 12 @ P1ia.
(b) (p1+02) @Y1 =1 @Y1 + 2 @Y1 und 1 ® (Y1 +P2) = Y1 @ Y1 + V1 @ Pa.
(c) Ist ¢ € GL(V) und v € GL(W), soist (p@¢) 1 =p 1 @yL.

Beweis: (a) und (b) sind direkte Rechnungen. Zum Beispiel

(v® w)(¢1®¢1)(¢2®¢2) = ("' ® w¢1)(<ﬁ2®¢2) — 192 @ ¥1¥2 — (v w)wm@wlw‘

(c) folgt aus (a). O
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(6.7) Hilfssatz
Sei A = (a;) die Matrix von ¢ € End g (V) beziiglich vq,...,v, und B = (bj;) die Matrix von
¥ € End g (W) beziiglich wy, ..., wy,. Dann ist die nm x nm Matrix:

(aubjr) 1 <i,0<n, 1<j5,k<m

die Matrix von ¢ ® v beziiglich der Basis v; @ w;, i =1,...,n, j=1,...,m.

Beweis: Es ist

n m
(vi ® wj)“0®w =v’ ® w}z’ = (Z ailvl)@)(Z bjkwk) = Z a;bjr (v @ w).
=1 k=1

L,k

(6.8) Hilfssatz
Sei ¢ € End g(V),¢ € End g(W). Dann ist

Sp(¢ ® ¥) = Spy - Spe.

Beweis: Wihle Basen vy, ..., v, von V und w,...,w,, von W beziiglich deren die Matrizen (a;) und
(bjr) von ¢ und v Dreiecksmatrizen sind. Dann ist nach (5.7) die Matrix von ¢ ® v beziiglich der
Basis v; ® wj,i = 1,...,n j = 1,...,m auch Dreiecksmatrix mit den Diagonaleintrégen a;b;; fiir
1<i<n,1<j<m. Esfolgt:

n m

Sp(e ®@¢) = Z aiibj; = (Z aii) (Z bjj) = Spy - Spy.

i=1 j=1

(6.9) Definition.
Seien p1 : G1 — GL(Vy) und pg : Go — GL(V3) Darstellungen der Gruppen G; mit Charakteren x;,
¢ = 1,2. Wir definieren eine Darstellung

p1®p21G1XG2—>GL(I/1®V2)

durch (p1 @ p2)((91,92)) = p1(91) ® p2(g2)
Dann ist nach (6.6)(a) und (c) p1 ® p2 Darstellung von G; x Gz mit Darstellungsraum Vi ® Va. Der

Charakter x von p; ® pe ist nach (6.8) gegeben durch x((g1,92)) = x1(91)x2(92)-

Sei nun G; = G5 = G. Dann kénnen wir G mit der Teilmenge G = {(g,9) | g € G} C G x G
identifizieren. Dann ist p1 ® po \é: G — GL(V1®V3) eine Darstellung von G mit Darstellungsraum Vi ®
V2 und Charakter x1x2. (das heifit (x1x2)(9) = x1(g9)x2(g))- Man nennt p; ® ps |5 das Tensorprodukt
der Darstellungen p; und py von G. Insbesondere erhélt man, dafl zu je zwei Charakteren x; und x2
von G auch x1x2 ein Charakter von G ist.

(6.10) Satz
Seien G, Go endliche Gruppen und p; : Gy — GL(V), p2 : Go — GL(W) Darstellungen. Dann gilt:

(a) Sind p; und py irreduzibel, so ist p; ® p2 eine irreduzible Darstellung von G x Ga.

(b) Jede irreduzible Darstellung von G x Gg ist dquivalent zu einer Darstellung p; ® p2 mit irredu-
ziblen Darstellungen p; von Gj.
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Beweis:
(a): Seien x;, i = 1,2 die Charaktere der p;. Sind die p; irreduzibel, so gilt nach (3.3), daB

1 = (x1,x1) = ‘G’ > xalg)xaler) Z Ix1(g1)[%,

g1€Gy g1€G1

1 = (xe
(x2, x2) e ’g;; x2(92)x
2 2

Durch Multiplikation dieser Gleichungen erhalten wir mit |G1 x Ga| = |G1] |Ga2|:

1

1
l=— 7 ).
‘Gl x Gy ’ Z |X1 g1 | |X2(92)| |G | |G2 Z |X g1 gg)| (X X)

91,92 91,92

Somit ist x und damit p; ® pa irreduzibel nach (3.8).
(b): Offensichtlich gilt:

(g1,92) und (h1, he) sind in Gy x G konjugiert. < g1, hq sind in Gy und go, ho sind in G konjugiert.

Sind daher [; = # Konjugiertenklassen von G;,7 = 1,2, so gilt:

l1lo = # Konjugiertenklassen von G x Ga.

Seien nun x1,---,xe, und ¥y, , ¥, die irreduziblen Charaktere von G bzw. G> und seien
i = x;¥; die {145 irreduziblen Charaktere

von G7 x Gy gegeben durch ¢;;(g1,92) = xi(91)¥;(92). Um zu zeigen, daf dies alle irreduziblen
Charaktere von G x (G5 sind reicht es zu zeigen, daf} sie paarweise verschieden sind. Nach den Ortho-
gonalititsrelationen gilt nun

1 -
(pijs pirgr) = Gy % Gal > wiilgr, 920005 (g1, 92)
! 2 (91,92)€G1xG2

— (A Y e @) (s S W(02) T ()

|G1| TN |G2| el
= (X27Xz’)(\1137\11] ) —(5 /5 /_0

falls i # i’ oder j # j. Dies bedeutet ¢;; # @57, falls ¢ # ¢ oder j # j'. O

1

(6.11) Bezeichnungen
Sei V' ein Vektorraum mit Basis (v1,...,v,). Sei o lineare Abbildung von V@V — V @ V mit

o:v;®vj v fir 1 <45 <n.
Dann gilt fiir v =), a;v; und w = zj bjvj, dafl
(v@w)’ Za, (v ® ;)7 =w .

i,J
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Desweiteren folgt o2 = idy gy . Nach Linearer Algebra gilt fir W =V @V, da W = W, @ W_, wobei
Wi={weW|w =w}und W_ ={we W |w? = —w}. Wir nennen:

Sym?(V) := W, symmetrisches Quadrat von V und Alt?(V) := W_ alternierendes Quadrat von V.

(6.12) Satz
In den Bezeichnungen von (6.11) gilt:

(1) (v; ®@v; +vj®v; | 1<i<j<n)ist Basis von Sym?(V).

(2) (vi®v; —vj®v; | 1 <i<j<n)ist Basis von Alt*(V).

(3) dim(Sym2(V)> = 2D ypd dim(Ath(V)) = noh),

(4) Ist p : G — GL(V) Darstellung von G und p = p®@ p : G — GL(V ® V), so sind Sym?(V)
und Alt*(V) 5(G)-invariante Unterrdume von V ® V. (Das heifit wir erhalten Darstellungen
G — GL(Sym?(V)) und G — GL(A1t*(V)) vom Grad 25 by, 2D

Beweis: Wegen

2(%‘@1}]') = [W@Uj‘l-vj®Ui]+[vi®vj—vj®vi]
Q(Uj@)vi) = [vi®vj+vj®vi]—[vi®vj—vj®vi]

fir 1 <14 < j < n, erzeugen die Vektoren aus (1) und (2) zusammen ganz V. Desweiteren liegen die
Vektoren aus (1) in Sym?(V) und die aus (2) in Alt*>(V). Andererseits ist

. n(n+1
[{vi®vj+v;@u|1<i<j<n}| = %’
. n(n—1
[ {viov,—v;@u|1<i<j<n}| = %

Wegen n? = —”("2+1) +

eine Basis von W bilden.

@ = dim(V ®V'), bedeutet dies, daf die Vektoren aus (1) und (2) zusammen

Setzt man L = (v; Qv; +v;@v; |1 <i<j<n)und M = (v; ®v; —v; @v; | 1 < i< j < n) so folgt
W=L®Mund L C W, =Sym?(V), M C W_ = Alt>(V). Wegen W = W, @ W_ folgt L = W
und M = W_, sowie (1) - (3) der Behauptung.

Fiir v,w € V gilt weiter:

(v ® w)7P9) = (0 @ v)PW) = W) P9 = (Up(g) ® wﬁ(g))" — (v @ w)PO)e.

Daher ist o mit der Operation von p(G) vertauschbar. Hieraus folgt (4). O

§7 Permutationsgruppen

(7.1) Definition
Die Gruppe G operiere auf der Menge Q. Dann heifit G transitiv auf § falls zu jedem « und o' aus Q
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ein g € G existiert mit o = . G heifit 2-fach transitiv auf €2, falls zu o # 8 aus Q und o’ # ' auch
aus () ein g € G existiert mit:
ot ==

Fir o € Q sei G, :={g € G | a9 = a} die Fixgruppe (oder Stabilisator) von a. Offensichtlich ist G,
eine Untergruppe von G. Desweiteren gilt:

GY = g7 Gag = Gas.

(7.2) Hilfssatz
Die Gruppe G operiere auf €. Dann sind dquivalent:

(1) G ist 2-fach transitiv auf Q.

(2) G ist transitiv auf Q und G, ist transitiv auf Q — {a} fiir jedes a € Q.

Der Bewelis ist trivial.

(7.3) Satz
Die endliche Gruppe G operiere transitiv auf der Menge Q. Fiir z € G sei f(z) = |Fix(x)|. Dann gilt:

(a) 1G] = > peq f(2)-
(b) Ist G 2-fach transitiv auf Q, so ist 2|G| =Y, . f(z)*

Beweis:

(a): Wir benutzen die sogannte Fahnengleichung. (Auch Prinzip der doppelten Abzéhlung genannt!)
Wir nennen die Elemente von G ‘Punkte’ und die Untergruppen G, a € 2 ‘Blocke’. Ein Punkt g liegt
auf dem Block G, falls g € G,. Eine Fahne ist ein Paar (g, G,) mit g € G,. Dann gilt:

Z flg) = Z(# Blocke durch g) = # Anzahl der Fahnen

geG geG
= Y (# Punktein Go) = > |Gal =[] |Gal = |G : Gal| |Ga| =G,
aEef ac)

da |Q = |G : G| fir a € Q wegen der Transitivitét.

(b): Sei Q = {a1,...,an}. Dann ist nach (6.1) G, transitiv auf Q — {«;}. Desweiteren ist fiir z € G,
auch f(x) — 1 = # Fixpunkte von x auf Q — {«;}. Es folgt nach (a), da8 erGal(f(x) —1) =|Gul;
daher

(%) Y fl@) =2|Cq,l.

2€Gq,

Durch Aufsummieren von (x) folgt:

n

Y f(@)(# der Go, mit @ € Gy,) = Z( Y f(x)) - z(zn: |Gai|) =2/G|.
i=1

zeG 1=1 z€Gq,

Nun ist jedoch: # (der Go, mit z € Ga,) = f(z). Es folgt >, f(2)* = 2]G|. O

(7.4) Folgerung

Die endliche Gruppe G operiere transitiv auf . Sei p : G — GL (V(Q)) die zugehorige Permutati-
onsdarstellung mit Charakter m. Dann gilt:
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(a) Der triviale Charakter x; kommt genau mit der Vielfachheit 1 in der Zerlegung von 7 in irre-
duzible Charaktere vor.

(b) Ist G 2-fach transitiv auf €, so gilt 7 = x1 + x mit einem irreduziblen Charakter x.

(o ot 1
(m,x1) = m(g%;ﬂ(g)m g > @l (gezéf )
(b):

(m,7) = ﬁ(ﬁz(;ﬂg (9)) = ‘G, > 1o

nach (7.3)(b). Hieraus folgt nach den Orthogonalititsrelationen, dafl in der Zerlegung von 7 in ir-
reduzible Charaktere genau zwei solche, jeweils mit der Vielfachheit 1 vorkommen. Nun folgt (b)
aus (a). O

(7.5) Beispiel: Charaktertafel von As

11269 123) ] o] 2
i1 1 1] 1] 1
3
ﬁ . , p=(12345).
xi |4 11| -1
X5 | 5 1| —1] 0] 0

Hierbei ist x4 = x — X1, wobei x der Charakter der Permutationsdarstellung vom Grad 5 von As
ist; und x5 = X — x1, wobei X der Charakter der Permutationsdarstellung vom Grad 6 (auf den
5-Sylowgruppen von As) ist.

Sei nun o € X5 — As mit p° = p?. Dann ist fiir jede irreduzible Darstellung ¢ mit Charakter y
von As auch ¢7 mit ¢7(g) = ¢(g%) fir g € As irreduzible Darstellung mit Charakter x? (mit
X7 (9) = x(¢7)). Daher {x3,x3} = {x2, x3}- Falls x3 = xa, so auch x§ = x3; aber dann x;(p) = xi(p?)
fir alle¢ =1,...,5 — im Widerspruch dazu, daf} die irreduziblen Charaktére eine Basis fiir den Raum
der Klassenfunktionen bilden (da dann die Klassenfunktion gegeben durch 1 — 0, (12)(34) — 0,
(123) — 0, p — 0, p?> — 1 nicht im Erzeugnis von x1, ..., x5 liegt). Daher x§ = x3 und x§ = xo; da
o die Konjugiertenklasse von (12)(34) und (12 3) festléfit, bedeutet dies:

x2((12)(34)) = x3((12)(34)), x2((123)) = x3((123)) und x2(p) = x3(p°), x2(p*) = x3(p). (%)

Nun ist
Coaxd) = (1640420 +12+12) =1,
(xa,x1) = 610(4 164+0+20—-12-12) =1,
(xs:X1) = 60(5 16+0—20+0+0) =
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Somit folgt nach (3.4), daB x7 = x1+ X2+ X3+ X4+ X5, oder x7 = x1+2-X; + X4+ X5 mit j = 2,3. Im
letzteren Fall folgt x3(p%) = x2(p) = 2(1—1+1-0) =1 und x3(p) = x2(p*) =3(1-1+1-0) =3

— im Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit von xo und xs. Also
X3 =x1+x2+ X3+ X4+ x5
Mit (x) folgt:
26((12)849) = 26((12)34) = w(1269) +x(1264)) =0-1-0-1=-2,

2x2(123) =2x3(123) = x2(123)+x3(123)=1-1-1+1=0,
x2(p) +x2(0%) = xa(p) +x3(p) =1-1+1-0=1.

Dies ergibt:

1] (12)(34) | (123) pl »
X1 1 1 1 1 1
X2 | 3 —1 0 all—a .
X3 | 3 -1 0l T=al o] mita:=xa(p) =xs(p)-
X4 | 4 1] —1]| -1
X5 | 5 1] —1 0 0

Da o2 € As, ist p~! = p* = p"2 in A5 konjugiert zu p; also a = x2(p) = x2(p~!) = x2(p) = @, und
damit @ € R. Nun 0 = (x2,x3) = 32+15-(—1)24+20-02+12-a(1 —a)+12-a(l —a) = —24(a® —a—1),
und damit a = # Also 0.B.d.A.

L2923 o]
X1 |1 1 1 1
1+v6 | 1=v5

X2 | 3 -1 0 gf 2
1-v5 | 1+v5

X3 | 3 -1 0| £
x4 | 4 1] -1 -1
X5 | 5 1] -1 0 0

88 Induzierte Darstellungen

(8.1) Definition
Sei G eine endliche Gruppe, R eine Untergruppe von G und {zi,...,z,} festes Rechtsnebenklassen-

vertretersystem von R in G mit 1 = 1. Dann G = U?:1sz‘§ das heifit, jedes g € G 148t sich eindeutig
in der Form rx; mit r € R darstellen.

Dies bedeutet, dal zu g € G und i < n eindeutig bestimmte r;(g) € R und i(g) < n existieren mit:
zig = 1i(9)Ti(g)-

Sei nun p : R — GL(V) eine Darstellung von R. Fiir v € V, r € R schreibe v" := vP("). Seien
Vi,i = 1,...,n isomorphe Kopien von V mit V = Vi und v — v; € V; Isomorphismus von V auf V;.
Sei W = @;", V;. Definiere eine Operation von G auf W durch:

vf = (v”(g))i(g)
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und lineare Ausdehnung. Dann gilt:

(i + vg)g — (v + UI)? = (v + v/)z(ig(.gl) _ (,Un'(g) + U/n(g))l,(g) - v:(ig(jQ) + v;’(”;()g) — U:? + 1;;9.

Hieraus folgt leicht, daB ¢ eine lineare Abbildung auf W bewirkt. Bezeichne mit p& die Abbildung,
die jedem g € G die so definierte lineare Abbildung von W in W zuordnet.

(8.2) Satz:
Seien die Bezeichnungen wie in (8.1). Dann gilt:

(1) p%: G — GL(W) ist eine Darstellung von G.
(2) Ist p die triviale Darstellung von R, so ist p die Permutationsdarstellung von G auf V (),

wobei Q ={Rx; |[i=1,...,n}.

Bewels:
(1): Wegen z;1g = 1gx; folgt Uilc = ; fiir alle v € V, i < n. Somit p©(1g) = idy . Seien g,h € G.
Dann gilt:

ri(gh)zign) = xi - (gh) = (ri(g)zig))h = ri(9)(@ig)h) = 1i(9)Ti(g) (M) Ti(g)(h)-

gh

Es folgt, da8 r;i(gh) = ri(9)7i(g)(h) und z;(gn) = Tj(g)(n)- Wir erhalten, dafl (U”(gh)> () =" und
i(g

)

T4 h T T T
(vf)" = (”‘l(g)) = W@ ™) 0y = (@O )iy = of"
Hieraus folgt p©(gh) = p%(g)p¢(h).
Wegen
idw = p%(16) = p%(997") = p%(9)p“(97")
ist p(g) invertierbar, also p©(g) € GL(W).

(2): Ist p die triviale Darstellung von R, so ist dimV = 1 und V; = (v;). Desweiteren gilt nach

S(g)

Definition von p%, dafl of =v) = Vi(g), da R trivial auf V operiert. Dies zeigt (2). O

(8.3) Definition:
Seien die Bezeichnungen wie in (8.1) und sei y der Charakter von p. Sei

x(g) falls g€ R =
G\ . o1
wlo-{ W EEYSE wmd )= > (e )
1=
Ist y; = rjx; mit r; € R so gilt:
n n n 1 n
() > xolwigy; ) = xo(riwigz; vy ) = ZXo((xigﬂ:i_l)” ) = xolzigz; "),
i=1 i=1 i=1 =1

da

—1

zigr; ' € R <= (zi92;")"" € R,

30



und in diesem Falle die Werte von yo und y gleich sind. Dies zeigt, da8 die Definition von x¢ un-
abhéngig vom gewéhlten Nebenklassenvertretersystem ist. Desweiteren gilt:

X" =D xolwih  ghay ) = xo(wigz; ') = x“(9),
=1 =

da die Menge {x;h~! | i = 1,...,n} auch ein Rechtsnebenklassenvertretersystem von R ist. (Aus
Rx;h~ ! = RZL‘jh_l folgt Rx; = Rxj und i = j!) Daher ist ¢ : G — C eine Klassenfunktion.

(8.4) Satz
Seien die Bezeichnungen wie in (8.3). Dann ist Y& der Charakter von p©.

Beweis: Sei g € G. Dann gilt:

(%9 = Y x(n(9).

i mit i=i(g)

da wegen x;g = 1i(g)x;4) und V;/ = Vj,y man nur im Falle i = i(g) im i-ten Diagonalblock einer

g
Matrixdarstellung von p®(g) von Null verschiedene Diagonaleintrige bekommt. In diesem Fall ist
wegen v) = v, "i(9) die Summe der Diagonaleintrige im i-ten Diagonalblock gerade X(n(g)).

Wegen i = i(g) <= x;9 = 1i(9)x; <= xiga:;l € R erhalten wir:

Sp(p“(9)) = D x(n(g)) = > x(wigz; ZXO zigr; ) = x%(g).

(8.5) Satz.
Sei R eine Untergruppe der endlichen Gruppe G und sei y ein Charakter von R. Setze:

[ x(y) fallsyeRr
Xoly) = { 0 falls y ¢ R

Dann gilt:

(1) x9(¥) = 1y Xyeq xolgyg™) fiir alle y € G.
(2) x%(y) = 0 falls y in keinem Konjugierten von R liegt.
(3) Falls Kern x Normalteiler von G ist, so ist Kerny < Kern x©.

(4) Aquivalente Darstellung von R induzieren den gleichen Charakter von G.

Beweis: (1) Nach (8.3)(x) gilt:

Xy = ZXO () = ZZXO raiyr; ')

reR =1

= |R|ZXO 9yg~")

geG
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da wir in der Form rz;,r € Rund ¢ =1,...,n jedes g € G erhalten.

(2) folgt unmittelbar aus (1).

(3) Ist K = Kerny Normalteiler von G, so ist K < gRg~! fiir alle ¢ € G. Somit folgt aus (1) fiir
y e K:

XC0) = (1) =16 s RIx(D) = x°().

Somit folgt nach (5.8) bzw. Ubungsaufgabe y € Kern x©.
(4) ist klar, da dquivalente Darstellungen von R den gleichen Charakter von R haben. O

(8.6) Definition. Ist ¥ Charakter der Gruppe G und R eine Untergruppe von G, so sei ¥ := U |g.
Offensichtlich ist W der Charakter der eingeschriankten Darstellung. Eine ganzzahlinge Linearkom-
bination von Charakteren der Gruppe G nennt man verallgemeinerten Charakter. Offensichtlich ist
jeder verallgemeinerte Charakter von der Form x — ¥ mit Charakteren x und ¥ von G. Die Menge
der verallgemeinerten Charaktere von G bildet nach (6.9) einen Ring genannt Ch(G).

Ist nun G endlich und R eine Untergruppe von G, so ist fiir x € Ch(G) und ¥ € Ch(R) auch xg bzw.
UG definiert. Ist namlich X = X1 — X2 bzw. ¥ = ¥} — WUy mit Charakteren x1, x2 von G bzw. ¥y, U,
von R, so ist

XR = X1R — X2R;
G G G

Fiir die hermitische Form (, ) aus (3.1) auf dem Raum der Klassenfunktionen schreiben wir auch (, )a
um anzudeuten iiber welcher Gruppe wir die Summe bilden.

(8.7) Reziprozititssatz von Frobenius.
Sei G eine endliche Gruppe und R eine Untergruppe von G. Sei ¥ verallgemeinerter Charakter von G
und y verallgemeinerter Charakter von R. Dann gilt:

(. ¥r)r = (X% Vg

Beweis: Mit den Bezeichnungen von (8.3) gilt:

(XGv\II)G = ‘G’ ZX

gEG

= \GH |Z > xolygy ™)) ®(g)

geG yeiG
nach (8.5)(1). Da ¥(g) = ¥(ygy~!) ist, folgt

G

(X%, W)a = ‘G’ ‘R’ Z xo(ygy~ ") (ygy1).

Nun hat fiir jedes z € G die Gleichung

z = ygy~! genau |G| Losungen,
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nimlich ¢ = 4y~ '2y und y € G beliebig. Daher

()6 = ﬁ 3 xo(2)¥(2) = ﬁ 3 xo(2)T(2).

zeG ZER

Nun ist fiir z € R: xo(z) = x(2) und ¥(z) = ¥g(z). Daher

(X% W)a = 1 2oer X(2)Pr(2) = (. TR)R:

(8.8) Beispiel
Sei G = A5, R = Ay auf den Ziffern 1,. .., 4. Ist x der triviale Charakter von R, so ist nach (7.6)(2) x¢

Charakter der Permutationsdarstellung vom Grad 5 von G, also x“ = x1 + x4 in den Bezeichnungen
von (6.5).

Sei nun x Charakter vom Grad 1 von R mit x((123)) = £ primitive 3-te Einheitswurzel. Dann ist
Kern x = ((12)(34), (13)(24)). Wir berechnen y%(123).

Sei x € G — R; wir zeigen, daf3 )
(123)* € R<= z € Rh,

wobei h = (12)(45). Dies ergibt, dafl es genau zwei Nebenklassen von R gibt (ndmlich R und Rh) mit
(123)*"" € R fiir die Elemente z dieser Nebenklassen.

Sei (123)”" € R. Dann ist (123)* " entweder konjugiert zu (123) oder (123)2 in A; also entweder
(123)7 = (123)Y oder (123)* ' = ((1 2 3)2)y = (132)Y fiir ein y € R. Im ersten Fall ist (123)¥* =
(123), also yr € C(123) = ((123)) < R, und damit x € R — im Widerspruch zu unserer Annahme,

daB = ¢ R. Im zweiten Fall ist (132)¥*" = (123)" = (132), und damit yxh € Cg(132) C R; daher
zh € R und somit Rz = Rh~! = Rh. Umgekehrt ist fiir x = rh € Rh sicherlich

(123)* ' =(123)" "' =132 ' €R.
Nach der Definition von x¢ aus (7.7) folgt:
-1
C(123) = x(123) +x((123)" ') =g+ €2 = -1,

da nach (7.7) x¢ unabhiingig von der Wahl der Nebenklassenvertreter von R in G ist. Nun ist Y Sum-
me von irreduziblen Charakteren von As. Aus der Tafel (6.5) ergibt sich, dafi die einzige Moglichkeit,
—1 als Summe von Werten x;(123) darzustellen, folgende ist:

x9(123) = —1 = x5(123).

Es folgt, daB x& = x5 irreduzibel ist.

89 Frobeniusgruppen.

(9.1) Bezeichnung.
Eine Teilmenge A der Gruppe G heifit TI-Menge, falls AN A9 = A oder C {1} fiir alle g € G.

(9.2) Satz.
Sei A TI-Menge der endlichen Gruppe G und N = Ng(A). Seien x und 6 verallgemeinerte Charaktere
von N mit x(n) =0 = 60(n) fir alle n € N\A. Dann gilt:

33



(1) x%(y) = x(y) fiir alle y € A\{1}.
(2) Ist x(1) =0, so ist (x,0)n = (XG,GG)G.

Beweis. (1) Nach (8.5)(1) gilt fiir beliebiges g € G

“) = ZXO (gyg™")
~ N | 4=

Nach Voraussetzung ist xo(y) = 0 fiir y € N\ A. Daher ist x(y) = 0 falls nicht y € A9 fiir ein g € G.
(Also y € G\U, eq AM)

Ist y € A\{1} soist xo(gyg~!) = 0 oder gyg~! € A. Im zweiten Fall ist jedoch A = A9 und g! € N.
Dann ist jedoch x(gyg~') = x(y) da x Klassenfunktion von N. Also gilt fiir y € A\{1}:

Xo(gyg ™) = 0 oder xo(g9yg™") = xo(y) und g € N.
Daher gilt fiir y € A\{1}:
1

y) = ] QEZNXO gyg ) = WXO(Q) = x(y).

X

Dies zeigt (1).

(2) Sei nun x(1) = 0. Dann ist auch x%(1) = 0. Somit

+) (.69 ‘iz
cG#

Nun ist, wie unter (1) gezeigt, x“(y) = 0 falls y € G\ Ugeq A9 Desweiteren nach (1), falls y € A9,

also 49 € A: . ) )
Xy ) =xC(y) = x( ),0%y) =0(¢? ).

Nun gibt es genau |G : N| Konjugierte von A% = A\{1} und jeweils zwei haben kein Element
gemeinsam. Da x“(1) = 0 reduziert sich (4) zu

X% 0% = !G NI xw)o(y) |N| > xlg
yEA# yeN

da x(y) =0 fiir y € N\ A. O

(9.3) Definition.
Fine endliche Gruppe G die transitiv auf einer Menge () operiert, sodaf} fiir alle o # § € € gilt:

Gap = {1}

heifit Frobeniusgruppe. Ist G eine solche Frobeniusgruppe, so ist offensichtlich die Menge

A\lJGi=6\Ja:

6eQ g9eG
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invariant unter Konjugierten. Daher ist auch

() N=@G\Jaes)uin

0e

invariant unter Konjugierten. Man nennt N den Frobeniuskern der Frobeniusgruppe G. Unser Ziel ist
es zu zeigen, dafl N Normalteiler von G ist. Offensichtlich gilt

|| Gsl = [9Q0IGal = 19| + 1= |Q(|Gal — 1) + 1,
e

da fiir B # 0 gilt Gg N Gs = {1} und da G5 = G% fiir o = §. Wegen |Q||Go| = |G| nach dem
Bahnenlemma folgt:
NI =G| = (IG] = [2[+ 1) + 1 = Q.

Somit erhalten wir:

(9.4) Hilfssatz.
Sei G Frobeniusgruppe mit Frobeniuskern N. Ist N Untergruppe von G so gilt:

(1) N ist Normalteiler.
(2) G=N-G,und NNG, = 1.

(3) N ist regulér auf Q (i.e. transitiv und fixpunktfrei)

Beweis. (1) folgt aus (9.3) (x). Nach Definition von N ist offensichtlich N N G, = {1}. Daher
INGa| = [N[|Ga| = [Q|Gal = |G : Gal|Gal = |G,

also NG, = G. Nach dem Frattiniargument folgt nun, daf8 N transitiv auf 2 ist. Also gilt (3). O

(9.5) Hilfssatz.
Fiir eine endliche Gruppe G sind dquivalent:

(1) G ist Frobeniusgruppe.
(2) G besitzt eine Untergruppe U, sodal U N UY = {1} fiir alle g € G\U.

Beweis. Ist G Frobeniusgruppe so setze U = G,. Dann gilt fiir g € G\U : o # o¥9. Daher

UNUY = Go N Gas = {1}.

Besitzt G nun eine Untergruppe U die (2) geniigt, so setze Q = {Ug | g € G}. Dann ist fir § = Ug:
Gg =U".
Es folgt fir a = Uh # g =Ug:
1

GoaNGg=U"nU? = (UM NU) = {1}7 = {1},

da hg™t ¢ U, da ja Uh # Ug. Somit Gap = {1} und G ist Frobeniusgruppe.

Wir zeigen nun:
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(9.6) Satz. (Frobenius)
Sei G Frobeniusgruppe mit Frobeniuskern N. Dann ist N Normalteiler von G.

Beweis. Sei H = G,. Dann ist O.B.d.A H # {1}, da sonst N = G. Desweiteren ist H = Ng(H),
denn fiir g € Ng(H) gilt G, = Gase, also a = a9 da sonst G, N G = {1} wire. Wir kénnen also
(9.1) anwenden, mit H in der Rolle von A und Ng(A).

Seien 6y, - - - , 6, die irreduziblen Charaktere von H, wobei 6 der triviale Charakter ist. Wegen H # {1}
ist ¢ > 2. Sei d; = 6;(1). Setze
(1) W =diby —0; 2<i<t.
Dann ist ¥; ein verallgemeinerter Charakter von H mit ¥;(1) = 0. Daher erhalten wir nach (9.1)
(2)
(TS 0F) = (U, V) = (dify — 0;,dif1 — 0;)w
= d2(01,00)m + (0:,0)p = di + 1
fiir 2 <i<t.

Desweiteren gilt nach dem Frobeniusreziprozitétssatz fiir den trivialen Charakter x; von G.

(3) (¥, x1)e = (Wi, x1m)ur = (Vi,01) 5 = d; nach (1).
Dies bedeutet nach den Orthogonalitdtsrelationen, dafl in \I/ZG der triviale Charakter y; von G
genau d; mal vorkommt. Nach (8.5)(1) ist ¥$(1) = |G : H|¥;(1) = 0. Es folgt

(4) \I'ZG =d;X1 — Xi» xi(1) = d;; 2 < i <t wobei y; irreduzibler Charakter von G ist.

Setze nun

(5) x = 2521 dixi (dy = 1). Dann gilt nach (4)

X)) =Y "di =Y 6;(1)* = |H|.
=1 =1

Desweiteren, falls 1 # y € N, so ist y in keinem Konjugierten von H. Daher \Ilf(y) = 0 nach
(8.5)(2). Es folgt

xi(y) = dixa(y) — ‘I’ZG(y) =d;, also

t
x(y) = > di=|H|.
i=1

Somit folgt nach (5.8) (bzw. Ubungsaufgabe) y € K = Kern x. Wir erhalten N C K.

Angenommen N # K. Dann KNGg # {1} fiirein 8 € Q, also auch KNH # {1}. Fir 1 #y € H
gilt jedoch nach (9.1) ¥¥(y) = ¥;(y) und daher nach (1) und (4):

Xi(y) = di — Vi(y) = bi(y).
Es folgt
X)) = _dibi(y) =D 0:;(1)0i(y) =0
=1 i=1

nach (4.10). Dies bedeutet H N K = {1} und K = N. Daher ist N als Kern einer Darstellung
ein Normalteiler von G. O
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(9.7) Satz.
Sei G Frobeniusgruppe mit Kern N und H = G,. Dann gilt

(1) Cn(h)={1} fur alle 1 # h € H.
2) [H] | (N]=1).

Beweis.

(1) Sei 1 #n € Cn(h),1 # h € H. Dann folgt h = h" € G, N Ggn, im Widerspruch zu o # o™.

(2) Nach (1) operiert H fixpunktfrei auf N#* = N\{1}. Daher hat nach dem Bahnenlemma jede
Bahn von H auf N# die Lénge |H|. Es folgt |[N#| =k - |H|, k = Anzahl der Bahnen.

a

Zum Schlufl geben wir noch ohne Beweis an:

(9.8) Satz.
Sei G Frobeniusgruppe mit Kern N und H = G,. Dann gelten:

(1) N ist nilpotent (Thompson).

(2) Fiir p # 2 sind die p-Sylowgruppen von H zyklisch und fiir p = 2 zyklisch oder verallgemeinerte
Quaternionengruppen.

Wesentlich einfacher ist die Situation wenn H = G, gerade Ordnung hat. In diesem Fall gilt:

(9.9) Satz.
Sei G Frobeniusgruppe mit Kern N und H = G,,. Ist |H| gerade so gilt:

(1) N ist abelsch.

(2) H besitzt genau eine Involution z. Diese invertiert N.

Zum Beweis benotigen wir folgenden Hilfssatz iiber fixpunktfreie Automorphismen.

(9.10) Hilfssatz.
Sei « fixpunktfreier Automorphismus der endlichen Gruppe G mit o(«) = n. Dann gilt:

(1) Die Abbildung x: g — g~ 'g® ist Bijektion.
(2) Sind g und ¢g“ konjugiert in G, so ist g = 1.

(3) Fiir alle g € G gilt gg®g® ---¢g*" ' = 1.

Beweis.
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(1) Seien g1, g2 € G mit
gr'gt = 9595
Dann gilt glggl = g%(g) "t = (glggl)o‘. Wegen der Fixpunktfreiheit von « folgt g1 = go. Dies
zeigt, daB p injektiv ist und daher wegen der Endlichkeit von |G| auch bijektiv ist.

(2) Sei g® = 27 tgx. Nach (1) existiert ein y € G mit z = y~ !y Es folgt

g% =y “ygy 'y", also ygy ' = y*¢°y* = (ygy H)*.

1

Daher ygy™ = 1 und somit g = 1.

(3) Setze h = gg*--- g . Wegen ¢°" = g folgt

a? a™

he = gg* - g*" g =g hg = Y.
Hieraus folgt nach (2) h = 1. O
Beweis von (9.9). Da |H| gerade existiert eine Involution z in H. Nach (9.7) ist z fixpunktfrei auf N.

Daher folgt nach (9.10)(3) nn® = 1 fiir alle n € N, also n* = n~!. Dies bedeutet z invertiert N.
Hieraus folgt bekanntlich, dafl N abelsch ist.

Ist nun ¢t € H eine weitere Involution, so invertiert ¢ auch H. Es folgt tz € Cy(N) und daher tz =1
nach (9.7). O

Wir wollen zum Schluf8 noch die irreduziblen Charaktere einer Frobeniusgruppe beschreiben. Hierzu
benétigen wir einige Vorbereitung:

(9.11) Bezeichnung. Sei G eine endliche Gruppe und A = Aut(G). Fiir einen irreduziblen Charakter
x von G und o € A sei x® : g — x(g%)). Ist p die zu y gehorige Darstellung, so ist x* Charakter
von p®. Das heifit xy® ist irreduzibel. Dies zeigt, dall a eine Permutation m, der irreduziblen Cha-
raktere von G und daher die Zeilen der Charaktertafel bewirkt. Sei m : &« — m,. Dann ist 7w eine
Permutationsdarstellung von A auf den Zeilen der Charaktertafel von G.

Ist C = {29 | g € G} eine Konjugiertenklasse von G, so ist C* = {(29)® = 2%9" | g € G} = {(a*)" |
h € G} auch eine Konjugiertenklasse von G. Das heifit o bewirkt eine Permutation ¢, der Spalten
der Charaktertafel von G. Sei ¢ : a — ¢, die zugehorige Permutationsdarstellung von A.

Wir wollen untersuchen wie ¢ und 7 zusammenhéngen. Hierzu benétigen wir zuerst eine leichte
Verschérfung von (7.4).

(9.12) Hilfssatz. Sei p : G — GL(V(€2)) Permutationsdarstellung der endlichen Gruppe G mit Cha-
rakter x. Sei xj der triviale Charakter von G. Dann gilt: (x,x1) = Anzahl der Bahnen von G auf
Q.

Beweis. Seien Qy, - - - , Q, die Bahnen von G auf Q. Dann Q = [J*_, Q;, V(Q) = V(Q)®---®V () und
p=p1@®- D pr wobei p; : G; — GL(V(£;)). Ist ¥; der Charakter von p;, so folgt x = Uy + - 4 Wy.
Nun gilt nach (7.4) (¥;, x1) = 1. Es folgt (x, x1) = k. O
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(9.13) Satz. Sei A Gruppe vom Automorphismus der endlichen Gruppe G. Dann sind die Anzahl der
Bahnen von A auf den Zeilen und auf den Spalten der Charaktertafel von G gleich.

Beweis. Da die irreduziblen Charaktere von G eine Basis des Raumes der Klassenfunktionen bilden,
ist die Charaktertafel X von G eine reguldre Matrix. Wegen x%*(g) = x(¢%) fir g € G,a € A und
Charakter x von G, sind die Matrizen X™ und X% gleich. Wir setzen X := X7 = X%« Da X
und X regulér sind, existieren eindeutig bestimmte Permutationsmatrizen P(«) und Q(«) mit

() Pla)X = X = XQ(«).

Hierbei sind die Abbildungen 7 : & — P(«) und ¢ : @ — Q(«) Matrixdarstellungen von A. Desweiteren

gilt: Anzahl Bahnen von m(A) auf dem Zeilen von X

= Anzahl Bahnen von 7(A) auf den Zeilen von X und die analoge Gleichheit fiir ¢(A) und ¢(A).
Seien nun #; der Charakter von 7 und 2 der Charakter von @. Wegen X ' P(a)X = Q(a) haben
P(a) und Q(«) dieselbe Spur, also 67 = 2. Ist X; der triviale Charakter von A, so folgt aus (9.12)

Anzahl der Bahnen von 7(A) auf den Zeilen von X
= (01, x1) = (A2, x1) = Anzahl der Bahnen von ¢(A) auf den Spalten von X.

Wir kénnen nun folgenden Satz zeigen:

(9.14) Satz.
Sei G Frobeniusgruppe mit Kern N und Komplement H. Dann gelten:

(1) Ist ¥ ein nichttrivialer irreduzibler Charakter von N, so ist UC ein irreduzibler Charakter von

G.
(2) Jeder irreduzible Charakter x von G' mit N ¢ Kerny ist von der Form y = ¥, ¥ wie in (1).
(3) Sind Wy, Wy nicht triviale irreduzible Charaktere von N, so gilt: ¢ = U§ < Es existiert ein

h € H mit ¥ = 0,.

Beweis. Seien Cy,---,C; die Konjugiertenklassen von N\{1} und seien W¥y,---, ¥, die irreduziblen
Charaktere von N verschieden von dem trivialen Charakter. Wir zeigen zuerst:

() Ist 1#£h€ Hundi<t, soist C!#C;.
Angenommen Cih = C;. Sei C; = {2V} Dann gilt 2" = 2™ fiir ein n € N, also hn~! € Cg(x).

Nun ist nach (9.3)(x) G\N C U eq H? und nach (9.4)(2) NN H = {1}. Es folgt 1 # hn~t € HY fiir
ein g € G, ein Widerspruch, da nach (9.7) Cn(hn~!) = 1. Dies zeigt ().

(%) zeigt, daB {C,--- ,C;} unter H in t/|H| Bahnen der Linge |H| zerfiillt. Daher folgt aus (9.13), dafl
{Uy, -+, ¥} unter H in t/|H| Bahnen zerfillt. Sei nun ¥ nichttrivialer irreduzibler Charakter von
N. Nach (8.5) gilt:

(W6, 00 = = S wCUe0) = = 3 wC(y)Te(y)
a] 2 al 2
- %@G FRZI
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Wir zeigen:
(+) O y=>_ 0" (¥Yg) =0 fiir g € G\N!)
heH

Nun gilt nach (8.5)(1) fir y € N

’N’Z\P uUYU 1.

ueG

Nun w = n - h mit eindeutig bestimmten n € N, h € H. Wegen ¥(uyu™) = U(n(hyh )" ') =
U(hyh™t) = Uh™ (y) folgt

¥6(g) = |—}V|1Nr S ) = 3 why)

h—leH heH
Es folgt: U |[y= 3",y ¥" (+).

Wegen " £ WP fiir # h € H nach (x) erhalten wir

(T |5, T ) = (D > uhy =) (@) = |H|.
heH heH heH
Es folgt (¢, 0%, = Vg“ |H| = |G‘ = 1. Dies zeigt, daB W& irreduzibel ist, also (1). (3) folgt
unmittelbar aus (+). Es bleibt (2) zu zeigen:
Es ist UE(1) = |G : N|¥(1) = |H|¥(1). Desweiteren ist N nicht im Kern von ¥%. Denn wire N im
Kern von UC, so wire

(¥ v, x1)n = Z v |y _ 2l pIRAE
’ yeN |N‘ yeN
= |H|<P( ) #0

wobei x; der triviale Charakter von N ist. Andererseits ist nach (+) (99 |y, x1)n = Chen ¥ x1)n =
0.

Sei nun m = t/|H| und wéhle die Nummerierung so, da§ ¥y, --- , ¥, Vertreter der Bahnen von H auf
{Uy, -+, ¥} sind. Ist d; = ¥;(1), so ist auch \Ilf(l) = d;. Es folgt:

(s5) yHy(Z d?) +1 = |N| nach (3.3)(3) .

Andererseits ist nach (3):
\I/zG #* \1le fiir ¢ # 7 < m. Wir erhalten

Z‘PG ZIHI di = [H|(IN| - 1) = |G\H]|.
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Sind nun py,41,- -, px die irreduziblen Darstellungen von H mit Charakteren Xmm+1,- -+, X% S0 kann
man diese Darstellungen zu irreduziblen Darstellungen p; von G machen durch

pi(n-h) = pi(h).

Fiir die zugehorigen Charaktere x; gilt x;(nh) = x;(h). Das heifit wir haben noch k — m irreduzible
Charaktere von G gefunden mit N < Kerny;, m+1 < ¢ < k. Fiir die Summe der Quadrate der Grade
gilt:

k ) k
> ) = > Xiw = H].
i=m-+1 i=m+1
Zusammen erhalten wir:
m k
Y UE)? 4+ > x(1)? = |G\H| + |H| =|G|.
i=1 i=m+1

Dies bedeutet nach (3.3), daB U§,---  WC ¥,,11, -, Xk alle irreduziblen Charaktere von G sind.
Insbesondere gilt (2). O

Als Folgerung schreiben wir noch auf:

(9.15) Folgerung.
Jeder irreduzible Charakter einer Frobeniusgruppe G mit Kern N und Komplement H ist von der
Form

(a) W&, W irreduzibler nicht trivialer Charakter von N.

(b) X mit x(nh) = x(h), wobei x irreduzibler Charakter von H.

8§10 Darstellungen kompakter Gruppen.

(10.1) Definition. Eine Untergruppe G C GL,(R) bzw. C GL,(C) heiit kompakt, falls sie abgeschlos-

sen und beschrénkt als Teilmenge des R™ bzw. C™ ist.

(10.2) Beispiel.

(1) Die klassischen Gruppen O, (R) und U, (C) sind kompakt.

(a) Abgeschlossenheit.
Identifiziere den R™ mit M, «n(R). Dann ist O, (R) die Menge der Nullstellen der Abbildung

[ Mysn(R) — Mysn(R) mit f(A) = AA" — I,,.

Dies ist eine stetige Abbildung. Die Menge der Nullstellen einer stetigen Abbildung ist
abgeschlossen.

41



(b) Beschrénktheit.
Sei A = (aij) € On(R). Wegen AA! = I, gilt

n
E a;j; =1 firi=1,---,n.
=1

Das heift fiir die Eintréige a;; gilt |a;;| < 1. Daher ist A enthalten im entsprechenden Einheits-
quader des R,

Der Beweis fiir U, (C) geht genauso.

(2) Die Gruppe der Lorentztransformationen ist nicht kompakt.
Die Gruppe der Lorentztransformationen ist die Untergruppe G C GL4(R) die die quadratische
Form
x4y 422 — 12

respektieren. Die Fundamentalmatrix dieser Form ist F' = . Das heifit G be-

steht aus allen Matrizen A € GL4(R) mit
X'FY = (AX)'F(AY) = X'A'F AY.

Das heift A’FA = F. Dies bedeutet, daf fiir die Diagonaleintriige von A'F A gelten mufl a2 +
a% + a223 — a%4 =1, ¢=1,---,4. Die Menge dieser Eintrége ist jedoch nicht beschrankt.

(10.3) Satz.
Sei G eine kompakte Gruppe. Dann existiert auf G ein sogenanntes 'Haar’sches Maf} 1 mit:

(1) w(G) =1.
(2) [ f(t)dt = [ f(ts)dt fiir jede stetige Funktion f auf G und jedes s € G.

(10.4) Beispiel.
Sei G = S02(R) - Drehgruppe. Dann kénnen wir G mit der Sphire S* identifizieren.

BILD
Dann ist u(B) = 5=¢(B),{(B) Linge des Bogenstiicks.

(10.5) Folgerung.
Sei p: G — GL,(C) stetige Darstellung der kompakten Gruppe G. Dann gelten:

(1) p ist unitar. Das heifit es existiert eine G-invariante positive definite hermitische Form auf C™.

(2) p=p1 @+ @ pg mit irreduziblen stetigen Darstellungen p; von G.

Beweis. Der Beweis von (1) geht genauso wie der Beweis von (1.2) indem wir fiir 7, w € C™ definieren.
(ww) = [ (9, u)d.
G
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(2) folgt unmittelbar aus (1).

(10.6) Kommentar. p stetig bedeutet, dafi p stetig als Abbildung von G in GL,,(C) ist. Dies ist
gleichbedeutend damit, dafl die Eintrége von p(g) stetige Funktionen der Eintréige von g sind.

In den meisten Anwendungen ist dies automatisch der Fall. So werden zum Beispiel in der Theorie
der algebraischen Gruppen rationale Darstellungen betrachtet, dies sind Darstellungen bei denen die
Koeffizienten der Darstellungsmatrix rationale Funktionen der Koeffizienten von g sind. Solche ratio-
nalen Darstellungen sind immer stetig, da rationale Funktionen in allen Punkten stetig sind, wo sie
definiert sind.

(10.7) Definition.
Auf dem Raum der stetigen Klassenfunktion f : G — C definiert man durch

(f ) = /G £(9)e(9)dg

eine hermitische Form. Mit dieser Form gilt:

(10.8) Satz.

(1) Zwei stetige Darstellungen p und p’ sind genau dann dquivalent, falls x = y/ fiir ihre Charaktere
/
X5 X -

(2) Fiir irreduzible stetige Charaktere y und x’ gilt
(X, x') = 0 falls x # x" und (x, x) = 1.

(3) Jeder stetige Charakter ist Summe von irreduziblen Charakteren.

(4) Ist G abelsch, so ist jede irreduzible stetige Darstellung von G' 1-dimensional. Diese Darstellungen
werden also gegeben durch stetige Homomorphismen

p:G— C".
Auflerdem gilt fiir stetige irreduzible Darstellungen auch das Schur’sche Lemma. Die iibrigen Teile

der Orthogonalitétsrelationen machen keinen Sinn, da natiirlich die Anzahl der irreduziblen stetigen
Darstellungen oo ist.

Der §6 iiber Tensorprodukte gilt praktisch unverdndert. Wir wollen dies in einem einzigen Satz zu-
sammenfassen:

(10.9) Satz.
Seien G; und G5 kompakte Gruppen. Dann gelten

(1) Gy x Gy ist kompakt (als Teilmenge des C"* x C™* = C™*+™*). Das Haar’sche MaB auf G; x Gy
ist das Produktmaf.

(2) Sind py, p2 stetige Darstellungen von G; in GL(V;), so ist p; ® po stetige Darstellung von G x
Gy — GL(Vh ® Va). p1 ® ps ist genau dann irreduzibel wenn p; und po irreduzibel sind.
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(3) Jede stetige irreduzible Darstellung von G; x G2 erhélt man in der Form (2).
Der Beweis von (3) mufl anders als der Beweis von (6.10)(b) gefiihrt werden, indem wir ja die
Anzahl der Konjugiertenklassen von G; X GGo abgezihlt haben. Die Behauptung bleibt jedoch
richtig.

Wir wollen die irreduziblen stetigen Darstellungen der Gruppe G = SO2(R) bestimmen. Diese werden
nach (10.8)(4) gegeben durch Homomorphismus G — C*. Wir haben

(10.10) Satz.
Die stetigen irreduziblen Darstellungen von SO2(R) werden gegeben durch die Potenzabbildungen

PN ezna,n eN

Drehung um @« —  Drehung um na.
Der Beweis von (10.10) geht iiber 2 Hilfssitze die analytischer Natur sind.

(10.11) Hilfssatz.
Die stetigen Homomorphismen ¢ : RT™ — R* sind gegeben durch p(z) = cx,c € R.
Beweis. Da ¢ Homomorphismus gilt fiir n € N : p(nz) = ne(z) und ¢(—n) = —¢(n). Sei nun z = 7.
Dann
np(x) = p(nz) = e(m) = me(1).

Also p(%) = Tp(1) fiir alle 7 € Q.

Ist nun = € R beliebig wihle Folge x; von rationalen Zahlen die gegen x konvergieren. Wegen der
Stetigkeit von ¢ folgt

o(r) = lim p(z;) = Jlim zip(1) = z(1).

1—00

Setzt man ¢ = (1) so folgt (10.11).

(10.12) Hilfssatz.
Die stetigen Homomorphismen ¢ : RY — G, G = {e" | t € R} sind von der Form ¢(t) = ¢, c € R
fest.

Beweis:
Wir wollen annehmen ¢ : RT™ — G ist differenzierbar. Da ¢ Homomorphismus ist und da ¢(0) = 1
ist, gilt
p(t + At) p(At) — ¢(0)
= t .
At =5
Es folgt

o) = pim A= o)) = (i)

mit ic = ¢’(0). (¢'(0) ist Steigung der Tangente an dem Punkt ¢(0) = 1 de Einheitskreises. Also ¢'(0)
rein imaginér.)

Nun ist ¢(t)

= ¢'“* Losung dieser Differentialgleichung, die der *Anfangsbedingung’ ¢(0) = 1 geniigt.
Daher ist ¢(t) =

et fiir ein ¢ € R. O
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Beweis von (10.10) Sei ¢ : G — C* stetiger Homomorphismus. Nach (10.5)(1) ist ¢(g) unitér, also fiir
c = ¢(g) gilt ce = 1. Dies bedeutet ¢ € S = SO5(R) = G. Somit gilt ¢ : G — G.

Sei nun € : RT — G mit €(z) = €. Dann ist € stetiger Homomorphismus von RT in G. Somit ist
p = pe: RT — G stetiger Homomorphismus.

Nach (10.12) gilt p(x) = €*® fiir ein festes ¢ € R. Desweiteren gilt p(27) = ¢(e(27)) = ¢(1) = 1. Wir
erhalten ‘
e = p(27) = 1.

Hieraus folgt ¢ = n € Z. Es folgt

p(e”) = p(e(x)) = p(z) = ™ = ()",
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