Sur les questions de minima qui se rattachent a
la représentation approximative des fonctions.

I

§ 1. Tant que la variable = reste dans le voisinage d’une méme valeur,
on parvient areprésenter, par les principes du calcul différentiel, une fonction
quelconque f(z), sous une forme donnée, avec la plus grande approximation
possible. Ainsi ’on trouve la représentation approximative de f(z), dans le
voisinage de  — a, sous la forme d’un polynome de degré n, en s’arrétant
dans son développement d’apres la série de Taylor

f@)=r@)+ T2 @) + =L @)+ . ..

au terme

1(:1:2— 7?:1"‘(@. On obtient de méme la valeur approchée de f(x)

sous la forme quelconque Z, en égalant & zéro pour x = a la différence
f(®) — Z et ses premiéres dérivées. — §’il ne s’agit que des valeursdez qui
avoisinent @, ces expressions de f(z) la représentent avec la plus grande
précision dont elles soient susceptibles d’aprés leur forme. Mais cela n’a
plus lieu, si la variable  n’est assujettie qu’a rester dans des limites plus
ou moins étendues. Dans ce cas les recherches des valeurs approximatives
de f(z) demandent des méthodes essentiellement différentes de cclles dont
nous venons de parler. Comme le degré de précision des valeurs approchées
des fonctions se détermine par la limite de leurs erreurs, il est clair que
Pon doit prendre pour la représentation de f(z) celle des expressions qui,
parmi toutes les autres de méme forme, s’écarte le moins de f(x) dans
Pintervalle, ol ’on cherche sa valeur approchée. Or les expressions approxi-
matives des fonctions, qu’on trouve par les principes du calcul différentiel,
ne satisfont jamais & cette condition; elles ne donnent la valeur de f(x)

avec la plus grande précision que dans le voisinage d’une méme valeur
18
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de z, ou, ce qui revient au méme, dans un intervalle infiniment resserré.
Par conséquent, lorsque z varie entre les limites plus ou moins étendues,
comme cela a lieu dans la pratique, on est obligé de modifier plus ou moins
les expressions approximatives de f(#) qu’on trouve d’aprés les méthodes
ordinaires. '

§ 2. Dans notre Mémoire intitulé: «Théorie des mécanismes connus
sous le nom de parallélogrammes» nous avons traité le cas, o 1’on cherche
Pexpression approximative des fonctions sous la forme d’un polynome et
nous avons donné la solution de ce probléme:

Trouver les modifications qu’on doit apporter dans la valeur approchée
de f(x), donnée par son développement suivant les puissances croissantes
de x — a, quand on cherche a rendre minimum la limite deses erreurs entre
x=a—he x=a-+h,h élant une valeur assez petite.

La solution de ce probléme procure facilement les éléments des para-
léllogrammes qui remplissent les conditions les plus avantageuses pour Ila
précision du jeu de ce mécanisme. Mais en cherchant & résoudre les autres
questions de cette espéce, nous sommes parvenu & reconnaitre combien il
est important d’avoir une méthode générale pour la solution des problémes
analogues & celui que nous indiquons ici, et consistant & déterminer les
expressions qui, parmi toutes les autres de méme forme, entre deux limites
données s’écartent le moins d’une fonction quelconque f(x).

C’est de la solution de pareils problemes que nous allons maintenant
nous occuper.

§ 3. Nous commencerons par exposer un théoréme général relative-
ment 4 la solution de ces problemes, qu’on peut énoncer de la maniére
suivante:

Etant donnée une fonction quelconque F(x) avec n paramétres arbi-
traires p,, Pgy....D,, ¥ Sagit par un choix convenable des valeurs
Dis Pay- -+ - D, de rendre minimum la limite de ses écarts de zéro entre
x=—h et x=—+h.

Passant aux applications de ce théoréme, nous montrerons comment
il sert & obtenir les équations qui fournissent la solution du probléme, ou
I’on se propose de représenter des fonctions sous la forme d’un polyndéme
ou d’une fraction rationnelle. — En définitive, nous montrerons le parti
qu’on peut tirer de la résolution de ces équations dans certains cas parti-
culiers, résolution que ’on effectue & I'aide des méthodes analogues & celles
dont on se sert dans I’ Analyse de Diophante, et qui donne naissance & plu-
sieurs théorémes algébriques d’un genre tout-a-fait nouveau.
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§ 4. Remarquons encore que les cas particuliers, qui seront traités
ici, sont trés importants pour la solution de ce probleme général:

Etant donnée la valewr approchée de f(x), déduite des méthodes ordi-
naires, soit sous la forme d’un polynome, soit sous la forme d’une fraction,
trouver les changements qu'il faut faire subir aux coefficients, quand on
cherche & rendre minimum la limite de ses erreurs emtre v=—a —h et
% == a -+ h, h étant une valeur assez petite.

Mais nous ne nous arréterons pas cette fois & ce probléme, résolu
en partie dans le Mémoire cité plus haut et dont la solution fera 1’objet
d’un autre Mémoire.

1I.

§ 5. La fonction quelconque F(z), entre les limites x= — 7 et
& = —+ h, ne s’écartera pas de zéro plus que d'une certaine quantité L,
si toutes ses valeurs depuis # = — A jusqu'da 2= —+% sont comprises
entre — L et + L, et que parmi elles il y en ait au moins une égale
a -+ L ou— L. — Supposons que cette valeur de F'(z) réponde & z = x,.
Comme F (x), pour toutes les valeurs de z comprises entre = —h,
%= -+ h, ne doit pas surpasser —+ L, ni devenir inférieure & — L, il est
clair que la valeur z =w,, qui réduit ¥ (x) 4 == L, doit étre ou l'une des
valeurs de z, pour lesquelles la fonction F'(x) devient soit mawximum soit
minimum, ou 'une des valeurs limites de z, c.-d-d. T = —+h, x=—h.
D’apres cela, et en faisant abstraction du cas ou la dérivée F(x)pourz = x,
devient infinie, nous concluons que z, doit vérifier I'une de ces équations

(t—h) (@+h)=0, F(x)=0,
et par conséquent celle-ci

(x—h) (@+h) F(x)=0,
ou
(@ —72) F' (@) =0.

La méme chose aura lieu pour toutes les valeurs de x qui, entre les

limites = —h, £ = —+ h, réduisent F'(z) soit & + L, soit & — L, ou, ce
qui revient au méme, qui vérifient 1’équation
F? () = LA

D’aprés cela, en désignant par

Tyy By o o B,
18%
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les valeurs de  dont nous venons de parler, nous concluons que les équations
(1) FPPx)=1° (*—"m) F'(x)=0

auront p. solutions communes

oll &, Tyy. - . ., sont des valeurs réelles, différentes entre elles et compri-
ses entre x = — h et x = —+ h.

C’est en ayant égard & ces solutions communes des équations (1) que
Y 8 q q

nous chercherons & déterminer les valeurs des parameétres p,, p,,....p, de
la fonction F(z), pour lesquelles la quantité I, qui désigne, comme nous
Pavons vu, la limite des écarts de F(z) de O entre £ = —h et £ = —+h,

devient la plus petite possible.

§ 6. Pour simplifier -ces recherches nous laissons de coté le cas, on
F(z) et ses dérivées par rapport & @, p,, p,,. . ..p, cessent d’étre finies et
continues entre = —*h et © = —+ h, et dans cette hypothése nous allons
établir le théoréme suivant:

Théoréme 1.

La quantité L qui désigne de combien la fraction I'(x) s’écarte de
Zéro entre v =-—h et x = —+h, n'est pas réduite a sa plus petite valeur,
st le systéme des équations

aF (z,) dF (z,) aF (@y)y
dpll7\1+—dpl—27\2+....+ dp,“)ﬁz_o’
daF (z,) aF (z,) dF (zy)y
5 a5, A . g . ... -—@‘277\9_ 0,
@ T
dF (z,) aF (z,) dF (x,)
dpy 7\1 -+ dpn2 7\2 dpnp' )p. =0

Tyy Ty,- .« o, SNt des valeurs de @, pour lesquelles la fonction F(x), entre
&= —h et & = —+ h, atteint ses valeurs extrémes «+ L et — L; Py Pos- - D,
désignent les parametres arbitraires de F(x).
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Démonstration.

Ce théoréme découle évidemment des deux propositions suivantes que
nous établirons d’abord:

1) Si les équations (2) ne sont possibles qu’autant que A, = O,

Ay=0,....%,=0, on trouvera des valeurs finies N,, N,....N, satis-
faisant aux p équations

dF (z) aF (z,) aF
N+ N, - -+-0£~‘)Nn= F(x),
aF (1) aF (z,) aF (x,)
(3) dpl N1+_d_p—2&N2+...'+-?ZK2N“:F(w2)’
aF (zy) aF (2,) A aF (xy,)
dpxu N,+—"%N, dpnp N,=F().
2) Au moyen des valeurs finies N;, N,,....N, qui vérifient les équa-
tions (3) on peut assigner un systéme de valeurs des paramétres p,, p,,....p,,
avec lesquelles la fonction F'(2), depuis *=—~h jusqu’d x=-h, n’atteint

ni la limite + L, ni la limite — L, et par conséquent, reste comprise dans
des limites plus étroites.

Démonstration de la premiére proposition.

§ 7. Quand il s’agit d’équations du premier degré, dont les coefficients
et les termes connus ont des valeurs finies, on parvient toujours & leur ré-
solution en quantités finies, si toutefois, en les résolvant par une des métho-
des usitées, on nc tombe pas sur une équation, ou toutes les inconnues dispa-
raissent et le terme connu ne se réduit pas & zéro. Or, si cela se présentait
dans la résolution des équations (3), on pourrait les combiner de maniére &
avoir

aF (x,) dF (x,) dF (z,)
o N S Ny S N, [

aF (x,) aF (xq) ar (x,)
T N G Ny S22 N, [0

= Fl@) \+F@) A+ F@ ), ;

...........................

AF(@y) o AP (@) oy . dF(zy)
Z N+ ;s Ny o N, [A,
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ou toutes les inconnues N,, N,, Ny,. -..N, disparaissent et le terme
Fa)h +F@)hy~+. ... +F@)A,.

ne s’annule pas, ce qui suppose qu’on parviendrait & vérifier les équations

R
1. 1 1
aF (z,) AF (z,) aF (xy)y
, A+ T, P 7, A, =0,
aF (z,) AF (xy) aF (xy)
B 1" ap, N Tn e =0

sans réduire I’expression
Fa)M+F@)A~+....+ F(x
a zéro, et par conséquent, sans faire

=0, L,=0,....%,=0.

Done, tant qu’on ne peut vérifier les équations (2) par des valeurs
de X, %, ...A,, autres que A, =0, =0,....%, =0, on est certain
de trouver des valeurs finies N, N,,....N, satisfaisant aux équations (3),

ce qu’il s’agissait de prouver.

Démonstration de la seconde proposition.

§ 8. Soit ® une quantité positive, infiniment petite, N,, N,,....N,
des valeurs finies qui satisfont aux équations (3), F,(x) la valeur que prend

la fonction 7 (x) quand on change ses paramétres

Dy Poy- - oDy
en

»—N o, p—No,....p,—N, o.

Comme il ne s’agit que du cas, ol la fonction F(z) et ses dérivées par
rapport & %, p,, p,,. . . .p, restent finies et continues pour toutes les va-
leurs de # comprises entre x —=—»h et x = —+ & (les seules valeurs de z
que nous aurons i considérer), la fonction F(x), qu’'on trouve en chan-
geant dans I'expression de F(x) les quantités

.p17 p27' . '.pn















































































































































































































































































































