UBER DIE ANALYTISCHE DARSTELLBARKEIT SOGENANNTER
‘ WILLKURLICHER FUNCTIONEN REELLER ARGUMENTE.

(Aus dem Sitzungsbericht der Konigl. Akademie der Wissenschaften
vom 9. und 30. Juli 1885.)

1.

Das Hauptergebniss der nachstehenden Untersuchung lésst sich, wenn
man sich zunichst auf Functionen einer Verdnderlichen beschréinkt, folgender-
maassen aussprechen:

Es sei z eine reelle Verinderliche, welche jeden dem Intervall (—oo---+ 00)
angehdrigen Werth annehmen kann, ferner bedeute f(z) eine reelle und durch-
weg continuirliche Function von z, so lisst sich stets auf mannigfaltize Weise
eine Reihe von ganzen Functionen f(%),f,(#),... der Art bﬂden, dass fur
jeden der betrachteten Werthe von 2

f@) = @ +@+-

ist. Dabei ist die Reihe £ (#)+/,(2)+: - in jedem endlichen Intervalle gleich-
massig convergent.

Ist f(2) eine fiir jeden reellen Werth der Verfinderlichen z eindeutig
definirte, reelle und stetige Function, deren absoluter Betrag eine endliche
obere Grenze hat, so gilt bekanntlich die nachstehende Gleichung, in der #
eine zweite reelle Verénderliche bedeutet und unter £ eine von 2 und # un-
abhingige positive Grosse zu verstehen ist:

—x\2

(*) I;iﬁll?\l/—%[:wf(u)e_(u’” Fau =t

Der in dieser Gleichung ausgesprochene Satz ldsst sich leicht verallge-

meinern.
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Es werde irgend eine Function ¢(z) von derselben Beschaffenheit wie
f(r) angenommen, welche ihr Zeichen nicht findert, der Gleichung §(—2) = (%)
geniigt und liberdies der Bedingung entspricht, dass das Integral

+o
f Y(z)de
0

einen endlichen Werth haben muss, der mit w bezeichnet werden mdge.

Setzt man dann

(2) Ft) = g [ 1@09(“ 5w,
so 1st
3) Lim F(z, ) = £(2).

k=g

In Betreff: des Beweises der Gleichungen (1.) und (3.) mdge Folgendes
bemerkt werden. Es seien a, a, b, b, positive Gréossen, b, >a, b, > a, so

hat man

i :l“fww(f”—g—”) a7 [ :ﬂu)da(“;”)du
=3 [t “fi) 4 (455

b+ by
= f<——b!'“—a1)f ’ q’(u)d“"f'f(az“'bz)f ‘ ¢(%)du'*)
%tﬂi aak—m

In Verbindung mit den in Betreff der Functionen f(z), ¢(x) gemachten
Annahmen lehrt diese Gleichung, dass das Integral

i/ :fﬂu) o),

wenn man den Grossen z, kK bestimmte Werthe giebt und dann @, @, un-
abhéingig von einander unendlich gross werden lisst, sich einer bestimmten

*) Ich bezeichne mit f(x; ... ;) einen Mittelwerth zwischen dem kleinsten und grossten derjenigen
Werthe, welche f(#) in dem Intervall von & = , bis # = x, annimmt,
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endlichen Grenze néhert, und somit das Integral

HRCIE=E

eine wohldefinirte Grosse ist.

Dies festgestellt, sei nun 0 eine beliebig klein anzunehmende positive
Grosse, so ist

Flo, ) — f £@) ap(u;x)du-l— e f :mf(m(“;x)du
- f o e g [ (1

= ng [Wg du+~—fx+6 +oo~[

& T

J

tge [ (o= + f(o+ 1) b ().
0

Daraus folgt

Fa, )~ fo) = 15202 D=TE [ 4
9

4

o f F(F—T) + @+ ) — 2 (@) b (u) da

_ flosoiod= f‘l’

+ 3 (flo—e) + (o + d)— 21 (@),

wo ¢, e positive, zwischen 0 und 1 enthaltene Grdssen bedeuten.
Nun seien z,, #, irgend zwei bestimmte Werthe von 2, G die obere

Grenze fiir den absoluten Betrag von f(z), und g,, g, zwei positive Grossen,

die beliebig klein angenommen werden konnen. Dann kann man zunichst

der Grosse 0 einen so kleinen Werth geben, dass der absolute Betrag von

.;_(f(x——u) +f (@ +u)—2f ()

1*
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stets kleiner als g, ist, wenn # in dem Intervall (z,...#,), und zugleich « in
dem Intervall (0...0) angenommen wird. Hat man einen solchen Werth von
o fixirt, so kann man ferner eine positive Grosse k' so bestimmen, dass fir
jeden Werth von k, der <&,

2G [*°

o $(u)du < g,,

()

k

also vermdge der vorstehenden Gleichung die Differenz zwischen F(z,k) und
f(z) ihrem absoluten Betrage nach kleiner als g +g, ist, und zwar fir jeden
der betrachteten Werthe von .

Hiermit ist also nicht nur bewiesen, dass F(x,k) fiir jeden einzelnen
Werth von # der Grenze f(») sich nahert, wenn % unendlich klein wird,
sondern auch, dass die Annéherung fiir alle einem endlichen Intervalle an-
gehdrigen Werthe von # eine gleichméssige ist. '

Aus der Gleichung (3.) ziehe ich nun eine bemerkenswerthe Folgerung.

Unter den Functionen ¢(z), welche den oben angegebenen Bedingungen
entsprechen, giebt es unzihlige, welche transcendente ganze Functionen und
zugleich so beschaffen sind, dass auch die zugehdrigen Functionen F(z, k) fiir
jeden bestimmten Werth der Grosse & in bestindig convergirende Potenzreihen
von # entwickelt werden konnen. Nimmt man fiir ¢(z) eine derartige Function,
z. B. {(z) = ¢, so ergiebt sich der folgende Satz:

A. st f(2) eine nur fiiv reelle Werthe der Verdnderlichen # eindeutig
definirte und durchweg stetige Function, so lisst sich auf mannigfaltige Weise
eine transcendente ganze Function F'(z,k) herstellen, welche ausser # noch
einen verdnderlichen (positiven) Parameter & enthdlt und so beschaffen ist,
dass fiir jeden reellen Werth von # die Gleichung

Lim Pz, k) = {(z)

k=0
besteht.«

Unter der Bedingung, dass die Verdnderliche # auf irgend ein endliches
Intervall beschréinkt werde, kann man ferner, wie gezeigt worden ist, nach
Annahme einer beliebig kleinen positiven Grosse ¢', dem Parameter % einen so
kleinen Werth %' geben, dass fir jeden Werth von # die Differenz zwischen
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F(z,k') und f(z) ihrem absoluten Betrage nach kleiner als ¢’ ist. Stellt man
sodann F'(z,k') in der Form einer Potenzreihe

A+ Az+ A28+

dar und bezeichnet die Summe der n ersten Glieder dieser Reihe mit G (),
so kann man, nach Annahme einer anderen positiven Grosse ¢, dem % einen
so grossen Werth geben, dass fiir jeden dem angenommenen Intervall an-
gehdrigen Werth von # der absolute Betrag von F(z,k")— G'(r) kleiner als g"
mithin der absolute Betrag von f(z)— G/(z) kleiner als g'+g" ist.

Damit ist bewiesen:

B. »Ist f(#) eine Function von der angegebenen Beschaffenheit, und
wird die Veriinderliche # auf irgend ein endliches Intervall beschrinkt, so
ldsst sich, nach Annahme einer beliebig kleinen positiven Grosse g, auf
mannigfaltige Weise eine ganze rationale Function G'(z) bestimmen, welche
in dem festgesetzten Intervalie sich der Function f(z) so genau anschliesst,
dass die Differenz f(z)—G(z) ihrem absoluten Betrage nach bestindig kleiner

als ¢ ist.c
Nun nehme man zwei unendliche Reihen positiver Grossen
(yy Ugy Ggy ovey
G0 J2r G35 -

so an, dass Lima, = oo ist und igv einen endlichen Werth hat; dann kann
man dem Vorstehenden geméss eine Reihe von ganzen rationalen Functionen
G,(®), Gy(x), Gy(@), ..

so bestimmen, dass (fir v =1,2,... c0)
’f(x)“ Gv(x) | <
ist, wenn # in dem Intervall (—ea,...q,) liegt. Setzt man sodann

L) = G,@), &)= G,.,@)-G ),
so ist

S10) = Guu@

VY=0
und -fiir jeden bestimmten Werth von 2

Lim G,(0) = /(@);

R=— @
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woraus sich
o) = 310
ergiebt.
Nun seien 2,, %, irgend zwei bestimmte, endliche Werthe von 2, so er-
giebt sich aus den Ungleichheiten

VY

[f@)—6,@) |<g, (o,=2=a)
av 6Z1,+1)

”(x)'_ Gv+1(x) ' < vy (_ 1 =

TRA

dass fiir jeden dem Intervalle (z,...%,) angehérigen Werth von 2

@) < gyt

ist, sobald » grosser ist als eine bestimmte Zahl +, die dadurch definirt wird,
dass jedes Intervall (—a,...a), fir welches » >, die Werthe #,, beide
enthalten muss. Man hat also

o0

> L@ <2 9+ gm), wenn 2=

y=v'41 v=vh1

und es convergirt demzufolge die Reihe

SRR
y==y'$1
und somit auch die Reihe

S, @)

unbedingt und gleichméssig fiir die dem Intervalle (»,...#,) angehérigen
Werthe von z. Es ist aber die Wahl der Grossen z, #, keiner andern Be-
schrinkung unterworfen, als dass sie endliche reelle Werthe haben miissen,
und die Functionen f,(#) sind unabhingig von denselben; die vorstehende
Reihe convergirt also unbedingt fiir jeden Werth von 2z und gleichmissig
in jedem Intervall

IA
IA

A i

xl 27

dessen Grenzen endliche Werthe haben. Es gilt also das Theorem:

C. »Jede Function f(x) von der angegebenen Beschaffenheit lisst sich
auf mannigfaltige Weise darstellen in der Form einer unendlichen Reihe,
deren Glieder ganze rationale Functionen von z sind; diese Reihe con-
































































































