Warteschlangen

Vier Doppelstunden in der Carl-Bantzer-Schule Ziegenhain

von
Johannes Bedker
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1. Einleitung

Im Folgenden beschéftigen wir uns mit den Anfangsgrtinden der Theorie der
Warteschlangen, wie sie z.B von dem Ingenieur Agner Krarup Erlang entwickelt
wurde.

Unter einem Warteschlangensystem verstehen wir eine Anzahl von Schaltern, an die
sich Kunden anstellen. Weitere Beispiele sind Autos, die auf enen Parkplatz warten,
Maschinen, die auf Reparatur warten, Telefongesprache auf Freischaltung, ...

Wenn die Schlangen zu lang werden, verlieren die Kunden das Interesse an der
angebotenen Dienstleistung und gehen dem Systemverloren. Der Anbieter de
Dienstleistung stellt sich folgende Frage:

- Wenn zu viele Schalter gedffnet sind, haben die Beabeiter hinter dem Schalter
nichts zu tun und verursachen Kosten durch Leelauf.

- Wenn zu wenige Schalter gedffnet sind, verliert man Kunden.

- Wievidle Schalter mussman 6ffnen, um am meisten zu verdienen?

Wir werden im Folgenden rnicht so weit kommen, dasswir diese Frage wirklich l6sen.
Schon ein Stiick desWeges dahinist —wie ich mane —interessnte Mathematik.
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2. Aufgaben

Nenre ein weitere Baspielefir Warteschlangensysteme.
Internetrecherche:
a) Wer war Agner Krarup Erlang?
Wo und wann ket er gelebt?
Wo war er beschéftigt?
Wo sind seine Forschungsergebnisse heute wichtig?
b) Es gibt eine Programmierspradie ,,Erlang”. Welche Firma hat sie entwicket?
c) Was bieten http://www.erlang.com, http://www.erlang.orq,
http://www.erlang-software.com, http://www.erlang.com.br an?

3. Simulation einer Warteschlange mit dem Wurfel

Fur die smulierten Warteschlangen gelten folgende Regeln:

Mit einem Wurf ermitteln wir die Veranderung der Warteshlange wéhrend
einer Minute

Esstellen sch hochstens 3 Leute an.

Wenneine 1 oder 2 gewirfdt wird, kommt en neuer Kunde hinzu (Notiert
as'+)

Wenneine 3,4 oder 5 gewlrfet wird, wird ein Kunde algefertigt und verldsd
das System (Notiert als'-')

Wenn eine 6 gewdtirfdt wird, passert nichts (Notiert ds'=")

Die Schlangenlange zum Zeitpurkt Oist O.

Wennwir z.B. zwei Serien wrfeln, wobel in der 1. Serie die Augen nacheinander
6,1,4,235
aufweisen und in der 2. Serie
1,2,2,16 4
notieren wir die Ergebnisse in einer Tabelle wie folgt:



<
é_ 1. Serie 2. Serie
N

< |+t |- | =1 3]> < | f |- =]1a]>
1 0 0
2 6 X 0 1] X 1
3 1| x 1 2 X 2
4 4 X 0 2| X 3
5 2] X 1 1] X 3| X
6 3 X 0 6 X 3
7 5 X 0 4 X 2
Summe 2 3 1 4 1 1

Man liest daswie folgt:

Eswird 6 gewlrfelt. Es passert nichts. Die Schlangenknge Heibt 0.
Eswird 1 gewirfelt. Es kommtein Kunde. Die Schlangenlange wird 1.
Eswird 4 gewlrfelt. Es geht ein Kunde. Die Schlangenlange wird 0. usw.

4. Zusammenfassung der Simulation

Wir fasen die Ergebniss von vielen Wrfel-Serien in einer einzigen Tabelle
zusammen. FUr jeden Zeitpunkt zéhlen wie, wieviele Schlangen es mit der Lange O,

der Lange 1, usw. gibt und notieren die Anzahl in der Tabelle. Aul3erdem schreiben wir
auf, wieviele Kunden insgesamt warten und wieviele Kunden gerade verloren gehen,
well sie e@ne zulange Schlange vorfinden. Im folgenden Beispiel mit 30 Wirfelserien
deuten die Balken an, wie grol3 die Zahlen sind.

Zeit Anzahl der Schlangen mit der Lange Kunden
0 1 2 3 wartend | verloren
“ 30
1
7 = []
2 16 14 14
3 9 12 9
% % O
4 13 13 4 21




c ﬁ 17 9 2 2 |1 |
6 ﬁ 17 8 |7 3 |7 2 |5 |
7 11 11 5 |7 3 ]
g 15 5 & 4 6 |
9 13 7 6 |- 4 1
10 10 10 5 5 ]
11 11 7 7 5 1
12 10 9 | 4 7 1
13 15 5 5 5 1
14 11 9 |© 4 6 |
15 8 10 8 |7 4 ﬂz
16 11 112 & 4 |V a4 ]
17 13 5 9 |7 3 5
18 13 11 |- 2 |7 4 1
5. Aufgaben
Es liegt folgende Warteschlangenstatistik vor:
Zeit Anzahl der Schlangen mit der Lange
0 1 2 3

0 10 4

2 9 5
S S| S S

a) Wieviele Schlangen wurden zum Zeitpunkt 1 betrachtet?
b) Wieviele Kunden warten zum Zeitpunkt 17?

¢) Welche Zahl mussam Ende der 2. Zelle stehen, damit die Statistik stimmt, d.h.
damit in der 2. Zelle genausoviele Warteschlangen eingetragen sind wiein der 1.7

d) Wieviele Kunden warten zum Zeitpunkt 2?

€) Gib eine Gleichung an fir w; die Anzahl wartenden Kunden zum Zeitpunkt 3.




6. Experimente mit der Computersimulation

Viele Programmiersprachen haben die Moglichkeit, Zufall szahlen mit einem
»Zufallsgenerator* zu erzeugen. Damit kann man die Simulation durch Warfeln mit
einem Computerprogramm nacdhhbilden und viel schreller Statistiken erzeugen. Nta
nennt dasdie ,Monte-Carlo-M ethode" oder ,,Monte Carlo Simulation* (Warum?
Was findet man im Internet unter den Stichworten?).

Eine solche Simulation findet man unter http://www.uni-giessen.de/~q013schlangen/.
(Das Queéllprogramm sieht man unter
http://www.uni-giessen.de/~g01 3 schlangen/index.phps)

a) Nimm alle voreingestellten Werte, aul3er Punkt 3 (Anfangszustanced
Warteschlangen). Stelle beim Punkt 3 einmal 100 Schlangen mit der Lange O ein
und O Schlangen kel den anderen Léngen. Betrachte das Ergebnis.

Stelle (am besten in einem 2. Fenster) jetzt 100 Schlangen mit der Lange 3 ein und
0 Schlangen bel den anderen Langen.

Welche Gemeinsamkeiten stellt man in den Simulationsergebnisen fest?

Bleiben die Gemeinsamkeiten fur andere Startwerte erhdten?

b) Nimm einen festen Anfangszustand mit 100 Schlangen und andere die Regeln fur
Punkt 2 (Ankunft/Abfertung).
Welche Tendenzen zeigen sich?

7. Vermutete RegelmaRigkeiten in der Simulation

Wir betradhten folgende typischen Beispiele, bel denen immer die Regel ,,Es stellen
sich hochstens 5 Leute an® gilt. (Die absoluten Zahlen snd hier weggelassen.)



Schlangenlangen zum Schlangenlangen zum Schlangenlangen zum
Zeitpunkt 1: 1000,0,0,0 |Zeitpunkt 1: 0,0,0,0,200 |Zeitpunkt 1: 1000,0,0,0
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Wir vermuten folgende Regelmaliigkeiten:
1.)Am Anfang der Takellen @dert sch mehr dsam Ende der Takellen.
2.)Am Ende der Tabellen schwanken die Zahlen relativ wenig um stablil e Werte.

3.) Das Ende der Tabellen héngt nicht von der Verteilung der Warteschlangenlangen
zum Zeitpunkt 1 ab, sondern rur von den Regeln fUr die Ankunft- und Abfertigung:
Wenn mehr Abfertigung als Ankunft stattfindet, gibt es mehr kurze Warteschlangen
aslange (und umgekehrt.)

8. Vorhersage der nachsten Zeile in der Tabelle
Die Wrfel-Regeln fUr die Warteschlangen seien wie folgt:

Ankunft eines Kunden, wenneine 1 oder 2 gewdurfelt wird.
Abfertigung eines Kunden, wenneine 3,4 oder 5 gewdtirfelt wird.
Nichts, wenn eine 6 gewurfet wird.

Wennwir einmal testweise anndimen, dassbem Wirfdn alle 6 méglichen Ergebnisse
gleich oft auftreten, bekommen wir eine Vorhersage fur die nddhste Zeile der Tabelle.

Wir nehmen also an,
- dassin genau 2 von 6 Fallen jemand kommt



- dassin genau 3 von 6 Fallen jemand abgefertigt wird.

- dassin genau einem von 6 Félen nichts pasgert.

Dann erhdlt man folgendes Beispid!:

‘ H Anzahl der Schlangen mit der Largy
| Zet | o 1| 2 | 3
90 0 210 0
1 /I /I
45 15 30 105 35 70
| 2 60 [ 135 [ 35 [ 70

9. Der stationéare Zustand
Gegen Ende der smulierten Tabellen andern sich die Zahlen relativ wenig.
Gibt eseine Tabellenzeile, die sich selbst alsnéchste Zelle genau voraussagt?

Beispiel: Wir setzen zum Anfang 270 Schlangen mit der Lange Oen. Von diesen
werden nach Voraussage 90 einen Kunden dazau bekommen. Wenn sich nchts andern
soll, misen diese 90 Kunden ausglichen werden durch 90 abgefertigte Kunden von
Schlangen mit der Lange 1. Also musses 180 Schlangen mit der Léange 1 gebean. Wie
geht esweiter?

‘ H Anzahl der Schlangen mit der Largy ‘
_ Zet | o || 1 | 2 | 3
270 180
1 135/ 4{5 \90 96 | Fo |
2 2o | | |

Das allgemeine Prinzip fUr die Zahl in der nadhsten Spalte erhdt man aus der
Uberlegung, dassdie Anzahl der Schlangen, die langer werden, ausgeglichen werde
mussdurch eine gleiche Anzahl der Schlangen, die kiirzer werden. Also

270_180  180_120  120_80
3 2 3 2 ' '3 2

10. Relative Haufigkeiten

Die bisher in den Warteschlangenstatistiken notierten Zahlen nennt man absolute
Haufigkeiten.

Wenn man aus einer solchen Statistik eine |deedaftr gewinnen will, auf welche



Wartezet man sich beim Anstellen gefasd macden muss sind die absol uten
Haufigkeiten noch kein direkter Hinweis, was man an folgendem Beispiel sieht:

In regelmaiéigen Abstanden wurde die Lange der Warteschlange vor zwel Eisdielen
notiert. Die Statistiken sehen so aus:

Eisdiele,, Antonio“: Anzahl der Schlangen mit der Lange

0 1 2 3 Wartende

10 10 15 20

Eisdiele, Bartolo“: Anzahl der Schlangen mit der Lange

0 1 2 3 Wartende

50 40 20 10

a) Wieviele Wartende wurden bei den Eisdielen registriert?
b) Wo kriegt man schreller sein Eis?

Um zwe Statistiken besser vergleichen zu konnen, bel denen die Anzahl der
Warteschlangen &, und &, verschieden sind, berechnet man aus den absoluten
Haufigkeiten die relativen Haufigkeiten, in dem man die absoluten Haufigkeiten durch
die Anzahl der beobadteten Ereignisse (hier: Anzahl der Warteschlangen) dividiert.

a) Beredhne die relativen Haufigkeiten fur die beiden Eisdielenbeispiele.
b) Notiere die relativen Haufigkeiten auch in der Schreibweise I Prozentzahlen.

c) Uberpriife an Beispielen, ob die relativen Haufigkeit in der Computersmulation
richtig berechnet wird.

d) Welche anschauliche Bedautunghat die relative Haufigket der ,W artenden”.

L 6sung:
Die Anzahl der Wartenden bei den Stichproben vor der Eisdiele ,, Antonio* summiert
sich zu
w,=10-0+10-1+15-2+20-3=90
Die Anzahl der Schlangen is
a,=10+10+15+20=55

Wir dividieren die Haufigkeiten in der Tabelle durch 55 und erhdten:

Eisdiele,, Antonio®“: Anzahl der Schlangen mit der Lange

0 1 2 3 Wartende
10 10 15 20 90
0,18 0,18 0,27 0,36 1,64
18% 18% 18% 36%




Die Zahl

164:&: wartendeKunden
’ a, Anzahl der Schlangen

deuten wir als mittlere bzw. durchschnittliche Schlangenlange. (Sie wird nach
demselben Prinzip wie der Notendurchschnitt berednet.)

Fur die Eisdiele ,,Bartolo” ergibt sich:

Eisdiele, Bartolo“: Anzahl der Schlangen mit der Léange

0 1 2 3 Wartende
50 40 20 10 110
0,42 0,33 0,17 0,08 0,91

Die durchschnittliche Schlangenlange (0,91) ist kleiner alsdie bei der Eisdiele
»Antonio* (1,64).

11. Wahrscheinlichkeiten

Wir werfen noch einmal einen Blick auf die Tabell e des stationaren Zustandesaus
Kapitel undberechn@ die dazughdrenden relativen Haufigkeiten:

‘ H Anzahl der Schlangen mit der Largy H ‘

zdt| 0 | 1 [ 2 [ 3 Wartend|
270 2 2 2 2 2 2 660
1 180=2-270 | 120=2-2:270 120=% 22270
0,42 0,28 0,19 0,12 1,02
Spredhwelse:

Theoretische Schétzwerte fur absolute Haufigkeiten nennt man Erwartungswerte.
Theoretische Schétzwerte fur relative Haufigkeiten neant man Wahrscheinlichkeiten.
Wahrscheinlichkeiten werden wie relative Haufigkeiten oft als Prozentzahlen
geschrieben.

12. Verallgemeinerung
Wir sind nun in der Lage, die Ergebnisse zu verdl gemenern.

1.)Wennwir festgelegt hatten, dassbei 2 Fallen von 6 im Wirfelexperiment ein Kunde
ankomnt, bedeutet das, dassdie durchschnittliche Anzahl der ankommenden
Kunden in der Zeiteinheit gleich 1/3 ist. (z.B. kommen 900 Zeiteinheiten etwa 300
Kunden).
Ebenso stellen wir fest, dassdie durchschnittliche Anzahl der Abfertigungen gleich
Yaidt.



2.)FUr den stationaren Zustand spielt das Verhdltnis
durchschnittli che Anzahl von Anklnften jeZeiteinheit

" durchschrittli che Anzahl von Abfertiguren jeZeiteinheit

eine Rolle. (Im Beispiel war es 2/3).
3.) Die Tabelle des stationaren Zustandssieht dann so aus

‘ H Anzahl der Schlangen mit der Largy ‘
Zeit] 0 | 1 | 2 | 3 |
1 A r-A r-r-A r-r-r-A

Daraus kann man die Erwartungswerte fUr die durchschnittliche Schlangenlénge,
verlorende Kunden usw. berednen.
Das maden wir aber aus Zeitmangel jetzt nicht mehr.

13. Ruckblick 1: Methode n

Wir haben tiber 3 verschiedene Weisen nachgedadt, wie man Aussagen tber
Warteschlangen gewinnen kann:

1.) Statistiken erstellen, indem man Warteschlangen in der Wirklichkeit beobadtet.
2.)Monte-Carlo-Simulation mit einem Computer.

3.)Wahrscheinlichkeitsredinung, wie sie sich Agner Krarup Erlang ausgedadt
hat.

Zu 1.) Daswird z.B. in Verkehrszéhlungen an Stral3en oder Kundenzéhlungen in
Zigen gemadt, braucht aber viel Zeit. Aul3erdem kann man da selten experimentieren.
(Man kann richt nur testweise die Stral3e umbauen oder den Fahrplan andern.)

Man beadite, dassschon in einer Statistik sehr viel aus der Wirklichkeit weggelassen
wird, z.B. wird nicht notiert, weshalb ein Kunde gerade jetzt komnt, oder weshalb die
Abfertigung gerade so und solange gedaert hat.

Zu 2.) Diese Methode ist heutzutage vid billi ger. Man mussaber prifen, inwieweit das
Modell des Computerprogramms mit der Wirklichkeit Gbereinstimmt.

Zu 3.) Dasist, vom mathematischen Standpunkt gesehen, der Kndller. Die
Vorhersagen sind mit einfachen Mitteln zu berechren. (A.K. Erlang hatte Anfang des
20. Jahrhunderts nattirlich noch keine Computer zur Verfiigung.) Es bleibt aber auch
hier die Frage, wo das mathematische Modell auf wirkliche Warteschlangen angewandt
werden kann.

14. Ruckblick 2: Modelle

In unserem Modell haben wir Warteschlangen vor einem Schalter mit zufalliger
Ankunft und zufélliger Abfertigung betradhtet. Es funktioniert sicher nicht bei
folgenden Warteschlangensystemen:
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1.) Parkhaus, Telefonzentrale: Es gibt mehrere ,, Schalter” (Parkpétze, Beantworter)
2.)Verkehrsampel: Die Abfertigung ist regelméafdig.
3.)Warteammer beim Arzt: Die Ankunft ist regelmaidig (wenn Patienten bestellt sind).

Unser Modell kannleicht fUr den Fall mehrerer Schalter mit unregelméafiger Ankunf
und Abfertigung verallgemeinert werden. (Genau das war das Problem be der
Beretstellung von Telefonleitungen, mit dem A. K. Erlang bertihmt wurde.)

Wenn aber Abfertigung oder Ankunft regelmal3ig sind, mussman sich ganz neue
Gedanken maden.

Bei wirklichen Warteschlangensystemen éndert sich die durchschnittliche Ankunfts-
oder Abfertigungsrate im Laufe der Zeit. (Es gibt geschéftige und ruhige Tageszeaten.)
Man mussin unserem Modell zu verschiedenen Zeiten verschiedene Raten in die
Redhnung einsetzen.
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