Justus-Liebig-Universitit Giefsen
Fachbereich 07
Mathematisches Institut

VORKURS MATHEMATIK
EINFUHRUNG IN DAS MATHEMATISCHE DENKEN

Skript zur Vorlesung

PD Dr. Elena Berdysheva

JUSTUS-LIEBIG-
ﬁ UNIVERSITAT

GIESSEN




Vorwort

Dieses Skript ist entstanden aus der Vorlesung im Rahmen des Vorkurses Mathematik (Mathematisches
Denken), welche ich seit dem Wintersemester 2016/2017 an der Justus-Liebig-Universitit Giefen halte.
Die Zielgruppe des Vorkurses sind Studienanfinger der Studienginge Mathematik B.Sc., Physik B.Sc.
sowie Mathematik Lehramt an Gymnasien.

Das Ziel dieses Vorkurses ist es, Studienanfingern den FEinstieg in die Hochschulmathematik zu
erleichtern. Es werden keine Inhalte aus dem mathematischen Schulunterricht thematisiert (wobei
natiirlich vorausgesetzt ist, dass die Teilnehmer iiber Kenntnisse der Schulmathematik verfiigen). Viel-
mehr werden die Zuhorer anhand von mehreren ausgewéhlten Themen an die Denk- und Arbeitsweise
eines Mathematikers herangefiihrt.

Bei der Vorbereitung meiner Vorlesungen habe ich mehrere Quellen benutzt. Eine von ihnen war
das ,Skript zum Mathematik-Vorkurs (VEMINT-Vorkurs P2)“ von Frau Dr. Kerstin Hesse von der
Universitdt Paderborn. An dieser Stelle mochte ich Frau Dr. Hesse, die mir ihr Skript zur Verfiigung
gestellt und sich mit mir iiber ihre Erfahrungen mit den Vorkursen ausgetauscht hat, herzlichst danken.
Das Buch von Hermann Schichl und Roland Steinbauer ,Einfiihrung in das mathematische Arbeiten“
(Springer-Verlag Berlin Heidelberg, 2009) diente mir als eine weitere Inspirationsquelle; manche Formu-
lierung und manches Beispiel stammen aus diesem Buch. Das Buch kann ich interessierten Studierenden
zum Weiterlesen empfehlen.

Auch weitere Materialien haben eine Verwendung gefunden. So habe ich an einigen Stellen das
Skript zum Vorkurs Mathematik an der Universitdt Hohenheim benutzt, welchen ich viele Jahre lang
geleitet habe. Die Originalfassung jenes Skriptums wurde von Frau Prof. Dr. Christine Bescherer und
Herrn Rolf Springmann erstellt, spater von Herrn Dr. Jens Hochsmann und dann von mir iiberarbei-
tet. Auch Skripte von Herren Prof. Dr. Kurt Jetter und Prof. Dr. Georg Zimmermann zu weiteren
Lehrveranstaltungen an der Universitit Hohenheim wurden von mir teilweise verwendet. Allen diesen
Kollegen spreche ich an dieser Stelle einen Dank aus.

Des Weiteren danke ich Herrn Tibor Kovacs, der in fritheren Jahren den Vorkurs Mathematik an
der Universitiat Giefen — welcher allerdings nach einem anderen Konzept aufgebaut war — geleitet
und mir seine Unterlagen zur Verfiigung gestellt hat. Von Frau Prof. Dr. Margareta Heilmann bekam
ich Aufgabensammlungen zu den mathematischen Vorkursen an der Universitdt Wuppertal; auch ihr
gilt mein Dank.

Diese Fassung des Skriptes wurde von Herrn David Losacker erstellt. Herr Losacker hat meine
handschriftlichen Notizen kritisch gelesen und teilweise iiberarbeitet sowie die LaTeX-Datei und die
Bilder vorbereitet. Fiir seine fachlich wie technisch ausgezeichnete Arbeit am Skript danke ich ihm
herzlichst.

Der Vorkurs wird durch Ubungen in kleineren Gruppen begleitet. Ich bedanke mich bei Frau Re-
bekka Wiinch fiir ihre Arbeit an den Dateien mit den Ubungsaufgaben und deren Lésungen.

Ich wiinsche allen Vorkursteilnehmern viel Erfolg und viel Spafs beim Studium!

Elena Berdysheva
Giefsen, im Herbst 2017
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Kapitel 0

Einfuhrung

In der Mathematik verwendet man Definitionen, Sitze und Beweise. Im Folgenden werden diese Begriffe
prazisiert und durch Beispiele illustriert.

Definitionen sind terminologische Vereinbarungen. Sie legen eindeutig fest, was unter einem be-
stimmten mathematischen Begriff zu verstehen ist. Exemplarisch betrachten wir hier die Definition
einer Primzahl.

Definition 0.1.

Eine Primzahl ist eine natiirliche Zahl, die durch genau zwei natiirliche Zahlen ohne Rest teilbar
ist.

Aufgrund dieser Definition kann man fiir jede Zahl entscheiden, ob sie eine Primzahl ist oder nicht.
Beispielsweise sind 2, 3,5, 7 Primzahlen, 4 allerdings nicht, da sie von den drei Zahlen 1,2 und 4 geteilt
wird. Ebenso ist auch 1 keine Primzahl, da sie nur einen Teiler besitzt.
Die Sprache der Mathematik ist sehr prizise. So kann man z.B. nicht von ,schénen Matrizen“ reden
(es sei denn, man definiert sie, z.B. ,Eine Matrix heifit schon, wenn ihre Eintréige nur die Zahlen 0 und
1 sind.%)

Mathematische Sétze bestehen aus Aussagen.

Definition 0.2.

Eine Aussage ist ein sprachliches Gebilde, das aufgrund seines Inhaltes entweder wahr oder
falsch ist.

Beispiel 0.3.

1) Folgende Phrasen sind Aussagen:

(a) Koln liegt am Rhein. (wahr)
(b) Hamburg liegt an der Donau. (falsch)
(¢) 1+ 1 =2. (wahr)
(d) 242 =15 .(falsch)
)

(e) 2859433 _ 1 ist eine Primzahl. (wahr oder falsch, wir wissen es nicht)

2) Das sind keine Aussagen:

(a) Komm her!
(b) 2 ist eine interessante Zahl.

(c) z+3+8.



Wir werden uns im Verlaufe des Kurses tiefgehender mit Aussagen beschiftigen (in Kapitel ,Logik und
Beweise").

Mathematische Sitze sind Aussagen iiber mathematische Sachverhalte. Man kann sich die Mathe-
matik als Gebdude vorstellen, dessen Fundament von Axiomen gebildet wird. Aziome sind Aussagen
einer Theorie, die innerhalb dieses Systems nicht hergeleitet oder widerlegt werden koénnen. Diese
Aussagen werden als wahr angenommen.

Beispiel 0.4. Beispiele von Axiomen:
1) Finf Axiome der euklidischen Geometrie.

2) Axiome der Peano-Arithmetik: Beschreibung der natiirlichen Zahlen.

Alle anderen Aussagen werden aus Axiomen durch logische Schlussfolgerungen abgleitet. Dieser
Vorgang heift beweisen. In der Praxis gehen wir in der Regel nicht von Axiomen aus, sondern von
schon bewiesenen Sétzen.

Ein Satz bzw. ein Theorem ist eine aus den Axiomen oder aus vorangegangenen bewiesenen Sitzen
logisch hergeleitete Aussage. Theoreme enthalten Voraussetzungen und Behauptungen. Die Vorausset-
zungen nennen dabei die Bedingungen, unter denen die Behauptungen gelten. Als einfiithrende Beispiele
betrachten wir die folgenden Sétze und analysieren deren Aufbau.

Jede von 2 verschiedene Primzahl ist ungerade.

Die Voraussetzungen sind hierbei, dass

1) p#2,
2) p ist Primzahl,

wahrend die Behauptung lautet, dass p ungerade ist.

Wenn die natiirliche Zahl a die natiirlichen Zahlen b und ¢ teilt, dann teilt a auch die Summe
b + ¢ sowie die Differenz b — ¢ der beiden Zahlen.

In diesem Fall sind die Voraussetzungen:
1) a,b,c sind natiirliche Zahlen,
2) a teilt b,
3) a teilt c.

Die Behauptungen sind in diesem Fall
1) a teilt b+ ¢,
2) a teilt b—c.

Dariiber hinaus gibt es noch weitere Namen fiir mathematische Aussagen. Lemma (Plural: Lem-
mata) bzw. Hilfssatz bezeichnet in der Regel ein kleineres Resultat, das im Rahmen des Beweises eines
Satzes verwendet wird, selbst allerdings nicht den Rang/ die Wichtigkeit eines Satzes darstellt. Es sei
angemerkt, dass die Einteilung in Sitze und Lemmata subjektiv ist. Ein Korollar bzw. eine Folgerung
ist eine Aussage, die sich aus einem schon bewiesenen Satz ohne grofsfen Mehraufwand herleiten ldsst.
Weiter existieren Haupt- und Fundamentalsitze, Propositionen und so weiter.

Logische Schlussfolgerungen und Beweistechniken werden spéter, in Kapitel ,Logik und Beweise®,
besprochen.



Kapitel 1

Mengenlehre

1.1 Mengenbegriff

Definition 1.1.

Eine Menge ist eine Zusammenfassung von wohlunterscheidbaren, bestimmten Objekten (Ele-
menten) unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen.

Beispiel 1.2.
1) Die Menge der im Raum anwesenden Studierenden.
2) Die Menge aller Teiler der Zahl 12.
3) Die Menge P(M) der Teilmengen der Menge M = {0,1,2,3}.

Das Wort wohlunterscheidbar” fordert, dass geklirt wird, was als gleich und was als verschieden
anzusehen ist.

Beispiel 1.3.

)
2)

und 1.5 sind gleich, wenn wir Zahlen betrachten.

und 1.5 sind verschieden, wenn wir Schreibweisen betrachten.

Nl Njw

Das Wort ,bestimmt* bedeutet, dass bei jedem Element eindeutig entscheidbar ist, ob es zur Menge
gehort oder nicht. In diesem Sinne ist die Gruppe aller guten Spieler einer Mannschaft keine Menge,
es sei denn, es ist formal gekldrt, welche Spieler ,,gut“ sind.

Notation 1.4.

- Ist x ein Element der Menge M, so schreibt man z € M.

- Ist « kein Element der Menge M, so schreibt man = ¢ M.

Definition 1.5.

Die Menge, die kein Element enthélt, heiflt leere Menge. Wir schreiben hier {} oder ().

Mengen kénnen in aufzdhlender Form oder in beschreibender Form angegeben werden.

Beispiel 1.6. Aufzéhlend: Beschreibend:
A=1{1,2,3,4,6,12} A= {n e N:n teilt 12}
B ={2,4,6,8,...} B ={n € N:nist gerade} = {2k : k € N}
C ={0,1} C={recR:zx=21%



Bei der beschreibenden Form sind die Elemente oft als spezielle Elemente einer weiteren Menge ange-
geben (N, R usw.), fiir die bestimmte Bedingungen gelten. Die grofse Menge heifst dabei Grundmenge.

Beispiel 1.7.
1) {z€eQ:22=2} =10
2) {x e R:2% =2} ={+V2}

Statt ,:* wird auch ,|* geschrieben, z.B. {z € R | 22 = 2}. Gelesen wird: ,fiir die gilt“. Das nichste
Beispiel illustriert Notation 1.4.

Beispiel 1.8.
1) A=1{1,2,3,4,6,12}, 6 € A, 5 ¢ A.

2) B={n € N:nist gerade}, 12 € B, 25 ¢ B.

1.2 Mengenrelationen

Definition 1.9.

Zwei Mengen A und B heiflen gleich, wenn jedes Element von A auch Element von B ist und

jedes Element von B auch Element von A ist. Wir schreiben dann A = B.
Gilt dies nicht, so schreibt man A # B.

Beispiel 1.10.

1) Mit A={L:neN}und B={1,%,%,1,...} gilt A=B.

2) N#Q,da%e@,aba%%N.

Definition 1.11.

Eine Menge A heifit Teilmenge einer Menge B, wenn jedes Element von A auch Element von B
ist. Wir schreiben A C B oder A C B. Die Menge B heift in diesem Fall Obermenge.

Bemerkung 1.12.
1) Jede Menge ist eine Teilmenge von sich selbst. Jede Menge ist eine Obermenge von sich selbst.
2) Die leere Menge ist eine Teilmenge jeder Menge.
Beispiel 1.13.
1) {1,2,4} € {1,2,3,4,5}
2) NCR
3) 0 C{1,2,4}

Ist A eine Teilmenge von B und gibt es mindestens ein Element von B, das nicht zu A gehort,
so heifst A eine echte Teilmenge von B. Manchmal wird ,C* nur fiir echte Teilmengen verwendet.
Manchmal benutzt man fiir echte Teilmengen das Zeichen ,C B heifst dann eine echte Obermenge
von A.

Beispiel 1.14.

1) {1,2,3} € {1,2,3,4,5} ist eine echte Teilmenge.



Abbildung 1.1: B C A dargestellt als Venn-Diagramm.

2) {1,2,3} C{1,2,3} ist hingegen keine echte Teilmenge.

Mengen werden oft anhand von Venn-Diagrammen wie in Abbildung veranschaulicht.

Ist AC Bund B C C, so gilt A C C.

Bemerkung 1.16. Diese Eigenschaft heifst Transitivitat.

Beweis:
Zu zeigen ist x € A = x € C. (Mehr zu Implikationen in Kapitel ,,Logik und Beweise®.)

r€A = x€B (weil AC B),
r€B = xeC (weil BCC(C).

Aus x € A folgt also x € C und hiermit ist A C C' bewiesen.

Bemerkung 1.17. Das Symbol O wird als Zeichen fiir das Ende eines Beweises verwendet.

Zwei Mengen A und B sind genau dann gleich, wenn A C B und B C A.

Beweis:
Die Aussage ist eine Aquivalenz, denn zu zeigen ist

(A=B)< (ACBund BCA).

(Mehr zu Aquivalenzen in Kapitel ,Logik und Beweise®.) In diesem Fall muss man beide Implikations-
richtungen beweisen. Wir beginnen mit der ersten Implikation.

= Zu zeigen: (A = B) = (A C B und B C A). Dies folgt sofort aus A C A.

< Zu zeigen: (A € B und B C A) = (A = B). Aus der Definition der Teilmenge folgt, dass
r€A=x€ Bund x € B= z € A. Daraus folgt, dass r € A & x € B, das heifit: x ist genau dann
Element von A, wenn x Element von B ist. Das ist die Definition der Relation A = B.

O



Um zu zeigen, dass A = B, zeigt man oft die beiden Inklusionen A C B und B C A.

Beispiel 1.19. (Teilbarkeit)

Definition 1.20.

Seien a,b € Z. a teilt b, wenn es ein n € Z gibt, sodass na = b gilt. Man sagt auch: a ist ein
Teiler von b. Wir schreiben dann a|b (gelesen ,.a teilt b*).

Beispiel 1.21.
1) 3|27,da 9 -3 = 27.
2) —5|25, da (=5) - (—5) = 25.

3) 1 teilt jede Zahla € Z,da a -1 = a.

Definition 1.22.

Eine Zahl a € Z heift gerade, wenn 2|a. Eine Zahl, die nicht gerade ist, heit ungerade.

Aufgabe:

Beweisen Sie: Die Menge aller geraden Zahlen, die durch 3 teilbar sind, und die Menge aller ganzen
Zahlen, die durch 6 teilbar sind, sind gleich.

Losung:

a ist gerade < 2|a. Wir betrachten also die Mengen A = {a € Z : 2|a und 3|a} und B = {a € Z : 6|a}.
Zu zeigen ist demnach A = B. Wie angemerkt, geniigt es zu zeigen, dass A C B und B C A.

A C B: Zu zeigen ist also a € A = a € B. Aus a € A folgt, dass 2|a und 3|a. Aus 2|a folgt, dass es
ein n € Z gibt mit a = 2n, insbesondere also 3|2n. Wir benutzten den folgenden Fakt: Eine Primzahl
p teilt = - y genau dann, wenn p eine der Zahlen z,y teilt. Da nun gelten muss, dass 3|2n, aber 3 t 2,
folgt es, dass 3|n. Folglich existiert ein m € Z mit n = 3m. Dann gilt a = 2n = 2 - 3m = 6m, also 6|a
und somit a € B.

B C A:a € B = 6la= a=6nmit n € Z. Dann gilt aber a = 2 - (3n) = 2m mit m = 3n € Z und
auch a = 3 - (2n) = 3¢ mit £ = 2n € Z. Also 2|a und 3la = a € A.

O

Uber Teilbarkeit werden wir in Kapitel ,Elementare Zahlentheorie“ genauer reden!

Definition 1.23.

Sei M eine Menge. Die Potenzmenge P(M ) von M ist die Menge aller Teilmengen von M.

Beispiel 1.24. M = {0,1}, P(M) = {0,{0},{1},{0,1}}.

Bemerkung 1.25. P()) = {0} (die Menge, die die leere Menge enthilt).



1.3 Mengenoperationen
Definition 1.26.
Seien A und B Mengen.

(i) Die Vereinigung AU B von A und B besteht aus allen Elementen, die in A oder in B
liegen:

AUB ={z:2 € Aoder x € B}.

(ii) Die Schnittmenge (der Durchschnitt) von A und B besteht aus allen Elementen, die sowohl
in A als auch in B liegen:

ANB={z:2€ Aund z € B}.

(iii) Die Differenzmenge A\B besteht aus allen Elementen, die in A aber nicht in B liegen:

A\B ={z:2 € Aund = ¢ B}.

Abbildung 1.2: Von links nach rechts: AU B, AN B, A\B.

Beispiel 1.27. Es seien A = {1,2,3,6} und B = {1,2,5,10}. Dann ergeben sich als Vereinigung,
Schnitt, sowie Differenz die Mengen

AUB=1{1,2,3,5,6,10}, ANB = {1,2}, A\B = {3,6}, B\A = {5,10}.

Definition 1.28.

Die Komplementmenge A der Menge A beziiglich einer Grundmenge G ist die Menge aller
Elemente in G, die nicht zu A gehoren:

A={zeG:z ¢ A}.

Weitere Schreibweisen fiir 4 sind CA, AC, A’




Bemerkung 1.29. A = G\ A.
Beispiel 1.30.
1) Essei G =1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}. Dann sind mit A und B wie oben
A=1{4,57,89,10}, B ={3,4,6,7,8,9}.

2) Mit G =Z und C = {n € Z : n gerade} folgt C = {n € Z : n ungerade}.
Betrachtet man aber G = R, so folgt C = J,,c;(2n,2n + 2).

G

Abbildung 1.3: Komplementmenge A mit zugehériger Grundmenge G.

Definition 1.31.

Die symmetrische Differenz der Mengen A und B ist definiert durch die Formel

AA B =(A\B)U (B\A).

Abbildung 1.4: Symmetrische Differenz A A B.

Beispiel 1.32. Unter Wiederbenutzung der obigen Mengen ergibt sich A A B = {3,5,6,10}.



Wir sehen in der Abbildung, dass die symmetrische Differenz der Mengen A und B die Menge aller
Elemente ist, die in A oder in B, aber nicht in den beiden Mengen liegen. Diese Tatsache formulieren
wir als Satz.

Es gilt AAB=(AUB)\(ANB).

Beweis:
Wir nehmen an, dass x € A A B und nehmen einige elementare Umformungen vor:

reAAB sz e (A\B)U(B\A)
<x € A\B oder x € B\A
<(x e Aund x ¢ B) oder (x € Bund x ¢ A)
&S(reAoderre B)undae ¢ ANB
cre AUBundz ¢ ANB
<x € (AUB)\(AN B) (was zu zeigen war).

In Kapitel ,Logik und Beweise“ werden wir kennenlernen, wie man mit den Verkniipfungen ,jund“
und oder” systematisch arbeitet. Spitestens da wird man in der Lage sein, diesen Beweis komplett
nachzuvollziehen.

Alternativ kann man diese Aussage unter Verwendung einer Wahrheitstafel beweisen. In den Spalten
der Wahrheitstafel wird der Wahrheitswert jeweiliger Aussage angegeben (w* fiir wahr und f* fiir
falsch. Die Zeilen entsprechen verschiedenen Féllen.

lz€cA|zeB|zeA\B|zeB\A|z€ AAB |z€ AUB |[z€ ANB |z € (AUB)\(ANB) |

w w f f f w w f
w f w f w W f w
f w f w w w f w
f f f f f f f f

Die Spalten fiir die linke Seite und fiir die rechte Seite stimmen iiberein. Das bedeutet, dass die
entsprechenden Mengen gleich sind.

O

Die symmetrische Differenz wird nicht oft verwendet.

Eine besondere Rolle spielen Zahlenmengen:
1) N={1,2,3,...} bezeichnet die Menge der natirlichen Zahlen.
2) No=Nu{0} ={0,1,2,3,...} bezeichnet die Menge der natiirlichen Zahlen mit Null.

3) Z={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} bezeichnet die Menge der ganzen Zahlen.
4) Q= {m :m € Z,n € N} bezeichnet die Menge der rationalen Zahlen.
n

5) R bezeichnet die Menge der reellen Zahlen. Um diese formal korrekt einzufiihren, benétigt man
allerdings Analysis.



Notation 1.34.

Um spezielle Teilmengen von R kompakter schreiben zu kénnen, definieren wir sogenannte In-
tervalle. Seien a,b € R. Zunéchst sprechen wir von endlichen Intervallen:

abgeschlossen [a,b] = {xr € R:a <z < b},
offen (a,b) =Ja,bj={z € R:a <z < b},
halboffen (a,b] =Ja,b] = {xr € R: a < z < b},
[a,b) = [a,b[={z € R:a < x < b}.

Nun fithren wir unendliche Intervalle ein:

ya) ={z e R:z < a},
ya| ={z € R:z < a},
o) ={z e R:x > a},
[a,00) ={z € R: 2z > a},
o0)

Dabei sind die Zeichen ,,(—oo* und ,,00)“ als Symbole zu verstehen.

Beispiel 1.35. (Mengenoperationen fiir Zahlenmengen)

10



Nun beschéftigen wir uns mit Rechenregeln fiir Mengenoperationen.

Satz 1.36. Rechenregeln fiir Mengenoperationen

Seien A, B und C' Mengen in einer Grundmenge G. Die mengentheoretischen Operationen U, N
und C erfiillen die folgenden Rechengesetze:

- Kommutativitdt: AUB=BUA, ANB=BNA.

- Assoziativitdt: AU(BUC)=(AUB)UB, An(BnC)=(AnB)nC.

- Distributivitit: AU(BNC)=(AUB)N(AUC), AN(BUC)=(ANnB)U(ANC).
- Verschmelzungsgesetze: AU(BNA)=A4, AN(BUA)=A.

- Idempotenzgesetze: AUA=A, AN A= A.

- Neutralitat: AUD=A, ANG = A.

- Absorption: AUG =G, And=1.

- Komplementaritit: AUA =G, AN A =0.

- Dualitdt: 0 = G, G = 0.

s/

- Gesetze von De Morgan: AUB=ANB, ANB=AUB.

Bemerkung 1.37. Die Mengen in einer Grundmenge G bilden mit den Operationen U, N und [ eine
Struktur, welche ,Boolesche Algebra® heifst.

Bemerkung 1.38. Die Gesetze, die das Komplement enthalten, kénnen fiir Differenzen umgeschrieben
werden.

Beweis:
Die Beweise erfolgen exemplarisch, weitere Beispiele folgen in den Ubungen.

1) Wir zeigen zunédchst AU(BNC)=(AUB)N(AUC). Sei dazu z € AU (BNCQC)

< xeAoder (xe BNCO)

< x € Aoder (x € Bund x € C)

< (r € Aoder x € B) und (z € A oder z € C)
SreAUBundxe AUC
sre(AUB)N(AUCQ).

Zum tieferen Verstindnis gehen wir nun der Frage nach, wie man die Aquivalenz z € A oder
(reBundz € (C) < (x € Aoder z € B) und (z € A oder x € C) begriinden kann, ohne die
Rechenregeln fiir ,und“ und ,oder* zu benutzen.

= Zu zeigen: x € A oder (r € Bund z € C) = (x € Aoder z € B) und (x € A oder z € C).

1. Fall. z € A
xr € Aoderx € B w
x € AoderxzeC w
(r € Aoder x € B) und (z € A oder x € C) w
2. Fall re Bund z € C
x € Aoderx € B W
x € Aoderx € C w
(x € Aoder x € B) und (z € A oder z € C) w
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< Zu zeigen (x € Aoder z € B) und (v € Aoder x € C) =z € A oder (xr € Bund z € C).

1. Fal z € A=z € A oder (x € B und z € () ist wahr, da die vordere Bedingung aufgrund
x € A immer erfiillt ist.

2. Fal: r ¢ Bund z € A=z € A oder (x € B und x € C) ist wahr, da auch hier x € A.

3. Fal: z€ Bund x € C = z € A oder (x € B und z € C) ist wahr, da die zweite Bedingung
sicher erfiillt ist.

2) Im folgenden Schritt zeigen wir AN (BUA) = A. Wir wihlen also z € AN (BUA)

sreAundrze BUA

<x € Aund (x € B oder z € A)
S(reAundz e B)oderze A
&x € A.

3) Zu zeigen: AUA = G. Withle alsoz € AU A

srcAoderze A
cxr € Aoderz ¢ A,

was fir alle z erfiillt ist. Also z € G.

4) Zu zeigen: (A) = A.

re(A)eord¢A={y:y¢g A} &z c A

5) Zu zeigen: AUB = AN B.

reAUBewx ¢ AUB={y:y € Aoderye B}
sr¢Aundr¢ B ac ANB.

Aufgabe:
Priifen Sie anhand von Venn-Diagrammen, ob nachfolgende Mengenidentitéten stimmen. Wenn eine
Mengenidentitdt richtig ist, beweisen Sie diese. Sollte sie falsch sein, geben Sie ein Gegenbeispiel an.

1) Behauptet wird, dass (A\B)U (A\C) C A. Diese Formel ist korrekt. Sei also z € (A\B) U (A\C)

=z € A\B oder z € A\C

=z € A\B oder z € A\C

=(z € Aund z ¢ B) oder (x € Aund x ¢ C)
=z € A.

2) Weiter betrachten wir die Behauptung (A\B) U (A\C) = A. Abbildung [1.5|zeigt eine Situation,
in der diese Identitdt gilt. Aber Vorsicht: Die Mengen in Abbildung sind nicht in allgemeiner
Lage, die Mengen B und C' schneiden sich nicht! Abbildung zeigt, dass die Identitdt im allge-
meinen Fall falsch ist. Wir konstruieren darauf aufbauend ein Gegenbeispiel, da die Behauptung
insbesondere nicht stimmt, insofern BNC' # (). Wir withlen also dementsprechend unsere Mengen.

A=1{1,2,3,4,5}, B=1{2,3}, C ={3,4}, A\B = {1,4,5}, A\C = {1,2,5)
= (A\B) U (A\C) ={1,2,4,5} # A.

12



Wie korrigiert man die Formel, damit sie stimmt? Wir vermuten, dass (A\B)U(A\C) = A\(BNC)
gilt und versuchen diese Vermutung zu beweisen. Sei also z € (A\B) U (A\C)

<x € A\B oder x € A\C

&(reAund x ¢ B) oder (x € Aund z ¢ C)

<x € Aund (x ¢ B oder x ¢ C)

crceAund (r¢ BNC={y:y€ BundyeC})

sreAundx ¢ BNC

szr e A\(BNO).

3) Zuletzt betrachten wir MUN = (M\N)U(MNN)U(N\M) und beweisen diese Identitdt mittels
Wahrheitstafel. Sei dazu A := M\N, B:=xz € M NN, C:= N\M.

|lzeM |2eN|2eMUN |z€M\N |zeMNN |z2e€N\M |z€ AUBUC

w w w f w f w
w f w w f f w
f w w f f w w
f f f f f f f

Also insgesamt z € M UN <z € (M\N)U (M NN)U (N\M).

.
7

_

Abbildung 1.5: (A\B) U (A\C) = A, wenn BN C = 0.

Definition 1.39.

Zwei Mengen A und B heifen disjunkt (elementfremd), wenn AN B = ().

Definition 1.40.

Eine Familie {A;,..., A, } der Teilmengen einer Menge M heifst Partition, wenn

1) AiUAU...UA, = M und

2) AiﬂAj:@, i# 7.




Abbildung 1.6: (A\B) U (A\C) # A fiir Mengen in allgemeiner Lage.

Beispiel 1.41.
1. Essei M ={1,2,3,4,5}. Dann ist {{1,2}, {3}, {4,5}} eine Partition.

2. {M\N,M NN,N\M} ist eine Partition von M U N. Denn es folgt aus der Wahrheitstafel, dass
die Mengen M\N, M N N und N\M paarweise elementfremd sind.

1.4 Kartesisches Produkt zweier Mengen

Gegeben seien zwei Mengen A und B. Die Paare der Form (a,b) mit a € A und b € B heiken geordnete
Paare. An erster Stelle steht ein Element von A, an der zweiten ein Element von B. Zwei geordnete
Paare (a,b) und (a’, V') sind gleich, wenn a = a/ und b =10'.

Definition 1.42.

Das kartesische Produkt zweier Mengen A und B ist die Menge aller geordneten Paare (a, b) mit
ac Aund b€ B:

Ax B={(a,b):a€ Aund b € B}.

Bemerkung 1.43. Im Allgemeinen gilt A x B # B x A.
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Beispiel 1.44.
1) Sei A= {1}, B={2}. Dannist Ax B={(1,2)} und B x A ={(2,1)}.
2) Sei A={1,2,3}, B={2,4}. Dann ist
Ax B={(1,2),(1,4),(2,2),(2,4),(3,2),(3,4)}.
3) [0,1] x [0, 1] ist das Quadrat {(z,y):0<z<1lund 0 <y <1}.
4) R x R = R? ist die Ebene.

Sind A und B Zahlenmengen, kann man das kartesische Produkt A x B auf der Ebene veranschau-
lichen.

1.5 Kardinalitiat einer endlichen Menge

Definition 1.45.

Sei M eine endliche Menge. Die Anzahl der Elemente in M heifst die Kardinalitdt (Machtigkeit)
der Menge M. Schreibweise: |M| oder #M.
Insbesondere hat die leere Menge die Kardinalitdt Null: || = 0.

Beispiel 1.46. A = {1,2,3,4,5}, |A| = 5.
B =die Menge der Buchstaben des Wortes ,Vorkurs®. B = {v,0,r, k,u, s}, |B| = 6.

Sind A und B disjunkt, also AN B = (), so gilt

|AU B| = |A| + |B|.

Bewelis:
Es bestehe A aus n Elementen und B bestehe aus m Elementen:

Al =n, |B] =m.

Da nun nach Annahme A und B keine gemeinsamen Elemente haben, folgt es, dass A U B aus genau
n + m Elementen besteht:

|A+ B| =n+m.
t
Satz 1.48.

Seien A und B Mengen, dann gilt
(i) [A\B| = [A| - [AnN B,

(i) |JAUB| = |A| + |B| - |AN B|.

\.

Beweis:
Wir beweisen die beiden Aussagen in zwei separaten Teilen.

(i) Betrachten wir zunéchst die erste Behauptung und schreiben A\B = {z : 2z € Aund = ¢ B} =
{r:2 € Aund x ¢ AN B}. Seien |A] = n und |[A N B| = m, also haben A und B genau m
gemeinsame Elemente. Dann besteht A\B = {z : v € Aundz ¢ AN B} aus genau n — m
Elementen, also

|A\B| =n—m=|A| - |AN B|.
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(ii) Wie wir in einer Aufgabe oben gesehen haben, gilt AU B = (A\B) U (AN B)U (B\A). Dartiber
hinaus sind diese Mengen disjunkt. Nach (i) gelten die Gleichungen

|A\B| = |A| = |AN B| und |B\A| = |B| - |AN B|.
Mit dem Lemma folgt dann, dass

|AU B| =|A\B| + |AN B| + |B\4|
=|A| - |ANB|+|ANB|+|B| - |AN B|
—=|A| +|B| - |AN B].
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Kapitel 2

Logik und Beweise

2.1 Aussagen und logische Operatoren

Definition 2.1.

Eine Aussage ist ein sprachliches Gebilde, das aufgrund seines Inhaltes entweder wahr oder
falsch ist.

Beispiel 2.2. Beispiele fiir Aussagen sind exemplarisch:
1) =7>5.
2) Es gibt unendlich viele Primzahlen.
Keine Aussagen sind hingegen:
1) Wer geht heute in die Cafeteria?
2) 24 2.

3) Frohe Ostern!

Logische Operationen sind Verkniipfungen von Aussagen. Diese werden mithilfe von Wahrheitsta-
feln definiert.
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Definition 2.3.

Seien A und B zwei Aussagen.

(i) Die Negation ordnet der Aussage A ihr logisches Gegenteil zu. Wir schreiben A oder —A.
Formal ist sie durch die folgende Wahrheitstafel definiert:

A‘—\A
w | T
f |w

(ii) Die Verkniipfung von Aussagen mit der Und-Verkniipfung (Konjunktion) ist genau dann
wahr, wenn beide damit verkniipften Aussagen wahr sind. Das zugehorige Symbol ist A.
Formal ist sie durch die folgende Wahrheitstafel definiert:

A|B|AAB
W | W | W
w|f |f
f |w|f
f[f |f

(iii) Die Verkniipfung von Aussagen mit der Oder-Verkniipfung (Disjunktion) ist genau dann
wahr, wenn mindestens eine der Aussagen wahr ist. Wir nutzen hier als Symbol V. Formal
ist sie durch die folgende Wahrheitstafel definiert:

A|B|AVB
w|w | w
wl|f |w
f |w|w
f |f |f

Beispiel 2.4.

1) A: Giefen liegt an der Lahn.
—A: Gieften liegt nicht an der Lahn.

2) B:2+2=5.
-B:2+2#5.

3) C: Alle Vigel konne fliegen.
—(C" Es gibt Vogel, die nicht fliegen kdnnen.

4) M : 3 ist ungerade, N : 3 ist eine Primzahl, P : 4 ist gerade, @ : 4 ist eine Primzahl.
M A N : 3 ist ungerade und eine Primzahl. (w)
M V N : 3 ist ungerade oder eine Primzahl. (w)
P AQ :4ist gerade und eine Primzahl. (f)
PV @ : 4 ist gerade oder eine Primzahl. (w)

Bemerkung 2.5. Die Oder-Verkniipfung V ist ein einschliekendes Oder: A V B bedeutet A oder B
oder beides.
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Satz 2.6. Rechenregeln fiir logische Operationen

Seien a, b, c drei Aussagen. Fiir die logischen Operationen A,V und — gelten die folgenden Re-
chenregeln:

- Kommutativitdt: aVb=bVa, aNb=>bAa.

- Assoziativitdt: aV (bVe) = (aVb) Ve, anN(bAc)=(aAb)Ac.

- Distributivitét: a V (bA¢c) = (aVb)A(aVe), an(bVe)=(aAb)V (aAc).
- Verschmelzungsgesetze: a V (bAa) =a, a A (bVa) = a.

- Idempotenzgesetze: a Va =a, a A a = a.

- Neutralitdt: a Vf=a, a Aw = a.

- Absorption: aVw =w, a Af={.

- Komplementaritit: a V —a = w, a A —a = {.

- Dualitét: -f = w, -w = f.

- Doppelnegationsgesetz: —(—a) = a.

- Gesetze von De Morgan: —=(a V b) = —a A =b, =(a Ab) = —a V —b.

Bemerkung 2.7. Die Gesetze fiir Aussagen mit den Operationen A,V und — sind genau die gleichen
wie fiir Mengen mit den Operationen N, U und C. Dabei entspricht Und der Schnittmenge, Oder der
Vereinigung und Negation dem Komplement.

Beweis:
Exemplarisch folgen einige Beweise zu den obigen Aussagen. Die Beweise erfolgen mithilfe von Wahr-
heitstafeln. Weitere Beispiele folgen in den Ubungen.

1) Wir wollen zeigen: a Vb = bV a. Stimmen die jeweiligen Spalten iiberein, gilt Gleichheit.

2) Zu zeigen: a A (bAc) = (aNb)Ac.

a ‘b ‘c ‘b/\c‘a/\(b/\c)‘a/\b‘(a/\b)/\c

wlw|w|w w w w
wi|lw|f |[f f w f
wi|f |w]|f f f f
w|f | |f f f f
I |w|w|w f f f
f |w|f |f f f f
f|f|wlf f f f
f|f|f |f f f f
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3) Zu zeigen: aV (bAc) = (aVb)A(aVb).

a ‘b ‘c ‘b/\c‘a\/(b/\c)‘a\/b‘a\/c‘(a\/b)/\(a\/c)
w|lw|w|w w w w w
wi|w|f [f w w w w
w|f |w/|f w w w W
wi|f [ |f w W w w
f |w|w|w w w w W
f |\wi|f |f f w f f
f|f |wilf f f w f
f|f|f|f f f f f

4) Zu zeigen: =(—a) = a.

a ‘ —a ‘ —(—a)

w | f w
f |w f

5) Zu zeigen: =(a V b) = —a A —b.

a ‘b ‘a\/b ‘ —(a ADb) ‘ -a ‘ —b ‘ —a A —b

w|w|w f f f f
wi|f | w f f w | f
f |wl|w f w | T f
f|f |f w w o|w |w

Die Gesetze von De Morgan helfen, Negationen von Und- und Oder-Verkniipfungen zu bilden.
Beispiel 2.8.

1) A: Abends gehe ich in eine Pizzeria oder in einen Dénerladen.* Setze A = Ay V Ay mit:
Aqp: Jch gehe in eine Pizzeria“ und
Ay: Ich gehe in einen Donerladen®. Dann ist
—A = -A41 AN —-As: ,Abends gehe ich weder in eine Pizzeria noch in einen Donerladen.”

2) B: Ich kaufe ein belegtes Brotchen und ein Getrank.“ B = By A By mit:
By: Ich kaufe ein belegtes Brotchen und
By: Ich kaufe ein Getrank®.
- B = —B; V —Bs: JIch kaufe kein belegtes Brotchen oder kein Getrank.“

3) C: ,Sie kennt mich nicht oder sie hat mich vergessen.“ C' = C; V Cy mit:
C1: ,Sie kennt mich nicht und
Cs: ,Sie hat mich vergessen“.
-C' = =C1 A =Cy: Sie kennt mich und hat mich nicht vergessen.”

Definition 2.9.

Eine Boolesche Algebra (oder ein Boolescher Verband) ist eine nichtleere Menge B mit drei Ver-
kniipfungen A,V und — sowie zwei neutralen Elementen 0,1 € B, sodass folgende Rechengesetze
gelten: 1) Kommutativitét, 2) Distributivitdt, 3) Neutralitdtsgesetze, 4) Komplementaritatsge-
setze.

Bemerkung 2.10. Alle anderen Rechengesetze lassen sich aus den oben genannten Gesetzen herleiten.
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Beispiel 2.11. Beispiele der Booleschen Algebren sind
1) Aussagen mit den Operationen A,V und =, 0 =f, 1 = w.
2) Teilmengen einer Grundmenge G mit den Operationen N,Uund C, 0 =0, 1 = G.

Es gibt auch weitere Beispiele, auf die wir hier allerdings nicht nidher eingehen.

Definition 2.12.

- Eine Aussage, die notwendigerweise wahr ist, unabhingig von den Wahrheitswerten ande-
rer Aussagen, nennt man Tautologie.

- Eine Aussage, die notwendigerweise falsch ist, unabhéngig von den Wahrheitswerten an-
derer Aussagen, nennt man Widerspruch (Kontradiktion).

Beispiel 2.13. Zu Tautologien: —a V a.
1) Es regnet oder es regnet nicht.
2) Eine reelle Zahl z ist positiv oder negativ oder gleich Null.
Zu Widerspriichen: a A —a.
1) Eine ganze Zahl x ist gerade und ungerade.
2) In der Geldborse sind weniger als zehn, aber mehr als 30 Euro.

Bemerkung 2.14. Zum Zuweisen von Mengenidentitdten: Beim Beweis der Mengenidentitdten haben
wir Und- und Oder-Verkniipfungen bearbeitet. Dies erfolgt mit den Rechenregeln fiir logische Operatio-
nen. Wir wiederholen hier einige Beweise aus dem vorherigen Kapitel, wobei wir die o.g. Rechenregeln
formal anwenden. Ubersichtlichkeitshalber verwenden wir hier die Wérter ,und “ und ,oder “ statt die
Symbole ,A“ und ,,V*.

Beispiel 2.15.
1) Zu zeigen: AANB=(AUB)\(ANB).Seiz € AAB

sr e (A\B)U (B\A)

©w € A\B oder x € B\A

S(r e Aund z ¢ B) oder (xr € Bund = ¢ A)

<(x € Aoder (r€ Bund z ¢ A)) und (x ¢ B oder (z € Bund = ¢ A))
<(x€Aoderze B)und (x € Aoder x ¢ A) und (z ¢ B oder x € B) und (z ¢ B oder = ¢ A)
<(x € Aoder z € B) und w und w und (x ¢ A oder = ¢ B)

<xr € AUB und (—(x € A) oder =(z € B))

<r € AUB und —~(x € Aund = € B)

sre AUBund ~(x € ANB)

sre AUBundx ¢ ANB

sr e (AUB)\(ANB).

2) Zu zeigen: AU (BNC)=(AUB)N(AUC).Seialsoz € AU(BNC)

sreAoderze BNC

&z € Aoder (x € Bund z € C)

<(z € Aoder x € B) und (z € A oder z € C)
sreAUBundze AUC
sre(AUB)N(AUQ).
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3) Zu zeigen: AUB = ANDB. Sei alsox € AUB

sr¢ AUB
&=(z e AUB)

<=(z € Aoder x € B)
<=(z € A) und —~(z € B)
srcAundzc B
erc ANB.

4) Zu zeigen: M UN = (M\N) U (M N N)U (N\M). Sei also z € (M\N) U (M N N)U (N\M)

<x € M\N oder x € M NN oder z € N\M
&(xr € Mund z € N) oder (z € M und z € N) oder (z € N und x € M).

An dieser Stelle wenden wir nun die elementaren Rechengesetze der Aussagenlogik an und schrei-
ben

(@nb)V(eNd)V (gAh)
=laV(eAd)V(gAR)]ADBV(cAd)V (gAh)
=laveV(gAh)]AflavdV (gAR)]AbVeV (gAR]ADV AV (gAh)]
=laveVglAlaveVhlAlavdVglAlavdVhIANDVeVglADbVeVRIADVAVg]
A[bVdV h]

Und damit folglich

... e (x € Moder x € M oder x € N) und (x € M oder x € M oder z € M) und
(v € M oder x € N oder x € N) und (z € M oder x € N oder z € M) und
(z € N oder z € M oder x € N) (x € N oder z € M oder x € M) und

(€ N oder z € N oder 2 € N) und (x € N oder x € N oder z € M)
Sre MUN und wund z € M UN und w und w und w und w und w
Sre MUN.

und

2.2 Implikation und Aquivalenz

Definition 2.16.

Seien A, B zwei Aussagen. Die Implikation A = B ist definiert durch die Wahrheitstafel:
A|B|A=B

W | W | W

o g

f | f
w | w
f |w

Sprechweise: ,aus A folgt B“, ,,A impliziert B¢, ;wenn A gilt, dann gilt B“.

Bemerkung 2.17. Wenn A wahr ist, dann ist die Implikation A = B genau dann wahr, wenn B
wahr ist. Wenn A falsch ist, ist die Implikation A = B immer wahr (aus Falschem folgt alles).

Da die obere Definition im Fall, wenn A falsch ist, intuitiv nicht so klar ist, wollen wir den Sach-
verhalt anhand eines Beispiels illustrieren.
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Beispiel 2.18. Es sei A: z > 0und B : 2x + 1 > 0. Dann ist intuitiv klar, dass A = B gilt. Wie
erkldren wir nun an diesem Beispiel die Definition durch die Wahrheitstafel?

1) Es seien A und B wahr. Also muss gelten: Wenn A wahr ist, dann ist auch B wahr, also x > 0
impliziert 2z > 0 impliziert 2x + 1 > 0. Die Implikation A = B ist also gefiihlt wahr.

2) Der Fall A wahr, B falsch kommt nicht vor. Sonst wére die Implikation A = B im Allgemeinen
falsch.

3) Es sei A falsch, aber B wahr. Dies ist exemplarisch fiir z = —i erfiillt. Hier ist z < 0, aber
2r+1= —% +1= % > 0. Das stort die Implikation A = B gefiihlt nicht.

4) Sind A und B falsch, wie zum Beispiel fiir x = —1, denn hier ist t < Qund 22 +1=-2+1 =
—1 < 0, so stort auch dies die Implikation A = B gefiihlt nicht.

Betrachten wir nun eine falsche Implikation: (22 > 0 = z > 0). Hier lautet die Aussage A : 22 > 0
und die Aussage B : x > 0. A ist aber beispielsweise fiir x = —1 wahr, wihrend B fiir x = —1 falsch
ist. Somit ist auch die Implikation A = B falsch.

Bemerkung 2.19. Um zu beweisen, dass eine Implikation A = B wabhr ist, geniigt es, anzunehmen,
dass A wahr ist und dann zu zeigen, dass auch B wahr ist. Den Fall, wenn A falsch ist, braucht man
nicht zu betrachten.

Beispiel 2.20. Wir wollen nun exemplarisch eine Implikation beweisen. Die Behauptung lautet:
a, b sind beide ungerade = a + b ist gerade.
Wir beweisen dies, indem wir annehmen, dass a, b ungerade Zahlen sind.

a, b sind beide ungerade
= es gibt n,m € Z derart, dassa =2n+1, b=2m +1
=a+b=02n+1)+2m+1)=2n+2m+2=2n+m+1)=2lmit n+m+1=~»€Z
= a + b ist gerade.

Bemerkung 2.21. Um zu zeigen, dass eine Implikation A = B falsch ist, reicht es, ein Gegenbeispiel
anzugeben. Das heifst, dass wir ein Beispiel konstruieren miissen, in welchem A wahr und B falsch ist.

Beispiel 2.22. Wir widerlegen nun eine Implikation durch ein Gegenbeispiel. Die Behauptung lautet
hier: z > 0 = 1002 — 1 > 0. Fiir das Gegenbeispiel wihlen wir z = ﬁ. Dann ist > 0 erfiillt, aber
1002 — 1 =100 - ﬁ —-1= —% und —% > 0 ist falsch. Somit ist auch die Implikation falsch.

Definition 2.23.

Seien A und B zwei Aussagen. Die Aquivalenz A < B ist definiert durch die Wahrheitstafel:
A|B|A=B

wlw | w
w|f |f
f |w|f
f|f |w

Sprechweise: , A und B sind dquivalent®, | A ist genau dann wahr, wenn B wahr ist“.

Beispiel 2.24.

1) Fiir n € N gilt: n ist gerade < n? ist gerade.
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2) Firz e Rgilt: 22+ 1>0& 2> —1.

[A< B] = [(A= B)A (B = 4)].

Beweis:
Der Beweis erfolgt mittels Wahrheitstafel:

A|B|A=>B|B=>A|(A=>B)A(B=A)| A& B
W w w w w w
w|f |f w f f
flw|w f f f
f|f |w w W W

O

Satz 2.26.

Die Implikation und die Aquivalenz kann man wie folgt umformulieren:
(i) (A= B)=(-AVB)
(ii) (A< B)=(—-AAN-B)V(AV B).

Beweis:
(i) Beweis mit der Wahrheitstafel:

A|B|A=B|-A|-AVB

wlw | w f w
wi |l |f f f
f w|w w W
f|f |w w w

(ii) Auch mit der Wahrheitstafel oder unter der Nutzung der Rechenregeln wie folgt:

(A< B)=[(A= B)A(B=A)]

AV B)A (-BV A)]
“AAN-B)V(mANA)V (BA-B)V (BAA)]
“AAN-B)VEVEV(BAA)

—AAN-B)V(AAB,).

—~~ o~ o~

[
[
[
[
(

Die Negation einer Implikation lautet:

(A= B)=AA-B.

Bewelis:

(A= B) = ~(~AV B) = ~(~A) A—B = A A -B.
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Beispiel 2.28. Wir negieren folgende Aussagen:

1) Wenn die Sonne scheint, ist es warm. Also A: Die Sonne scheint, B: es ist warm. Dann lautet die
Negation von A = B nach obiger Feststellung A A =B und somit in Worten: Die Sonne scheint
und es ist nicht warm.

2) Wenn x > 0 ist, dann ist 100z — 1 > 0. Negation: Es ist 2 > 0 und 100z — 1 < 0.

3) Wenn es regnet, nehme ich einen Regenschirm. Negation: Es regnet und ich nehme keinen Re-
genschirm.

[A = B] = [—\B = —\A].

Beweis:
Wir beweisen die Aussage des Satzes auf zwei verschiedene Arten. Zunichst mittels Wahrheitstafel,
anschlieflend mit den uns bekannten Rechenregeln.

1) Beweis mit der Wahrheitstafel:

A|B|A=B|-B|-A|-B=-A

w|w | w f f w
w | | T w f f
f lw|w f w w
f|f |w w W w

2) Beweis mit den Rechenregeln:

[+B = —A] = [~(~B) V -A] = [BV -A] = [-AV B] = [A = B].

Definition 2.30.

Die Aussage —B = —A heikt Kontraposition der Aussage A = B.

Der obige Satz besagt, dass eine Implikation und ihre Kontraposition dquivalent sind.
Beispiel 2.31.

1) Implikation: z > 0= 2z +1 > 0.
Kontraposition: 2z + 1 < 0 = z < 0, beide Aussagen sind wahr.

2) Implikation: 22 > 0 = x > 0.
Kontraposition: < 0 = x? < 0, beide Aussagen sind falsch.

3) Implikation: a,b sind ungerade = a + b ist gerade.
Kontraposition: a + b ist ungerade = eine der Zahlen a, b ist gerade, beide Aussagen sind wahr.

4) Implikation: Wenn die Sonne scheint, ist es warm.
Kontraposition: Wenn es nicht warm ist, scheint die Sonne nicht.

5) Implikation: Wenn es regnet, nehme ich einen Regenschirm.
Kontraposition: Wenn ich keinen Regenschirm nehme, regnet es nicht.
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2.3 Quantoren

Definition 2.32.

Sei X eine Menge. Eine Abbildung A : X — {w,f}, = — A(x) heikt eine Aussageform. Das
heiftt A(z) ist eine Aussage, deren Wert vom Wert der Variable x € X abhéngt.

Beispiel 2.33.
1) X =N, A(n) = ,n ist gerade.“ Dann ist A(1) falsch, A(2) wahr, A(3) falsch und so weiter.
2) X =R, A(x) =, > 0.5 A(1.3), A(7), A(2) sind wahr, A(0), A(—1), A(—3.2) sind falsch.
3) X =N, A(n) = ,n > 0. A(n) ist wahr fir alle n € N.

Definition 2.34.

(i) A(z) heibt allgemeingiiltige Aussageform, wenn A(x) fiir alle z € X wahr ist. Wir schreiben
Ve e X : A(x)
und sprechen: ,Fiir alle x € X gilt A(x)“. Das Symbol V heifst Allqguantor.

(ii) A(x) heikt erfillbare Aussageform, wenn es (mindestens) ein zz € X gibt, fiir welches A(x)
wahr ist. Wir schreiben
dzr e X : A(z)
und sprechen: Es existiert ein x € X, fiir welches A(x) wahr ist“. Das Symbol 3 heift
FExistenzquantor.

\.

Beispiel 2.35.
1) VneN:n > 0.
3) Ve e R: 22> 0.

4) JreR:z2<0.

Man kann Quantoren auch aneinander reihen.

)

2) In € N : n ist gerade.
)
)

5 VneN:VYmeN:n-meN.

6) Vn e N:¥m € N: » € N (falsch).

m

8

)
)

7)) IneN:9meN: 2 &N,
) VneN:ImeN: > ¢ N
)

9) Ve >0:3ng € N:Vn >ng:|a, — a| < e, dies ist die Definition des Grenzwertes einer Folge ay,

mit lim a, = a.
n—oo

Bemerkung 2.36. Die Negation einer Allaussage ist eine Existenzaussage und umgekehrt:

—(Vz € X : A(z)) = (Jz € X : -A(2)),
=(Fz e X : A(z)) = (Vo € X : =A(z)).
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Beispiel 2.37.

1) Vne N:n > 0.
Negation: dn € N:n < 0.

2) 3dn € N:n ist gerade.
Negation: Vn € N : n ist ungerade.

3) VeR:22>0.
Negation: 3z € R : 22 < 0.

4) IreR:22<0.
Negation: Vz € R : 22 > 0.

5) Jedes Auto hat genau vier Réider.
Negation: Es gibt Autos, welche nicht genau vier Rdder haben (weniger oder mehr als vier Rader).

6) Vne N:YmeN:n-meN.
Negation: In e N: =(Vm eN:n-meN)=3IneN:ImeN:n-m ¢N.

7) IneN:ImeN: > ¢N.
Negation: Vn e N:¥m e N: + € N.

8) VneN:ImeN: X ¢N.
Negation: 3n e N:Vm e N: > € N.

2.4 Bewelise

Die Aufgabe des Beweises besteht darin, durch logisches Schliefen die Giiltigkeit einer Implikation
A = B nachzuweisen. Dies kann grundsidtzlich auf unterschiedliche Arten erreicht werden. Wir be-
trachten hier einige wichtige Beweistypen.

2.4.1 Direkter Beweis

Beim direkten Beweis wird von der Voraussetzung A direkt auf die Behauptung B geschlossen, mogli-
cherweise in mehreren Schritten:

A= By = By=...= B.

Wir betrachten nun exemplarisch einige kurze Sitze, um mit der Beweisart vertraut zu werden.
Beispiel 2.38. > 1= 5x+5 > 10.

Beweis:
r>1=5x>5=5x+5>10.

Beispiel 2.39. Das Quadrat einer geraden Zahl ist gerade.

Beweis:
Sei n € Z, n gerade. Nach der Definition einer geraden Zahl gibt es ein m € Z mit n = 2m. Dann gilt
n? = 4m? = 2(2m?) = 2/ mit £ = 2m? € Z. Es folgt, dass n? gerade ist.

O
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Beispiel 2.40. Das Quadrat jeder ungeraden Zahl ergibt bei Division durch 8 den Rest 1.

Beweis:
Zunachst verdeutlichen wir uns die obige Behauptung anhand von einigen Beispielrechnungen:

12=1=0-8+1,
32 =9=1-8+1,
52 =25=3-8+1,
7> =49=6-8+ 1.
Dies ist im Allgemeinen auch hilfreich, wenn man sich nicht sicher ist, ob die Aussage iiberhaupt wahr

ist (natiirlich keine Garantie). Nehmen wir nun also an, dann n ungerade ist. Dann existiert ein m € Z
mit n = 2m + 1. Somit folgt

n?=02m+1)? =4m* +4m+1=4m(m+1) + 1.
Von den beiden Zahlen ist entweder m oder m—+1 gerade = m(m+1) ist gerade = 3¢ € Z : m(m+1) =
2¢. Dann gilt n?> =4-2¢ +1 = 8¢ + 1, also ergibt die Division von n? durch 8 den Rest 1.
O

2.4.2 Beweis durch Kontraposition

Wir wissen, dass (A = B) = (=B = —A) gilt. Beim Beweis durch Kontraposition zeigt man, dass die
Kontraposition =B = —A wahr ist. Damit wird dann auch die Implikation A = B bewiesen.

In manchen Situationen ist die Kontraposition =B = —A einfacher zu beweisen als die Implikation
A= B.

Auch hier betrachten wir einige Beispielsitze zur Verdeutlichung.

Beispiel 2.41. Das Quadrat einer ungeraden Zahl ist ungerade.

Bewelis:
Wir beweisen den Satz zunéichst mit einem direkten Beweis und anschliefend mit dem Beweis durch
Kontraposition.

1) Direkter Beweis: Nehme an, dass n ungerade ist
=InecZ:n=2m+1
=n?=02m+ 12 =4m® +4m+1=22m(m+ 1)) +1 =20+ 1 mit £ =2m(m + 1) € Z

=n? ist ungerade.

2) Beweis durch Kontraposition:
Wir formulieren zunichst die Kontraposition. Zu zeigen ist: n ungerade = n? ungerade. Dann
lautet die Kontraposition: n? gerade = n gerade.

Ist n? gerade, so gilt 2|n - n. Das Produkt a - b zweier ganzer Zahlen ist genau dann durch eine
Primzahl p teilbar, wenn eine der beiden Zahlen a,b durch p teilbar ist (mehr tber Teilbarkeit
in Kapitel ,Elementare Zahlentheorie*). Damit gilt 2|n = n gerade.

g
Beispiel 2.42. Fiir alle » > 0 gilt: 7 irrational = /7 irrational.
Beweis:
Die Kontraposition lautet in diesem Fall: 1/ rational = r rational. Es sei also /r rational
= dn,meN:r= n
m
2
n 14
:TQZW:E’ E,kGN
= 2 rational.
g
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2.4.3 Beweis durch Widersrpuch

In diesem Fall gehen wir davon aus, dass B falsch ist. Man geht also von —B aus und leitet daraus
weitere Aussagen her, bis man eine Aussage erhilt, die — zumindest beim Vorliegen der Aussage A
— falsch ist (man sagt: man kommt zu einem Widerspruch). Da man beim logischen Schliefen keinen
Fehler gemacht hat, muss der Fehler in der Annahme —B liegen. Also ist =B falsch und demnach B
wahr. Wir leiten also aus der Annahme A A =B einen Widerspruch her.

Exemplarisch betrachten wir nun erneut einige Beispielsédtze mit den dazugehorigen Widerspruchs-
beweisen.

Satz 2.43. (Euklid, 300 v. Chr.)

Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis:
Wir nehmen an, dass es nur endlich viele — ndmlich N — Primzahlen gibt. Wir nummerieren und
ordnen diese: p1 < p2 < ... < py. Betrachten wir nun die Zahl

m=pip2...pN + 1.

m ist keine Primzahl, da sie gréfer als die grofte Primzahl py ist. Jede Zahl kann als Produkt von
Primzahlen geschrieben werden (diese Eigenschaft besprechen wir im Kapitel ,Elementare Zahlentheo-
rie). Folglich gibt es eine Primzahl p; mit p;|m. Es gilt aber auch p;|p1p2 ... pn. Es folgt, dass p;|1. Der
einzige positive Teiler von 1 ist 1 = p; = 1 = p; ist keine Primzahl. Widerspruch! Der Widerspruch
zeigt, dass die Annahme, dass es nur endlich viele Primzahlen gibt, falsch ist. Wir haben also bewiesen,
dass es unendlich viele Primzahlen gibt.

O

Die Zahl v/2 ist irrational.

Beweis:
Wir nehmen an, dass v/2 eine rationale Zahl ist

n
= V2= — mit n,m € N, n und m teilerfremd
m
n2
=2=— :>n2:2m2:2\n2
m

= 2ln= 3k € N:n =2k

Damit ist n? = 4k% = 2m? und folglich m? = 2k2. Nun gilt 2/m? = 2|m. Es folgt, dass n und m beide
durch 2 teilbar sind. Das widerspricht der Tatsache, dass n und m teilerfremd sind. Widerspruch =
die Annahme, dass v/2 eine rationale Zahl ist, ist falsch = /2 ist eine irrationale Zahl.

O

Der Beweis durch Kontraposition und der Beweis durch Widerspruch sind Beispiele fiir indirekte
Beweise.

Bemerkung 2.45. Es besteht ein Unterschied zwischen einem Beweis durch Kontraposition und einem
Beweis durch Widerspruch. Beispielsweise sei A: ,Es regnet” und B: ,Die Strafe ist nass “. Zu beweisen
ist die Implikation A = B, Es regnet = Die Strafe ist nass. Beim Beweis durch Kontraposition ist zu
zeigen, dass B = —A, Die Strale ist nicht nass = Es regnet nicht. Der Beweis durch Widerspruch
fiihrt die Annahme =B A A zum Widerspruch. =B A A: |Es regnet und die Strafe ist nicht nass.”
Widerspruch.

29



2.4.4 Widerlegen von Allaussagen durch ein Gegenbeispiel

Man betrachte eine Aussage der Form Vo € X : A(z). Man méchte beweisen, dass diese Aussage falsch
ist, beziehungsweise dass —(Vax € X : A(z)) wahr ist. Wie wir wissen, gilt =(Vz € X : A(x)) = 3z €
X : ~A(x). Es reicht also, die dquivalente Aussage 3x € X : =A(z) zu beweisen. Das heifst, dass man
ein € X finden muss, fiir welches A(x) falsch ist.

Beispiel 2.46.
1) Wir behaupten, dass alle Primzahlen ungerade sind, d.h.

Vn € N: n ist Primzahl = n ist ungerade.

Gegenbeispiel: 3n € N : =(n ist Primzahl = n ist ungerade) = 3n € N : n ist Primzahl und n ist
gerade. n = 2 ist ein Gegenbeispiel.

2) Vn > 2 ist die Zahl 2" — 1 eine Primzahl.

n=2: 22 — 1 = 3 Primzahl.
n=3: 23 — 1 =7 Primzahl.
n =4: 2* — 1 = 15 keine Primzahl — Gegenbeispiel.

Es ist allerdings eine interessante Beobachtung, dass exemplarisch 2° — 1 = 31, 27 — 1 = 127
auch Primzahlen sind. Viele Zahlen der Form 2" — 1 sind Primzahlen.

2.5 Vollstandige Induktion

Wir werden zunédchst die Menge N axiomatisch beschreiben.

Axiom 2.47. Peano-Axiome

Die Menge N der natiirlichen Zahlen ist eine Menge, die die sogenannten Peano-Aziome erfiillt:
(Al) 1 e N.

(A2) Zu jeder natiirlichen Zahl n € N gibt es genau einen Nachfolger S(n), welcher wieder eine
natiirliche Zahl ist.

(A3) Es gibt keine natiirliche Zahl, deren Nachfolger 1 ist.
(A4) Sind zwei natiirliche Zahlen verschieden, so sind auch ihre Nachfolger verschieden.

(A5) Enthélt eine Menge natiirlicher Zahlen die Zahl 1 und mit jeder Zahl ihren Nachfolger, so
enthilt sie alle natiirlichen Zahlen.

Den Nachfolger von 1 nennt man 2, den Nachfolger von 2 nennt man 3 und so weiter.
Bemerkung 2.48.

1) Es gibt unendlich viele natiirliche Zahlen.

Beweis:

Aus (A1) folgt, dass 1 € N. Aus (A2) folgt, dass es einen Nachfolger von 1 gibt: 2 = S(1) € N.
Dabei gilt S(1) # 1, da sonst 1 der Nachfolger der Zahl 1 wére, was (A3) widerspricht. Die Menge
N besteht also aus mindestens zwei (verschiedenen) Element 1,2. Nach (A2) gibt es 3 = S(2) und
nach (A3) 3 = 5(2) # 1. Nach (A4) 1 # 2 = S(1) # S(2). Es gibt also mindestens drei Elemente
1,2,3. Mit jedem Nachfolger wird die Menge erweitert. Iis gibt also unendlich viele natiirliche
Zahlen.
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2) N ist eine geordnete Menge:
n < m, wenn n in der Reihenfolge der Nachfolger vor m steht,
n <m, wenn n < m oder n =m,
n > m, wenn m < n,
n > m, wenn m < n.

3) Man definiert die arithmetischen Operationen auf N folgendermafen:

Definition 2.49.

Die Addition der natiirlichen Zahlen ist definiert durch:

a+1=2S(a) und a+S(b)=S(a+Db).

Insbesondere gilt:

a+3=a+S52)=95(a+2)=5(5(5(a))) und so weiter.

Definition 2.50.

Die Multiplikation der natiirlichen Zahlen ist definiert durch:

a-1=a und a-S0b)=a+a-b.

Insbesondere gilt:

=a-S(1)=a+a-1=a+a

a-3=a-S(2)=a+a-2=a+a+a und so weiter.

4) (Ab) ist das Axiom der vollstindigen Induktion.

Definition 2.51.

Wir definieren nun, was wir unter dem Prinzip der vollstindigen Induktion (fiir Aussagen)
verstehen. Sei A(n) : N — {w,{} eine Aussageform. Gilt

(1) A(1) und
(2) VneN: A(n) = A(n+1),
so gilt Vn € N : A(n).

Die Aussage ,,A(1) ist wahr* heifkt der Induktionsanfang (IA) (oder die Induktionsverankerung).
Der Nachweis von (2) heifst Induktionsschritt (IS). Die Aussage ,,A(n) ist wahr heilt Indukti-
onsvoraussetzung (IV), die Aussage ,A(n + 1) ist wahr heifst Induktionsbehauptung.

Beispiel 2.52.

" nn+1
Y ok="04D

k=1

Beweis:
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IS: Wir betrachten ZZI% k und wollen zeigen, dass dieser Ausdruck mit w iiberein-

n(n+1
k= nl)

stimmt. Insbesondere gehen wir nun davon aus, dass > ;_, fiir ein konkretes

n € N gilt (dies ist unsere Induktionsvoraussetzung).

n+1 n

Zk:Zk+(n+1)=n(n;1>+(n+1)
k=1 k=1
:(n+1)<g+1) :(n+1)(n;2)
(n+1)(n+2)

also gilt die Formel auch fiir n + 1.

Nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion gilt die Formel fiir alle n € N.

Bevor wir weitere Beispiele besprechen, betrachten wir folgende Varianten der Induktion.

Es kann vorkommen, dass eine Aussage nur fiir n > ng gilt. In diesem Fall betrachtet man als
Induktionsanfang A(ng):

(1') A(ng) ist wahr.

Die Aussage gilt dann fiir alle n > ng. Insbesondere kann aber ng = 0 ebenfalls eintreten.

Dariiber hinaus ist es moglich, dass man im Induktionsschritt nicht nur A(n), sondern auch
beispielsweise auch A(n — 1), A(n — 2) etc. bendtigt. Man kann (2) dann so formulieren:
(2"): Yn € N: A(k) ist wahr fiir alle 1 > k& >n = A(n + 1) ist wahr.

2) Behauptet wird nun, dass >_p_; k(k + 1) = in(n + 1)(n + 2).
Beweis:
IA: Firn=1folgt >p_ k(k+1)=1-2=2=1.1(1+1)(1 +2).

IS: Wir betrachten nun 771 k(k 4+ 1) und mochten die Gleichheit zu 3(n+1)(n+2)(n+3)
zeigen. Dazu nutzen wieder unsere Induktionsvoraussetzung.

n+1 n
S k(k+1)=> k(k+1)+ (n+1)(n+2)
k=1 k=1
:%n(n—i- Dn+2)+(n+1)(n+2)
—(n+1)(n+ 2)(;114— 1) = 2+ D+ 2)(n+3)

Nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion gilt die Formel fiir alle n € N.

3) Als drittes Beispiel widmen wir uns der Bernoullischen Ungleichung

(I+2)">14nz fir x>—-1lundneN.

Beweis:

TA: Fiirn=1folgt (1+2)! >1+1-x.
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IS: Im Induktionsschritt beschéftigen wir uns mit Problematik, ob (1 + z)"*!1 > 1+ (n + 1)z

gilt. Auch hier nutzen wir unsere Induktionsvoraussetzung.

(1+z)" " =14+2)" (1+2)
> +nx)(1+x) =1+ + nx + na’

>1+4+ (n+ 1)z,
wobei die letzte Ungleichung gilt, da nz? > 0

Nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion gilt die Formel also fiir alle n € N.

O

4) Um uns mit den verschiedenen angesprochenen Varianten der Induktion zu beschéftigen, fragen

wir uns, fiir welche n > 0 die Ungleichung 2" > n? gilt.

n=0:2"=1>0%=0.
n=1:2'=2>12=1.
n=2 22=4=22
n=3 22=8<32=09.
n=4: 2% =16 = 42 = 16.
n=>5 2°>=32>52=25
n =6 20=64>6=36.

Vermutung: Fiir n = 0,1 und n > 5 gilt 2" > n?. Wir beweisen nun diese Ungleichung fiir n > 5

mit der vollstindigen Induktion.

Beweis:

IA: Fiir n =5 gilt 2° = 32 > 52 = 25,
IS: Wir betrachten 2"*! und zeigen, dass dieser Ausdruck gréfer als (n + 1) ist.

vl =omn. 95 p? 2=n?tn?>n 4+ 2n+1=(n+1)%

wobei 2" > n? unsere Induktionsvoraussetzung war und die letzte Ungleichung gilt, da

n?>2n+1 fir n > D, was wegen

n?—2m—1>0, ma=1%+Vv2 nm=1-v2<0, ng=1+v2<5, dav2<4,

einsichtig ist.

Nach dem Prinzip der vollstédndigen Induktion gilt die Formel fiir alle n > 5.

Auch die Ungleichung n? > 2n+1 fiir n > 5 kann man mit der vollstindigen Induktion beweisen:

IA: Fiirn=>5gilt 52=25>2-5+1=11.
IS: Hier ist zu zeigen, dass (n +1)? > 2(n+ 1) + 1 = 2n + 3 gilt.

(n+1)2?=n*+2n+1>2n+1+2n+1=2n+2n+2>2n+3,

da 2n > 1 ist.

Die Ungleichung gilt also fiir alle n > 5 nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion. Bemerkt
sei, dass die Herleitung im Induktionsschritt in diesem Beispiel fiir alle n > 1 gilt, die Behauptung
n? > 2n + 1 aber nicht! Fiir n = 1 ist n? = 1 < 2n + 1 = 3. Fiir die Ungleichung n? > 2n + 1

wiirde dann der Induktionsanfang fehlen.
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n=2n2=4<2n+1=>5.
n=3n:2=9>%m+1=".

Die Ungleichung n? > 2n + 1 gilt also fiir alle n > 3.

O

5) Als vorerst letztes Beispiel schauen wir uns eine andere typische Anwendung der Induktion im
Bereich der Teilbarkeit an. Behauptet wird, dass Vn € N : 6/(n® — n).

Beweis:

IA: Fiir n = 1 ist n® — n = 0 und 6/0.
IS: Betrachtet wird der Ausdruck (n + 1)3 — (n + 1). Wir nehmen nun einige elementare Um-
formungen vor:
(n+1)2—m+1)=n*+3n*+3n+1-n-1
=n® 4+ 3n® +2n
=(n® —n) 4+ 3n* +3n
=(n® —n) +3n(n+1),
nun gilt 6/(n® —n) nach unserer Induktionsvoraussetzung. Bei dem Ausdruck 3n(n + 1) ist

zwangslaufig entweder n oder n + 1 gerade. Demnach ist auch n(n + 1) gerade, also gilt
6|3n(n + 1). Damit teilt 6 auch die Summe (n® —n) + 3n(n + 1).

Nach dem Prinzip der vollstindigen Induktion ist n® — n fiir alle n € N durch 6 teilbar.
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Kapitel 3

Abbildungen

3.1 Der Begriff einer Abbildung

Definition 3.1.

Seien X und Y zwei nichtleere Mengen.

1) Eine Abbildung (Funktion) f von X nach Y ist eine Vorschrift, die jedem x € X genau
ein y € Y zuordnet.

2) Das dem Element = zugeordnete Element y bezeichnet man mit f(z) und nennt man den
Wert der Funktion f an der Stelle x.

3) X heilt der Definitionsbereich (die Definitionsmenge) und Y heikt der Wertebereich (die
Zielmenge).

Weitere Terminologie:

x heifst das Argument von f. Man sagt auch: x ist die unabhdngige Variable und y ist die abhdn-
gige Variable. Die Zuordnung = — f(x) heilt die Abbildungsvorschrift (die Funktionsvorschrift).
Wir schreiben dann

f:X=Y o f(x).

. J

Zu jeder Abbildung gehoéren also drei Elemente: der Definitionsbereich, der Wertebereich und die
Abbildungsvorschrift.

Beispiel 3.2.

1) f1: R — R, 2+ 22 mit dem Definitionsbereich R, dem Wertebereich R und der Funktionsvor-
schrift fi(z) = 22

2) fo : [0,00) = R,  — 2% mit dem Definitionsbereich [0,0), dem Wertebereich R und der
Funktionsvorschrift fo(r) = 22.

3) f:N = Nyn— n? mit dem Definitionsbereich N, dem Wertebereich N und der Funktionsvor-
schrift f(n) = n?.

4) g : {1,2,3} — {-2,—1,0,1,2} mit dem Definitionsbereich {1,2,3} und dem Wertebereich
{-2,-1,0,1,2}. Die Funktionsvorschrift laute 1 ~ 1, 2 + 2, 3 + 0. Abbildung visuali-
siert diese Funktion.

5) h:{,A,*o e} — {r e} mit Definitionsbereich {{J, A, x o ¢} und dem Wertebereich {r, e} (rund,
eckig). Die Funktionsvorschrift laute O — e, A— e, x> e, o — r, e — r. Visualisiert wird die
Funktion ebenfalls an Abbildung [3.1}
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Abbildung 3.1: Funktion ¢ (links) und Funktion h (rechts) aus dem obigen Beispiel.

Bemerkung 3.3. Zwei Abbildungen sind genau dann gleich, wenn ihre Definitionsbereiche, ihre Wer-
tebereiche und ihre Abbildungsvorschriften gleich sind.

So sind die Funktionen f1, fo und f aus den Beispielen nicht gleich. Insbesondere sind f; und f5 nicht
gleich, da ihre Definitionsbereiche verschieden sind. Sie haben auch unterschiedliche Eigenschaften, so
ist beispielsweise fo monoton, fi hingegen nicht. Auch die Funktionen F; : R\{0} —» R, z — % und
Fp : R\{0} — R\{0}, 2+ 1 sind formal nicht gleich.

Definition 3.4.

Die Menge G(f) = {(z, f(z)) : * € X} C X X Y heifit der Graph der Abbildung f. Dieser ist
eine Teilmenge des kartesischen Produktes X x Y.

Beispiel 3.5.

1) fi:R—=R, 22 dannist G(f1) = {(z,2?) : 2 € R}.
2) f2:[0,00) = R, x> 22 dann ist G(f2) = {(x,2%) : x € [0,00)}.
3) f:N—=N, n—n? dannist G(f) = {(n,n?) :n e N} = {(1,1),(2,4),(3,9),...}.
4) ¢:{1,2,3} = {—=2,-1,0,1,2} mit g(1) = —1, g(2) =2, g(3) =0, dann ist
G(g) ={(1,-1),(2,2),(3,0)}.

5) h : {0O,A,x o ¢} — {r,e} mit h(O) = e, h(A) =€, h(x) =e, h(c) =1, h(e) = r, dann ist
G(h) ={(0,e),(A,€),(*,€),(o,7), (8,7)}.
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Definition 3.6.

Die mengentheoretische Definition des Funktionsbegriffs lautet wie folgt: Eine Abbildung (eine
Funktion) ist ein Tripel (X, Y, G) bestehend aus einer Menge X (der Definitionsbereich), einer
Menge Y (der Wertebereich) und einer Teilmenge G des kartesischen Produkts X x Y (der
Graph) mit den Eigenschaften:

i) Vee X:dyeY:(z,y) €G.

(i) Ve € X :Vy1, 12 €Y : (z,y) € GA (z,y2) € G = y1 = yo.

. .

Bemerkung 3.7. Die erste Bedingung bedeutet, dass jedes x € X als erste Komponente eines Paares
in G auftritt. Das heift, dass die Funktion jedem x € X einen Wert y = f(x) zuordnet. Die zweite
Bedingung garantiert die Eindeutigkeit der Zuordnung, da fiir zwei Werte y; = f(z) und yo2 = f(x)
gelten muss, dass y; = ya.

3.2 Bild und Urbild
Definition 3.8.
Sei f: X =Y eine Abbildung.

1) Fiir eine Menge A C X heift die Menge f(A)={yeY :(Jz € A: f(x)=y)} =
{f(z) : = € A} das Bild der Menge A unter f. Die Menge f(X) heift das Bild von f.

2) Fiir eine Menge B C Y heift die Menge f~1(B) = {z € X : f(x) € B} das Urbild der
Menge B unter f.

Bemerkung 3.9. Fiir ein Element y € Y ist das Urbild von y die Menge

') ={z e X : f(z) =y}

Beispiel 3.10.
1) Sei f:R — R, f(x) = 22, wir betrachten nun exemplarisch einige Bilder und Urbilder.
f([o, 1]) = [07 1]7 f([_lv 1]) = [07 1]7 f((_172)) = [0’4)a f({ov 1}) = {Oa 1}7
f({_l’()’ 1}) = {07 1}7 f((5v OO)) = (257 OO), f(R) = [0’ OO), f_l([o’ 1]) = [_1a 1]7
SR = [F11] 0,1 = {=1,0,1), fH((0,4) = (=2,0)U(0,2), f71((=3,2)) =,
A ={-L1, fiqoh ={o}, {1 =0, ['(R) =R

2) Seig:{1,2,3} —» {-2,-1,0,1,2} mit g(1) = —1, ¢g(2) =2, g(3) = 0. Einige Bilder und Urbilder
lauten dann:

g({1}) = {~1}, g({1,3}) = {~1,0}, g7 ({0}) = {3}, ({1}) =0, g~ ({~2,-1,0}) = {1,3}.
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Satz 3.11.

Sei f: X — Y eine Abbildung und seien A, A;, Ay C X sowie B, By, By C Y. Dann gilt:
1) f(A1UA2) = f(A1) U f(Az).
2) f(A1NAz) € f(A1) N f(A2).
3) f(A1\A2) 2 f(A1)\f(A2).
4) f~HB1UBs) = f~H(B1) U f~1(Ba).
5) f~H(B1NBs) = fH(B1) N f1(Ba).
6) f1(Bi\B2) = fH(B)\f ' (B2).
7) AC fHf(A)).
8) f(f~1(B)) € B.
Beweis:

Die Beweise erfolgen exemplarisch, weitere Regeln werden in den Ubungen bewiesen.
1) Seiy e f(A1UAg)

Sdre AiUAy: f(x) =y

SFr el flx)=y)V(EBxe€ As: f(z) =y)
ey € f(A1) vy € f(As)

<y € f(A) U f(A2).

O
4) Sei x € f71(31 U BQ)
@f(a:) € B U By
< f(x) € B1V f(x) € By
sze fI(B) Ve fH(B)
sz e [TH(B) U (By).
[l

2) Seiy € f(A1NAy)

edre AiNAs: f(x)=y
=y € f(A1) Ay € f(A2)
Sy € f(A1) N f(A2).

Gleichheit gilt nicht, da aus y € f(A;) und y € f(Az) im Allgemeinen nicht folgt, dass es mit dem
gleichen x € A N Ay erreicht werden kann, also dass 3z € A1 N As : f(x) = y gilt. Exemplarisch
gilt fiir f: R — R, 2+ 22 und den Mengen A; = [-1,0], Ay =[0,1], A1 N Ay = {0}:

f(A1N Ag) = {0}, f(A1) =[0,1], f(A2) =[0,1], f(A1) N f(A2) = [0,1].
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6) Sei z € f~1(B1\B2)

& f(x) € Bo\Bo

<f(x) € By A f(x) ¢ B
sre fYB) Az ¢ fH(B)
s e fTH B\ (B2).

O

7) Seix € A= Jy e Y : f(x) =y. Fir dieses y gilt: y € f(A). Insbesondere gilt f(z) € f(A4) =
z € fHf(A)).
Auch hier gilt im Allgemeinen keine Gleichheit, was wir exemplarisch wieder mit f : R — R, x —
2?2 und dem Intervall A = [0, 1] deutlich wird, denn hier ist

F(A) = [0,1] aber £~ (f(A)) = [~1,1] 2 A.

O

3.3 Injektivitat, Surjektivitiat, Bijektivitat und die Umkehrfunktion

Sei f: X =Y eine Abbildung.

1) Die Abbildung f heift injektiv, wenn fiir jedes y € Y das Urbild f~!({y}) von y hochstens
ein Element enthilt. Das ist dquivalent dazu, dass

x1 # w2 = f(x1) # f(22)

oder dass
f(l‘l) = f(x‘g) = T1 = I2.

2) Die Abbildung f heikt surjektiv, wenn fiir jedes y € Y das Urbild f~!({y}) von y nicht
leer ist: f~1({y}) # 0. Das heift

VyeY :dz e X: f(z)=y.

3) Die Abbildung f heilt bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist.

. J

Bemerkung 3.13. Eine Abbildung f ist genau dann bijektiv, wenn fiir jedes y € Y das Urbild
f~t({y}) von y genau ein Element enthiilt.

Bemerkung 3.14. Ist f surjektiv, so sagt man auch ,, f ist eine Abbildung auf Y*.
Beispiel 3.15.
1) fi:R—=R, fi(z) =22 ist
- nicht injektiv, da beispielsweise f; !({1}) = {~1,1} aus mehr als einem Element besteht.
- nicht surjektiv, da beispielsweise f; *({—1}) = 0.
2) f2:[0,00) = R, fo(x) =22 ist

- injektiv, da fiir x1,x9 > 0 gilt: 1 # 292 = x% %+ x%

- nicht surjektiv, da beispielsweise f, '({—1}) = 0.
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3) f3:R—=1[0,00), f3(x) =22 ist

- nicht injektiv, da beispielsweise f3'({1}) = {—1,1} aus mehr als einem Element besteht.
- surjektiviVy > 0: Iz e R: 2?2 =9,

4) f1:[0,00) = [0,00), fa(x) =22 ist
- injektiv, surjektiv und folglich bijektiv.

Ist f injektiv, so gilt fiir jedes z € X:

FHf({a}) = {a}.

In der Tat ist f({z}) = {f(x)} und wegen der Injektivitét gibt es kein anderes 2’ € X mit f(2') = f(z),
folglich ist f=1(f({x})) = {x}. Ist f zusiitzlich surjektiv, so gilt f(X) =Y. In diesem Fall kann f auf

Y invertiert werden.

Definition 3.16.

Sei f: X — Y eine bijektive Abbildung. Die inverse Abbildung (die Umkehrfunktion) von f ist
die Funktion

LY = X,y zmit f(z) =y.

Fiir jedes y € Y ist ein solches x € X eindeutig bestimmt.

Bemerkung 3.17. Das Symbol f~! wird gleichzeitig fiir das Urbild und fiir die Umkehrfunktion
benutzt. Im ersten Fall ist das Argument eine Menge B C Y und im zweiten Fall ein Element y € Y.
Insbesondere ist

f~Y(y) =z € X ein Element und
f'{y}) ={z} C X eine Menge.

Beispiel 3.18.

1) Wir betrachten f4 : [0,00) — [0,00) : f(z) = x? (bijektiv). Dann ist die Umkehrfunktion f;*
gegeben durch

fit[0,00) = [0,00) : f(y) = VY
beziehungsweise auch f; *(z) = /z.
2) Bssei F:{1,2,3,4,...} = {1,1, %, ...} 1 F(z) = 1. Die Umkehrfunktion lautet dann:

11 1
-1, 41 =1y b
F .{1,2,3,...}—>{1,2,3,...}.F (:L')—x

Beachte: F' und F~! sind unterschiedliche Funktionen (sie haben verschiedene Definitions- und
Wertebereiche).

Bemerkung 3.19. Ist f: X — Y bijektiv, so ist auch f~!:Y — X bijektiv.
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3.4 Verkettung von Abbildungen

Definition 3.20.

Seien X1, Y7, Xo, Y5 nichtleere Mengen und f : X7 — Y7 sowie g : X9 — Y5 zwei Abbildungen,
wobei gilt: f(X1) C Xo. Die Verkettung (die Komposition, die Hintereinanderausfihrung) von
f und g ist die Abbildung

gof: X1 —=Ye x— g(f(x)).

J

Beispiel 3.21. Essei f: N = N, f(n) =n?und g : N = N, g(n) = 5n. Dann sind die méglichen
Kompositionen:

gof:N=N, (go f)(n)=5n?
fog:N—N, (fog)(n):(5n)2.

Bemerkung 3.22. Wie wir sehen, gilt im Allgemeinen f o g # g o f. Das heifft die Komposition ist
nicht kommutativ.

Bemerkung 3.23. Zu beachten ist die Reihenfolge der Funktionen in der Verkettung. Die Schreibweise
g o f entspricht g(f(z)) (wir wenden also f zuerst an).

Beispiel 3.24. Es seien a : R - R, a(z) =z + 1 und b: [0,00) — R, b(x) = /z. Zunichst stellen
wir fest, dass a(R) = R ¢ [0,00). Damit ist die Verkettung b o a nicht méglich. Es gilt aber, dass
b([0,00)) = [0,00) C R. Also ist die Verkettung a o b méoglich und lautet:

aob: [0,00)%R, (aob)(x):ﬁ+1.

Satz 3.25.

Seien f: X =Y, g:Y = Zund h: Z — W drei Abbildungen. Dann gilt:
(hog)of=ho(gof)

Das heiftt die Komposition ist assoziativ.

Beweis: Fiir die linke Seite gilt:

hog:Y — W, (hog)(y) = h(g(y)) und
(hog)of: X =W, ((hog)o f)(x) = h(g(f(x)))

Analog erhalten wir fiir die rechte Seite
gof:X =2 (gof)=yg(f(x)) und
ho(gof): X =W, (ho(go f))(z) = h(g(f(z)),

was mit der Formel fiir die linke Seite iibereinstimmt.
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Definition 3.26.

Sei X eine Menge. Die Abbildung

Ix: X=X, z—=x

heifst die Identitat (die identische Abbildung).

Bemerkung 3.27. Die identische Abbildung spielt die Rolle eines Einselements beziiglich der Kom-
position: Fiir f: X - Y gilt folx = fundfiir f: U — X gilt Ixo f = f.

Bemerkung 3.28. Sei f: X — Y bijektiv. Dann gilt

flof=Ix, fof'=1I.

3.5 Machtigkeit

Definition 3.29.

Zwei Mengen A und B heifsen gleichmdchtig, wenn es eine bijektive Abbildung von A auf B
gibt. In diesem Fall sagt man auch: A und B haben die gleiche Kardinalitdt beziehungsweise die
gleiche Kardinalzahl.

Bemerkung 3.30. Da aus der Bijektivitit der Ausgangsfunktion auch die Bijektivitdt der Umkehr-
funktion folgt, ist es irrelevant, ob A auf B oder B auf A abgebildet wird.

Zwei endliche Mengen sind genau dann gleichméchtig, wenn sie gleich viele Elemente enthalten.

Beweis:

Es seien M, N endliche Mengen mit |M| = m, |N| = n. Zu zeigen ist hier eine Aquivalenz.

< Wir nehmen an, dass m = n und wollen zeigen, dass M und N gleichméchtig sind. Wir nummerieren
die Elemente von M und N durch:

M ={ai,...,an} und N ={by,...by}.

Nun konstruieren wir eine Abbildung f : M — N, f(a1) = b1, f(a2) = be, ..., f(am) = by,. Diese
Abbildung ist bijektiv, also sind M und N gleichmé&chtig.

= Diese Richtung beweisen wir durch Kontraposition. Gehen wir davon aus, dass M und N nicht
gleich viele Elemente haben, dann miisste folgen, dass M und N nicht gleichmichtig sind. O.B.d.A
(ohne Beschrinkung der Allgemeinheit) sei m > n. Weiter sei f eine Abbildung von M nach N.
{f(a1),..., f(am)} € N = diese Menge hat hochstens n < m Elemente = Ja; # a; mit f(a;) = f(a;).
Damit ist jede Abbildung f : M — N also nicht injektiv und folglich insbesondere nicht bijektiv. Es
folgt, dass keine Bijektion von M auf N existiert, womit M und N nicht gleichméchtig sind.

O

Fiir endliche Mengen definiert man die Mdchtigkeit (Kardinalitat) als die Anzahl der Elemente.
0=10[,1,2,3,... sind also Kardinalzahlen fiir endliche Mengen. Die Méchtigkeit soll die ,Groke* der
Menge charakterisieren.

Fiir unendliche Mengen ist es méglich, dass eine echte Teilmenge gleichméchtig zur gesamten Menge
ist.
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Beispiel 3.32. Die Menge aller natiirlichen Zahlen N und die Menge aller geraden natiirlichen Zahlen
sind gleichméchtig.

Bewelis:
Die Abbildung f:{1,2,3,4,...} — {2,4,6,8,...}, f(n) = 2n ist eine Bijektion.

0

Ein interessanter Fakt (ohne Beweis) ist die Tatsache, dass eine Menge genau dann unendlich grof
ist, wenn sie eine gleichméchtige Teilmenge besitzt.
Auch unendliche Mengen sind nicht alle gleich grofs!

Definition 3.33.

Jede Menge, die gleichméchtig mit N ist, heiftt abzdhlbar. Die Machtigkeit von N bezeichnet man
mit |[N| = Ry (,,Aleph-Null).

N ist die kleinste Méchtigkeit einer unendlichen Menge, das heifst ,zwischen den endlichen Zahlen
und Ng gibt es keine Kardinalzahlen (ohne Beweis).

IN x N| = |N|, das heift [N x N| ist abzéhlbar.

Beweis:
Die Paare (n,m) lassen sich nach dem Diagonalverfahren von Cantor anordnen:

(1,1) — (1,2) (1,3) (1,4)
v vd e

(2,1) (2,2) (2,3) (2,4)
v v v

(3,1) (3,2) (3,3) (3,4)

Die Bijektion: f : (n,m) = %(n-+m —2)(n+m—1) +n ordnet dabei einem Paar (n,m) die Nummer
seiner Position in der Reihenfolge. In der Tat,

(1,1)#—)%(2—2)(2—1)—!—1:1

(1,2)H>%(3—2)(3—1)+1:1+1:2
(2,1)r—>%(3—2)(3—1)-}-2:1—#2:3
(1,3)H>%(4-2)(4—1)+1:3+1:4

(2,2)I—>%(4—2)(4—1)4—2:34-2:5

(3,1)»—}%(4—2)(4—1)—1—3:34—3:6
(1,4)»—)%(5—2)(5—1)+1:6+1:7usw.

Da wir nur eine Bijektion von N x N auf N konstruiert haben, sind diese Mengen gleichméchtig.

Korollar 3.35.

|Q| = |N|, das heifit Q ist abzdhlbar.
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Beweis:
EsistQ:{O}U{qe(@:q>O}U{qe@:q<0}.EsgiltNg{qu:q>0}:{%:n,mEN}
und die letzte Menge kann als eine Teilmenge von N x N aufgefasst werden. Es folgt, dass Ry < |{q €
Q : ¢ > 0} < Np. Also ist die Menge {¢ € Q : ¢ > 0} = {q1,q2,...} abzdhlbar. Dann ist auch
{g€Q:q< 0} ={—q1,—q2, —qs, ...} und schlieklich ist auch

@ = {05 q1, —41,92, —q2, - - }
abzahlbar.
O

Es gibt aber unendliche Mengen, welche nicht abzdhlbar sind. So ist (0,1) iiberabzahlbar (ohne
Beweis). Die Mengen (0, 1) und R sind gleichméchtig. In der Tat, f : R — (0,1), f(z) = L(arctanz+3)
ist eine Bijektion.

Die Michtigkeit von R ist |R| = ¢, die Mdchtigkeit des Kontinuums. Es stellt sich die Frage, ob ¢
die nichste Kardinalzahl nach Wy ist: ¢ = X;7 Man kann zeigen, dass man das weder beweisen noch
widerlegen kann. Die Aussage ¢ = N; ist die sogenannte Kontinuumshypothese. Sie ist unabhingig
von den Axiomen der Mengenlehre. Es gibt Modelle der axiomatischen Mengenlehre mit ¢ = Ny sowie
andere Modelle mit ¢ # Ny
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Kapitel 4

Elementare Zahlentheorie

4.1 Teilbarkeit

Definition 4.1.

Seien a,b € Z. a teilt b genau dann, wenn es ein n € Z gibt mit n - a = b. In diesem Fall ist a
ein Teiler von b. Wir schreiben alb.

Beispiel 4.2.
1) 3|(=21), da 3+ (=7) = —21.
2) 2413, das es keine Zahl n € Z gibt, fiir die 13 = 2n gilt.

)

)

3) VneZ:1n,dal-n=n.

4) Vn € Z : n|0, dan-0=0.
)

5) Vn € Z\{0}:0tn,da0-k =0 #n fir alle k € Z.

Satz 4.3. Teilbarkeitsregeln

Es gelten folgende elementare Teilbarkeitsregeln. Fiir a, b, ¢, p, ¢ € Z gilt:
1) ala (jede Zahl ist Teiler von sich selbst).
2) alb A blc = alc.
3) alb Aalec = a|(b+c).
4) alb = al(b- c).
)

5) alp A blg = (ab)|pq.

Beweis:
1) a-1=a= aa.

2) alb= In€Z:b=na, bjc= Im € Z:c=mb. Dann gilt aber ¢ = mb = mna = (mn)a = ka
mit k =m-n € Z = alc.

3) alp= In€Z:b=na, ajc= Im € Z:c=ma. Dannist b+ c=mna+ma=(n+m)a=ka
mit k € Z = al(b+ ¢).

Weitere Beweise folgen in der Ubung.

45



Definition 4.4.

Fiir eine Zahl a € Z ist ihre Teilermenge T(a) die Menge aller Teiler von a:

T(a) ={p € Z: pla}.

Beispiel 4.5. T(2) = {1, +2}, T(12) = {1, £2, £3, +£4, 46, £12}, T(0) = Z.
Fiir a,b € Z gilt:
(i) Ist b # 0, so folgt aus alb, dass |a| < |b|.
(i) alb< T(a) C T(b).

Beweis:
(i) Ist b# 0 und alb = 3In € N: b = na, wobei n # 0. Dann gilt

b b b

a = — und mit |n| > 1 folgt |a| = 1L} < ol = |b].
n In| — 1]

(i) = Zu zeigen: alb = T'(a) C T(b).

Sei alb. Wir zeigen nun, dass p € T'(a) = p € T'(b). Gilt pla und alb = p|b = p € T'(b) und die
Behauptung folgt.

< Wir beweisen diese Richtung durch Kontraposition. Zu zeigen: a1 b = T'(a) Z T'(b).
atb=aecT(a)und a € T(b) = T(a) L T(b).

Korollar 4.7.

Ist a # 0, so ist die Menge T'(a) endlich.

Beweis:
Vp € T'(a) : |p| < |a|. Es folgt, dass T'(a) C {£1,£2,...,+a} = T'(a) ist endlich.

Definition 4.8.

Seien a,b € Z und nicht beide Null. Der grifite gemeinsame Teiler von a und b ist die grofste
natiirliche Zahl d mit d|a und d|b. Wir schreiben d = ggT(a, b).

Bemerkung 4.9.
1) ggT(a,b) = ggT(b, a) = ggT(lal, [b]).
2) Fiir a # 0 gilt ggT(a,0) = |a|, da T'(a) = {£1,...,+a} und T(0) = Z.

3) Seien a und b beide Null, so ist jede ganze Zahl ein gemeinsamer Teiler von a und b. In diesem
Fall kann man also nicht von einem groften gemeinsamen Teiler reden.
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Satz 4.10. Diviston mit Rest

Seien a € Z, b € N.

1) Es existieren eindeutig bestimme Zahlen ¢,r € Z, sodass

a=q-b+r, 0<r<b. (*)

2) g in der Darstellung (x) ist die grofte Zahl in Z mit ¢b < a.

3) bla<r=0.

Beweis:
1) Wir beweisen zunéchst die Eindeutigkeit der Darstellung (x). Es sei
a=qb+ri =qb+rymit q1,q,71,12 €Z, 0<1r; <b, 0<ry <b.
Dann gilt
@b —q@b=ro—riero—r=(q—q@)b, ¢ —q € Z=Db|(rs —1).
Fiir die beiden Reste r; und r9 bekommen wir
0<ro<b, -b<—11<0=-b<ro—ry <b.

Insbesondere gilt |ro — ri| < b. Aus b|(re — r1) folgt dann 7o —r; = 0 = r; = ro. Dann ist aber
auch (¢1 —¢2)b = 0 und wegen b # 0 muss auch ¢; = g2 gelten. Die Darstellung ist also eindeutig.

2) Jetzt beweisen wir die Existenz und die Struktur der Darstellung (). Sei ¢ € Z die grofte Zahl
in Z mit gb < a.

1. Fall: ¢b = a (dquivalent: b|a). Dann ist a = ¢b+ 0 mit r = 0. Andererseits folgt aus r = 0, dass
a = ¢b und bla.

2. Fall: gb < a, insbesondere b { a. Definiere r = a — ¢b > 0. Dann gilt a = ¢b + r und r > 0. Es
bleibt zu zeigen, dass r < b, was wir mittels Widerspruchsheweis zeigen. Dazu nehmen wir
an, dass r > b. Dann ist » = b+ s mit s > 0 und es folgt

a=gb+r=qb+b+s=(q+1)b+s=(¢g+1)b=a—s<a,

was einen Widerspruch zur Wahl von ¢ darstellt: ¢ ist die grofste Zahl in Z mit ¢b < a. Es
gilt also r < b.

[l
Beispiel 4.11.
1) Seia=12, b=>5. Dannist 12=5-2+42,also ¢ =2, r = 2.
2) Sei a =15, b=5. Dann ist 15=5-3 40, also ¢ = 3, » =0, und 5|15.
3) Seia=3, b=>5.Dannist 3=5-5+3, also ¢ =0, r = 3.
4) Sei a = —12, b=>5. Dann ist —12=5-(-3) + 3, also ¢ = =3, r = 3.

Lemma 4.12.

Seien a,b € N. Seien weiter ¢,r € NU {0} die Zahlen mit
a=qgb+rund 0 <r <b.

Dann gilt: ggT(a,b) = ggT(b,r).
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Beweis:
Seien d = ggT(a,b) und t = ggT(b,r). Zu zeigen ist dann, dass t = d.
Da d = ggT(a,b), gilt d|a und d|b. Es ist

r=a—qgb=a+ (—q)bmit —q € Z.

Weiter gilt d|(—q)b und schlieklich d|r. Somit ist d ein gemeinsamer Teiler von b und r und hiermit
d < ggT(b,r) =t. Andererseits gilt fiir ¢ = ggT(b, 1)

t|b, t|r = t|gb = t|(gb+ 1) = a,

t ist also ein gemeinsamer Teiler von @ und b und damit folgt ¢t < ggT(a, b) = d. Wir haben also gezeigt,
dass d <t und t < d. Es folgt, dass t = d.

O

Wir beschéftigen uns nun mit dem Euklidischen Algorithmus. Dies ist ein Verfahren zur Bestimmung
des ggT(a,b) fiir gegebene a,b € N.

Satz 4.13. Fuklidischer Algorithmus

Seien a,b € N und sei a > b. Der ggT(a,b) kann mittels wiederholter Division mit Rest nach
folgendem Schema — dem sogenannten Euklidischen Algorithmus — berechnet werden:

a=aqb+ry, q,m1 € NU{0}, 0<r; <b,
b= qgar1 + 12, q2,72 € NU{0}, 0<r <1,
ri=gqsra+7r3, q3,r3 € NU{0}, 0<r3<ry usw.

Der Algorithmus bricht nach endlich vielen Schritten ab: Es gibt ein kleinstes n mit r,4+; = 0,
also

Tn—1 = qn+1Tn, Qqn+1 € NuU {0}7 Tn+1 = 0.

Dann gilt ggT(a,b) = ry,.

Beispiel 4.14. Gesucht ist der ggT(682,418). Wir wenden den Euklidischen Algorithmus wie folgt an

682 =1-418 4264, q1 =1, r = 264
418 =1-264 4+ 154, go =1, ro =154
264 =1-154 4110, g3 =1, r3 =110
154 =1-110+4+44, g4 =1, ry =44
110 =2-44+ 22, g5 =2, r5 =22

44 =2-2240, gg =2, r¢ =0

Damit ist ggT(682,418) = 22.

Bemerkung 4.15. Da ggT(a,b) = ggT(|a|, |b|]) und ggT(a,0) = |a|, geniigt es, a,b € N zu betrachten.

Beweis des Satzes:
1) Der Algorithmus endet in endlich vielen Schritten, da in jedem Schritt ;41 < 7; gilt.

2) Nach dem vorherigen Lemma gilt:

gegT(a,b) = ggT(b,r1) = ggT(r1,m2) = ... = ggT(rp, rnt1).
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Da aber r,4+1 = 0 ist, gilt ggT(a,b) = ggT(rp,0) = ry.

O

Definition 4.16.

Zwei Zahlen a,b € Z heifen teilerfremd (relativ prim), wenn ggT(a,b) = 1.

Satz 4.17. Lemma von Bezout

Seien a,b € N. Dann gibt es k,m € Z, sodass ggT(a,b) = ka + mb.

Beweis:
Wir betrachten die Zeilen des Euklidischen Algorithmus von unten nach oben. Die vorletzte Zeile
lautet:

Tn—2 =qnTn—1+ 1o und 7, = ggT(a,b).

= Tn =Tn—2 — qnTn—1. (*)

Die vorvorletzte Zeile liefert

Tn—3 =Qqn—-1Tn—2 + n—1
= Tp—1 =Tn—3 — n—1Tn—2, eingesetzt in (%) ergibt
Tn =Tn-2 — Qn(rn —-3- %—1%—2)

=(1+ gndn—1)rn—2 — qnTn—3.
Es gilt also
Ty =Mp—9Tn—2 + kn—orn—3 (k%) mit my,_9, ky_o € Z.
Mit der néachsten Zeile erhalten wir

Tn—4 =Qqn—2Tn—3 + Tp—2
= Tp_9 =Tn—4 — Gn—2Tn—3, eingesetzt in (xx) ergibt

Tn =My _3Tn-3 + kn—3rn—4 mit my_3,k, 3 € Z.

Fahren wir so fort, erhalten wir r, = mgb + kga mit mg, kg € Z, was der gewiinschten Darstellung
entspricht.

0

4.2 Primzahlen

Definition 4.18.

Eine Primzahl ist eine natiirliche Zahl, die durch genau zwei natiirliche Zahlen teilbar ist.

Beispiel 4.19. Exemplarisch listen wir die Primzahlen < 100 auf. Diese lauten:
2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53,59,61,67,71, 73,79, 83, 89, 97.

Satz 4.20. Satz von Euklid

Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Diesen Satz haben wir bereits in Kapitel ,,Logik und Beweise* bewiesen.
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Lemma 4.21. Lemma von Euklid

Seien a,b € N und p eine Primzahl. Es gilt:

plab = pla oder pb.

Beweis:
Es gelte also plab.

1. Fall: Gilt pla, so ist die Aussage beweisen.

2. Fall: Gilt p 1 a, so miissen wir zeigen, dass p|b gilt. Es ist T'(p) = {£1, £p} und pta = ggT(p,a) = 1.
Nach dem Lemma von Bezout gilt:

geT(p,a) =1 =np+ ma mit n,m € Z.
Multiplizieren wir diese Gleichung mit b, so erhalten wir
b = npb + mab.
Da plab = 3Fk € Z mit ab = kp. Dann gilt
b = npb + mkp = p(nb+ mk) = pl mit £ € Z = p|b,

was zu zeigen war.

Satz 4.22. Charakterisierung der Primzahlen

Eine natiirliche Zahl p > 1 ist genau dann eine Primzahl, wenn

Va,b € N\{1} : (plab = pla V p|d).

Beweis:
Die direkte Richtung folgt aus dem Lemma von Euklid. Wir beweisen nun die umgekehrte Richtung.
Es gelte:

Va,b € N\{1} : (plab = pla V p|b).

Zu zeigen: p ist eine Primzahl. Dazu nehmen wir an, dass p keine Primzahl ist. Dann gibt es r,s €
N, 1 <r,s <p, sodass p = rs. Fiir das Produkt rs gilt:

plrs, aber p{r (weil » < p) und p 1 s (weil s < p).
Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung, p ist also eine Primzahl.
O

Bemerkung 4.23. Warum haben wir in der Formulierung Va,b € N\{1} die Zahl 1 ausgeschlossen?
Sei z.B. a = 1. Die Implikation

p|l-b=p|b gilt fiir alle p,

p braucht also nicht Primzahl zu sein.

Satz 4.24. Fundamentalsatz der Arithmetik

Sei n > 1 eine natiirliche Zahl. Dann kann n als Produkt endlich vieler Primzahlen dargestellt
werden. Diese Darstellung ist eindeutig bis auf die Reihenfolge der Faktoren.
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Bemerkung 4.25. Diese Darstellung heifst Primfaktorenzerlequng (oder Primfaktorzerlegung).

Beweis:

1) Zunéchst beweisen wir die Existenz der Zerlegung.

1. Fall: n ist eine Primzahl. Dann ist n = n eine Primfaktorzerlegung von n (mit einem Faktor).

2. Fall: n ist keine Primzahl. Widerspruchsbeweis: Wir nehmen an, dass es Zahlen gibt, die

nicht als Produkt von Primzahlen dargestellt werden kénnen. Sei ng € N die kleinste Zahl
mit dieser Eigenschaft. ng ist keine Primzahl (sonst wére ng = ng eine Primfaktorzerlegung).
ng ist also keine Primzahl = ng = ab mit a,b € N, 1 < a,b < ng. Die Zahlen a und b kénnen
aber als Produkte von Primzahlen dargestellt werden, da sie kleiner als ng sind und ng der
Annahme nach die kleinste Zahl mit dieser Figenschaft ist. Es gilt also

a=p1...psund b = pgy1...pPg
flir gewisse Primzahlen p, ..., pg. Dann gilt aber
no = ab=pi...psPss1---Dk-

Somit kann ng also als Produkt von Primzahlen dargestellt werden. Widerspruch. Jede Zahl
kann also als Produkt von Primzahlen dargestellt werden.

2) Beweisen wir nun die Eindeutigkeit der Zerlegung.

1. Fall: n ist eine Primzahl. Dann ist n = n und es gibt keine weitere Primfaktorzerlegung, da

n durch keine weiteren Primzahlen teilbar ist.

. Fall: n ist keine Primzahl. Widerspruchsbeweis: Wir nehmen an, dass es Zahlen gibt, die

(mindestens) zwei unterschiedliche Primfaktorenzerlegungen haben. Sei ng € N die kleinste
Zahl mit dieser Eigenschaft. Seien nun ng = pip2...pr = q1q2...qs zwei verschiedene
Darstellungen der Zahl ng, wobei wir die Faktoren der Grofse nach geordnet haben: p; <
P2 < ... <pr, q1 < g2 <...< g Dann gilt p1 # q1, da wir ansonsten fiir a = ;‘—? < ng zwel
verschiedene Darstellungen a = ps...p, = q2 ... ¢qs hatten. Dies widerspricht der Tatsache,
dass ng die kleinste Zahl mit dieser Eigenschaft ist. Es gilt also p; # ¢1. Dann ist

ng =pira = qibmit a,b €N, a # b, a,b < ny.
Es gilt weiter
p1|no = p1lgib = p1|q1 oder p1lb.

Da aber ¢; eine Primzahl ist und ¢ # pi1, kann p; kein Teiler von ¢; sein = p;|b. Damit ist
p1 ein gemeinsamer Faktor in den beiden Zerlegungen

no=pi...pr =4q1...4s,

das heift 3i,1 < i < s, mit p = ¢;- Dann gilt fiir @ = 22

a=p2...Pr=4q1---4i—14i+1 - - - gs-

Da die Faktoren der Grofie nach geordnet sind und ¢ # p1, gilt ¢1 < ¢; = p1, aber auch
p2 > p1. Es gilt also pa # ¢1. Die Zahl a hat also zwei verschiedene Primfaktorenzerlegungen
und a = % < ng, was unserer Annahme, dass ng die kleinste Zahl mit dieser Eigenschaft
ist, widerspricht. Die Zerlegung ist also eindeutig.

O
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Beispiel 4.26. Betrachten wir exemplarisch einige Primfaktorenzerlegungen.
1) 52 =2-26, 26 = 2-13, 13 ist eine Primzahl, also 52 =2-2-2-13.

2) 2520 = 2-1260, 1260 = 2 - 630, 630 = 2 - 315. 315 ist nicht mehr durch 2 teilbar, wir testen
also 3. Es gilt 315 = 3 - 105, 105 = 3 - 35. 35 ist nicht mehr durch 3 teilbar, wir testen also 5.
35=5-7, 7ist eine Primzahl. Es folgt also 2520=2-2-2-3-3-5-7.

Bemerkung 4.27. Seien a = H]J\/il p?j und b = H]J\/il pﬁj Zerlegungen von a und b, wobei p1,...,pu
alle Primzahlen sind, die in den Primfaktorenzerlegungen von a und b vorkommen, mit passenden Po-
tenzen (die Exponenten k;, £; kénnen auch 0 sein; die Zerlegungen oben bestehen also aus Primfaktoren
und Faktoren 1). Dann gilt:

M
geT(a,b) H n(ks6;)

Beispiel 4.28. Wie wir wissen ist ggT(682,418) = 22. Die jeweiligen Primfaktorenzerlegungen lauten:

682=2-341=2-11-31und 418 =2-209=2-11-19
also folgt ggT(682,418) =211 = 22.

4.3 Kongruenz modulo m und Restklassen
4.3.1 Relationen
Betrachten wir zunéchst ein einfiihrendes Beispiel.

Beispiel 4.29. Sei M die Menge aller im Horsaal anwesenden Studierenden. Man kann Elemente
dieser Menge miteinander in Beziehung setzen, wie zum Beispiel:

1) ,x und y sind in der gleichen Ubungsgruppe.”
2) ,z und y kommen aus denselbem Ort.*
3) ,x ist jinger als y.“

4) ,x hat eine langere Anreise als y.“
Solche Beziehungen heifsen Relationen.

Definition 4.30.

Sei M eine Menge. Eine Relation R auf M ist eine Teilmenge des kartesischen Produktes M x M:
RCMx M.

Fiir zwei Elemente z,y € M sagt man ,x steht in Relation zu y“, falls (z,y) € R gilt. Man
schreibt in diesem Fall x Ry, obwohl fiir Relationen in der Regel andere Symbole benutzt werden:

<’ S? :7 g? N? << usw.
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Beispiel 4.31.

1) Wir betrachten R mit der Relation <  kleiner”. Dann ist (z,y) € R, wenn = < y, d.h.
R={(z,y) e RxR:z <y}
Aus (z,y) € R folgt nicht (y,z) € R, da zum Beispiel 2 < 3 und (2,3) € R, aber (3,2) ¢ R.

2) Die Menge aller Teilmengen einer Grundmenge G mit der Relation C: A C B, wenn A eine
Teilmenge von B ist, d.h.

R={(A,B) € P(G) x P(G) : AC B}.
3) Die Menge aller endlichen Teilmengen von N mit der Relation ~: A ~ B, wenn A und B
gleichméchtig sind (die gleiche Anzahl an Elementen haben).

4) Die Menge aller im Horsaal anwesenden Studierenden mit der folgenden Relation: z = y, wenn
x und y den gleichen Vornamen haben.

Definition 4.32. Eigenschaften von Relationen

Sei M eine Menge und sei R eine Relation auf M.

1) R heiflt transitiv, wenn fir alle z,y, z € M gilt: xRy AyRz = zRz.

2) R heifst reflexiv, wenn fiir alle z € M gilt: zRz.

3) R heilst symmetrisch, wenn fiir alle z,y € M gilt: xRy = yRx.

)
)
)
)

4) R heilst antisymmetrisch, wenn fiir alle x,y € M gilt: xRy A yRx = x = y.

Beispiel 4.33. In den oben betrachteten Beispielen sind 1), 2), 3), 4) transitiv; 2), 3), 4) reflexiv; 1)
nicht reflexiv; 3), 4) symmetrisch; 1), 2) nicht symmetrisch; 2) antisymmetrisch; 3), 4) nicht antisym-
metrisch. Strikt gesagt ist die Relation im Beispiel 1) antisymmetrisch, der Fall x < y A y < z kommt
aber nicht vor.

Definition 4.34.

Eine Relation R auf einer Menge M heit Aquivalenzrelation, wenn R transitiv, reflexiv und
symmetrisch ist.

Beispiel 4.35. Die Beispiele 3) und 4) sind Aquivalenzrelationen. Ein weiteres Beispiel fiir eine Aqui-
valenzrelation:

5) Sei M =Z und x =y, wenn x — y gerade ist.
Wir zeigen, dass das eine Aquivalenzrelation ist.
Transitivitdt: Zu zeigen ist * = y Ay = 2 = « = z. v — y ist gerade und y — z ist gerade
=z—z=(r—y)+ (y—2) ist gerade = z = 2.
Reflexivitdt: x = x, da © — x = 0 gerade ist.
Symmetrie: x =y = x — y ist gerade = y — x = —(x — y) ist gerade = y = x.

Eine Aquivalenzrelation kann dazu benutzt werden, Elemente einer Menge in Gruppen einzuteilen,
zum Beispiel alle Studierenden, die in derselben Ubungsgruppe sind.
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Seien M eine Menge und ~ eine Aquivalenzrelation auf M. Sei a € M. Die Aquivalenzklasse
von q ist wie folgt definiert:

[a] ={be M :b~a}.

Jedes Element b € [a] heikt Reprisentant der Aquivalenzklasse [a]. Weitere Bezeichnungen fiir
die Aquivalenzlklasse sind C,, a.

Beispiel 4.37. Wir beziehen uns auf Beispiel 3). Hier bestehen die Aquivalenzklassen aus Mengen,
die gleich viele Elemente haben, z.B.

{1 ={{15{2},{3}... .},
1,2} = {{1,2},{1,3},...,{2,3},{2,4},...} usw.

Beim vierten Beispiel bestehen die Aquivalenzklassen aus Studierenden, die den gleichen Vornamen
haben.

Lemma 4.38.

Seien M eine Menge und ~ eine Aquivalenzrelation auf M, sowie a,b € M. Dann gilt

a~b=[a] = [b].

Beweis:
Seiy e b. Day ~bund b ~a =y ~a =y € [a]. Wir haben also gezeigt, dass [b] C [a]. Durch
Vertauschen von a und b erhalten wir sofort [a] C [b] und somit insgesamt [a] = [b].

O

Seien M eine Menge und ~ eine Aquivalenzrelation auf M. Zwei Aquivalenzklassen [a] und [b]
sind entweder gleich oder elementfremd:

[a] N [b] # 0 < [a] = [b].

Beweis:

Da wir hier eine Aquivalenz zeigen wollen, beginnen wir mit der ersten Implikation.

< Gilt [a] = [b], so ist [a] N [b] = [a] # 0, da diese Klasse wegen a € [a] nicht leer ist.

= Es gelte nun [a] N [b] # 0. Somit existiert ein x € [a] N [b]. Wir haben
rx€lal=xz~a, x€[b=x~Dh

Wegen der Symmetrie folgt x ~ b = b ~ z und aufgrund der Transitivitét gilt b~ z, x ~a = b ~ a.
Nach dem vorherigen Lemma gilt dann [a] = [b].

O

Wir sehen, dass die Aquivalenzklassen eine Partition auf M bilden.

Satz 4.40.

Jede Aquivalenzrelation ~ auf einer Menge M definiert eine Partition von M. Umgekehrt defi-
niert jede Partition {U;};cs einer Menge M eine Aquivalenzrelation auf M:

x~y, wenn i € I : x € U; und y € U;.
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Beweis:
Da Vx € M : z € [z], ergibt die Vereinigung aller Aquivalenzklassen die Menge M. Die Aquivalenz-
klassen sind entweder gleich oder elementfremd. Folglich bilden sie eine Partition.

Nun sei {U; }i; eine Partition. Wir zeigen, dass die oben definierte Relation eine Aquivalenzrelation
ist. Als erstes zeigen wir die Transitivitit: x ~ y und y ~ z.

r~y= diel:xeU;und y € U,.
y~z= djel:yeU;und z € U;.

Also insbesondere y € U; NU; und U; NU; # 0=U; = Uj = i=j. Esfolgt, dass z € U; = = ~ 2.
Die Eigenschaften der Reflexivitit x ~ x und der Symmetrie z ~ y = y ~ z sind offensichtlich.

Definition 4.41.

Seien M eine Menge und ~ eine Aquivalenzrelation auf M. Die Quotientenmenge (die Faktor-
menge) M/, ist die Menge aller Aquivalenzklassen beziiglich ~ (Man liest: ,, M modulo Tilde").

4.3.2 Kongruenz modulo m und Restklassen

Definition 4.42.

Sei m € N, m > 2. Zwei Zahlen a,b € Z heiften kongruent modulo m , wenn m|(a — b).
Wir schreiben dann: a =b mod m, a = b(m) oder a ~,, b.

7
| .

Satz 4.43.

Kongruenz modulo m ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis:

Transitivitit: Es gelte a ~,, b, b ~y, c. Zu zeigen: a ~,, c. Nach Annahme gilt m|(a — b) und
m|(b—c)=m|la—c),daa—c=(a—b)+ (b—c)=a~pnc

Reflexivitit: a ~, a, da a —a = 0 und m|0.

Symmetrie: Es gelte a ~, b. Zu zeigen: b ~p, a. Es gilt m|(a—b) und b—a = —(a —b) = m|(b—a) =
b~ a.

O

Bemerkung 4.44. ¢« = b mod m bedeutet, dass a und b bei Division durch m denselben Rest haben.
Dies wollen wir noch kurz verifizieren. Sei a = ¢gm +r mit ¢ € Z, r e NU {0}, 0 <r < m.

ml|(a—b) = Jk€Z:a—b=mk.
Daraus folgt
b=a—mk=gqm+r—mk=(q—km+r, g—ke€Z, reNU{0}, 0<r<m.

Die Darstellung bei der Division mit Rest ist eindeutig. Teilen wir also b durch m, erhalten wir denselben
Rest r. Ergeben umgekehrt die Zahlen a und b bei der Division durch m denselben Rest r, so gilt

a=qgm+r, b=Im+rmitglecZ=a—-b=(q—¥m, ¢q—{€Z=m|(a—Db).

Beispiel 4.45. 4=2 mod 2, 16=8 mod 2, 5=3 mod 2, 27T=9 mod 2, 7# 4 mod 2,
15=9 mod 3, 16 =4 mod 3, 17=2 mod 3, 7# 2 mod 3.

95



Definition 4.46.

Sei m € N, m > 2. Die Faktormenge Z/.  bezeichnet man mit Z,,. Die Aquivalenzklassen
heifen Restklassen modulo m .

Es gibt genau m Restklassen modulo m: Sie bestehen aus den Zahlen, die beim Teilen durch m den
Rest 0,1,2,...,m — 2 bzw. m — 1 ergeben.

Beispiel 4.47.

1) m=2:
0] ={...,—4,-2,0,2,4,...} ={2n:n € Z}.
Me={..,—-3,-1,1,3,...} ={2n+1:n € Z}, also Zy = {[0]2, [1]2}-
2) m=3:
0]3=1{...,—~9,-6,-3,0,3,6,9,...} = {3n:n € Z}.
M =1{..,-8-5-214,710,..}={3n+1:neZ).
23 ={...,-7,-4,-1,2,5,8,...} = {3n+2:n € Z}, also Zs = {[0]3, [1]3, [2]3}-

Bemerkung 4.48. [0],, besteht aus allen Zahlen, die durch m teilbar sind.

Bemerkung 4.49. Es gilt

Lo, = {[O]Wl? [1]m> [Q]m, cee [m - 1]771}

Definition 4.50. Rechnen mit Restklassen

Sei m € N, m > 2. Auf der Menge Z,, der Restklassen definiert man:

(i) Die Addition von Restklassen: [a]m + [b]m = [a + b]pm.-

(ii) Die Multiplikation von Restklassen: [a]m, - [b]m = [a - b]m.

Beispiel 4.51.

[2]s - [4]s = [8]s = [0]s beziehungsweise 2-4 =0 mod 8.

Bemerkung 4.52. Die Addition und die Multiplikation von Restklassen sind wohldefiniert. ,Wohlde-
finiert” bedeutet, dass die Objekte eindeutig definiert sind. In unserem Fall haben wir die Operationen
mithilfe von Représentanten definiert. Man muss also zeigen, dass die Operationen von der Wahl des
Représentanten unabhéngig sind.

1) Addition: Seien a,d’ € [a]m, b,b" € [blm. Zu zeigen: [a' + V], = [a + bly,.

m|(a' —a) = d —a=km, ke Z
=d =a+km, k€Z,
m|( —b) =V —b=tm, L€Z
= b =b+{m, L€ Z.

Dann aber gilt o’ + b =a+ b+ (k + £)m ~y, a + b. Daraus folgt, dass [a’ + b'],, = [a + b]m.
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2) Multiplikation: Zu zeigen: [a@’ - V'], = [a - b]pm.

a b =(a+km)-(b+¢m)
=ab + alm + bkm + klmm
=ab + (al + bk + kfm)m ~, ab.

Daraus folgt, dass [@' - V], = [a - bl .
Damit ist die Wohldefiniertheit gezeigt.

Bemerkung 4.53. Addition modulo 12 kennen wir alle aus dem téglichen Leben: die Uhr. Auch Z,,
mit m # 12 kann man als eine Uhr darstellen.

Zo 0 Zs 0

Abbildung 4.1: Exemplarische Darstellung von Zo und Zs.
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Kapitel 5

Ungleichungen und Betrag

5.1 Ordnungsrelationen
Eine Relation < auf einer Menge M heiftt Ordnungsrelation, falls sie
1) transitiviz [ yAyz=1z =z,
2) reflexiv: z < x und
3) antisymmetrisch: z < yAy<x=>x =y

ist. Das Paar (M, <) heilt geordnete Menge.

Beispiel 5.2.
1) (R, <).
2) Alle Teilmengen einer Grundmenge G mit der Relation C: (P(G), ©).

3) (R?, <), wobei < folgendermafen definiert ist:

(z,y) < (u,v), wenn z < u und y < v.

4) (R?, <jex), wobei <jox die lexikographische Ordnung ist:
(,y) <iex (u,v), wenn (z <u Az #u)oder (z=uAy <v).
5) (N, ]) mit der Relation ,teilbar*. (Machen Sie sich klar, dass | aud N tatséchlich eine Ordnungs-
relation ist!)
Bemerkung 5.3. Wir schreiben
1) z =y, wenn y < x,
2) x <y, wenn x =< y und x # y, sowie

3) x =y, wenn y < x.

Definition 5.4.

Gilt fiir zwei Elemente a,b € M a < b oder b < a, so heifen a und b vergleichbar (beziiglich <).
Andernfalls heifen sie nicht vergleichbar.
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Definition 5.5.

Eine Ordnungsrelation =< heifst Totalordnung auf M, wenn zwei beliebige Elemente von M
vergleichbar sind. Das Paar (M, <) heift in diesem Fall total geordnete Menge.

Beispiel 5.6.
1) (R, <) ist eine total geordnete Menge.

2) (P(G), Q) ist nicht total geordnet, wenn G aus mehr als einem Element besteht. Sei dazu G =
{1,2,3}. Dann sind beispielweise {1} und {1, 2} vergleichbar: {1} C {1,2}, aber {1} und {2, 3}
sind nicht vergleichbar: {1} Z {2,3} und {2,3} Z {1}.

3) (R2, <) ist nicht total geordnet, da (1,2) < (2,3), aber (1,2) und (2,1) nicht vergleichbar sind.
4) (R2, <jey) ist total geordnet.

5) (N,|) ist nicht total geordnet.

5.2 R als geordneter Korper

Satz 5.7. Korperaziome

Die Menge R der reellen Zahlen mit den Operationen + und - erfiillt folgende Eigenschaften:
(K1) Va,b e R:a+b="b+ a (Kommutativitdt der Addition).
(K2) Va,b,ceR: (a+b)+c=a+ (b+c) (Assoziativitat der Addition).

(K3) 30 e R:Va € R: a+ 0 = a (Existenz des neutralen Elements beziiglich der Addition —
des Nullelements).

(K4) Ya € R : 3(—a) € R : a+ (—a) = 0 (Existenz des inversen Elements beziiglich der
Addition).

(K5) Va,beR:a-b="b-a (Kommutativitit der Multiplikation).
(K6) Va,b,c € R: (ab)c = a(bc) (Assoziativitat der Multiplikation).

(K7) 31 e R: 1 #0A Va € R:a-1 = a (Existenz des neutralen Elements beziiglich der
Multiplikation — des Einselements).

(K8) Va € R\{0}:3Ja~!:a-a ! =1 (Existenz des inversen Elements beziiglich der Multiplika-
tion).

(K9) Va,b,c € R:a(b+ c) = ab+ ac (Distributivitit).

Definition 5.8.

Eine nichtleere Menge K mit zwei Verkniipfungen +, - : K x K — K, fiir die die Eigenschaften
(K1)-(K9) gelten, heifst Korper. Die Eigenschaften (K1)-(K9) heiken Kérperaziome.

Bemerkung 5.9.

1) Die Subtraktion ist definiert als die Addition des inversen Elements beziiglich der Addition:
a—b=a+(=b).

2) Die Division ist definiert als die Multiplikation mit dem inversen Element beziiglich der Multi-
plikation: ; = a - b=1, b#£0.
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Alle weiteren Rechenregeln folgen aus Korperaxiomen (K1)-(K9). Im Satz unten beweisen wir
eine Auswahl von weiteren Rechenregeln, welche wir insbesondere beim Arbeiten mit Ungleichungen
benotigen werden.

Satz 5.10.

1) Die neutralen Elemente bzgl. der Addition und bzgl. der Multiplikation sind eindeutig
bestimmt.

2) Die inversen Elemente bzgl. der Addition und bzgl. der Multiplikation sind eindeutig be-
stimmt.

Es gilt —(—a) = a und fiir a # 0 gilt (a=!)~! = a (doppelte Inversion).
Es gilt —(a + b) = (—a) + (—b) und fiir a,b # 0 gilt (ab)~' =a"1b71.

)
)

5) Esgilt a-0=0.
) Aus ab = 0 folgt a = 0 oder b = 0. Insbesondere gilt fiir a,b # 0 auch ab # 0.
)

Es gilt —(ab) = (—a)b = a(—b) und (—a)(—b) = ab.

Beweis:
Die Regeln 1) bis 4) beweisen wir nur fiir die Addition; die Beweisfiihrung fiir die Multiplikation
ist identisch.

Sei 0 ein weiteres Nullelement. Dann aber gilt 0/ = 0"+ 0 = 0.
Sei a ein weiteres inverses Element von a. Dann aber gilt @ = a+0 = a+a+(—a) = 0+(—a) = —a.

Es gilt a + (—a) = 0 und —(—a) + (—a) = 0. Wegen der Eindeutigkeit des inversen Elements gilt
—(—a) = a.

Es gilt ((—a)+(=b))+(a+b) = (—a)+a+(—b)+b = 0, und die Formel folgt aus der Eindeutigkeit
des inversen Elements.

Esgilt 0=a-04+(—(a-0))=a-(0+0)+(—(a-0))=a-0+a-04+(—(a-0))=a-0+0=a-0.

Sei ab = 0. Ist b = 0, so ist die erste Aussage erfiillt. Ist b # 0, so hat b ein inverses Element b~!
und es gilt 0 =0-b"! = abb™! = a -1 = a. Die zweite Aussage ist die Kontraposition der ersten.

Es gilt (—a)b+ab = (—a+a)b=0-b =0, und somit (—a)b = —(ab) wegen der Eindeutigkeit
des inversen Elements. Die Formel a(—b) = —(ab) folgt dann durch Vertauschen von a und b.
Schlieflich haben wir (—a)(—b) = —(a(—b)) = —(—(ab)) = ab.

O

Auf der Menge R gibt es auflerdem die Ordnungsrelation <. Diese Relation ist folgendermafsen ent-
standen. Auf N haben wir < durch die Nachfolgeeigenschaft definiert (s. Kapitel ,Logik und Beweise").
Man kann dann die Relation < auf die natiirliche Weise auf Z erweitern. Fiir Q definieren wir < wie

folgt:

% < 7%, wenn nime < ngmq mit ni,ny € Z, mi1, mg € N ist. Schliefslich erweitert man < auf

R durch die Stetigkeit. Da wir die Konstruktion von R nicht besprochen haben, verzichten wir hier auf
Einzelheiten.

60



Definition 5.11. Ordnungsaxiome

Ein Kérper K mit einer Totalordnung < heifst geordneter Kérper, falls die folgenden Ordnungs-
aziome gelten:

(01) Va,b,ce K:a<b=a+c<b+c,
(02) Ya,be K:a>0Ab>0=ab>0.

Man sagt: Die Ordnungsrelation ist mit den Rechenoperationen wvertrdiglich.

(R, +, -, <) ist ein geordneter Korper.

Satz 5.12. Rechenregeln fir Ungleichungen in einem geordneten Kdrper

Seien z,y,z € K. Dann gilt:

) 2 <y&sy—x>0.

2) <0< —x > 0.

)
)
) y<zAz>0=zy < zz.
) y<zAzx<0=zy>z2.

5) Vx #0: 22 > 0. Insbesondere 1 > 0.
)

6) 0<z<y=0<y <zl

Beweis:
1) Sei z < y. Dann gilt mit (O1)
O=z+(—2)<y+(—2x)=y—z=y—xz>0.

Ist umgekehrt y —x > 0, so gilt mit (O1)

y=y+0=y—z+zx>0+z=u=x.

2) Aus 1) mit y = 0 folgt:
r<0&0—x=—-—x>0.

Ist z # 0, so ist auch —x # 0, denn sonst wére x das inverse Element von 0. Aber wegen
(=0)+0 =0 und 0+ 0 = 0 und der Eindeutigkeit des inversen Elements gilt —0 = 0. Also gilt:

r<0& —x>0.

3) 1. Fall: Sei y = z. Dann ist yx = zz und die Ungleichung ist erfiillt.
2. Fall: Sei y < 2. Dann ist z — y > 0 und nach Voraussetzung auch z > 0. Aus (02) folgt:
z(z —y) > 0. Also

x(z—y)=xzz—2y >0y < z2.

4) Aus x < 0 folgt —x > 0. Aus 3) und 1) folgt, day < z, dass —zy < —zz S xy—22 > 0 ay >
xz.

5) Wegen (02) gilt 2 > 0= 22 =x-2 > 0. Ist # <0, so ist —z > 0 und 2% = (-2) - (—z) > 0.
Insbesondere ist 1 = 12 > 0.
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6) Ist z > 0, so ist auch =1 < 0. Diese Behauptung beweisen wir mit einem Widerspruchsbeweis:
Sei x > 0 mit z=! < 0. Dann ist aber nach 3) 1 = z-27! < 0-2~! = 0, Widerspruch zu
1 > 0. Demnach gilt 27! > 0 fiir > 0. Nun gelte zudem 0 < = < y, es folgt direkt, dass
71 >0, y=!' > 0und nach (02) 27! -y~! > 0. Nach 3) gilt

z<y=z(@ 'ty ) <yl ly ).

Daz(z ly ™ =(ze Yy =y tund yla=ly ™ H =2 (yy™ ) =27} folgt 0 <yt <z~ L.
Aus diesen Grundregeln kann man weitere Rechenregeln herleiten, beispielsweise
a<bAhc<d=a+c<b+d.

Beweis: Nach (O1) gilt: a <b=>a+c<b+cundc<d=c+b<d+b=>b+d. Daraus folgt
a+c<bt+tc=c+b<b+d.

O

Bemerkung 5.13. Fir reelle Zahlen gilt die sog. Trichotomie: Fiir zwei reelle Zahlen a, b trifft genau
eine der folgenden drei Mdglichkeiten zu:

a<b, a=b a>hb

Beweis:
Da (R, <) eine total geordnete Menge ist, gilt fiir alle a,b € R: a < b oder b < a.

1. Fall: a < bund b < a = a =0 wegen der Antisymmetrie der Relation <.
2. Fall: ¢ < bund b £ a, insbesondere b # a = a < b.

3. Fall: b < aund a £ b, insbesondere a #b=>b < a=a>0b.

Satz 5.14. Vorzeichen der Faktoren in einem positiven Produkt

Seien a,b € R. Es gilt:

ab>0< ((a>0Ab>0)oder ((a<0ADb<DO0)).

Beweis:
< Wir betrachten zwei Falle.

1. Fall: Seien a > 0, b > 0. Dann gilt nach (O2) ab > 0, und wegen a # 0, b # 0 auch ab # 0, also
ab > 0.

2. Fall: Seien nun a < 0, b < 0. Dann sind aber —a > 0, —b > 0, und ab = (—a)(—b) > 0.
= Es gelte ab > 0. Fiir b gibt es drei Moglichkeiten: b =0, b > 0, oder b < 0.
1. Fall: b = 0 tritt nicht auf, da in diesem Fall ab = 0 wére.
2. Fall: b > 0. Dann gilt auch b=! > 0 und
ab>0=a=abb™' >0-b"" =0,
es gilt also auch a > 0.
3. Fall: b < 0. Dann gilt auch b~! < 0 und
ab>0=a=abb"' <0-b"! =0,

es gilt also auch a < 0.
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5.3 DBetrag

Definition 5.15.

Sei z € R. Der Absolutbetrag (oder Betrag) der Zahl x ist definiert durch

2] = T, falls z > 0,
|-z, fallsz<o.

J

Widmen wir uns kurz der graphischen Bedeutung des Betrags. Es gilt offensichtlich |z| = | —z| und
insbesondere |x — y| = |y — z|. Fiir x,y € R entspricht |z — y| dem Abstand zwischen z und y auf der
Zahlengeraden.

Satz 5.16. Eigenschaften des Betrags

Fir z,y € R gilt:
1) |z| > 0 und (Jz| = 0 < = = 0) (positive Definitheit).
2) |z +y| < |z|+ |y| (Dreiecksungleichung).

3) |zy| = |z| - Jy| (Multiplikativitit).

Beweis:

1) Die Tatsache, dass |z| > 0 folgt sofort aus der Definition, ebenso gilt |0] = 0 nach der Definition.
x # 0 = |z| # 0 nach der Definition = (|z| =0« = =0).

2) Die zweite Behauptung beweisen wir durch eine Fallunterscheidung.

1. Fall: x > 0 und y > 0. Dann ist auch = +y > 0, es folgt

[z +yl=z+y=|z[+ |yl
2. Fall: x <0 und y < 0, dann ist auch « + y < 0, es folgt
lz+yl=—-(z+y) =—z—y=lz[+]y]
3. Fall: x >0, y<Ound z+y > 0.
lztyl=az+y<z-—y=lz|+]yl
4. Fal: >0, y<Ound z +y < 0.
[zt+yl=—-(+y)=-av—y<z-—y=lz|+]y

Der 5. und der 6. Fall mit y > 0 folgen aus dem 3. bzw. dem 4. Fall durch Vertauschung von x
und .

3) Die Behauptung |zy| = |z| - |y| beweisen wir ebenfalls durch eine Fallunterscheidung.

1. Fall: x > 0 und y > 0, dann ist auch zy > 0 und folglich
|yl = zy = |2 |y|.
2. Fall: £ > 0 und y < 0. Dann gilt:

lz| =2, |yl = —y, 2y <0, |vy| = —zy = |2| - [y| = —2y = [2y].
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3. Fall: x < 0 und y > 0 folgt aus dem 2. Fall durch Vertauschung von x und y.
4. Fall: x < 0und y < 0.
2] = =z, |yl = =y, 2y >0, |zy| = zy = |z - y| = (—2) - (—y) = 2y = |zyl.

:%(y#o)-

Weitere Rechenregeln folgen daraus, zum Beispiel %

5.4 Losen von Ungleichungen

In diesem Abschnitt werden einige Methoden zum L&sen von Ungleichungen anhand Beispiele vorge-

stellt.

Beispiel 5.17.
1) z+1

T —2
Dann ist D = R\{2} die Definitionsmenge des Terms.

> 2

1. Fall. t —2>0< 2 > 2.

r+1
2 (x—2 0
x—2> | -(z ) >

r+1>2(z—-2)
r+1>2r—-4 |—-2x—1
—z>-5 |(-1)<0

T <5H

Die Loésungsmenge im 1. Fall ist dann

Li={zeR:z>2ANx<5}=(2,5).

2. Fallz -2 <0< x < 2.

1
z+ >2 | (x—2)<0

—2
r+1<2(x—-2)
r+1<2zx—-4 |—-2x-1
—z<-5 |(-1)<0
T>5

Die Losungsmenge im 2. Fall ist dann
Ly={zeR:x<2Az>5}=10.
Die Gesamtlosungsmenge entspricht der Vereinigung der Losungsmengen der einzelnen Félle, also

L:L1UL2:(2,5)U®:(2,5).

1
2) |z —10| < 5%
Fiir die linke Seite gilt
| 10) x — 10, falls x — 10 > 0 & = > 10,
xTr — =
—(x —10), fallsx—10<0< z < 10.
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1. Fall: x > 10.

1
r—10< -z |—§ZE—|—1O

1
2
1

§x§10 |-2>0
xr <20

Die Loésungsmenge im ersten Fall ist dann

Li={xeR:2>10A Az <20} =[10,20].

2. Fall: x < 10.
1
—x+10§§x | +z
3 2
10< 2z |.2
07256 |3
20<
— <=z
3 S

Somit lautet die Losungsmenge im zweiten Fall

2 20
ng{:IJER:x<1O/\xZ30}: [3,10).

Insgesamt erhalten wir dann als Gesamtlosungsmenge

20 20
L=1LULy=[10,20] U [3, 10> = [3,20].

3) Als letztes Beispiel betrachten wir die Ungleichung |z + 3| < |2z — 1| + 3.
Dabei sind

o+ 3] x+ 3, fallsz+3>0< x> -3,
€T =
—(x+3), falszx+3<0s < -3,
22 1 20 — 1, falls 22 —1 >0 2 > 1,
€T — =
—(2z-1), fall2z—1<0&2< 3.
Die Punkte x = —3 und z = % teilen die Zahlengerade in drei Intervalle. Wir betrachten also
drei Fille.

1. Fall: z < —3. Wir haben
lz+3=—(x+3)=—-—2—3und 2z -1 =—-2x—1) = -2z +1,
damit folgt

—r—-3<-2r+1+3
—x—3<-2zx+4 |+2z+3
<7

und somit als erste Losungsmenge

Li={zeR:z<-3ANx<T}=(—00,—3).
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2. Fall: —=3 <z < 3. Es gilt
lz+3|=xz4+3und 22 - 1| =—-2x—-1) — 2z + 1,
damit folgt

r+3<-2x+1+3
r+3<—-2r+4 |+2x-3

1
3z<1 |-=>0
< |

1
r <

und somit als zweite Losungsmenge

1 1 1
Lg—{xeR:—3§x<2/\x§3}—[—3,3].

3. Fall: x > % Dann ist
|t +3|=2+3und |2z — 1| =2z — 1,
damit folgt

r+3<2xr—-1+3

r+3<2x+2 |—-2x-3
—z<-1 |(-1)<0
rz>1

und somit als dritte Losungsmenge
1
L32{$€R:$22/\x21}:[1,oo)

und als Gesamtlosungsmenge

L=LiULyULg=(—00,—-3)U [—3,] U[l,o00) = (—oo,l] U [Loo).
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