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VORWORT

Das »Tutorium zur Raumfahrt< wird seit der Einfithrung des Studien-
gangs Physik und Technologie fiir Raumfahrtanwendungen im Jahr 2017
an der Justus-Liebig-Universitdt Gieflen angeboten. Urspriinglich im 2.
Semester angesiedelt, wurde es auf das erste Semester erweitert und ist
seit dem Wintersemester 2023/2024 in den ersten drei Semestern fester
Bestandteil des Curriculums. Es ist die erste studiengangsspezifische
Veranstaltung, die nicht aus dem klassischen Kanon der Physik- und
Elektrotechnik-Studiengénge stammt.

Von seiner Form her ist das Tutorium ein ganz gewhnliches Seminar,
wie es an Universitdten unzihlige davon gibt. Seminare unterscheiden
sich von Vorlesungen darin, dass eine stérkere Interaktion zwischen
Studierenden untereinander und Studierenden und Lehrenden vorliegen
sollte, eine aktive Beteiligung von Studierenden wird in Seminaren
daher gefordert. Vorlesungen mogen einen Uberblick iiber ein Fachgebiet
geben, in Seminaren werden einzelne Themen einer Vorlesung diskutiert,
vertieft, eingeilibt und vieles mehr. Es ist kein Zufall, dass die deutsche
Ubersetzung von Seminar nichts anderes als Baumschule bedeutet, hier
werden in ihre Kopfe die - hoffentlich - richtigen Vorstellungen und
Gedanken ausgesét, die dann in der Zukunft Bliiten tragen kénnen.

Die Zielsetzung des Tutoriums besteht darin, die grundlegenden Inhal-
te der Vorlesungen in Physik und Elektrotechnik gezielt mit raumfahrts-
pezifischen Themen zu verkniipfen. Vertiefte und spezialisierte Aspekte
werden in spéteren Vorlesungen behandelt. Seit dem Sommersemester
2024 erfolgt die Modulabschlusspriifung in Form eines schriftlichen Tests,
der am Termin der letzten Lehrveranstaltung stattfindet. Der Test um-
fasst sowohl Multiple-Choice-Fragen als auch Rechenaufgaben, wobei
alle Rechenaufgaben im Verlauf des Tutoriums ausfiihrlich behandelt
wurden.

Finige grundséitzliche Anmerkungen zu diesem Skript und dessen
Rolle: Dieses Dokument ist {iber einen lédngeren Zeitraum hinweg ent-
standen und wird kontinuierlich ergdnzt und korrigiert. Es ist daher
moglich, dass es inhaltliche Fehler oder Redundanzen enthilt. Wie alle
Materialien, die Sie im Rahmen Ihres Studiums lesen, sollte es kritisch
hinterfragt werden. Dieses Skript ist kein professionelles Lehrbuch und
sollte nicht als alleinige Quelle zur Priifungsvorbereitung dienen (das gilt
nicht nur fir diesen Kurs). Vielmehr soll es als Anregung dienen, sich
mithilfe weiterfithrender Literatur intensiver mit bestimmten Themen



auseinanderzusetzen — insbesondere mit denen, die wir in den Ubungen
vertiefen.

Nutzen Sie die Moglichkeit, Lehrbiicher als PDF kostenlos iiber die
Universitatsbibliothek zu beziehen. Ob in digitaler Form oder als ge-
drucktes Buch — Lehrbiicher sind ein unverzichtbarer Bestandteil der
Priifungsvorbereitung. Studierende, die sich ausschliellich auf Skripte
und Internetquellen verlassen, haben — wie wir jedes Semester bei etwa
30 bis 50 % der Studierenden feststellen — haufig Schwierigkeiten, den
Stoff in der notwendigen Tiefe zu verstehen. Das Internet kann selbst-
versténdlich eine wertvolle Informationsquelle sein, sollte jedoch nicht
als Ersatz fiir fundierte Lehrbiicher dienen. Nutzen Sie die Ressourcen
der Bibliothek der JLU.

Auch wenn die Wahl eines Lehrbuchs oft Geschmackssache ist, méchten
wir hier einige Empfehlungen aussprechen:

e Die vierbdndige Lehrbuchreihe Experimentalphysik von Wolfgang
Demtroder gibt es bereits seit iiber 20 Jahren (2021 erschien die
9. Auflage) und ist dementsprechend beliebt. Sie bieten eine gute
Mischung aus Experimenten und deren theoretischer Behandlung.
Band 1 dieser Reihe Mechanik und Wdrme ist als Einstieg in das
Studium und als Begleitbuch zum Tutorium uneingeschrénkt zu
empfehlen.

e Das Buch Grundlagen der Orbitmechanik von Volker Maiwald
deckt sich inhaltlich sehr gut mit den Inhalten des Tutorials. Es ist
didaktisch sinnvoll aufgebaut und diesem Skript nicht undhnlich.

e Feynmans Vorlesungen iiber Physik sind nicht unbedingt das
richtige Buch fiir Anfénger. Hier wird wenig bis gar nicht gerechnet,
dafiir aber viel erkliart. Wer sich mit der Mathematik schwer tut,
wird sicher wenig Motivation haben, ein dickes Lehrbuch tiber das
grofse Ganze der Physik zu lesen. Wer aber diese Hiirde genommen
hat, findet hier eine Fiille von Informationen, die {iber das typische
Lehrbuchwissen hinausgehen.

e Wer die Bahnmechanik bis ins Detail verstehen will, dem sei das
Buch Orbital Mechanics von Prussing und Conway empfohlen,
das zu den Standardwerken auf diesem Gebiet zahlt. Es ist an-
spruchsvoll, aber mit etwas Miihe zu bewéltigen. Auflerdem ist es
angenehm kompakt.

Fiir das Wintersemester 2022/23 wurde dieses Skript um ein Kapitel
zu mathematischen Grundlagen, Rechentechniken und Kegelschnitten
erweitert, die fiir ein naturwissenschaftlich-technisches Studium und die
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erfolgreiche Teilnahme an dieser Lehrveranstaltung unerlésslich sind.
Die Erfahrung der letzten Jahre hat gezeigt, dass viele der mathema-
tischen Methoden, die im Tutorium bendétigt werden, erst spéit in den
Mathematikvorlesungen behandelt werden. Dies fiihrte dazu, dass ma-
thematische Konzepte vorzeitig und beildufig im Tutorium eingefiihrt
werden mussten — ein Vorgehen, das uns didaktisch nicht {iberzeugte.

Daher haben wir beschlossen, das Tutorium mit einer Einfiihrung in
die wesentlichen mathematischen Rechenverfahren zu beginnen, jedoch
in stark komprimierter Form. Die Grundbegriffe der Vektor- und In-
finitesimalrechnung werden in den ersten Sitzungen des Tutoriums in
Vorlesungsform vorgestellt. Dabei wird bewusst auf eine vollstdndige
Darstellung der Zusammenhénge verzichtet — dafiir gibt es separate Vor-
lesungen und umfassende Mathematikbiicher, die diese Themen weitaus
detaillierter behandeln konnen. Ziel dieser Einfithrung ist es, die Stu-
dierenden mit den wichtigsten mathematischen Methoden vertraut zu
machen, sodass sie in der Lage sind, Fragestellungen der Newtonschen
Mechanik mit Raumfahrtbezug zu bearbeiten, ohne an der erforderlichen
Mathematik zu scheitern.

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass der Inhalt des mathema-
tischen Kapitels nicht als Prifungsstoff dient, der gezielt abgefragt wird.
Vielmehr verfolgen wir das Motto non discere debemus ista, sed didicis-
sel. Das bedeutet, es wird erwartet, dass Sie sich diese Inhalte im Laufe
des ersten Semesters selbststindig aneignen, da ein Verstdndnis der
zentralen Themen des Tutoriums ohne diese Grundlagen nicht moglich
ist.

Wer nach einem Semester Schwierigkeiten hat, eine einfache Funktion
wie f(x) = 1 abzuleiten oder zu integrieren, sollte moglicherweise in
Betracht ziehen, ein Studienfach ohne Mathematik zu wéhlen. Dies ist
nicht als Uberheblichkeit gemeint, sondern als realistische Einschétzung:
Weder Thnen noch uns als Lehrenden ist geholfen, wenn Sie viel Zeit
in ein Studium investieren, das letztlich wenig Erfolgsaussichten hat.
Dennoch gilt auch: Der Stoff des Tutoriums ist fiir jeden erlernbar,
der bereit ist, die notwendige Zeit und Miihe zu investieren — der eine
braucht vielleicht mehr, der andere weniger.

K. Holste, Gielen, 18. Oktober 2024

1 Aus einem Brief Senecas an Lucilius, in dem er nach dem Sinn des Grundstudiums
fragt.
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PHYSIKALISCHE
RECHENMETHODEN

1.1 Funktionen

Funktionen sind das tégliche Handwerkszeug eines Wissenschaftlers im
naturwissenschaftlich-technischen Bereich. Man kann sich eine Funktion
als eine eindeutige Abbildung einer Menge auf eine andere vorstellen.
Diese Mengen kénnen Mengen von Zahlen sein, beispielsweise die Menge
der natiirlichen Zahlen IN. Ein Beispiel fiir eine Funktion aus der Physik
ist die ideale Gasgleichung

N -kg-T
_ el 1.1
p TAR (1.1)

die einen Zusammenhang zwischen dem Druck p und den drei Variablen
Temperatur 7', Teilchenzahl N und Volumen V sowie einer Naturkon-
stanten kp, der Boltzmann-Konstanten, herstellt. Wo diese Funktion
herkommt, ist erstmal unerheblich — sie wird spéter in der Experimental-
physik behandelt. Man muss lediglich wissen, was man fiir die jeweiligen
Variablen einsetzen kann. Wir miissen also einen Bereich festlegen, den
diese Variablen einnehmen kénnen, den Definitionsbereich D. Die Funk-
tionswerte liegen dann — je nach Funktionstyp — in einem bestimmten
Wertebereich W. Sowohl D als auch W stellen Mengen von Zahlen dar.

Wenn man Temperatur und Teilchenzahl in der Funktion p als Kon-
stanten betrachtet, also einen festen Wert annimmt, dann hat man eine
Funktion von nur noch einer Variablen vorliegen, also ein p = p(V).
Wenn man Funktionen allgemein untersucht, dann wird meist die Form
y = f(x) verwendet. Hier steht y fiir den Funktionswert und z fiir
das Argument der Funktion, also fiir die unabhéngige Variable. Eine
Funktion hat eine sehr wichtige Eigenschaft, die Eindeutigkeit des Funk-
tionswertes. Jedes Element des Definitionsbereichs wird auf genau ein
Element des Wertebereichs abgebildet. Es spielt dabei keine Rolle, ob
verschiedene Elemente des Definitionsbereichs auf das gleiche Element
des Wertebereichs abgebildet werden (im Extremfall beispielsweise durch
eine Funktion f(x) = const., die nur ein Element im Wertebereich hat).
Ausgeschlossen ist der Fall, in dem ein Element des Definitionsbereichs
auf zwei Elemente des Wertebereichs abgebildet wird (vgl. Abb. 1.1).
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D erlaubt W D verboten W

Abbildung 1.1: Zu den wesentlichen Eigenschaften einer Funktion gehort die
FEindeutigkeit des Funktionswerts. Die linke Darstellung stellt diese Eindeu-
tigkeit her. Beide Elemente der Definitionsmenge D werden auf verschiedene
Elemente des Wertebereichs W abgebildet. Es ist auch nicht verboten, dass
beide Pfeile auf das gleiche Element des Wertebereichs zeigen. Die rechte
Darstellung stellt keine Funktion dar. Hier wird ein Element des Definitions-
bereichs auf zwei verschiedene Elemente des Wertebereichs abgebildet, die
Eindeutigkeit geht verloren.

So ist z.B. die Schreibweise f(x) = ++/r keine Funktion, f(x) = 2
hingegen schon.

1.1.1 Analytische Darstellung

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, eine Funktion analytisch darzustel-
len. Die in Tabelle 1.2 dargestellten Moglichkeiten spielen eine zentrale
Rolle in der Physik. Sehr oft hat man es mit der expliziten Darstel-
lung zu tun, bei der man den Funktionswert y eindeutig durch eine
Variable ausdriickt. Demgegeniiber steht die implizite Darstellung, bei
der z und y auf der gleichen Seite stehen, man beide also in die Form
F(z,y) = 0 bringen kann. Das mag fiir einfache lineare Zusammenhénge
wie x + y = 0 unnotig erscheinen, weil man durch einfaches Umstellen
sofort die explizite Darstellung y = —x bekommt, ergibt aber bei kom-
plexeren Zusammenhingen wie 22 4+ 32 — 1 = 0 schon einen Sinn. Aus
diesem Zusammenhang ergeben sich bereits zwei explizite Funktionen
der Form y; = v/1 — 22 und 32 = —v/1 — 2. Man kann eine implizite
Darstellung daher auch als zusammenfassende Darstellung mehrerer
expliziter Darstellungen auffassen.

Die implizite Darstellung z? +y?> —1 = 0 definiert {ibrigens den
Einheitskreis, also einen Kreis mit Radius 1, der bei der Diskussion der
Winkelfunktionen noch eine wichtige Rolle spielen wird.

Die Parameterform tritt immer dann auf, wenn verschiedene Variablen
explizit von genau einer anderen Variablen abhéngen. In der Mechanik
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Tabelle 1.1: Darstellungsarten von Funktionen

Darstellungsart Beispiel(e)

explizite Darstellung f(z) =22 y=2a?
implizite Darstellung 2+ =1
Parameterform z(t) = vt,y(t) = 3gt°

ist dies héufig der Fall, wenn beispielsweise die Ortskoordinaten (z,y, 2)
eines Objekts von der Zeit ¢ abhingen. Der reibungsfreie freie Fall eines
Korper der Masse m im Schwerefeld der Erde (mit Erdbeschleunigung
g) kann in Parameterdarstellung als

x(t) = vot
1.2
y(t) = —%th -2

dargestellt werden. Hierbei steht vg fiir eine anfangliche Geschwindigkeit
in z-Richtung. Diese Geschwindigkeit sorgt fiir eine Zeitabhéngigkeit
der z-Koordinate, wére vg = wiirde sich die z-Komponente iiber die
Zeit t nicht d4ndern. Wenn dies der Fall wire, dann hitte man nur noch
eine Ortsvariable, die sich mit ¢ &ndert, was die Parameterdarstellung
iiberfliisssig machen wiirde. Wenn nun beide Ortskoordinaten von ¢
abhéngen und man eine Darstellung der Form y(z) will, dann kann
man eine Variablentransformation durchfithren, indem man ¢ = x/vg
in y(t) einsetzt. Man erhilt dadurch

11,
= g 1.3
y(z) 292 (1.3)

also einen parabelférmigen Verlauf, dem der Korper beim freien Fall
folgt.

1.1.2  Graphische Darstellung

Funktionen kénnen in Form einer graphischen Darstellung visualisiert
werden. Bei physikalischen Funktionen kann man dadurch oft Zusam-
menhénge besser erkennen, beispielsweise wie sich eine Funktion bei
sehr groflen oder sehr kleinen Werten der variablen Groéflen, also der
Argumente, verhélt. Eine Funktion kann in einem kartesischen Koordina-
tensystem wie in Abbildung 1.2 als Menge von geordneten Wertepaaren
(z, f(x)) dargestellt werden. Ein kartesisches Koordinatensystem wird
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y, Ordinate

A~

2. Quadrant 1. Quadrant

BN

Funktionsgraph

/ > x, Abszisse

3. Quadrant 4. Quadrant

Abbildung 1.2: Funktion

in vier Quadranten eingeteilt, die z-Achse bezeichnet man als Abszisse,
die y-Achse als Ordinate. Die Eindeutigkeit von Funktionen kann man
am Graphen auch gut erkennen, da zu jedem z-Wert ein und nur ein
y-Wert existiert. Kann man anhand des Graphen einem z-Wert zwei
oder mehr y-Werte zuordnen, dann liegt keine Funktion vor.

1.1.3 Definitionsbereich

Unter dem Definitionsbereich D versteht man die Menge an Werten,
die man als Argument in die Funktion einsetzen kann. Es gibt hier eine
Vielzahl von moéglichen Schreibweisen, wie man diese Mengen bezeichnen
kann. In der Physik gibt man den Definitionsbereich dann auch gar
nicht mehr an, weil sowieso meist klar ist, welche Werte als Argument in
Frage kommen. Héufig hat man es mit der Menge der reellen Zahlen zu
tun, die in einigen Féllen auf bestimmte Bereiche beschrénkt sind. So ist
z. B. die absolute Temperatur, die man im SI-System in Kelvin angibt,
auf die positiven reellen Zahlen beschrinkt. Gehort die Null als untere
Grenze zum Definitionsbereich, so ist die Menge an der unteren Grenze
abgeschlossen. Wird die Null nicht zur Menge dazu gezdhlt, dann ist die
Menge an dieser Stelle offen. Liegen z-Werte in einem offenen Intervall,
das nach unten durch a und nach oben durch b begrenzt wird, so kann
man dieses offene Intervall als

(a,b) ={x e R/ a<z<b} (1.4)
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schreiben. Fiir ein abgeschlossenes Intervall gilt entsprechend
[a,b] ={z e R / a <z <b}. (1.5)

Schauen wir uns als Beispiel die Funktion y = /1 — 22 an. Im Bereich
der reellen Zahlen darf keine negative Zahl unter der Wurzel stehen,
somit gilt also fiir den Definitionsbereich

D=[-11]={zeR / |z| <1}. (1.6)

1.1.4 Gerade und ungerade Funktionen

Es gibt Funktionen, die eine sehr interessante Symmetrieeigenschaft ha-
ben kénnen und die man entweder als gerade oder ungerade Funktionen
bezeichnet. Eine gerade Funktion ist dabei iiber die Eigenschaft

f(x) = f(-2) (1.7)

definiert. Dies bedeutet, dass eine Spiegelung des Teils der Funktion
links der y-Achse an ebendieser Achse der Funktion auf der rechten
Seite der Ordinate entspricht. Wir haben hier also Achsenspiegelung
vorliegen. Eine ungerade Funktion ist {iber die Bedingung

f(z) = =f(-x) (1.8)

definiert. Hier liegt eine doppelte Spiegelung sowohl an der Ordinate
als auch an der Abszisse vor, die dadurch in eine Punktspiegelung am
Ursprung iibergeht. Es mag am Anfang des Studiums gar nicht so
klar sein, worin der Nutzen dieser Symmetrien besteht, aber das wird
hoffentlich an spéterer Stelle deutlich. Ein Nutzen besteht darin, dass
man ungerade und gerade Funktionen bei entsprechender Normierung
als orthonormales Basissystem fiir beliebige Funktionen nehmen und
man eine beliebige Funktion durch diese Basisfunktionen ausdriicken
kann. Dieses Verfahren wird im zweiten Semester in der Elektrodynamik
unter dem Begriff Fourierreihe eingefithrt. Im ersten Semester kommt
ein dhnliches Verfahren zur Anwendung, welches man als Taylorreihe
bezeichnet und das an spéterer Stelle noch genauer beschrieben wird.
Es gibt noch weitere niitzliche Eigenschaften, die im Studium hilfreich
sind. So ist - als Vorwegnahme, da noch nicht tiber Integrale gesprochen
wurde - beispielsweise das Integral einer ungeraden Funktion f(z) tiber
den gesamten Definitionsbereich der reellen Zahlen immer Null, d. h. es
gilt
oo
/ f(z)dx = 0. (1.9)

—00
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1.1.5 Grenzwert und Stetigkeit

Beim Grenzwert oder Limes einer Funktion handelt es sich um einen
Wert f(zg), dem sich die Funktionswerte f(z) annidhern, wenn man
immer ndher an die betrachtete Stelle xy herangeht. Die Schreibweise

lim f(z) = f(xo) (1.10)

Tr—xQ

driickt diesen Zusammenhang in kompakter Form aus. Betrachten wir
dies am Beispiel der Funktion

242 +1

f) =R (1.11)

und der Grenzwertbetrachtung fiir z — co. Wir kénnen die Funktion
durch Ausklammern von z? in die Form

flo) = —2 22 (1.12)

bringen und dann die Grenzwertbetrachtung fiir die einzelnen Terme in
Zéhler und Nenner durchfithren:

2 1
1+2+5
Jim g = (1.13)
Tt

Es gibt eine Vielzahl von Funktionen, bei denen die Grenzwertbildung
nicht ganz so einfach durchzufiihren ist. Betrachten wir als Beispiel die
Signum-Funktion! sgn(z):

-1 <0
sgn(z) =<0 2=0 (1.14)
1 x>0

Wir wollen nun den Grenzwert dieser Funktion an der Stelle x = 0
betrachten. Wir miissen uns also auf der Funktion auf diesen Wert
zubewegen und stellen zunéchst fest, dass es einen deutlichen Unter-
schied macht, ob man sich von der positiven oder der negativen Seite
her anndhert. Bei der Grenzwertbetrachtung kann es also eine Rolle
spielen, von welcher Seite man kommt. Man spricht daher auch von

1 Auch Vorzeichenfunktion genannt (signum, lat. »>Zeichen<)
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links- und rechtsseitigen Grenzwerten. Der linksseitige Grenzwert der
Signum-Fuktion betrigt

lim sgn(z) = —1, (1.15)

TTy
der rechtsseitige entsprechend

lim sgn(z) = 1. (1.16)
=l
Man sieht an der Signum-Funktion aber auch, dass beide Grenzwerte
fir 2 — 0 gar nicht mit dem Funktionswert sgn(0) an der Stelle z =0
iibereinstimmen. Die Signum-Funktion weist an dieser Stelle einen
Sprung auf und spricht von einer Unstetigkeitsstelle.

Stetigkeit einer Funktion

Eine Funktion ist stetig an einer Stelle 2, wenn ein Grenzwert an
dieser Stelle existiert und dieser gleichzeitig mit dem Funktionswert
identisch ist.

Unstetigkeitsstellen sind bei physikalischen Funktion oft mit Singu-
laritdten verbunden, also Stellen, an denen die Funktionswerte z. B.
iiber alle Grenzen wachsen kann. So hat beispielsweise die Funktion
f(z) = 1/z an der Stelle z = 0 eine Singularitét, hier gilt

1
lim — = —o0, (1.17)

z—zy T

und 1
lim — = oo. (1.18)

x—)xar T

Verkettet man die Funktion f(z) = 1/2 mit der Sinus-Funktion und
betrachtet den rechts- oder linksseitigen Grenzwert fiir x — 0, so hat
man einen interessante Funktion vorliegen, die bei kleiner werdenden
Argumenten immer schneller oszilliert. Da der Wert & = 0 nicht Teil des
Definitionsbereichs ist, liegt dort in jedem Fall eine Unstetigkeitsstelle
vor. Was in der ndheren Umgebung von z = 0 passiert, kann man aber
wegen des immer dichter werdenden Kurvenverlaufs gar nicht genau
sagen.
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1.1.6  Verkettung

Funktionen koénnen {iber verschiedene Methoden so miteinander kom-
biniert werden, dass eine neue Funktion entsteht. Seien f(z) und g(x)
zwei beliebige Funktionen, dann kann man z. B. durch Addition eine
heute Funktion h(x) erzeugen:

hz) = f(z) +g(2). (1.19)

Man kann natiirlich die beiden Funktionen voneinander subtrahieren
oder auch multiplizieren oder durcheinander teilen. Es diirfte klar sein,
dass man bei diesen Operationen darauf achten muss, dass die Defini-
tionsbereiche der beiden einzelnen Funktionen nicht mit dem Defini-
tionsbereich der zusammengesetzten Funktion iibereinstimmen muss.
Neben dieser algebraischen Verkniipfung von Funktionen gibt es eine
weitere Moglichkeit, eine neue Funktion zu erzeugen, nédmlich iiber eine
Verkettung. Wir betrachten dies am Beispiel der Funktionen f(x) = 22
und g(x) = cosz. Wir bezeichnen den Funktionswert von f(x) als z,
d.h. z = f(z). Diesen Funktionswert nehmen wir dann als Argument
der Funktion g(z) und bezeichnen diesen Funktionswert als y, also
= g(2). Es gilt also

y=9(f(z)) = (g0 f)(x), (1.20)
und somit fiir die Funktionen aus dem Beispiel
(go f)(z) = g(2?) = sinz?. (1.21)

Man kann sich mit Hilfe dieser beiden Funktion klar machen, dass die
Reihenfolge der Verkettung eine Rolle spielt. Es gilt ndmlich

(fog)(x) = f(sin()) = (sinx)?. (1.22)
Die Verkettung von Funktionen ist also nicht kommutativ:
(feg)(z) # (g0 f)(x). (1.23)

Beachten Sie, dass die Nicht-Kommutativitdt nicht bedeutet, dass es
trotzdem zwei Funktionen geben kann, die bei wechselnder Reihenfolge
der Verkettung zum gleichen Resultat kommen. Sie konnen dies am
Beispiel f(x) = 1/x und g(x) = 2? iiberpriifen. Verkettete Funktionen
treten in der Physik haufig auf, man sollte daher die Rechenregeln, die
verkettete Funktionen betreffen, schnell sicher beherrschen lernen, v. a.
was das Ableiten verketteter Funktionen betrifft.
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1.1.7 Umkehrfunktion

Ein weiterer Weg, aus einer gegebenen Funktion f(z) eine neue Funktion
zu erschaffen, ist die Bildung der Umkehrfunktion f~!(z), die man durch
Vertauschen von Argument und Funktionswert erhélt. Fiir die Funktion
f(x) = 22 lautet dementsprechend die Umkehrfunktion f=1(x) =
Vvz. Eine wichtige Eigenschaft der Umkehrfunktion, die wir spéter
bei Ableiten bestimmter Funktionen ausnutzen werden, betrifft die
Verkettung mit ihrer Ausgangsfunktion. Es gilt: Die Verkettung von
Funktionen ist also nicht kommutativ:

(ftof)z) == (1.24)

Prifen wir dies am gegebenen Beispiel:

(f o f)(a) =/f(z) = Va2 =u. (1.25)

Umkehrfunktion

Gibt es zu einer Funktion f : D — W eine Funktion f=': W — D
mit den Eigenschaften

o (flof)(z)==xfirallexeD

e (fofH(y)=yfiraleyeW

so nennt man f~! die Umkehrfunktion von f.

Bei der Umkehrfunktion muss man wieder auf den Definitionsbereich
aufpassen. Es ist zudem so, dass nicht jede Funktion vollumfanglich
umkehrbar ist. An unserem Beispiel y = 2% kann man das gut erkennen.
Die Funktion beschreibt eine Parabel und — abgesehen fiir x = 0 — gibt
es zu jedem y-Wert immer genau zwei x-Werte. Dies spiegelt sich nach
Vertauschen von z und % in der Beziehung z = y? bzw. y = £/
wider. Man kann sich in solchen Féllen damit behelfen, dass man sich
auf eines der beiden moglichen Vorzeichen festlegt (vgl. Abb. 1.3).
Bei physikalisch-technischen Problemen kommt man immer wieder zu
einer solchen Problematik, bei der man aus zwei moglichen Vorzeichen
ein Vorzeichen auswahlen muss. Hierzu muss man dann physikalisch
verniinftig argumentieren, was aber gar nicht immer auf den ersten Blick
so einfach sein muss. Vorzeichen gehdren in der Physik erfahrungsgeméaf
zu den schwierigeren Aspekten.
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Abbildung 1.3: Die Funktion f(z) = 22 und ihre Umkehrfunktionen f(z) =
+ ¥z

Es gibt Funktionen, die man ohne diese Problematik vollumfanglich
umkehren kann, die streng monotonen Funktionen. Darunter versteht
man Funktionen, die entweder nur wachsen oder fallen. Fiir den Fall
einer streng monoton fallenden Funktion gilt fiir zwei Argumente x;
und x9 mit z1 < 9

flz1) > f(x2), (1.26)

fiir eine streng monoton steigende Funktion entsprechend

f(@1) < f(w2). (1.27)

Wichtig ist hier die strenge Monotonie. Bei Funktionen, die nur monoton
steigend oder fallen sind, bei denen also am Beispiel einer fallenden Funk-
tion ein < statt eines < steht, ist diese vollumfiangliche Umkehrbarkeit
schon nicht mehr gegeben.

1.2 Wichtige Funktionen

Nachdem es bisher um allgemeine Eigenschaften von Funktionen ge-
gangen ist, soll es nun um die wichtigsten Funktionen gehen, die einem
immer wieder iiber den Weg laufen. Bei vielen dieser Funktionen wird
auch gleich die Umkehrfunktion mitbehandelt und die elementaren
Rechenregeln dieser Funktionen vorgestellt.
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z x+ Az
Abbildung 1.4: Die affine Funktion f(z) = mx +b.

1.2.1 Affine Funktionen

Affine Funktionen konnen in der Form
f(z) =mx+b (1.28)

geschrieben werden. Hierbei sind m und b zwei Konstanten. Aus der
Schule sollte Thnen diese Schreibweise unter dem Begriff »>Geraden-
gleichung< bekannt sein. Die Grofle m wird als Steigung der Gera-
den bezeichnet, also als Anderung der Geraden in y-Richtung pro
zuriickgelegter Anderung in z-Richtung, d.h. m = Ay/Az. Die y-
Koordinate des Schnittpunktes der Geraden entspricht der Grofle b, was
man sofort fiir x = 0 sieht (vgl. Abb. 1.4). Der Definitionsbereich der
affinen Funktion ist D = W = (—o0, 00).

Eine Gerade weist einen linearen Verlauf auf und man kénnte geneigt
sein, sich die Frage zu stellen, warum man nicht einfach >lineare Funk-
tionen< zu dieser Art von Funktion sagt. Der Grund liegt darin, dass
eine lineare Funktion in der Auslegung der Mathematik die Zahl Null
auf die Null abbilden muss. Die lineare Funktion ist also ein Spezialfall
der affinen Funktionen fiir b = 0. Fiir b # 0 spricht man daher streng
genommen von linear affinen Funktionen, wobei im Alltagsgebrauch
eigentlich mehr von »Geraden< gesprochen wird — zumindest in der
Experimentalphysik.
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1.2.2 Potenzen und Wurzeln

Rationale Funktionen

Bei den rationalen Funktionen hat man es mit Potenzen z™ zu tun,
wobei dies abkiirzend fir

n-mal
" =T-r-x---T (1.29)

steht. Fiir Potenzen sind folgende Rechenregeln relevant.

Rechenregeln: Potenzen

POLYNOMFUNKTIONEN Eine Summe der Form

n
Po(z) =) aix’ = a2’ + a1z’ 4 aga® + ... + apa” (1.30)
i=0
fiir n > 0 wird als Polynom n-ten Grades bezeichnet. Bezeichnet x
eine Variable, dann spricht man von einer Polynumfunktion bzw. einer
ganzrationalen Funktion. Eine Funktion 3. Grades wire beispielsweise
der Ausdruck f(z) = 1+ 2?2 + 523. Polynomfunktionen spielen in der
Physik eine wichtige Rolle. Eine Anwendung ist z. B. das »Fitten< von
Daten. Darunter versteht man das Bestimmen einer Funktion, die einen
Verlauf von experimentellen Daten sinnvoll beschreiben, was oft durch
Polynomfunktionen der Fall ist. Der Grund hierfiir ist, dass man viele
Funktionen in eine Form wie in Gl. 1.30 entwickeln kann, man spricht
dann von einer Taylor-Entwicklung. Zudem gibt eine Reihe von Poly-
nomen, die wichtige Differentialgleichungen der Physik 16sen. So sind
beispielsweise die Laguerre-Polynome Losung der Schrédingergleichung
fiir das Wasserstoffatom.

GEBROCHENRATIONALE FUNKTIONEN Eine Funktion, die man
als Quotient zwei Polynomfunktionen in der Form

P, apz’ + a1zt 4+ agx® + ...+ apa”

= — = 1.31
/(@) Qm  box0 + bzl +box? + ... + apa™ ( )
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schreiben kann, wird allgemein als rationale Funktion bezeichnet. Hier-
bei bezeichnen n und m den Grad des jeweiligen Polynoms. Ist das
Polynom im Nenner vom Grad m = 0, so hat man eine »normale< Po-
lynomfunktion vorliegen. Fiir m > 0 hat man eine gebrochenrationale
Funktion vorliegen, wobei man fiir n < m von einer echt gebrochenratio-
nalen Funktion spricht, bei n > m von einer unecht gebrochenrationalen
Funktion. Letztere kann durch Polynomdivision als Summe einer Po-
lynomfunktion mit einer echt gebrochenrationale Funktion dargestellt
werden.

MEHRERE VARIABLEN Rationale Funktionen sind nicht auf eine
Variable beschrankt. Es ist in der Physik sogar die Regel, dass man es
mit rationalen Funktionen mehrerer Variablen zu tun hat. So berechnet
sich beispielsweise der Gesamtwiderstand R einer Parallelschaltung aus
zwei Widerstdnden R; und Ry geméf

RiRy

1.2.3  Wurzelfunktionen

Abschlieflend soll es noch kurz um die Wurzelfunktionen gehen, also um
die Umkehrfunktionen der Potenzfunktionen. Die Wurzelfunktion

flz) =27 = {x (n ungerade) (1.33)

hat also die Potenzfunktion f(z) = 2™ als Umkehrfunktion. Bei ge-
raden n muss man beriicksichtigen, dass es bei der Potenzfunktion
zwei x-Werte fiir einen y-Wert gibt, ndmlich « und —z. Die Umkehr-
funktion, die man durch einfaches Vertauschen von z und y gewinnt,
wiirde also einem Wert ihres Definitionsbereichs zwei Elemente des
Wertebereichs zuordnen, wére also keine Funktion. Man muss daher den
Definitionsbereich einschrinken, um eine eindeutige Umkehrfunktion
zu definieren. Ublicherweise gibt man die méglichen Umkehrfunktionen
fiir die verschiedenen Definitionsbereiche als Fallunterscheidung an.
Wir verdeutliche dies am Beispiel der Funktion f(x) = x2. Betrachten
wir nur den positiven Ast dieser Funktion, so entspricht der Definiti-
onsbereich der Menge der positiven reellen Zahlen {x ¢ R / = > 0}.
Da bei Bildung der Umkehrfunktion Definitionsbereich und Werte-
bereich vertauschen,? entspricht der Wertebereich fiir die zugehorige

2 Der Definitionsbereich der Ausgangsfunktion ist der Wertebereich der Umkehr-
funktion. Der Wertebereich der Ausgangsfunktion ist der Definitionsbereich der
Umkehrfunktion.
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Abbildung 1.5: Die Funktion f(z) = 22 und ihre Umkehrfunktion f(z) = /.

Umkehrfunktion dem Definitionsbereich der Ausgangsfunktion, also den
positiven reellen Zahlen. Da der Wertebereich der Ausgangsfunktion
ebenfalls den positiven reellen Zahlen entspricht, hat die Umkehrfunkti-
on nur die positiven reellen Zahlen als Definitionsbereich. Man kann
also die Umkehrfunktion fiir diesen Teil der Parabel problemlos bilden.

Der linke Parabelast hat als Definitionsbereich die negativen reellen
Zahlen, die zugehorige Umkehrfunktion entsprechend diesen Wertebe-
reich. Alle Werte der Umkehrfunktionen miissen also kleiner als Null
sein. Der Wertebereich der Ausgangsfunktion entspricht den positi-
ven reellen Zahlen, ist also der Definitionsbereich der Umkehrfunktion.
Wir haben fiir beide Parabeléste also den gleichen Definitionsbereich,
namlich {x ¢ R / z > 0}. Das entspricht der Tatsache, dass es fiir reelle
Zahlen keine Losung fiir y/z gibt, wenn z < 0 ist. Wir fassen zusammen:

(1.34)

1 (x) NZ (rechterParabelast)
€T =
—+v/z (linkerParabelast)

Schauen wir uns nun an, was bei ungeraden Exponenten passiert:
als Beispielfunktion nehmen wir f(z) = x3. Betrachtet man den Gra-
phen der Funktion, so sieht man, dass es sich um eine streng monoton
steigende Funktion handelt. Die Funktion ist also umkehrbar, ohne
dass man sich um eine Fallunterscheidung Gedanken machen muss. Die
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Abbildung 1.6: Eine Summe unendlich vieler positiver Glieder, die alle von
Null verschiedenen sind, kann dennoch auf einen endlichen Wert konvergieren.
Die Reihe > 72,1/ 2 konvergiert beispielsweise gegen den Wert 2. In der
Summe wird immer die Hélfte des vorigen Beitrages addiert. Je ndher man
der Zwei kommt, desto kleiner werden die dazukommenden Beitrége, bis sie
im Grenzfall ¢ — oo verschwinden.

zugehorige Umkehrfunktion lautet f~1(x) = ¢/z fiir alle z € R. Aber
Achtung: Wir haben bei der Umkehrfunktion zugelassen, dass negative
Zahlen unter der (dritten) Wurzel stehen. Das ist prinzipiell moglich,
wenn man vorsichtig vorgeht, es produziert aber auch Widerspriiche an
anderer Stelle. Betrachten wir die Gleichung —2 = /—8 und quadrieren
unter der Wurzel und ziehen gleichzeitig die Quadratwurzel, so erhélt

—2= R(-8)2 = Voi = {/(8)2 = {/(8) =2 (1.35)

Man kann diesen Widerspruch verhindern, wenn man fiir negative z-
Werte der Umkehrfunktion Betrdge verwendet. Die Umkehrfunktion
wird daher in einigen Lehrbiichern als

man

S =) = {\% by 20 (1.36)
—Y|z] firz <0
geschrieben.
1.2.4 Exponentialfunktionen
Eine Funktion der Form
f(z) =a" (a>0) (1.37)

wird als Exponentialfunktion bezeichnet. Man bezeichnet a als Basis
und z als Exponenten. Man kann als Basis jede beliebige Zahl einsetzen,
die gréBer als Null ist. Ubliche Basen sind 10 sowie die irrationale
Eulersche Zahle e = 2.7182... Die Eulersche Zahl ldsst sich als Reihe

der Form 1 1 1
e=ltitotsstrzat (1.38)

schreiben. Die Funktion e* ergibt sich daraus zu
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2?2 23 2t

xr __ P P _
e —1+x—|—2!+3!+4!—|—.... (1.39)
Das Ausrufezeichen steht fiir eine spezielle mathematische Operation,

die Fakultat und ist n! eine abkiirzende Schreibweise fiir
nl=n-(n—-1)-(n—2)---1. (1.40)

Die Reihendarstellung in GI. 1.39 hat unendlich viele Terme. Alle
diese Terme sind von Null verschieden (und grofler als Null). Haufig
wird in diesem Zusammenhang die Frage gestellt, wie eine Summe
unendlich vieler Beitrdge einen endlichen Wert haben kann. Man muss
hier beachten, dass die Beitrige der Fakultaten ebenfalls anwachsen
werden und irgendwann grofler als die Potenzwerte im Zahler werden. Je
nach x-Wert gibt es irgendwann nur noch Beitrédge, die kleiner als Eins
sind und immer kleiner werden, bis sie letztlich gegen Null konvergieren.
Die Tatsache, dass eine unendliche Summe immer kleiner werdender
Beitrage einen endlichen Wert ergibt, kann man sich an der Reihe

Sl iyt (1.41)
=2 2 4 8
mit Hilfe eines Zahlenstrahls (vgl. Abb. 1.6) verdeutlichen. Ein mathe-
matischer Beweis konnte folgendermafien aussehen: Wir nehmen an,
dass diese Summe den endlichen Wert .S ergeben soll. Nun multiplizieren
wir diese Summe mit Zwei:
> 1 11 1
25_;)25_2+1+5+1+§+... (1.42)
Man sieht, dass diese Reihe bis auf den ersten Term mit der ur-
spriinglichen Reihe identisch ist. Bildet man die Differenz 2S5 — 5, so
erhélt man das gesuchte Ergebnis S = 2.

Die Reihe aus Gl. 1.41 ist auch als das Paradoxon von Zeno bekannt.
Es geht in etwa so: ein Pfeil wird auf ein Ziel geschossen. Zunéchst
muss der Pfeil die Hélfte der Strecke zuriicklegen. Dann die néchste
Hilfte der Hélfte, also ein Viertes der Gesamtstrecke. Dann wieder die
Hailfte der iibrig gebliebenen Strecke usw. Der Pfeil wird sein Ziel nach
dieser Argumentation niemals erreichen kénnen, da es immer noch ein
kleines Teilstiick geben wird, das zuriickgelegt werden muss.? Natiirlich
ist das Unsinn, aber es verdeutlicht doch das Bestreben der Mathematik,
widerspruchsfreie Argumentationen zu erschaffen. Es hiatte dem Schopfer
des Paradoxon auffallen kénnen, dass man bereits die erste zuriickgelegt

3 Das Paradoxon von Zeno entspricht inhaltlich der Argumentation beim Wettrennen
von Achilles mit der Schildkréte, die einen kleinen Vorsprung hat.
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Hélfte in kleinere Intervalle hétte aufteilen konnen, wodurch diese erste
Halfte auch niemals erreicht worden wére, was beim Paradoxon aber
stillschweigend angenommen wird.

Fin typisches Verhalten von Exponentialfunktionen ist das schnelle
Wachstum, das sich irgendwann immer gegeniiber anderen Funktionen,
die ebenfalls wachsen, durchsetzt. Man kann zeigen, dass

lim & = oo (1.43)

gilt. Die Exponentialfunktion »gewinnt< am Ende immer gegen eine
Potenzfunktion, egal wie grof das n ist. Folgende Regeln sind bei
Exponentialfunktionen relevant:

Rechenregeln: Exponentialfunktionen
a’ =1 a®-a¥ = a*"v
xT
& gy (a®)Y = a®¥
a¥y
aim f— i
aI‘

Warum kommen Exponentialfunktionen eigentlich so héufig in den
naturwissenschaftlichen Féchern vor? Vielleicht haben Sie sich schon
einmal gefragt, warum z. B. die Auf- und Enladekurve eines Konden-
sators oder der radiaktive Zerfall durch eine e-Funktion beschrieben
werden. Gibt es vielleicht ein iibergeordnetes Prinzip, dass diese beiden
vOllig verschiedenen Phénomene zu Grunde liegt? Die Ursache liegt
darin, dass Exponentialfunktionen Verédnderungen einer physikalischen
Grofle beispielsweise mit der Zeit ¢ beschreiben, die vom Wert der phy-
sikalischen Grofle zum betrachteten Zeitpunkt ¢ abhéngen. Schauen wir
uns das am radioaktiven Zerfall an: Wir haben eine bestimmte Menge
an Plutonium zur Zeit ¢g vorliegen. Die Menge an Plutonium kénnen
wir durch die Teilchenzahl N beschreiben, die Menge zur Zeit £y sei
Ny. In einem kleinen Zeitintervall At — so sagt es uns das Experiment
— wird die Menge an Plutoniumteilchen um AN abnehmen und diese
Abnahme ist proportional zum Produkt Ny - At. Zu jeder anderen Zeit
gilt genau der gleiche Zusammenhang. Die Abnahme der Teilchenzahl
ist immer proportional zur gerade vorhandenen Teilchenzahl N und
zum Zeitintervall At, d. h.

AN x N - At. (1.44)
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Aus physikalischer Sicht muss man jetzt nur noch die Proportiona-
litdtskonstante finden und beachten, dass man noch ein Minuszeichen
braucht, da die Teilchenzahl abnimmt. Als Vorgriff auf die Kapitel iiber
Differential- und Integralrechnung sei hier schon gesagt, dass man bei
kleinen Anderungen statt des AN ein dN schreibt, analog dt fiir At.
Falls Thnen die folgenden Argumentationen nicht einleuchten, arbeiten
Sie erst die Grundlagen fiir das Ableiten und Integrieren von Funk-
tionen durch und gehen Sie dann nochmal durch den Text, es konnte
sich lohnen. Dieses infinitesimale Intervall dN entspricht dem dz, das
vermutlich beim Integrieren in der Schule vorgekommen sein diirfte
und dessen nédherer Sinn erfahrungsgemafl vielen nicht ganz klar ist,
aufler dass es sagt, nach welcher Variablen man integriert. Gleiches
gilt natiirlich auch fir das dt, denn es gibt keinen Grund, warum die
eine Grofe relevanter sein sollte als die andere. Bleiben wir hier auf
Schulniveau und deuten dN und dt genau als die Grolen, nach denen
man integrieren muss, in unserem Beispiel also N und ¢. Bezeichnen
wir die Proportionalitdtskonstante noch mit k, so erhalt man

dN = —k- N - dt. (1.45)

Bringt man das N auf die linke Seite und integriert beide Seiten iiber
die jeweilige Grofle, so steht da

N 4N’ ‘
= —k/ dt’. 1.46
/. S 0 (1.46)

Das Integral auf beiden Seiten ausgefiihrt ergibt:

N
In — = —kt. 1.47
b (1.47)
Wenn man jetzt nach N auflost (dazu braucht man die Umkehrfunktion
des Logarithmus naturalis, also die e-Funktion), so erhdlt man das

Gesetz des radioaktiven Zerfalls:
N(t) = Noexp{—kt}. (1.48)

Wir haben hier die Darstellung exp{—kt} statt e ** verwendet. Beide
Schreibweisen sind gleichwertig, {ibersichtlicher ist erstere.

Wie sieht das nun beim Kondensator aus? Wir betrachten einen
zunichst ungeladenen Kondensator, der zur Zeit ¢y an eine Spannungs-
quelle angeschlossen wird. Wir wissen aus Experimenten, dass der Kon-
densator sich auflidt. Wir kénnen beispielsweise den elektrischen Strom
beim Aufladen messen, oder das Magnetfeld, das in der Umgebung
der elektrischen Leitungen entsteht usw. Wir wissen auch, dass sich
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gleichnamige Ladungen abstoflen. Die Spannungsquelle >schiebt« nun
elektrische Ladungen auf die Kondensatorplatten. Wir betrachten hier
nur die Platte, die sich positiv auflidt, fiir die negative Platte gilt genau
das gleiche. Die erste positive Ladung kann ohne grofie Anstrengung auf
die Kondensatorplatte flieBen. Bei der zweiten Ladung sieht es schon
anders aus, da ja bereits eine positive Ladung auf der Platte sitzt und
diese eine Kraft auf die zweite Ladung ausiibt, die abstolend wirkt.
Die dritte Ladung hat es wiederum etwas schwerer, auf die Platte zu
kommen, da dann bereits zwei Ladungen dort sitzen und sich die absto-
Bende Kraft verdoppelt hat. Diese Argumentation kann man fortsetzen,
bis keine Ladung mehr auf die Platte gelangt, da die Spannungsquelle
nicht die dafiir benétigte Energie bereitstellen kann. Die Zunahme der
Ladungsmenge dQ auf der Kondensatorplatte wird also mit der Zeit
t immer kleiner und ist zu jeder Zeit proportional zur Ladungsmenge
Q@ auf der Platte. Es gilt also wieder dQ) = —k - ) - dt und somit der
gleiche funktionale Zusammenhang:

Q(t) = Qo exp{—kt}. (1.49)

Aus Gl. 1.49 erhalt man durch Ableiten den bekannten Ausdruck fur
den Aufladestrom:
I(t) = Iy exp{—kt}. (1.50)

Es gibt nun eine Vielzahl von weiteren physikalischen Gréflen, die einer
solchen Abhéngigkeit folgen. Wenn Sie mit einer Vakuumpumpe eine
Kammer evakuieren, dann héngt die Menge Gasteilchen, die zur Zeit ¢
abgepumpt werden koénnen, von der vorhanden Anzahl der Teilchen N
zu dieser Zeit in der Kammer ab. Also folgt die Abnahme des Drucks,
der proportional zur Teilchenzahl ist, dem bekannten Ausdruck

p(t) = po exp{—kt}. (1.51)

Es kann sein, dass diese Gesetzméfligkeit noch verfeinert werden muss —
bei der Vakuumpumpe sind wir davon ausgegangen, dass die Pumpe
immer mit der gleichen Saugleistung arbeitet, was in der Realitdt nicht
der Fall ist —, die grundlegende Abhéngigkeit bleibt aber bestehen. Die
zugehorigen Konstanten k ergeben sich aus dem physikalischen Problem.
Man kann hier ausnutzen, dass in Logarithmen und e-Funktionen immer

eine GroBe der Dimension Zahl stehen muss.?

4 Frither hat man von einer dimensionslosen Gréfle gesprochen, aber dies ist nach
EN ISO 80000 veraltet. Das Internationale Einheitensystem (SI) ordnet jeder
physikalischen Grofle eine Dimension zu. Eine >dimensionslose< Grofe ist mit
dem SI daher nicht vereinbar. Im Laborjargon und auch in den Vorlesungen
werden Sie diesen Ausdruck jedoch haufig zu héren bekommen. Das héngt damit
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Abbildung 1.7: Graphische Darstellung der Funktionen f(z) = 2% und f(z) =
logsy z.

1.2.5 Logarithmusfunktionen

Die Umkehrfunktion von y = o wird als Logarithmus von y zur Basis
a bezeichnet (vgl. Abb. 1.7):

x = log, y. (1.52)

Wir haben hier eine eindeutige Umkehrfunktion vorliegen, d. h. brauchen
uns nicht weiter um Vorzeichen zu kiimmern. Aus a® = 1 folgt sofort
die wichtige Beziehung log, 1 = 0. Wahrend jede Exponentialfunktion
irgendwann einmal eine beliebige Potenzfunktion iibersteigt, ist es beim
Logarithmus genau umgekehrt:

log, =

lim

r—o0 qh

=0 (1.53)

Der Logarithmus »>verliert< am Ende immer. Zwei spezielle Logarithmen
sind allgegenwértig in der Physik, der dekadische Logarithmus log;,
zur Basis 10 sowie der natiirliche Logarithmus log, = In zur Basis e.
Folgende Rechenregeln sind anzuwenden:

zusammen, dass Lehrende an Universitdten héufig die Begrifflichkeiten verwenden,
die sie selbst einmal gelernt haben und Normen meist nicht so ernst genommen
werden, wie sie sollten.
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Rechenregeln: Logarithmen

log (z-y) =logz +logy logz¥ =y -logx

logleog:c—logy logl =0
Yy

Man kann sich diese Rechenregeln aus den Potenzgesetzen herleiten,
wenn man ausnutzt, dass eine Funktion verkniipft mit ihrer Umkehr-
funktion gerade dem Argument der Funktion entspricht:

7 = a'%l*) = log, (a”) (1.54)
Daraus folgt:
log,(x-y) = log, (abga(x) ) aloga(y)>
= log, (abga(x)ﬂoga(y)) (1.55)
= log, () +1og,(y).

Das Beweisen der anderen Rechenregeln erfolgt analog. Die gleiche Me-
thode ermoglicht es auch, einen Logarithmus einer bestimmten Basis a
durch eine andere Basis b auszudriicken:

log, (z) = log, (blogb(x))
= log,(z) - log, (b).

Im letzten Schritt haben wir die Beziehung log z¥ = y - log x ausgenutzt.

(1.56)

Diese kann man aus dem Potenzgesetz (a™)" herleiten. Zunéchst folgt
daraus

log, (a™)" = log, (a™™) = m - n. (1.57)
Sei nun ¢™ = z, also m = log, x, und n = y, so folgt der zu beweisende
Zusammenhang.

1.2.6 Winkelfunktionen

Die Winkelfunktionen Sinus und Kosinus spielen eine zentrale Rolle in
der Physik bei der Beschreibung von periodischen Vorgéngen wie Schwin-
gungen und Wellen, da sie eine Periodizitit der Form sin (x + 27) =
sinz bzw. cos (z + 2m) = cos z aufweisen. Grenzwerte fiir z — oo sind
fiir Sinus und Cosinus nicht definiert. Tangens und Kotangens sind aus
Sinus und Kosinus abgeleitete Winkelfunktionen der Form

sinx CoS T

(1.58)
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Tabelle 1.2: Winkel in Grad und im Bogenmaf

Grad 360°  180°  90° 45° 60° 30°
Bogenmafl 27 T w/2 /4 /3 /6

cot o

tan o

COSs «x

Abbildung 1.8: Definition der Winkelfunktionen Sinus, Kosinus, Tangens und
Kotangens mit Hilfe des Einheitskreises.

Tangens und Kotangens sind ebenfalls periodische Funktionen, ha-
ben allerdings eine kiirzere Periode von 7 statt 2m. Es gibt mehrere
Moéglichkeiten, einen Winkel anzugeben. Aus der Schule diirfte die An-
gabe in Grad bekannt sein. In der Physik wird sehr hiufig auf das
Bogenmaf zuriickgegriffen. Die Idee hierbei ist, dass die Lénge eines
Bogens auf dem Einheitskreis ein Maf} fiir den Winkel « des Bogens ist.

Die Definition der Winkelfunktionen tiber den Einheitskreis ist an-
schaulich (vgl. Abb. 1.8), allerdings wird auf universitdrem Niveau haufig
auf andere Definitionen zuriickgegriffen, die es erleichtern, bestimmte
Eigenschaften dieser Funktionen zu beweisen. Eine mdogliche Definition
lauft Gber die Darstellung mit Hilfe komplexer Exponentialfunktionen,
was wir aber erst nach Einfihrung der komplexen Zahlen besprechen
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wollen. Eine weitere wichtige Definition ist die Darstellung als Reihe.
Es gilt:

R
Slnl‘:l‘—g—l—ﬁ—ﬁ—l—...

22 A (1.59)
COSI:1_§+I_E+"‘

Man sieht an GI. 1.59, dass der Sinus sich nur aus Beitridgen unge-
rader Potenzen zusammensetzt, der Kosinus analog nur aus geraden
Potenzen.Das bedeutet, dass es sich — wie wir bereits in Abschnitt 1.1.4
festgestellt haben — beim Sinus um eine ungerade Funktion handelt,
beim Kosinus um eine gerade Funktion. An der Reihendarstellung sieht
man auch, dass man fir kleine z-Werte eine Naherung machen kann,
die Thnen ofters iiber den Weg laufen wird. Fiir kleine Argumente
gilt in sehr guter Ndherung die Beziehung sinz ~ z und cosx ~ 1.
Man spricht hier auch von der Kleinwinkelnédherung, die es Thnen bei-
spielsweise {iberhaupt erst erlaubt, bestimmte schwingende Systeme wie
das Fadenpendel analytisch zu l6sen, dann aber eben nur fiir kleine
Auslenkungen.

Es sollen nun noch ein paar wichtige Anmerkungen zu den Winkel-
funktionen gemacht werden. Der Einheitskreis ist definiert als ein Kreis
mit Radius Eins. Dies bedeutet, dass fiir jeden Punkt (z,y) auf dem
Einheitskreis die Beziehung x2 + y? = 1 erfiillt sein muss. Nun stehen
Sinus und Kosinus fiir nichts anderes als diese beiden Koordinaten
fir einen bestimmten Punkt ausgedriickt durch den Winkel «a. Dies
bedeutet, dass

sina +cos’a =1 (1.60)

21 eine

fir jeden Winkel « erfiillt sein muss. Beachten Sie, dass sin
abkiirzende Schreibweise fiir (sin)? ist. Gleichung 1.60 verkniipft als
Sinus und Kosinus und erlaubt es, eine Reihe weiterer niitzlicher Ver-

kniipfungen der Winkelfunktionen wie beispielsweise

. tan x ( 1.6 1)
sing = ———. :
V1 +tan? 2z
H&ufig hat man es auch mit Winkelfunktionen zu tun, die zwei Terme
im Argument haben. Hier finden die sogenannten Additionstheoreme
ihre Anwendung, die man in Tabellenwerken nachschlagen kann. Hier
seien stellvertretend fiir die Additionstheoreme
sinz 4y =sinx-cosy +siny-cosx

) (1.62)
cosx +y =cosx-cosy —sinx - cosy

als Beispiel genannt.
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s sin(x)
N A
—11
cos(x)
3,,
tan(z)
2,,
1,,
cot(x)
/7T _1 1 g 3 ™ 5 ™
2 2 2 2
1+
_gl

Abbildung 1.9: Graphische Darstellung der Winkelfunktionen.

1.2.7 Arcusfunktionen

5 arcsin, arccos und arctan sind die Umkehrfunktio-

Die Arcusfunktionen
nen der Winkelfunktionen sin, cos und tan. Die Winkelfunktionen Sinus
und Kosinus sind fiir alle € R definiert, bilden aber als periodische
Funktionen nur auf das Intervall [—1,1] ab, wodurch es ein Problem
mit der Eindeutigkeit der Umkehrfunktion gibt. Es ist Konvention, fiir

die Umkehrfunktion des Sinus nur das Intervall [—7/2,7/2] als Defi-

5 arcus lat. Bogen
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arccos(x)

-1 —(5.5 015 1
arcsin(z)
/2|

72

arctan(z)

w/4

10 5 5 10

—m/2

Abbildung 1.10: Graphische Darstellung der Arcusfunktionen.

nitionsbereich zu betrachten. Der Sinus ist in diesem Intervall streng
monoton. Dies bedeutet, dass der Wertebereich der Umkehrfunktion,
also des Arcussinus diesem Intervall entspricht. Fir den Kosinus und
den Tangens verwendet man aus dem gleichen Grund das Intervall [0, 7].
Als Definitionsbereich wird fiir beide Umkehrfunktionen das Intervall
[—1,1] verwendet.
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Abbildung 1.11: Graphische Darstellung der hyperbolischen Funktionen als
Schnitte von Geraden an der Einheitshyperbel. Zeichnet man ausgehend vom
Ursprung eine Gerade auf einen beliebigen Punkt der Einheitshyperbel entspre-
chen sinh(z) und coshz der senkrechten und horizontalen Projektion auf z-
und y-Achse. Der tanh x ergibt sich als Linge der vertikalen Linie ausgehend
vom Scheitel der Hyperbel, die die vom Ursprung ausgehende Gerade schneidet.

1.2.8 Hyperbolische Funktionen

Die trigonometrischen Funktionen haben wir als Schnitte von Geraden
mit dem Einheitskreis 22 + y? = 1 darstellen werden (vgl. Abb. 1.8). Die
hyperbolischen Funktionen sinh(z), cosh z, tanh x und coth z kénnen
auch als Schnitte dargestellt werden, allerdings mit der Einheitshyperbel
2?2 — 4% = 1. Die beiden Zweige der Einheitshyperbel sind folglich
durch die Beziehungen y = ++v/22 — 1 gegeben. Die Konstruktion ist in
Abb. 1.11 gezeigt.

Eine interessante Eigenschaft der hyperbolischen Funktionen ist ihre
Darstellung als Kombination von e-Funktionen:

Hyperbolische Funktionen

T_ o e + e~
sinhz = coshx =
2 2
sinh x cosh x
tanhz = cothx = —
cosh x sinh x
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Abbildung 1.12: Ein an zwei Enden fixiertes durchhingendes Seil im Schwere-
feld der Erde folgt dem Kosinus hyperbolicus (vgl. Abb. 1.13). Man spricht
hier auch von einer Kettenlinie oder Katenoide. Bildquelle: Wikipedia

Fiir die trigonometrischen Funktionen gibt es eine recht d&hnliche Dar-
stellung iiber e-Funktionen, allerdings braucht man dafiir die komplexen
Zahlen, die wir noch nicht eingefithrt haben. Wir werden dies an ent-
sprechender Stelle nachholen.

Die hyperbolischen Funktionen mogen zunéchst vielleicht etwas exo-
tisch erscheinen, sie haben aber eine Reihe von wichtigen Anwendungen
in der Physik. Zunéchst sei gesagt, dass viele Phanomene in der Physik
durch e-Funktionen beschrieben werden kénnen, somit sind hyperboli-
sche Funktionen aus dieser Perspektive schon einmal interessant. Sie
tauchen beispielsweise in der Relativitatstheorie bei der Beschreibung
des Lorentz-Boosts auf. Es gibt zudem eine Ubereinstimmung des Ver-
laufs des Kosinus hyperbolicus mit einem durchhéngenden Seil, das an
seinen beiden Enden im Schwerefeld der Erde fest eingespannt wird.

Alle vier hyperbolischen Funktionen sind in Abbildung 1.13 graphisch
dargestellt. Der Kosinus hyperbolicus dhnelt auf dem ersten Blick einer
Parabel, ist aber keine, da er deutlich schneller wéchst. Betrachtet man
seine Definition als Summe zweier Exponentialfunktionen, so sieht man,
dass er sich fiir sehr groie a-Werte der Funktion 0.5 - exp{x} annihert.
Wie wir bereits erwdhnt haben, wéchst eine Exponentialfunktion immer
schneller als eine beliebige Polynomfunktion.
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sinh x

coth x

Abbildung 1.13: Graphische Darstellung der hyperbolischen Funktionen. Die
Funktionen sinh z und cosh z néhern sich fiir grofler werdende z-Werte von
der jeweils anderen Seite einer gemeinsamen Asymptote.

Aus der Definitionsgleichung 22 — y? = 1 kann man iiber Pythagoras
die wichtige Beziehung

sinh? @ = 1 — cosh? a (1.63)

2

herleiten, die das Analogon zur Beziehung sin? o = 1 — cos® o darstellt.

1.2.9 Areafunktionen

Die Umkehrfunktionen der hyperbolischen Funktionen bezeichnet man
als Areafunktionen®. Wir wollen diese hier nicht weiter im Detail bespre-
chen, nur darauf hinweisen, dass aus der Definition der hyperbolischen
Funktion als Summe von e-Funktionen die Areafunktionen durch den
natiirlichen Logarithmus dargestellt werden konnen:

6 area, lat. Flache
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Areafunktionen

arsinhz =Ilnz +vVa22 +1 arcoshz =lnz ++vVz2 —1

1. 1+«x
tanhxz = =1
artanh x 2111_:6

Wir werden auf die trigonometrischen und hyperbolischen Funktionen
sowie deren Umkehrfunktionen nochmal im Zusammenhang mit den
komplexen Zahlen und der Eulerschen Formel zuriickkommen.

1.3  Vektoren

In der Physik gibt es skalare Groflen, die nur durch einen Zahlenwert
gekennzeichnet sind. Das kann z. B. die Temperatur T eines Gases sein
oder die Masse eines Himmelskorpers. Es gibt aber auch Grofien, de-
nen man intuitiv eine Richtung zuweisen wiirde, beispielsweise einer
Geschwindigkeit. Hier kommt es offensichtlich nicht nur darauf an, wie
schnell man fahrt, sondern auch wohin. Wir wollen diese Alltagserfah-
rung fiir die Definition von Vektoren nutzen:

Definition: Vektoren

Unter einem Vektor versteht man eine gerichtete Grofle, die durch
eine Richtung und durch eine Linge (Betrag) gekennzeichnet ist.

Die Zeit t ist eine Grofle, bei der man ein wenig aufpassen muss, denn
sie hat eine Richtung. In der statistischen Physik, die in den hoheren
Semestern gelehrt wird, bestimmt die Zunahme der Entropie die Rich-
tung der Zeit. Sie unterscheidet sich daher gar nicht so sehr von einer
beliebigen Raumrichtung, die man z. B. durch die z-Achse beschreiben
kann, mit dem Unterschied, dass die Zeit nur in eine Richtung lduft. Es
ist daher vielleicht gar nicht verwunderlich, dass sie in der speziellen
Relativitatstheorie als vierte Raumkoordinate eingefithrt wird. Abseits
dieser hoffentlich nicht zu verwirrenden Anmerkung macht man aber in
der klassischen Mechanik keinen Fehler, wenn man die Zeit als skalare
Grofle betrachtet.
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Zur Unterscheidung von Skalaren verwendet man bei Vektoren héufig
einen Pfeil iiber dem Symbol. Fiir die Kraft F' schreibt man dann F,
wenn man den Richtungscharakter ausdriicken will. Den Betrag deutet
man dadurch an, dass man den Pfeil weglésst, da es sich dann ja wie-
der um eine skalare Grofle handelt. In manchen Lehrbiichern v. a. aus
dem anglo-amerikanischen Raum werden statt der Pfeile fettgedruckte
Buchstaben wie F verwendet, in sehr alten Biichern und Fachaufsidtzen
auch sexotische< Darstellungen von Buchstaben wie §. Ebenfalls zu
finden ist ein Strich F’ unter der Grofle, das dann ebenfalls einen Vektor
bezeichnet. In Lehrbiichern wird in der Regel ganz am Anfang auf die
verwendete Notation hingewiesen. Die unterschiedlichen Schreibweisen
haben mit den verschiedenen Vorstellungen zu tun, wie sich ein Verlag
ein gelungenes Layout vorstellt - hier gibt es im Laufe der Zeit ent-
sprechende Moden. Aus typographischer Sicht sind Fettdruck (aufler
bei Uberschriften) und Unterstriche (immer) in einem Dokument nicht
optimal.

In der Physik spielen Vektoren eine wichtige Rolle bei der Beschrei-
bung von rdumlichen Bewegungen z. B. von Massenpunkten. Man ver-
wendet hier verschiedene Koordinatensysteme, in denen man die Position
eines Korpers durch Angabe von Koordinaten angibt. Das kartesische
Koordinatensystem” zihlt hierbei zu den bekanntesten. Der Ortsvektor
7 hat in kartesischen Koordinaten die Form

r=

(1.64)

IS ISR

Man zerlegt also einen Vektor auf seine Koordinaten auf den drei
senkrecht zueinander stehenden Achsen. Man kann einen Vektor als
Spaltenvektor wie in Gl. 1.64 schreiben, genausogut kann man aber die
Schreibweise als Zeilenvektor 7 = (z,y, z) verwenden. Der Betrag (die
Lénge) eines Vektors folgt aus Pythagoras und berechnet sich {iber den

Ausdruck
|7 = 2% +y* + 22 (1.65)

Der Nullvektor 0 = (0,0,0) hat im Unterschied zu allen anderen Vekto-
ren keine Richtung. Aus mathematischer Sicht ist unsere Vektordefiniti-
on damit nicht prézise, da der Nullvektor nicht enthalten ist, sondern
vielmehr eine vereinfachte Gebrauchsdefinition. In den mathematischen
Vorlesungen werden Sie lernen, dass Vektoren eigentlich als Elemente
eines Vektorraums definiert sind, die in definierter Art und Weise mit-
einander verkniipft werden koénnen. Verkniipfungen koénnen Addition

7 Das kartesische Koordinatensystem ist benannt nach dem franzosischen Philoso-
phen und Mathematiker René Descartes (1596-1650).
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und Multiplikation sein. In einem solchen Vektorraum muss es dann ein
neutrales Element geben, das alle Elemente tiber eine Verkniipfung auf
sich selbst abbildet. Bei der Addition wére dieses neutrale Element der
Nullvektor.

Vektoren mit einer Lange von Eins bezeichnet man als Einheitsvek-
toren. Héufig wird der Buchstabe € als Symbol fiir Einheitsvektoren
verwendet. Man kann aus jedem Vektor 7 einen zugehorigen Einheits-
vektor €, iiber die Beziehung

i 1]

ér = (1.66)
konstruieren. Dieser Vektor zeigt dann in die gleiche Richtung wie 7,
hat aber eben nur die Lange Eins. Zwei Vektoren @ und b werden
als gleich bezeichnet, wenn sie den gleichen Betrag und die gleiche
Richtung haben. Bei kartesischen Koordinaten bedeutet dies, dass zwei
gleiche Vektoren in allen Komponenten iibereinstimmen, wobei man hier
hinzufiigen muss, dass hier immer die Komponenten vom Anfangspunkt
des jeweiligen Vektors gemeint sind, schliefflich kénnen sich die beiden
Vektoren an voéllig unterschiedlichen Stellen befinden, also vollig andere
absolute Komponenten haben, obwohl sie den gleichen Vektor darstellen.
Den Vektor —a bezeichnet man als den inversen Vektor zu a. Vektor
und inverser Vektor haben die gleiche Linge und stehen antiparallel
zueinander.

1.3.1 Kartesische Koordinaten

Kartesische Koordinaten sind aus der Schule bekannt und auch im
Physikstudium das anfangs bevorzugte Koordinatensystem. Man macht
sich hier den Isomorphismus des euklidischen Raums mit dem Koordi-
natenraum R? zu Nutze und beschreibt den Ort eines Objekts durch
einen Ortsvektor 7.

Definition: Ortsvektor 7

Unter dem Ortsvektor 7 versteht man einen Vektor, der von einem
festen Bezugspunkt zum Ort eines Objekts zeigt.

Hier bedeutet >fest< nicht, dass man ein raumfestes Bezugssystem
auswahlen muss, sondern nur, dass man einen einmal gewédhlten Be-
zugspunkt beibehélt. Ob sich dieser Bezugspunkt selbst auch bewegt,
ist dabei nicht relevant.
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Neben der bereits vorgestellten Darstellung in Gl.1.64 ist die Darstel-
lung als Linearkombination von Einheitsvektoren €, €y, €, iiblich:

1 0 0
F=x€ +yéy+e.=x|0|+y|1|[+2]|0]. (1.67)
0 0 1

Koordinaten werden durch Vektoren beschrieben. Es ist daher un-
erlasslich, dass man sich mit den fundamentalen Rechenoperationen
von Vektoren auskennt.

Es gibt in allen Koordinatensystemen zwei wichtige Ausdriicke, die
man im spateren Alltagsgeschaft beim Integrieren braucht, das infini-
tesimale Flachenelement dA und das infinitesimale Volumenelement
dV. In kartesischen Koordinaten lassen sich diese beiden Ausdriicke
sehr einfach schreiben als dA = dz - dy (fiir ein Flachenelement in der
zy-Ebene) sowie als dV = dz - dy - dz.

1.3.2 Polarkoordinaten

Wir sind bei der Einfiihrung von Vektoren zunéchst von kartesischen
Koordinaten ausgegangen, da diese unserer Vorstellung des Raumes
recht nahe kommen. In der Physik gibt es noch andere Koordinaten-
systeme, die sich fiir spezielle Probleme eher anbieten, als kartesische
Koordinaten. Es ist beispielsweise nicht immer sinnvoll, eine zweidimen-
sionale Drehbewegung durch die Koordinaten x und y auszudriicken,
sondern durch einen Abstand r von der Drehachse und den Drehwinkel
. Der Drehwinkel wird fiir gewohnlich relativ zur z-Achse angegeben.
Koordinaten dieser Art nennt man Polarkoordinaten. Der Ubergang
von Polarkoordinaten zu kartesischen Koordinaten wird durch
T =TCcosp

) (1.68)
y=rsing

beschrieben, der Ubergang von kartesischen Koordinaten zu Polarkoor-

=

. (m) (1.69)
@ = arctan | — |.

dinaten iiber

Y

Ein Beispiel fiir eine Funktion in Polarkoordinaten ist die archimedi-
sche Spirale, die man als

r(p)=a-¢ (1.70)
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schreiben kann. Setzt man dieses r in Gl. 1.68 ein, erhélt man die
Darstellung der Spirale in kartesischen Koordinaten:

T = a@Ccos @

] (1.71)
y = apsin p.

FEin weiteres wichtiges Beispiel ist die Kreisbewegung mit konstanter
Umlaufgeschwindigkeit v bzw. Winkelgeschwindigkeit w. In Polarkoor-
dinaten kann sie beschrieben werden durch

=w-t
4 (1.72)

r = const,
in kartesischen Koordinaten durch

X =T-COS
s (1.73)
y=r7-sinep.

Fir das Flachenelement in ebenen Polarkoordinaten erhalt man:
R 27
A:/dA:/ rdr [ dé = wR2. (1.74)
0 0

An dieser Stelle ldasst sich nochmal der Vorteil gegeniiber kartesischen
Koordinaten zeigen. Wiirde man die Integration kartesisch durchfiihren,
so hitte man folgende Integration durchzufiihren:

R VR2—22 R
A= /dA:/ d:v/ :/ d22vV/R? — 2% = 7R, (1.75)
“rR J- R

dy
Ny _

Die Integration ist hier zwar noch relativ einfach durchzufiihren, aber
man kann vermutlich erahnen, dass es bei Kugelkoordinaten schon
deutlich aufwindiger sein wird, da hier drei Koordinaten iiber R? =
z? + 3% + 2% verkniipft sind.

1.3.3 Zylinderkoordinaten

Zylinderkoordinaten g, @, z erweitern die ebenen Polarkoordinaten um
eine weitere Dimension, die als kartesische Koordinate dargestellt wird.
Die entsprechenden Transformationsgleichungen lauten

T = Cosp
y=o0-sing (1.76)

z =2z,
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Abbildung 1.14: Zylinderkoordinaten

sowie

o= P

(¢ = arctan (y) (1.77)
T

zZ=Z.

Das Fliachenelement dA in Zylinderkoordinaten kann man definieren
als
dA = pdodz. (1.78)

Das Volumenelement ergibt sich durch Multiplikation mit einem kleinen

Intervall dp, also
dV = pdpdod-. (1.79)

Eine sinnvolle Ubung zum Selbststudium ist die Berechnung der Man-
telfliche sowie des Volumens eines Zylinders.

1.3.4 Kugelkoordinaten

Kugelkoordinaten r, ¢, sind ebenfalls eine Erweiterung der ebenen
Polarkoordinaten um eine dritte Dimension. Diese dritte Koordinate ist

45




hier der Winkel ¥ zwischen z-Achse und Vektor 7. Die z-Achse wird oft
als Polarachse bezeichnet, ¥ als Polarwinkel und ¢ als Azimutwinkel.
Die Transformationsgleichungen lauten

x =r-sindcosp

y=r-sindsinp (1.80)

z=1r-cost,

sowie

r= a2y 2

)
= arctan (az) (1.81)

-
Va2 oy 422

Das Flachenelement dA kann man sich aus kleinen Drehungen des

¥ = arccos

Vektors 7 um df bzw. seiner Projektion auf die Aquatorialebene r sin 6
um d¢ zusammensetzen. Es gilt:

dA = r’sin6df de. (1.82)

Analog fiir das Volumenelement, welches man durch Ausdehnung des
Flachenelements um dr erhélt:

dV = dA - dr = r?sin 0 dr df do. (1.83)

Was ist jetzt daran der Vorteil? Berechnen wir daraus doch einmal
das Volumen einer Kugel. Dazu miissen wir eine dreifache Integration
durchfithren. Da die drei Koordinaten voneinander unabhingig sind,
kann man diese Integration schrittweise durchfiihren, also beispielsweise
erst iiber die Integration iiber r und danach iiber die beiden Winkel 6
und ¢:

27
V= /dV /r dr/ sin 0 de d¢>— 7TR3. (1.84)

:271'

Man erhélt also das erwartete Ergebnis. Fiir die Oberfldche einer Kugel
folgt analog:

27
A= /dA - RQ/ sinfdo [ dg = 4xR? (1.85)
- 2 2
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Abbildung 1.15: Kugelkoordinaten

a

> |y

-a

Abbildung 1.16: Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar.

1.3.5 Rechenregeln fiir Vektoren

Multiplikation mit einem Skalar

Die Multiplikation eines Vektors @ mit einem Skalar A fithrt zu einer
Verkiirzung (0 < A < 1) oder Verlédngerung (A > 1) des Vektors, bei
A < 0 wird zusétzlich die Richtung des Vektors umgekehrt. Es gilt

. Aag
b=Xd=|Aay|. (1.86)
@,

Der Betrag eines mit einem Skalar multiplizierten Vektors ergibt sich
zu

[A@| = A|-]@| = /a2 + \2a2 + \2a2. (1.87)

Es gelten Assoziativitét

8 (ad) = (Ba) @ (L.88)
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und Distributivitat
+

b (1.89)
+8

Addition von Vektoren

Vektoren werden komponentenweise addiert. Dies bedeutet, dass die
Summe der Vektoren @ und b berechnet wird geméf

. Qg bgj Ay + b:E
c=a+b= ay | + by = CLy+by . (190)
Gy b, a,+b,

Man kann sich die Addition geometrisch so vorstellen, dass man den
Vektor b an die Spitze des Vektors @ anhdngt. Die Addition ist kommu-
tativ

i+b="b+ad (1.91)

und assoziativ

(@+8)+e=a+(b+7). (1.92)

Die Subtraktion @ — b zweier Vektoren @ und b kann formal als Ad-
dition des Vektors @ mit dem Vektor —b interpretiert werden. Der
resultierende Vektor kann so verschoben werden, dass er von der Pfeil-
spitze von b zur Pfeilspitze von d zeigt.

Differenz von Vektoren

Der resultierende Vektor @ — b zeigt von b nach @.

1.3.6 Skalarprodukt

Wir kommen nun zu einer Verkniipfung zweier Vektoren, die in der
Physik eine herausragende Rolle spielt. Das Skalarprodukt (manch-
mal auch inneres Produkt genannt) verkniipft dabei zwei Vektoren
iiber eine Multiplikation derart, dass als Ergebnis eine skalare Grofie
herauskommt.
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Definition: Skalarprodukt

Das Skalarprodukt der Vektoren @ und b ist definiert als

-

a-b=|d- ’b‘ - COS p. (1.93)

Dabei entspricht ¢ dem Winkel zwischen den beiden Vektoren.

Den Grundgedanken beim Skalarprodukt kann man sich am Beispiel
der Arbeit verdeutlichen. Arbeit wird aus physikalischer Sicht geleistet,
wenn ein Korper, auf den eine Kraft wirkt, bewegt wird. Es spielt dabei
eine wesentliche Rolle, ob man diese Bewegung parallel zur Kraftrich-
tung oder unter einem beliebigen Winkel ausfithrt. Heben wir einen
Koérper so an, dass er vertikal nach oben bewegt wird, so stehen Weg und
Kraft parallel zueinander. Bewegt man den Korper vertikal auf einem
reibungsfreien Untergrund (z.B. eine Eisflache), so wird physikalisch
iiberhaupt keine Arbeit geleistet. Bewegt man den Koérper nun unter
einem Winkel zwischen 0 und 90° nach oben, so kann man diese Bewe-
gung in zwei Anteile zerlegen: einen, der in Richtung der Kraft zeigt
und dementsprechend Arbeit leistet und einen Anteil senkrecht dazu,
der keine Arbeit leistet. Das Skalarprodukt erledigt die Projektion des
Weges auf die Kraft oder allgemein: das Skalarprodukt projiziert einen
Vektor b auf einen anderen Vektor @. Beachten Sie, dass diese Argumen-
tation in beide Rlchtungen lauft. Die nebenstehende Abblldung zeigt
die Projektion von b auf @. Genauso gut kénnte man @ auf b projizieren.
Natiirlich wird dadurch in der Regel eine andere (Projektions-)Lénge
herauskommen, aber da beim Skalarprodukt entweder die Projektion
von b auf @ mit @ multipliziert wird oder die Projektion von @ auf b mit
b kommt am Ende das gleiche Ergebnis heraus.

Man kann die Projektion von b auf @ auch als Vektor ga ausdriicken.
Die Projektion zeigt in Richtung von @. Die Richtung von @ kann {iber
den Einheitsvektor €, = d/a ausgedriickt werden. Es gilt

—

- -~ a . o a
b, = |b] cos po = || - |b| cos p3 (1.94)

Das Skalarprodukt ist kommutativ

-

i-b=b-a, (1.95)

assoziativ bei Multiplikation mit einem Skalar

-

(ad) b=« (Eﬁ_)) = adb (1.96)
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und distributiv
@ (b+¢) = ab+ac. (1.97)
Achtung: Es gibt keine Assoziativitit bei Multiplikation von drei Vek-
toren:
(ab) ¢ # a(be). (1.98)
Zwei Vektoren mit Komponenten @ = (ag, ay,a,) und b= (bs, by, b2)
werden skalar geméafl der Vorschrift

G-b=ayb, + ayby + azb, (1.99)

multipliziert. Man kann gar nicht stark genug betonen, wie niitzlich
dieser Ausdruck ist. Sind zwei Vektoren in kartesischen Komponen-
ten gegeben, kann man ohne groflen Aufwand die Betrige und das
Skalarprodukt ausrechnen und damit sofort den Winkel zwischen den
beiden Vektoren bestimmen, ohne, dass man sich gro3 um die Geome-
trie Gedanken machen zu miissen. Der Winkel ergibt sich dann aus der
Beziehung

© = arccos (1.100)

Zwei Vektoren stehen also senkrecht zueinander, wenn @ - b = 0 ist. Man
kann in diesem Fall den einen Vektor nicht auf den anderen projizieren.

Die Rechenvorschrift nach Gl. 1.99 ist eine Folge einer anderen wich-
tigen Darstellung von Vektoren iiber die Einheitsvektoren i_r} die drei

Raumrichtungen x,y und z. Man kann @ (und analog auch b) auch in
folgender Form schreiben:

a = ay€; + ay€y + a€,. (1.101)

Die Einheitsvektoren €, . zeigen in die jeweilige Achsenrichtung. Beim
kartesischen Koordinatensystem stehen die Achsen senkrecht zueinander,
so dass man eine recht einfache Verkniipfung der Einheitsvektoren tiber
das Skalarprodukt findet:

(1.102)

Die Multiplikation von @ und b sieht damit folgendermaflen aus:
@ b= (a42Cr + ay@y + a,€.) - (byCy + byé, + b.E.) . (1.103)

Multipliziert man die Klammer aus und wendet die Beziehungen aus
GlL. 1.102 an, folgt die bekannte Beziechung aus Gl. 1.99. Eine abkiirzende
Schreibweise des Skalarprodukts nutzt das Summenzeichen:

3
=1
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Bei dieser Schreibweise nummeriert man die Komponenten, anstatt die
jeweilige Raumrichtung als Index anzuhéngen, was aber rechnerisch
keinen Unterschied macht.

1.3.7  Vektorprodukt

Das Vektorprodukt (auch dauBeres Produkt oder Kreuzprodukt genannt)
ist eine Besonderheit des dreidimensionalen Raumes. Im Unterschied
zum Skalarprodukt, bei dem eine Zahl als Ergebnis der Multiplikation
herauskommt, liefert das Vektorprodukt einen Vektor als Ergebnis. An
diesen Vektor sind bestimmte Eigenschaften gekniipft, die wir bespre-
chen wollen. Fiir zwei linear unabhéngige Vektoren @ und b (das sind
zwei Vektoren, die nicht parallel zueinander sind und somit eine Ebene
aufspannen) liefert das Vektorprodukt ¢ = @ x b einen Vektor ¢ mit
folgenden Eigenschaften:

e Der Vektor ¢ steht senkrecht zu @ und zu 5, also senkrecht zu der
von @ und b aufgespannten Ebene.

e Dem Vektor ¢ wird eine Linge zugeordnet, die der Flache des von
@ und b aufgespannten Parallelogramms entspricht. Bezeichnet ~
den Winkel zwischen @ und l;, so folgt hieraus sofort die Beziehung
@ = [a] 8] sin .

e Die Vektoren a, b und ¢ bilden ein Rechtssystem. Soll bedeuten,
dass die Vektoren @ und b durch Zeige- und Mittelfinger der
rechten Hand angedeutet werden kénnen und der Daumen dann
die Orientierung von ¢ angibt. Dies bedeutet insbesondere auch,
dass das Vektorprodukt antikommutativ ist.

Zwei Vektoren, die parallel zueinander stehen, spannen keine Ebene
(und somit auch kein Parallelogramm) auf. Die Parallelogrammfléche
ist folglich Null, somit auch das Vektorprodukt. Wir kénnen fiir belie-
bige Vektoren @ und b eine allgemeine Formel fiir die Berechnung des
Vektorprodukts herleiten, wenn wir ausnutzen, wie sich die kartesischen
Einheitsvektoren zueinander verhalten, wenn man das Kreuzprodukt
auf sie anwendet. Zwei zueinander senkrechte Einheitsvektoren spannen
eine Fliche von Eins (in beliebiger Einheit z. B. m?) auf. Die Linge
des resultierenden Vektors ist also auch ein Einheitsvektor. Es gilt

insbesondere
€r X €y = €, €y X €, = €y €, X € = €y (1.105)
und
€ X €, = —€ €y X €y = —€, €: X €y = —€jy. (1.106)
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Wenn man die beiden Vektoren @ und b als Linearkombination von Ein-
heitsvektoren €, , . darstellt, das Vektorprodukt bildet, die Klammern
ausmultipliziert und die eben genannten Regeln beachtet, erhélt man
einen einfachen Ausdruck, um das Vektorprodukt zu bilden:

C=adxb=|ay| x|by| = [abs—azb,|. (1.107)
az b, axby - a‘ybx

Das Vektorprodukt ist wie bereits gesagt antikommutativ, d. h.
axb=—bxa, (1.108)
assoziativ bei Multiplikation mit einem Skalar
(ad) xb=a(@xb) =aixb (1.109)

und distributiv
ix(b+¢)=axb+axe (1.110)

1.3.8 Anwendungen von Skalar- und Vektorprodukt

Das Vektorprodukt kann dazu genutzt werden, das Volumen V' eines
Spats (auch Parallelflach oder Parallelepiped genannt) zu berechnen, wel-
ches von drei linear unabhéngigen Vektoren @, bund & aufgespannt wird.
Ein Spat ist also ein geometrischer Korper, der aus sechs Parallelogram-
men besteht, wobei jeweils zwei gegeniiberliegende Parallelogramme
deckungsgleich (kongruent) und zueinander parallel sind. Der Betrag des
Vektorprodukts entspricht gerade einer dieser Parallelogrammfléchen
(je nachdem, welche Vektoren man wahlt). Die Projektion des dritten
Vektors auf den resultierenden Vektor des Kreuzprodukts entspricht der
Hohe h des Spats, entsprechend liefert (@ x E)E nichts anderes als das
Produkt aus Grundfliche A und Hohe h des Spats, also eines Volumens
V. Dieses kann je nach Reihenfolge der Vektoren auch ein negatives
Vorzeichen haben, weshalb noch der Betrag des Spatprodukts gebildet
wird. Das Spatprodukt V = {6758 } berechnet sich nach

A
/_/H_, /—ll\“
V = ‘(ixb’-[&]coscp (1.111)

Eine weitere Anwendung des Kreuzprodukts ist die Beschreibung
von Drehbewegungen. Betrachten wir einen Korper, der sich auf einer
Kreisbahn mit Radius r befindet. Die Geschwindigkeit des Kérpers soll
sich betragsméfig nicht &ndern, die Winkelgeschwindigkeit w ist also
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eine Konstante. Wir kénnen uns nun einen beliebigen Punkt auf der
Drehachse als Ursprung unseres Koordinatensystems auswéahlen. Der
Vektor Z soll von diesem Ursprung auf den Kérper zeigen. Der Vektor 7
zeigt vom Mittelpunkt der Kreisbewegung zum Korper. Beide Vektoren
dndern ihre Lage mit der Bewegung des Korpers um die Drehachse. Die
Geschwindigkeit v kann aus der zuriickgelegten Strecke s des Korpers
pro Zeitintervall ¢t bestimmt werden. Die Strecke entspricht gerade dem
Bogenstiick ¥ der Kreisbahn, also

s = @ (1.112)

t

Den Radius r kénnen wir durch den Betrag des Vektors & und dem
Winkel ¢ zwischen Drehachse und & ausdriicken:

r=|&]| sing. (1.113)
Daraus folgt:
|| =rw=|Z| sinp-|d|=|dxZ| (1.114)

Da wir den Ursprung beliebig auf die Drehachse gelegt haben, kénnen
wir ihn auch o.B.d. A. auch in den Mittelpunkt der Kreisbahn legen,
miissen es aber nicht. Es hilft aber manchmal, die Orientierung leichter
zu priifen, also ob ein Rechtssystem vorliegt, was der Fall ist. Fiir die
Geschwindigkeit gilt also vektoriell der Ausdruck

T=@dx 7. (1.115)

1.4 Komplexe Zahlen

Den komplexen Zahlen ist ein eigener Abschnitt gewidmet, um deren
Bedeutung in der Physik besonders zu betonen. Schauen wir uns dazu
ein wenig die Geschichte ihrer Entstehung an. Erstmals in der mathe-
matischen Literatur erwdhnt wurden die komplexen Zahlen in der Zeit
der italienischen Renaissance. Nachdem man bereits um etwa 1500 die
negativen Zahlen als Losung der Gleichung x + 4 = 2 identifiziert hatte,
hat man sich an Gleichungen der Art 22 = —9 probiert. Bekannt zu
dieser Zeit war die Tatsache, dass das Quadrat einer beliebigen Zahl
entweder grofier oder gleich Null war, so dass diese Gleichung mit den
reellen Zahlen IR nicht 16sbar ist. Geholfen hat man sich, indem man eine
eingebildete (imaginédre) Grofe eingefiihrt hat, die folgende Eigenschaft
haben muss:

i = —1. (1.116)
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Damit konnte man dann als Losung von Gleichung 22 = —9 den Wert
x = iv/9 = 3i angeben, hatte aber noch keine konkrete Vorstellung
davon, was das bedeuten soll. Der Mathematiker Gerolamo Cardano
hat sich in seinem Buch Artis magnae sive de requlis algebraicis liber
unus aus dem Jahr 1545 etwas grundlegendere Gedanken gemacht. Er
hat dort eine Aufgabe diskutiert, bei der es um zwei Zahlen geht, deren
Summe 10 und deren Produkt 40 ergeben soll. Es ging also um eine
Losung der Gleichung (10 — x) = 40 oder ausgeschrieben um

z? — 10z + 40 = 0. (1.117)

Die aus der Schule hoffentlich bekannte pg-Formel war auch zur da-
maligen Zeit schon bekannt, und so konnte Cardano als Losung der
quadratischen Gleichung die Zahlen x1 = 5+ +/—15 und 29 = 5 — /=15
angeben. Der Unterschied zum ersten Beispiel ist der, dass hier eine
Loésung in der Art vorkommt, dass man hier eine Verkniipfung aus
einer reellen Zahl und einer weiteren reellen Zahl, die mit der ima-
gindren Grofle ¢ verbunden ist, vorliegen hat. Man definierte damit die
komplexen Zahlen formal als Zahlen, die in der Form

z=a+1b (1.118)

vorliegen, wobei a und b reelle Zahlen sind. Man bezeichnet a als Realteil
und b als Imaginérteil der komplexen Zahl z. In manchen Lehrbiicher
wird daftir auch a = R(a + ib) und b = J(a + ib) bzw. a = Re(a + ib)
und b = Im(a + ib) geschrieben. Wichtig: Real- und Imaginérteil sind
jeweils reelle Zahlen. Thr volles Existenzrecht haben die komplexen
Zahlen erhalten, als Carl Friedrich Gaufl mit ihnen den Fundamentalsatz
der Algebra beweisen konnte: Im Bereich der komplexen Zahlen hat
jedes nicht konstante Polynom mit reellen Koeffizienten mindestens
eine Nullstelle. Etwas vornehmer ausgedriickt sagt man auch, dass die
komplexen Zahlen algebraisch abgeschlossen sind. Unser Beispiel 22 —
10z + 40 ist genau ein solches Polynom, Cardano hat dafiir die beiden
genannten Losung aus dem Bereich der komplexen Zahlen angegeben.

Komplexe Zahlen spielen bei der Behandlung von Schwingungen eine
wichtige Rolle. Sie sind Losung der Differentialgleichungen, die Schwin-
gungen beschreiben und mathematisch deutlich einfacher zu handhaben
als Sinus- und Kosinus-Terme, die ebenfalls als Losungen in Frage kom-
men. Die Behandlung von Wechselstromgréfien vereinfacht sich kolossal,
wenn man mit komplexen Grofien rechnet. Ganze Lehrbiicher der Elek-
trotechnik konnen auf wenige Seiten gekiirzt werden, wenn man mit
komplexen Zahlen rechnet. Im spéteren Verlauf des Studiums, wenn die
Quantenmechanik behandelt wird, sind die komplexen Zahlen dann der
Normalfall. Die gesamte Quantenmechanik funktioniert nur verniinftig,
wenn man mit komplexen Zahlen rechnet.
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1.4.1 Rechengesetze

Komplexe Zahlen werden nach folgenden Regeln verkniipft:

(a+ib) + (z+iy) = (a+2) +i(b+y)

(ati) (otiy) =ar—by+iay+br) O

Man kann die komplexen Zahlen als Punkt (a,b) einer Ebene definieren,
die von der reellen (als z-Achse) und der imaginéren Achse (als y-Achse)
aufgespannt wird. Die Rechenregeln sehen dann folgendermafien aus:

a r\ [a+tzx
a\ (z\ _ [az—by
b y)  \ay+bx
Man kann eine komplexe Zahl a + ib also auch in der Form

O-Gfp o

schreiben. Es gibt hier also eine gewisse Ahnlichkeit mit der Darstellung

(1.120)

von Vektoren. Die imagindre Einheit ¢ ist nun auch keine abstrakte
(imaginire) Grofie mehr, sondern einfach der Punkt (0, 1) auf der ima-
gindren Achse. Die reellen Zahlen werden dadurch zu einem Spezialfall
der komplexen Zahlen, ndmlich als diejenigen mit Imaginérteil von Null.
Man bezeichnet die komplexen Zahlen mit dem Symbol C, wobei damit
nicht nur die Zahlenmenge gemeint ist, sondern auch damit verbundenen
Verkniipfungen der Elemente (also Addition und Multiplikation). Es
gilt also

C={z=a+ib/ abeR}. (1.122)

Die Darstellung der komplexen Zahlen in der Ebene findet spater An-
wendung in der Elektrotechnik bei der Behandlung von Strom und
Spannung im Wechselstromkreis. So lésst sich z. B. der Phasenwinkel
zwischen diesen beiden Groéflen elegant geometrisch darstellen.

Der Betrag einer komplexen Zahl ist definiert als

|z| = |a+1ib| = /22 + y>. (1.123)

Diese Gleichung folgt sofort aus der Darstellung in der Ebene und
Anwendung des Lehrsatzes von Pythagoras.

Als Konjugation in C bezeichnet man die Spiegelung einer komple-
xen Zahl z = x 44y an der reellen Achse. Als Kennzeichnung dieser
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gespiegelten Zahl Z wird hédufig ein Strich iiber der Zahl gezogen. Es
gilt Z = x — 1y. Man bezeichnet Z auch als komplex konjugierte Zahl zu
z. Der Betrag einer komplexen Zahl ldsst sich damit auch als |z| = zZ
schreiben. Bei der Division zweier komplexer Zahlen z; und z9 erweitert
man mit der komplex konjugierten Zahl, die im Nenner steht, um das
Ergebnis der Division in gewohnter Darstellung a + ib zu erhalten:

21 2122

Z9 Z929

1.4.2 Die Eulersche Formel

Wir kénnen komplexe Zahlen in einer zweidimensionalen Ebene dar-
stellen, die von der imagindren und der reellen Achse aufgespannt wird.
Formal &hnelt dies der Darstellung eines Vektors in kartesischen Ko-
ordinaten und es gibt nun iiberhaupt keinen Grund, nicht auch auf
Polarkoordinaten zu wechseln. Dazu fithren wir den Einheitskreis 5 in
der komplexen Ebene ein:

S={zeC/ |z =1} (1.125)

Eine komplexe Zahl, die auf dem Einheitskreis liegt, kann in Polarkoor-
dinaten durch die Beziehung

z = cosp+isinp (1.126)

ausgedriickt werden. Interessant wird es nun, wenn man zwei komplexe
Zahlen in dieser Polarkoordinatenform miteinander multipliziert. Man
sieht dann, dass diese Multiplikation einer Addition der Winkel (im
Bogenmaf}) und einer Multiplikation der Betridge der beiden Zahlen
entspricht, allerdings sei fiir diese Thematik auf die mathematischen
Spezialvorlesungen verwiesen. Wir wollen uns hier einen ganz speziellen
Zusammenhang verdeutlichen, der beim Losen von Schwingungsgleichun-
gen sehr niitzlich ist und den man als Eulersche Formel bezeichnet. Wir
hatten bereits eine Reihendarstellung fir die Funktion kennengelernt
(siehe GI. 1.39):

2?2 23t
xr __ P P _
e —1+x+2!+3!+4!+.... (1.127)
Man kann diese Darstellung auch fiir einen imagindren Exponenten iz
durchfiihren:
iw _ oy o w)t (ix)” (i)
e’ =141+ 51 + 3l + 1 + ... (1.128)
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Bei allen geraden Exponenten féllt die imaginédre Einheit ¢ weg und
das Vorzeichen ist entweder negativ (wenn fiir i" das Ergebnis aus n/2
ungerade) oder positiv (wenn fiir " das Ergebnis aus n/2 gerade). Bei
allen ungeraden Exponenten bleibt die imagindre Einheit bestehen, es
findet aber auch ein Vorzeichenwechsel statt (ungerade Exponenten
negativ, gerade Exponenten positiv). Man kann die Reihe also auch in
die Form

; z? 2t 3 2d
(2 - - N - -
e —(1—2!+ [T +i|lz+ 3!+5! N (1.129)

bringen. Nun entspricht die erste Reihe gerade der Reihendarstellung
des Kosinus, die zweite Reihe der des Sinus. Damit gilt dann

e = cosx +isinz, (1.130)

was sich beim Rechnen als vorteilhaft erweist, wie wir beim Losen der
Differentialgleichung eines harmonischen Oszillators sehen werden.

1.4.3 Bezug zu den Winkelfunktionen

Die Eulersche Formel verkniipft die (komplexe) Exponentialfunktion
mit der Sinus- und Kosinus-Funktion. Der Zusammenhang ist eigentlich
recht einfach, wenn man sich die Situation graphisch veranschaulicht. Ab-
bildung 1.17 zeigt den komplexen Einheitskreis, auf dem ein willkiirlich
gewihlter Punkt e hervorgehoben ist. Zusitzlich sind zwei weitere
Punkte eingezeichnet: der konjugiert komplexe Wert e~* (der durch
Spiegelung an der reellen Achse entsteht) sowie sein am Ursprung ge-
spiegelter Wert — e ™", Wir wissen, dass sich zwei komplexe Zahlen wie
Vektoren addieren. Bildet man die Summe ™ 4 ¢~ dann liegt die
resultierende komplexe Zahl genau bei A, ist also rein reell. Der Kosinus,
also die Projektion von e auf die reelle Achse, entspricht gerade dem
halben Wert dieser Summe:
1T —r

cosT = %. (1.131)
Bildet man die Summe €@ +(—e~®) = ¢ — e~ 50 liegt die resul-
tierende komplexe Zahl auf der imagindren Achse bei Punkt B. Die
Projektion von e auf die imaginire Achse entspricht gerade i sin z, was
wiederum dem halben Wert der Summe e — e~ entspricht. Daraus
folgt

ez’m o e—im

i = — 1.132
sin 5 ( )
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COS T 4

Abbildung 1.17: Darstellung von Sinus und Kosinus in der komplexen Ebene.

Die Verkniipfung zwischen trigonometrischen und hyperbolischen Funk-
tionen erhilt man, indem man in den Gleichungen 1.131 und 1.132
das z im Exponenten imagindr werden lasst, also die Transformation
x — ix durchfiithrt. Dadurch ergibt sich

€T —T
COS i = % = coshz (1.133)

sowie P
siniz = % = isinha (1.134)

1.5 Differentialrechnung

1.5.1 Differentialquotient

Wir kommen nun zu einem ganz wesentlichen Punkt in den modernen
Naturwissenschaften, den man aus der Schule meistens unter dem Begriff
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»>Ableiten< kennengelernt hat. Die Idee beim Ableiten ist die Ndherung
eines beliebigen funktionalen Zusammenhangs durch eine affine Funktion.
Wenn man also eine Funktion f(z) an einem Funktionswert x betrachtet,
so will man »abschétzen<, welcher Funktionswert f(z + Ax) sich an
einem Punkt z + Az ergibt. Wir wollen dabei unser Az so wéhlen,
dass sich mindestens eine quadratische Abhédngigkeit der Ungenauigkeit
dieser Schitzung ergibt. In anderen Worten: Verkleinert man Az um
den Faktor 10, so soll f(z + Az um den Faktor 100 am realen Wert
der Funktion dran sein. Wir suchen also eine Funktion, die wir f’(x)
nennen und fiir die der Zusammenhang

flz+Az) = f(z)+ f'(2) - Az + O((Ax)?) (1.135)

gelten soll. Die Notation O((Az)?) steht fiir Terme héherer Ordnung
(ab dem quadratischen Term wird in dem Beispiel geziahlt) und bedeutet,
dass man alle Terme mit Ordnung n > 2 vernachléssigen kann. Der
fiihrende Beitrag in unserer Naherung soll also die lineare Ndherung an
die Funktion f(z) sein.

Betrachten wir die Situation anhand eines Beispiels: Ein Auto, das
wir idealisiert als Massenpunkt® beschreiben, fahre mit konstanter Ge-
schwindigkeit v eine Strecke As. Zur Anfangszeit to sei das Auto an der
Stelle s(tg), zur Zeit ¢ an der Stelle s. Wir konnen fiir diese Bewegung
die Geschwindigkeit definieren als

_ s(t) — s(to)
v = t—itoo (1.136)

Eine lineare Beziehung der Form wie in Gl. 1.135 erhalten wir durch
Umstellen:
s(t) = s(to) + v(t —to). (1.137)

Nun sind funktionale Zusammenhénge in der Realitit selten linear.
Verdndert man im Zeitintervall ¢ — ty die Geschwindigkeit, indem man
beispielsweise mit konstanter Beschleunigung a die Geschwindigkeit
erhoht, so dndert sich diese quadratisch mit der Zeit ¢. Es gilt in diesem
Fall die Beziehung

1
s(t) = iatQ, (1.138)

wenn das Auto sich zur Zeit ¢t = 0 am Ort s = 0 befunden hat. Man
kann nun zwei beliebige Punkte s; und so festlegen, sich die Zeiten t;
und t9 anschauen, zu denen das Auto an diesen Orten war und eine
Geschwindigkeit nach Gl. 1.136 definieren. Man bekommt allerdings bei
groflen Zeitabstdnden dann aber auch nur eine mittlere Geschwindigkeit,

8 Die Definition des Massenpunktes folgt an spéterer Stelle.
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die unter Umsténden sogar Null ergeben kann. Interessanter wére aber
eine Definition, die uns die Geschwindigkeit zu einem gegebenen Zeit-
punkt ¢ angibt. Hier kann man sich behelfen, wenn man das Zeitintervall
At sehr klein macht. Im Grenzfall At — 0 bekommt man dann die so
genannte Momentangeschwindigkeit, die man also als

o= lim s(t+ At) — s(t)

1.1
Az—0 At ( 39)

schreiben kann.
Diese Uberlegungen iibertragen wir nun auf eine Funktion f und
halten fest: eine Funktion f(x) ist an der Stelle x differenzierbar, wenn

der Grenzwert A
L fatAe) ()

Az—0 Az
Ax#£0

(1.140)

existiert. Diesen Grenzwert nennt man die Ableitung von f(x) und
bezeichnet sie mit f/(z). Ohne die Grenzwertbildung wird der Bruch
auch als Differenzenquotient bezeichnet, mit Grenzwertbildung spricht
man vom Differentialquotienten. Eine Funktion ist also genau dann
ableitbar, wenn der Grenzwert nach Gl. 1.140 existiert.

Ein Hinweis zur Bezeichnung von Ableitungen: Aus der Schule kennt
man vermutlich das bekannte f’(z). In der Physik werden Thnen sehr
haufig auch Darstellungen der Form #(¢) begegnen. Hier ist 2 die Funk-
tion und die Zeit ¢t die Variable. Zeitableitungen werden in der Physik
mit einem Punkt iiber dem Formelzeichen gekennzeichnet, der Strich
ist den anderen Ableitungstypen (vornehmlich nach Ortskoordinaten)
vorbehalten. Zweifache Ableitungen schreibt man entsprechend f”(z)
bzw. i(t), bei hoheren Ableitungen (z. B. n-mal) schreibt man einfach
fn) (2). Bei zeitlichen Ableitungen hoherer (n-ter) Ordnung gibt es die
Schreibweise "

z, (1.141)

in der Physik ist das & aber auch vollig ausreichend, hohere Zeitablei-
tungen sind eher selten anzutreffen. Eine andere Schreibweise fiir die
Ableitung ist die Darstellung als Bruch df/ dz. Das df steht dabei
fiir eine sehr (infinitesimal) kleine Differenz, die sonst {iblicherweise
den Buchstaben A zur Kenntlichmachung verpasst bekommt. Héhere
Ableitungen werden héufig auch in der Form

d (df) _d%f _
= <dx> =7 =" (1.142)

dargestellt. Man sollte sich mit den verschiedenen Schreibweisen fiir
Ableitungen und deren Bedeutung frith vertraut machen.
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Fassen wir die Darstellungen fiir die erste Ableitung zusammen:

af . Af . flz+Azr) - f(2)

/ pum— = pum—

fz) = dz AI:;IEO Ax Alziglo Ax (1.143)
Azx#£0 Ax#0

Schauen wir uns die Bildung einer Ableitung mit Hilfe des Differen-
tialquotienten nach Gl. 1.140 am Beispiel der Funktion f(x) = 2% + 1
genauer an. Fiir den ersten Term im Zéahler des Bruchs bendtigen wir
das f(z + Az), also den Funktionswert fiir das Argument x + Ax. Das
ergibt: f(z + Ax) = 22 + 2xAx + (Ax)? + 1. Einsetzen in Gl. 1.143
ergibt

P+ 2zAz+ (Az)2+1— (22 +1)
— = lim

dx Az—0 Ax
Ax#£0

2
~ tim 2zAz + (Ax)

%;8 Az (1.144)

= lim 2z + Ax

wie man es nach der allgemeinen Ableitungsvorschrift f’(z) = na™!

fiir eine Funktion f(z) = 2" erwarten wiirde. Fiir einen Beweis die-
ser allgemeinen Vorschrift sei auf die entsprechenden mathematischen
Vorlesungen verwiesen.

1.5.2 Das Differential

Vielleicht wundern Sie sich iiber die Schreibweise f/(z) = df/ dz, die
den Eindruck erweckt, als wére der Differentialquotient nichts weiter
als das Verhéltnis zweier infinitesimal kleiner Groéflen df und dz. Im
strengen mathematischen Sinn muss man an dieser Stelle vorsichtig sein,
allerdings kann man in vielen Féllen mit den kleinen Gréflen dz und d f
aber so rechnen, als wiren das eigenstindig Gréflen. Das Differential
df kann man dadurch (tautologisch) definieren als

df =df-1=df- % = (i’:) dz = f'(z) da. (1.145)
—~—

=1

Vergleichen wir das mit Gl. 1.135. Das Differential d f nach GI. 1.145 gibt
die Anderung der Funktion f bei kleiner Variation der variablen Grofe
2 um ein dz an. Hierbei wird nur der lineare Anteil dieser Anderung
beriicksichtigt. Terme hoherer Ordnung werden hier also vernachléissigt.
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Es spielt insbesondere bei Funktionen mit mehreren Variablen eine
wichtige Rolle und wird spéter noch etwas ausfiihrlicher diskutiert.

1.5.3 Differenzierbarkeit von Funktionen

Nicht jede Funktion lédsst sich differenzieren, also in einem bestimmten
Bereich eindeutig linear anndhern. Ein guter Indikator fiir Differenzier-
barkeit ist die Stetigkeit der Funktion, da jede Funktion, die differen-
zierbar ist, stetig sein muss, wahrend jede nicht-stetige Funktion an
der Stelle der Unstetigkeit nicht differenzierbar ist. Allerdings ist die
Stetigkeit einer Funktion nicht ausreichend. Bekanntes Beispiel ist die
Betragsfunktion f(z) = |z|, die an der Stelle z = 0 zwar stetig ist, aber
keine eindeutige lineare Approximation zulédsst. Ein anderes Beispiel
ist die Funktion f(z) = \/z, die an der Stelle z = 0 ebenfalls nicht
differenzierbar ist. Betrachten wir dazu den Differenzenquotient, wenn
man sich von positiven z-Werten dem Wert z = 0 annéhert. Es gilt

hierbei
fl@)=f(0O0) _Va-0_ 1
=0 =20 —ﬁ. (1.146)

Im Grenzfall eines immer kleiner werdenden Intervalls, das durch die

Werte g = 0 und Az = x — g = x bestimmt ist, also im Grenzfall

li !

ergibt sich ein unendlich grofler Grenzwert. Die Ableitung ist an dieser
Stelle also nicht eindeutig definierbar. Jede differenzierbare Funktion
muss durch eine lineare Approximation der Form f(x) ~ f(zo) + f'(z) -
(x — xo) darstellbar sein, was fiir f(z) = y/z an der Stelle zp = 0
nicht moglich ist. Geometrisch lisst sich das so interpretieren, dass die
Tangente an die Funktion y/z im Nullpunkt parallel zur y-Achse steht

(1.147)

(mit dieser hier sogar identisch ist), somit kein Steigungsdreieck angelegt
werden kann.

Es gibt eine Reihe von Ableitungen wichtiger Funktionen, die man
immer parat haben sollte und die in Tabelle 1.3 zusammengefasst sind.
Hinzu kommen eine Reihe von wichtigen Rechenregeln, die ebenfalls
haufig gebraucht werden (f und g sind Funktionen der Variablen z):

o Faktorregel:
(af) =a-f (1.148)

e Summenregel:
(f+9) =+ (1.149)
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Tabelle 1.3: Ableitungen wichtiger Funktionen.

f(z) f(z) f(z) f'(x)
" n-zg" ! log, = !
@ z-lna
1
a 0 Inx —
T
sin x CcoS T sinh z cosh x
CcosS T —sinx cosh x sinh z
1
e” e” tanh z 5
cosh” x
a® (Ina)-a® tan x !
cos? z

e Produktregel:

(f9) = fg+fd (1.150)
¢ Quotientenregel: /
fY _fl9—1d
(g) p (1.151)
o Kettenregel:
(fog) =d(f(x) f(x) (1.152)

Diese Rechenregeln lassen sich recht einfach aus der Definition des
Differentialquotienten herleiten. Meist muss man dabei nur ein paar
>Tricks« anwenden, wie das geschickte Erweitern der Formeln, die
Ihnen nach einiger Zeit aber auch nicht mehr wie Tricks vorkommen
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werden. Wir fithren dies exemplarisch am Beispiel der Produktregel
durch. Es gilt

f(z+ Az)g(z + Az) — f(x)g(x)

(fo) = Alg;glo Ax
=0
o JGt Aa)g(a t A) - T@)gla + Aw) + T ()9l t Ar) S (2)
o Ax—0 Ax
~g(z)
——
o GG AR) @) AD ()l + Ar) ~ g(x)
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

=fg9+f4d

(1.153)

Die Kettenregel schauen wir uns an einem Beispiel an: Sei y = sin 2.

Wir kénnen die Funktion y(z) in zwei Teilfunktionen f und g zerlegen:

fz) = o

oly) = siny. (1.154)

Daraus folgt mit den allgemeinen Ableitungsregeln der Teilfunktionen:

"(x) = 2z
f,( ) (1.155)
g'(y) = cosy.
Mit GIl. 1.152 erhilt man
Y (z) = cosa? - 2. (1.156)

Die Verkettung dieser zwei Funktionen lasst sich auch als g(f(y))
darstellen. Wir kénnen uns die Kettenregel auch iiber die Beziehung

=1
d d fd/\ dg d
dg _dg df _dg df (1.157)
de dx df df dz
herleiten, an der man gut die aus der Schule bekannte Formulierung
s>innere Ableitung - duflere Ableitung< ablesen kann.

1.5.4 Ableitung der Umkehrfunktion

Die Kettenregel ist ein sehr méchtiges Werkzeug, da sie es auch ermdoglicht,
die Ableitung komplizierterer Funktionen zu bestimmen. Es sollte be-
kannt sein, dass die Funktion f(z) = sinx die Ableitung f’(x) = cosz
hat. Wie sieht es aber mit der Umkehrfunktion des Sinus, also mit
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f~H(x) = arcsin x aus? Wenn wir die Ableitung der Ausgangsfunktion
f(z) kennen, kénnen wir die Ableitung der Umkehrfunktion bestim-
men. Wir nutzen hierzu aus, dass die Verkettung von Funktion und
zugehoriger Umkehrfunktion dem Argument z der Funktion entspricht,
also dass

(f o)) =a (1.158)
gilt. Am Beispiel f(z) = 22 und f~!(x) = /2 kann man sich das gut
verdeutlichen. Es gilt vz2 = z. Leitet man Gl. 1.158 nach z ab, so
erhdlt man auf der rechten Seite Eins, auf der linken Seite kann man
die Kettenregel anwenden:

(frof) = =) f=1 (1.159)

Daraus folgt
1
Y f(2)) = —. 1.160
Jetzt muss man nur noch dafiir sorgen, dass beide Seiten der Gleichung
durch die gleiche Variable ausgedriickt werden. Mit y = f(z) und z =

f~Y(y) (letzeres ist die Definition der Umkehrfunktion) folgt schlieSlich
1
Y y) = ———. 1.161
W= ) 1oy
Schauen wir uns das am Beispiel f(z) = sinx bzw. f~1(y) = arcsiny
genauer an. Aus GI. 1.160 folgt

(F @) = — = ! ! . (1.162)

cosxz  cos (arcsiny) \/ 1 — sin? (arcsin y)

=T

Mit y = sin (arcsiny) und Umbenennung der Variable y in 2 bekommen
wir einen Ausdruck fiir die Ableitung von f(x) = arcsin x:

o 1
= — 1.163
(arcsin z) N ( )

1.5.5 Parameterform

Gegeben seien zwei Funktionen z(¢) und y(t), die beide von der Variable
t abhingen. Eine solche Funktion konnte beispielsweise einen Kreis
darstellen, den man in der x, y-Ebene zeichnen kann. Fiir die Ableitung
dy/ dz kann man nun schreiben:

dy

dy  q¢ ¥

Y_d _ Y 1.164
dt
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Bleiben wir beim Kreis und driicken die beiden Variablen aus iiber

z(t) = rcoswt

1.165
y(t) = rsinwt. ( )
Daraus folgt
Z(t) = —rwsinwt = w
®) Y (1.166)
y(t) = rwcoswt = wx
und somit d )
Y _v__Y (1.167)

de & x
Wir priifen Gl. 1.167 auf Plausibilitdt. Fiir £ > 0 und y ~ 0 wird die
Steigung dy/ dx sehr grofl und negativ, fiir x = 0 erhilt man eine
horizontale Tangente, wie man es erwartet.

1.5.6 Ableitung von Vektoren

Die Bewegung eines Massenpunktes im Raum sei durch einen zeitlichen
verdnderlichen Vektor 7(t) = (x(¢),y(t), 2(t)) beschrieben. Der Vektor
7 wird dabei als Ortsvektor bezeichnet. Die Bahnkurve bezeichnet man
als Trajektorie.” Die Ableitung des Ortsvektors 7(t) nach der Zeit t ist
die Geschwindigkeit ¥/(t) des Massenpunktes. Die Ableitung ist dabei
auf jede Komponente des Vektors anzuwenden, d. h.

z(t+ At) — z(t)

At
& Vg
7= lim yt+a) —yt) | _ gl = |y, | (1.168)
—0 At
z Vs
z(t+ At) — z(t)

At

Der Geschwindigkeitsvektor ¥ steht tangential zur Trajektorie, sein
Betrag ist gleich der Geschwindigkeit in Richtung der Trajektorie. Fir
die Ableitung von Verkniipfungen von Vektoren gelten die gleichen
Regeln wie fiir gewhnliche Ableitungen, so z. B. fiir das Kreuzprodukt
die Produktregel:

da - db

d 5
&@xb)zaxl)%—axa. (1.169)

9 Das Wort »>Trajektorie« wird Tra-jek-to-ri-e ausgesprochen, also am Ende so
wie Studie, Aktie, Serie, Hostie. Es wird nicht Tra-jek-to-rie wie in Energie oder
Amnesie ausgesprochen.
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Abbildung 1.18: Die Funktion f(z,y) = —y? — z als 3D-Plot.

1.5.7 Partielle Ableitung

Bisher haben wir nur Funktionen mit einer Variablen beziiglich ihrer
Ableitung betrachtet. Funktionen kénnen aber von mehreren Variablen
abhéngen. So kann beispielsweise ein Hohenprofil z eines Gebirges als
Funktion zweier rdumlicher Gréflen  und y ausgedriickt werden, d. h.
als

z = f(z,y). (1.170)

Fiir jede Kombination von Wertepaaren (x,y) gibt es eine eindeutige
GroBe z, in unserem Beispiel eine Hohe. Die Funktion z = f(z,y) de-
finiert eine Fliche, die — wenn man sich auf ihr bewegen wiirde — in
verschiedenen Richtungen verschiedene Steigungen hat. Man kann sich
das an Abb. 1.18 verdeutlichen, in der die Funktion z = —y' — 2 dar-
gestellt ist. Hier gibt es Bereiche geringer und hoher Steigung, dhnlich
einem Berggrat, der seitlich steil abféllt. Die Steigung einer solchen
Funktion ist also richtungsabhéngig (vgl. Abb. 1.19). Partielle Ablei-
tungen betrachten die Verdnderung einer mehrdimensionalen Funktion
in Richtung einer Koordinate, alle anderen Richtungen werden dabei
als fest angenommen. Fiir eine Funktion f(z,y) sind die partiellen
Ableitung nach x und y folgendermaflen definiert:

or AI;IEO Ax
(1.171)
oy Aléglo Ay '
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Steigung in z-Richtungs , Steigung in y-Richtung
0 f (@, Y)|o=z0,5=yo Oy f (2, Y)|w=z0,y=y0

Abbildung 1.19: Die Steigung einer Funktion der Form z = f(z,y) bezogen
auf einen Punkt (z,yo) ist abhéiingig von der Richtung, in die man sich bewegt.

Betrachten wir das Beispiel f(z,y) = 3z%y + sinzy. Die partiellen
Ableitungen ergeben sich zu

0
—f = 6xy +y - cosxy
a$ y=const.
(1.172)
0
a—f :3m2+$-cosxy.
Yy xr=const.

Analog zu den »normalen< Ableitungen gibt es bei den partiellen
ebenfalls hohere Ableitungen der Form 0% /9z2. Es sind zudem gemischte
Ableitungen der Form

o (of\  of
3 (m:) = 3505 (1.173)

Man kann zeigen, dass die Reihenfolge der partiellen Ableitung nach
verschiedenen Variablen keine Rolle spielt (Satz von SCHWARZ). Es gilt
also
Pf f
Oydx  Ozxdy’

(1.174)

1.5.8 Differential von f(z,y)

Das Differential df wurde bereits in Abs. 1.5.2 eingefiihrt. Fiir zwei
Koordinaten z,y kénnen wir es als

_(9F of
df = <83§'> dx + <8y> dy (1.175)
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schreiben. Eine kleine Anderung des Funktionswertes df kann geschrie-
ben werden als Summe der Anderungen in z- und y-Richtung. Wir
schauen uns eine Eigenschaft des Differentials fiir implizite Darstellun-
gen von Funktionen an, also fiir Darstellungen der Form F(z,y) = 0.
Betrachten wir den Einheitskreis 2 + y? — 1 = 0 und beschrinken uns
auf positive y-Werte. In diesem Fall gilt:

oF OF
dF = (81‘) dz + <8y> dy = 0. (1.176)

Wir konnen dies in die Form

8£
dy _ ox

dz ~—  [oF
Ay

bringen. Wir kénnen also die Ableitung dy/ dx mit den partiellen
Ableitungen von F' verkniipfen. Am Beispiel des Einheitskreises bedeutet
dies, dass

(1.177)

d 2
W_ r_ 7 (1.178)
dx 2y Y
gilt, was wir bereits als Ergebnis parametrischer Ableitungen in Abs. 1.5.5
erhalten haben.

1.5.9 Zeitableitungen

In der Physik interessiert oft die zeitliche Verdnderung von physika-
lischen Groflen. Solche Verdnderungen werden durch Differentialglei-
chungen beschrieben. Zum Loésen dieser Differentialgleichungen benétigt
man eine Reihe von mathematischen Methoden, die im Verlauf des
Studiums gelehrt werden. Als Basiswissen sollte man aber die Techniken
der Differentialrechnung beherrschen, also das, was man gemeinhin als
>ableiten< bezeichnet. Darunter versteht man die Berechnung lokaler
Verdnderungen von Funktionen, die man iiblicherweise als Tangenten-
steigung der Funktion angibt. Die Tangentensteigung wird als Grenzwert
der Sekantensteigung fiir sehr kleine Az berechnet. Die Gréfle « kann fiir
eine beliebige Grofie stehen (Ort, Zeit, Konzentration, Druck usw.), muss
als nicht unbedingt eine Lénge bezeichnen. Den Grenzwert bezeichnet
man als Differentialquotienten df/ dx:

_df . flet )~ fz)

dx Az—0 Ax

f(z) (1.179)
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Fiir den Differentialquotienten gibt es bei rdumlichen Ableitungen die
Schreibweise f’(x). Bei zeitlichen Ableitungen hat sich die Konvention
durchgesetzt, einen Punkt iiber die Funktion statt eines Strichs daneben
zu setzen, also:

Af A - (1)

1) = dt A0 At (1.180)

Zeitableitungen werden also abgekiirzt in der Punktschreibweise ge-
schrieben. Hohere Ableitungen werden durch mehr Punkte gekennzeich-
net, wobei man eigentlich fast nur Ableitungen bis zweiter Ordnung
braucht. Das erspart Schreibarbeit und macht Formeln tibersichtlicher.
So lésst sich beispielsweise die Bewegungsgleichung eines gedampften
harmonischen Oszillators mit Kreisfrequenz w sehr einfach in der Form

i+28-i+wir=0 (1.181)
statt P2 4
ar ar 2. _
12 +25dt +wz=0 (1.182)

schreiben. Wir werden den harmonischen Oszillator an spéterer Stelle
im Detail besprechen, also keine Angst, wenn die Formel Thnen an dieser
Stelle nichts sagt.

1.6 Integralrechnung

1.6.1 Das unbestimmte Integral

Die Integration einer Funktion lasst sich als Umkehrung der Differen-
tiation auffassen. Bei der Differentiation geht es darum, die Ableitung
f'(z) einer Funktion f(z) zu bestimmen. Bei der Integration ist es
nun so, dass uns eine Funktion f(x) vorliegt, die wir als Ableitung
einer Funktion F'(x) interpretieren kénnen und wir diese Funktion F'(z)
bestimmen wollen. Es gilt also:

F'(z) = f(z). (1.183)

Die Funktion F(x) wird als Stammfunktion bezeichnet. Unter Integrie-
ren versteht man in erster Linie das Auffinden dieser Stammfunktion.
Die Schreibweise hierfiir lautet:

F(z) = / f(z) da. (1.184)

Eine Reihe wichtiger Stammfunktionen sind in Tabelle 1.4 zusammen-
gefasst.
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Tabelle 1.4: Wichtige Stammfunktionen (ohne additive Konstante).

f(z) F(x) f(z) F(x)

" 1 n+1 a a-x
n-+1

1

— Inx et et

T

0 leax a® i T
a Ina

sin x —Ccosx CcoST CcoS T

Es gibt zu einer Funktion f(x) eine unendliche Anzahl von Stamm-
funktionen, da F'(x) nur bis auf eine beliebige additive Konstante C' be-
stimmbar ist. So ergibt z. B. die Ableitung der Funktion F'(z) = 222+ 5
die Funktion f(z) = 4x. Die Funktion F(z) = 22? + 7 hat aber die
selbe Ableitung, ist also auch Stammfunktionen von f(x), genauso wie
jede andere Konstante, die man additiv hinzufiigt.

In der Physik hat man es hdufig mit unbestimmten Integralen zu tun.
Der Wert der Integrationskonstanten C' ergibt sich dabei oft aus den
Randbedingungen der physikalischen Problemstellung. Betrachten wir
den freien Fall eines (punktformigen) Korpers im Schwerefeld der Erde,
also unter Vernachldssigung der Luftreibung. Die Bewegung kann in
einer Dimension beschrieben werden, wir definieren hierzu eine z-Achse,
deren positive Richtung nach oben zeigt. Die Erdbeschleunnigung ¢
ist dieser Achse entgegen gerichtet, es gilt also § = —gé,. Die zeitliche
Ableitung der Geschwindigkeit ist die Beschleunigung, in unserem Fall
|g| = const.. Wenn wir die Beschleunigung nach der Zeit integrieren, so
erhélt man folglich die Geschwindigkeit v:

o(t) = /(—g) dt = —gt + C). (1.185)

Das negative Vorzeichen ist eine Folge der Festlegung des Koordinaten-
systems. Die Konstante C kann aus den Anfangsbedingungen bestimmt
werden. Wird der Korper z. B. zur Zeit ¢ = 0 mit einer Anfangsgeschwin-
digkeit vy entgegen Richtung der wirkenden Beschleunigung gestartet,
so erhdlt man

v(t) = —gt + vo. (1.186)
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Integriert man nochmals nach der Zeit, so erhélt man den Ort z(¢):

1
z(t) = /v(r) dt = —/gtdt+/v0dt = —§gt2—|—v0t+02. (1.187)

Die Konstante C wird wieder {iber eine Anfangsbedingung festgelegt.
Wir legen fest, dass bei t = 0 der Korper aus einer Hohe z(t = 0) = z
startet. Daraus erhélt man die Bewegungsgleichung fiir den freien Fall
mit Anfangsgeschwindigkeit vg und Starthdhe z:

1
z(t) = _§Qt2 + vot + 20 (1.188)

Prifen Sie durch zweimaliges Ableiten nach der Zeit, ob diese Bewe-
gungsgleichung auf die konstante Erdbeschleunigung a = —g fiihrt.

1.6.2 Das bestimmte Integral

Beim bestimmten Integral geht es darum, einen konkreten Zahlenwert
auszurechnen, also nicht wie beim unbestimmten Integral eine neue
Funktion zu bestimmen. Dieser Zahlenwert entspricht der Flache un-
terhalb der Funktion innerhalb eines Intervalls (a,b). Sie wird auf der
anderen Seite durch die z-Achse begrenzt. Die Grundidee, diese Fliche
zu berechnen, ist relativ einfach. Man fithrt die Gesamtflache auf eine
Summe von kleineren Rechteckflichen (vertikalen Streifen) zuriick, die
alle die gleiche Breite Az haben und die einfach addiert werden. Die
Hohe dieser Rechteckflichen ist dabei durch die Funktionswerte f(z)
gegeben. Zerlegt man das Intervall (a,b) in n dquidistante Teilstiicke der
Breite (b — a)/n, so kann man auf der x-Achse eine Folge von z-Werten
definieren, die durch

ri=a-+1-Ax i=0,...,n (1.189)

beschrieben werden. Wir priifen auf Plausibilitat: fiir ¢ = 0 ist g = a,
fir ¢ = n ist x, = b. Man kann an den drei Beispielen am Rand
erkennen, dass die Fliache umso genauer wird, je mehr Teilstiicke man
verwendet, je kleiner also das Az wird. Die Gesamtflache erhilt man
durch Addition der Teilflachen s;:

n
S(ap) = S1+82+:-+s, = Zsi. (1.190)
i=1
Beachten muss man hier, dass die Rechteckfliche mit der Bezeichnung
s; zum Intervall (z;_1, ;) gehort, da zwar der Index i bei Null beginnt,
man die Nummerierung der Flidchen aber mit 1 anfingt. Die Flache s;
erhélt man nun durch Bildung der Summe
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si = f(z;)Ax + ;. (1.191)

Dabei steht das ¢; fiir eine Restflache, die nicht vom Produkt f(z;)Ax
erfasst wird. Die Gesamtflache kann damit geschrieben werden als

n n

S(ap) = Zf(afz)A.%—FZ&‘z (1.192)
i=1 i=1
Im Fall immer kleiner werdender Intervalle Ax werden die einzelnen
Restflichen immer geringer, so dass

S(ab) Zf(a:z)Ax (1.193)

gilt. Im Grenzfall unendlich kleiner Intervalle geht dies in die exakte
Flache unter der Kurve tiber und fihrt zur Definition des bestimmten
Integrals:

/abf(x) dz = Alir_r)loif(xi)Ax. (1.194)

Die Variable z ist die Integrationsvariable, dx das Differential. Hier wird
auch nochmal der Bezug zur Darstellung der Ableitung als (df/ dz)
deutlich. Nehmen wir als Beispiel, dass die Ableitung einer Funktion f
nach x eine Konstante a ergibt:

df
- = 1.195
it (1.195)
Man kann nun das dz auf die rechte Seite bringen und erhélt
df = adz. (1.196)

Wir kénnen nun auf beiden Seiten eine Integration durchfiihren, auf der
linken Seite nach f auf der rechten nach x, wobei es keine Rolle spielt,
ob wir das bestimmte oder unbestimmte Integral bilden:

Io xp
df =a dz
fa Ta (1197)

fo—fo=A0f =a(zy— z4) = aAz

Die Integration fithrt also von den infinitesimal kleinen Intervallen d zu
endlich groflen Intervallen A, in denen sich die reale Welt abspielt. Die
Idee sowohl der Integration als auch der Differentiation ist die lineare
Approximation von funktionalen Zusammenhéngen in sehr kleinen In-
tervallen, die man mathematisch einfacher behandeln kann sowie die
Zuriickfiihrung auf endliche (nicht-infinitesimale) Groflen.
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Die Flache zwischen positiven Funktionswerten und x-Achse wird
positiv gezdhlt, zwischen negativen Funktionswerten und z-Achse ent-
sprechend negativ. Daraus folgt z. B. sofort, dass

2T
/ sinzdz =0 (1.198)
0

sein muss.

Wir haben den Differentialquotienten beim Ableiten auf Plausibilitét
gepriift, indem wir gezeigt haben, dass die Ableitung von f(x) = z?
zu f'(x) = 2z fithrt. Wir wollen dieses Plausibilitdtspriifung nun auch
fiir die Integration einer einfachen Funktion, genauer fiir f(z) = =,
durchfithren. Wir wissen natiirlich, dass

b 1 b b2 _ CL2
de = |Z22| = 1.199
/a xdx { 5% L 5 ( )
ergibt. Betrachten wir nun Gl. 1.193 fiir die Funktion f(z). Die Funk-
tion sagt aus, dass ihr Argument dem Funktionswert entspricht. Als

Argumente der Funktion nehmen wir die Werte z;0 = a + i - Az, die
wir durch Intervallbildung erhalten, was bedeutet, dass wir das Az als

Ap =20 (1.200)
n
definieren. Es gilt also
f(zi) = fla+iAz) = a+ilx. (1.201)
Somit gilt fiir die Fléche s, )
S(ah) = > (a+iAz)Ax
i=1
= Z alz + Zi(ACL’)2
i=1 i=1 (1.202)

=alzd 1+ (Ax)*) i
=1 =1

2n(n+1)
2
Mit der Intervalldefinition von Az und ein paar einfachen Umformungen

= aAz-n+ (Ax)

erhalt man:

1 9 1
— _ Z(b— 1+=1. 1.2
S(ap) = a(b—a) + 2(b a) ( + n) (1.203)
Im Grenzfall Az — 0, der gleichbedeutend mit n — oo ist, kommt man
auf . )
—a
Sah) = 5 (1.204)

was dem bekannten Ergebnis entspricht.
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1.6.3 Rechenregeln fiir bestimmte Integrale

Folgende Rechenregeln fiir bestimmte Integrale werden héufig gebraucht:

o Fallen die Integrationsgrenzen zusammen, ist die resultierende
Flache Null

/af(x) dz =0 (1.205)

e Integrale konnen in Teilintegrale zerlegt werden

c b c
/ f(z) dx:/ f(z) d:c+/ f(z)dz (1.206)
a a b
Hierbei ist zu beachten, dass b in Intervall (a,c¢) liegen muss.

e Vertauscht man die Integrationsgrenzen, dndert sich das Vorzei-
chen

/abf(x) dz = —/baf(x) dx (1.207)

1.6.4 Partielle Integration

Das Integrieren von Funktionen ist im Gegensatz zum Differenzieren
deutlich komplizierter. Es gibt daher eine Vielzahl von Techniken, die
man sich aneignen kann wie beispielsweise das Substituieren. Ziel hier-
bei ist es, dass man das Integral in eine Form bringt, deren Losung
man kennt bzw. deren Lésung in einer Formelsammlung zu finden ist.
Eine Technik, die auf der Produktregel der Differentiation basiert, soll
hier exemplarisch vorgestellt werden: die partielle Integration (engl.
integration by parts). Erinnern wir uns an die Produktregel:

(fg) =g+ fd. (1.208)

Wir kénnen diese Umstellen und eine Integration durchfiihren:
[ £9ds= [(sgyda~ [ 4 s
(1.209)
~f9- [ 14 dz.

Fiithren wir als Beispiel die Integration von f(z) = xe” daz durch. Man
kann nun frei auswéhlen, welche der beiden Teilfunktionen das g und
welche das f’ sein soll. Wahlt man g(z) = x, so ergibt die Ableitung
¢'(z) = 1. Wir erhalten damit

/xezdx:xer—/lexdx =e"(z—1). (1.210)
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Tabelle 1.5: Ableitungen der Form f/(x) = na™~! fiir verschiedene n.

n -2 -1 0 1 2 3

f(x) —2r73 —z72 0 0 27! 322

Wir kénnen die Methode des partiellen Integrierens auch auf f(z) = Inx
anwenden:

1
/lnxdx:/l-lnx::c-ln:c—/xfda::x'lnx—x:x(lnx—l).
x
(1.211)

1.6.5 Logarithmen einmal anders betrachtet

Abschlieflend zum Abschnitt iber Integration soll nochmal tiber Lo-
garithmen gesprochen werden. Der Zugang zu Logarithmen aus der
Sicht eines Mathematikers unterscheidet sich von unserer bisherigen
anwendungsorientierten Betrachtungsweise, bei der es mehr um die
bendtigten Rechenregeln gegangen ist. Betrachten wir zunéchst noch
einmal die Ableitungsregel fir Funktionen der Form f(z) = z™. Hier
gilt

f'(z) = nz" 1. (1.212)

Tabelle 1.5 zeigt eine Reihe von Ableitungen fiir aufsteigende Werte von
n, beginnend mit n = —2. Was aufféllt ist, dass es in dieser Reihe keine
Ableitung der Form f’(z) = ™! gibt. Nun ist eine Funktion dieser
Form keineswegs ungeeignet, eine Ableitung darzustellen. Bis auf die
Stelle x = 0 ist diese Funktion stetig differenzierbar, somit als Ableitung
fiir eine noch zu findende Funktion geeignet. In der Mathematik geht
man nun folgenden Weg: man definiert die gesuchte Funktion fiir x > 0
iiber ein Integral, welches folgende Form haben soll:

ln:v:/ u™ ! du. (1.213)
1

Die Einschriankung auf x > 0 ergibt sich aus der Tatsache, dass man
nicht iiber die Singularitit integrieren kann. Die obere Integrations-
grenze x ist entspricht dem Argument der Funktion Inx. Die untere
Integrationsgrenze betrigt 1. Dieser Wert ist als untere Integrations-
grenze zwingend notwendig, da

x
/ v 'du=[lnulf =lnz—1Inl (1.214)
1

76



In 8z
In4x
In 2z
Inx

Abbildung 1.20: Graphische Darstellung der Funktion Innx fir n = 1,2,4,8.

ergibt und GIl. 1.213 als Definitionsgleichung gelten soll. Somit muss
In1 = 0 sein. Wir kennen also damit bereits einen Funktionswert der
gesuchten Funktion. Man sieht, dass diese Bedingung auch iiber die
Integraldefinition erfiillt ist, wenn man als obere Integrationsgrenze
x = 1 verwendet:

1
Inl= / wldu =0 (1.215)
1

Wenn die beiden Integrationsgrenzen gleich sind, betragt die Fléche
null. Ebenfalls kann aus Gl. 1.213 geschlossen werden, dass Inx > 0 fiir
x > 1 sein muss, ebenso Inz < 0 fir 0 < z < 1.

Der Integrand in GIl. 1.213 ist positiv, somit muss die Funktion In x
streng monoton steigend sein. Man kann durch Grenzwertbetrachtungen
zeigen, dass fiir £ — oo die Steigung von In z immer geringer wird, da ja
die Steigung durch ="' beschrieben wird, diese bei steigenden z-Werten
asymptotisch gegen null lduft. Fiir x — 0 wird analog die Steigung von
In 2 unendlich grof. Zusammen mit der Bedingung Inz < 0 fiir x < 1
folgt daraus, dass Inxz — —oo fiir x — 0 gelten muss.

Man kann sich nun weitere Eigenschaften unserer gesuchten Funktion
iiberlegen. Wenn die Ableitung von Inz die Funktion 2~! ergibt, dann
kann man mit Hilfe der Kettenregel sich iiberlegen, dass fiir einen
konstanten Faktor a die Funktion In (az) die Ableitung

(In (azx)) = % (1.216)
hat. Die Ableitungen von Inz und In az haben also dieselbe Steigung
(siehe Abb. 1.20), somit unterscheiden sich die beiden Funktionen nur
um eine additive Konstante ¢ (die ja beim Ableiten verschwindet). Es
gilt also

In (ax) =Inz +c. (1.217)
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Setzt man in dieser Gleichung x = 1 ein, erhdlt man ¢ = In a. Daraus
folgt unmittelbar die Beziehung

In (ab) = Ina+ Inb. (1.218)
Setzt man a = b, so folgt daraus dann
Ina?=Ina+Ina=2Ina. (1.219)
Verallgemeinert muss dann gelten, dass
Inz" =n-lnz (1.220)

ist. Da unsere Funktion stetig ist, kann n fiir beliebige reelle Exponenten
stehen.

Bisher kennen wir fiir die Funktion In x nur einen einzigen Funktions-
wert, ndmlich In1 = 0. Erweitert man dies mit

1 1
1n1=ln<'x>:ln—|—ln$20 (1.221)
x x
folgt damit unmittelbar
x
In—=Ilnz—Iny. (1.222)
Y

Wie sieht es nun mit anderen Funktionswerten aus? Betrachten wir
hierzu das Integral

1+2 1
In(14+z)= / = du. (1.223)

1 U
Wir fiithren eine Variablentransformation mit v = 1 4+ v durch, wodurch
wir du = dv erhalten. Beachten Sie, dass die Variable u der Varia-
ble x entspricht, die Umbenennung ergibt sich aus der Tatsache, dass
Integrationsvariable und Variablen der Integrationsgrenzen andere Be-
nennungen erfordern. Wir miissen die Integrationsgrenzen entsprechend

mit transformieren und erhalten

ln(l—l—:c):/ox

1
14w

dv. (1.224)

Der Integrand entspricht einer binomischen Reihe und kann als

1-'—1}71: —Ukzl—v+v2—’l)3—|—’l)4—'l)5+... 1225
(1+v)
k=0
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Abbildung 1.21: Graphische Darstellung der Funktion {=7.

geschrieben werden. Fir Werte |v| < 1 konvergiert diese Reihe, so dass
wir die Integration iiber die einzelnen Summanden ausfithren kénnen,
um ein endliches Ergebnis zu bekommen:

T
In (14 x) :/ (1—v+v2—v3+v4—...)dv
0

PR (1.226)
Wir kénnen damit fiir das Intervall (0,2) alle Werte der Funktion In x
darstellen, was natiirlich etwas unbefriedigend ist, da alle Werte x > 2
noch nicht abgedeckt sind. Um diesem Dilemma zu entkommen, bedient
man sich einer geschickten Wahl des Funktionsarguments von In z. Man
setzt hier den Ausdruck X = (1+z)/(1 — ) ein und erhélt damit

1
lnX:1n<1+x

) =In(l1+z)—In(1-a2), (1.227)
wodurch man alle Werte von 0 bis unendlich abbilden kann. Die Funktion
X = (142)/(1 —=x) ist in Abb. 1.21 dargestellt. Alle Zahlen 0 <
X < oo werden fir |z| < 1 abgebildet. Damit ist es nun moglich,
alle Funktionswerte von In 2 darzustellen, ndmlich als Differenz zweier
Logarithmen aus dem Bereich 0 bis 2.

Die Funktion In zx ist eine streng monoton wachsende Funktion und
folglich auch umkehrbar. Die Umkehrfunktion wird als e” bezeichnet,
somit gilt also
Ine” = z. (1.228)
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Wir leiten nun beide Seiten ab und erhalten unter Beriicksichtigung der
Kettenregel:

1 /

o (e") = 1. (1.229)

Daraus folgt, dass
(e®) =e* (1.230)

sein muss. Die Ableitung der e-Funktion e ergibt e”.

Wir haben ausgehend von einer Liicke in der bekannten Ableitungs-
vorschrift (f'(z) = na™"!), also dem Fehlen einer Ableitung der Form
z~! eine Funktion In z iiber ein Integral definiert und konnten wichtige
Eigenschaften dieser Funktion daraus bestimmen. Natiirlich handelt es
sich bei der Funktion um den natiirlichen Logarithmus, was die Bezeich-
nung bereits angedeutet hat. Wir konnten zudem aus dieser Definition
zeigen, dass die Ableitung der Umkehrfunktion, also von e* wieder die
Funktion e ergibt, génzlich ohne die Ableitungsdefinition iiber den
Differentialquotienten zu verwenden. Man kommt also mit ein wenig
Nachdenken héufig auf verschiedenen Wegen zu neuen Erkenntnissen,

was dieser abschliefflende Abschnitt zeigen will.
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KEGELSCHNITTE

2.1 Historischer Uberblick

Unter Kegelschnitten versteht man eine Gruppe von Kurven, die man
geometrisch als Schnitte einer Ebene mit der Oberflédche eines unendlich
ausgedehnten Doppelkegels interpretieren kann (vgl. Abb. 2.1). Sofern
die Ebene die Kegelspitze enthélt, erhdlt man entweder einen Punkt oder
zwei sich schneidende Geraden. Man spricht hier von entarteten Kegel-
schnitten. In allen anderen Féllen ergeben sich die sog. nicht-zerfallenden
Kegelschnitte (Ellipse, Parabel, Hyperbel), die man gemeinhin unter
Kegelschnitten versteht und um die es in diesem Kapitel gehen soll.

Kegelschnitte werden in der mathematischen und physikalischen Aus-
bildung meist etwas stiefmiitterlich behandelt, spielen aber dennoch eine
wichtige Rolle in der Raumfahrt und auch in der Optik. Kegelschnitte
sind Losungen des Zweikorperproblems der Mechanik und beschreiben
die moglichen Trajektorien von Planeten und Kometen aufgrund der
gravitativen Wechselwirkung.

Erstmal erwédhnt wurden Kegelschnitte in den Werken von Menaich-
mos (ca. 380 bis 320 v.Chr.), einem griechischen Mathematiker der
Platonischen Akademie!. Menaichmos entdeckte die >Parabel« und die
>Hyperbel<. Die Gesamtheit der Kegelschnitte wurden dann in dem
groflen Werk >Konika< (Uber Kegelschnitte) von Apollonius von Perge
beschrieben. Dieses Buch bildete die Grundlage fiir die spétere Beschrei-
bung der Bewegung der Planeten durch Ptoleméus (ca. 100-160 n. Chr.).

Wir werden an anderer Stelle die geometrischen Parameter der Ke-
gelschnitte mit physikalischen Gréflen in Verbindung bringen. Um
iiberhaupt zu erkennen, dass diese Verbindung besteht, ist es unabding-
bar, sich mit den grundlegenden Begriffen aus mathematischer Sicht
vertraut zu machen. Dies soll in einem iiberschaubaren Umfang getan

1 Der Begriff >Akademie<, der heutzutage fiir eine Gelehrtengesellschaft steht, be-
zieht sich auf Akademos, einer Gestalt aus der griechischen Mythologie. Akademos
rettete die Stadt Athen vor der Zerstérung durch die Dioskuren (S6hne des Zeus)
Kastor und Polydeukes. Diese wollten ihre Schwester Helena, die von Theseus
entfithrt und versteckt worden war, befreien und drohten mit der Zerstérung von
Athen. Akademos verriet den beiden den Aufenthaltsort von Helena. Helena wurde
spater nochmal entfithrt, was den Trojanischen Krieg ausloste.
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Abbildung 2.1: Kegelschnitte

werden, da es zu Kegelschnitten eine Fiille an Informationen gibt, man
sich hier schnell in weniger wichtigen Details verlaufen kann.

2.2  Kreis und Ellipse

Beginnen wir mit dem Kreis K, den man als eine Menge von Punkten
(z,y) mit einem festen Abstand r vom Kreismittelpunkt definieren
kann. Das kann man schreiben als

K, = {(z,y)/2* +vy* = r*}. (2.1)
Teilt man nun die definierende Bedingung z? + y?> = 2 durch 72, so

ergibt sich die Darstellung

2 2
x Yy
St =1 (2.2)

von der man auf die Ellipsengleichung 2.3 verallgemeinern kann.

Ellipsengleichung

FEine Ellipse in Mittelpunktsform ist definiert als Menge aller Punk-
te P(z,y) mit

X
—2+— =1. (2.3)
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Abbildung 2.2: Wichtige Kenngroflen einer Ellipse.

Man spricht hier auch von der Normalenform bzw. Mittelpunktsglei-
chung der Ellipse. Eine Ellipse ist also eine Menge von Punkten (z,y),
die Gl. 2.3 erfiillt. Die Gréflen a und b bezeichnet man als grofle und klei-
ne Halbachse der Ellipse, der Kreis ist damit ein Spezialfall der Ellipse
fiir a = b = r. Die Halbachse a entspricht dem Umkreis der Ellipse, die
Halbachse b dem Innenkreis. Eine Ellipse, deren Mittelpunkt mit dem
Ursprung eines kartesischen Koordinatensystems zusammenféllt und
deren grofle Halbachse o.B.d. A. in z-Richtung zeigt, ist in Abb. 2.2
dargestellt. Der Ellipse konnen zwei Brennpunkte zugeordnet werden,
die mit F; und F5 bezeichnet werden. Wiirde man in den Brennpunkt
eines elliptischen Korpers eine kleine Lampe aufstellen, die in alle Rich-
tungen Licht abstrahlt, so wird sémtliches Licht im anderen Brennpunkt
gebiindelt werden (und von dort dann zuriick in den Brennpunkt ge-
worfen werden, in dem die Lampe steht). Steht die Lampe an beliebiger
Stelle innerhalb der Ellipse, so wird sdmtliches Licht in den beiden
Brennpunkten fokussiert. In dem lesenswerten Buch Feynmans ver-
schollene Vorlesung. Die Bewegung der Planeten um die Somne von
David L. Goodstein und Judith R. Goodstein wird auf Grundlage die-
ser Reflexionseigenschaft und ein paar geometrischen Uberlegungen
gezeigt, dass aus den Ellipsenbahnen ein Kraftgesetz mit einer 1/72-
Abhéngigkeit wirken muss. Die Beweisfithrung entspricht in etwa der
Darstellung von Isaac Newton in seinem 1886 verdffentlichten Haupt-
werk >Philosphiae Naturalis Principia Mathematica<, der auf Basis der
Keplerschen Beobachtungen sein Gravitationsgesetz beweisen konnte.
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Die fokussierende Eigenschaft von Ellipsen wird technisch vielféltig
ausgenutzt. Eine Anwendung ist die gezielte Aufheizung einer Probe.
Hierzu wird eine Heizquelle in einen der Brennpunkte, die Probe in
den anderen Brennpunkt gelegt. Warmestrahlung der Quelle wird ge-
richtet auf den anderen Brennpunkt geleitet, die Probe wird dabei von
allen Seiten angestrahlt. Eine andere (medizinische) Anwendung ist die
Zertriimmerung von Nierensteinen durch Stolwellen. Der Patient liegt
dabei in einer wassergefiillten elliptischen Wanne und wird so positio-
niert, dass die im zweiten Brennpunkt ausgesendeten Stoflwellen den
Nierenstein treffen, der sich im ersten Brennpunkt befindet, und auch
erst dort durch ihre hohe Intensitit das (storende) Gewebe schiadigen,
wahrend das gesunde Gewebe auflerhalb des Fokus nicht geschadigt
wird.

In der Optik wird dem Brennpunkt eine Brennweite f zugeordnet.
Dieser entspricht bei allen Kegelschnitten dem Abstand des Brennpunkts
zum nichstgelegenen Scheitelpunkt. Bei der Parabel ist dies gerade
f = p/2, bei Ellipse und Hyperbel f = |a —e].

Der Abstand zwischen Ursprung und Brennpunkt wird als lineare
Exzentrizitdt e bezeichnet und hat die Dimension einer Lange. Zieht
man von einem der beiden Brennpunkte eine vertikale Linie bis zur
Ellipse, erhalt man den Halbparameter p der Ellipse (engl. semi-latus
rectum). Die Strecke der Verbindungslinie von Brennpunkt zu den Punk-
ten (0, £b) entspricht der grofien Halbachse a. Die Ellipse hat insgesamt
vier Scheitelpunkte Sy, So, 53, S4. Die Scheitelpunkte S; und S5 bezeich-
net man als Hauptscheitel, die beiden anderen als Nebenscheitel. Die
beiden Hauptscheitel sind dadurch gekennzeichnet, dass sie die grofite
Kurvenkriimmung aufweisen, die beiden Nebenscheitel weisen die kleins-
te Kritmmung der Ellipsenbahn auf. Aus Symmetriegriinden haben die
beiden Hauptscheitel den Abstand 2a, die beiden Nebenscheitel den
Abstand 2b.

Kepler hat herausgefunden, dass sich die Planeten auf Ellipsenbah-
nen bewegen, in deren einem Brennpunkt die Sonne steht. Die beiden
Scheitelpunkte, die der Sonne am néchsten bzw. am weitesten entfernt
sind, also die beiden Hauptscheitel, werden als Apsiden (Singular: Ap-
sis) bezeichnet. Der néchstgelegene Scheitelpunkt ist die Periapsis, der
weitest entfernte die Apoapsis. Fiir viele Himmelskorper gibt es spezielle
Bezeichnungen fiir die Apsiden, die meist an griechische oder lateini-
sche Bezeichnungen angelehnt sind (vgl. Tabelle 2.1). Es schadet nicht,
zumindest fiir Sonne und Erde die entsprechenden Begriffe zu kennen.

Aus Abb. 2.2 kann man ein paar niitzliche Beziehungen ableiten.
Nach Pythagoras gilt fiir die lineare Exzentrizitdat der Ellipse:

e? =a? — b2 (2.4)
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Tabelle 2.1: Bezeichnungen von Periapsis und Apoapsis fiir verschiedene
Himmelskorper

Himmelskérper Periapsis Apoapsis Ursprung
Sonne Perihel Aphel griech. helios’
Erde Perigdum Apogidum griech. gaia?
Mond Periselen Aposelen griech. selene?
Mars Periares Apoares griech. ares?
Jupiter Perijovum Apojovum lat. iupiter®

1. Helios ist in der griechischen Mythologie der Sonnengott.

2. Gaia steht fiir die Urmutter in der griechischen und rémischen Mythologie.

3. Selene ist die Mondgé6ttin in der griechischen Mythologie, eine Titanin, und Namensge-
berin der chemischen Elements Selen. Sie ist nicht zu verwechseln mit der Mondgéttin
Artemis, einer Gottin des Olymps, die als Namensgeberin in der Raumfahrt beliebt
ist (siehe Artemis-Programm der NASA).

4. Griechischer Gott des Krieges, des Blutbades und Massakers; einer der zwolf Gotter
des Olymps.

5. Oberster Gott der romischen Religion.

Halbparameter

Der Halbparameter p einer Ellipse ist definiert als

p=—_ (2.5)

Dieser Ausdruck gilt auch fiir die anderen Kegelschnitte.

Der Halbparameter p wird u. a. fiir eine parametrisierte Formulierung
der Ellipse (als auch der anderen Kegelschnitte) verwendet, die man
als Scheitelgleichung bezeichnet (siche Abs. 2.4.3). Der Halbparameter
entspricht zudem dem Kriimmungsradius der Ellipse an den Haupt-
scheiteln. Man kann recht einfach zeigen, dass der Punkt (e, p) auf der
Ellipse liegt, indem man diese Werte in Gl. 2.3 einsetzt.

Eine weitere wichtige Definition der Ellipse beruht auf einer geome-
trischen Konstruktion iiber zwei festgelegt Brennpunkte und der grofien
Halbachse a.
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Die Ellipse wird definiert als die Menge aller Punkte (z,y), deren
Abstand zu den beiden Brennpunkten F 2 genau 2a betrégt.

)

Die beiden roten Linien in nebenstehender Abbildung haben also in Sum-
me die Lange 2a. Diese Art der Konstruktion wird als Géartnerdefinition
der Ellipse bezeichnet, da man z. B. mit zwei Pflécken, einer Schnur der
Lange 2a und einem Stock eine Ellipse in einem Blumenbeet zeichnen
kann. Sei nun der Ortsvektor des linken Brennpunkts g, der des rechten
f. Ein beliebiger Punkt auf der Ellipse sei mit 7 = (z,y) bezeichnet.

Girtnerdefinition der Ellipse

Die Géartnerdefinition der Ellipse besagt, dass

—

|7 — fl+ |7 —g| = 2a. (2.6)

Dies kann man auch schreiben als

\/(e—x)2+y2+\/(—e—x)2+y2 = 2a, (2.7)

was durch ein paar kleinere Rechenschritte in die Ellipsengleichung
umgeformt werden kann.

2.3 Parabel und Hyperbel

Parabel und Hyperbel kann man aus bahnmechanischer Sicht zur glei-
chen Klasse von Trajektorien zuordnen. Im Gegensatz zu den geschlos-
senen Kreis- und Ellipsenbahnen handelt es sich bei Parabel- und
Hyperbelbahnen um offene Bahnkurven. Ein Komet, der sich auf ei-
ner solchen Bahn befindet und beispielsweise an der Erde vorbeifliegt,
wird niemals zuriickkommen. Fiir die Hyperbel gibt es eine iiber die
Halbachsen a und b definierte Gleichung (Normalform), die dhnlich der
Ellipsengleichung ist.
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‘PFI‘_‘PFZ‘=2a

Abbildung 2.3: Geometrische Parameter der Hyperbel deren Definition tiber
eine Gértnerdefinition. Es gilt |PF; — PFa| = 2a

Hyperbelgleichung

Eine Hyperbel in Mittelpunktsform ist definiert als Menge aller
Punkte P(z,y) mit

2?2
Dabei gilt
e? = a? + 1, (2.9)

mit den Brennpunkten f = (e,0) und § = —f = (—e, 0). Die geometri-
schen Parameter der Hyperbel sind in Abb. 2.3 ndher erlautert. Man
kann auch eine »gértnerartige< Definitionsgleichung fir die Hyperbel
angeben:

|f =7 — |7 — 7] = 2a. (2.10)

Fiir £ = e erhilt man aus Gl. 2.8 die Beziehung 32 = b*/a® bzw.
y = £b%>/a = p. Somit entspricht der Halbparameter — wie bei der
Ellipse — dem Wert der Ordinate am Brennpunkt y(e). Aus der Gértner-
Definition der Hyperbel kann auf die Normalform (Mittelpunktsglei-
chung) geschlossen werden (und umgekehrt).

Bei der Parabel verwendet man als Definition Gl. 2.11.
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Parabelgleichung

Eine Parabel in Mittelpunktsform ist definiert als Menge aller
Punkte P(z,y) mit

y? = 2pu, (2.11)

Der (alleinige) Brennpunkt der Parabel liegt bei f = (p/2,0), somit gilt
auch hier y(e) = +p. Zudem kann die Parabel — wie auch die anderen
Kegelschnitte — iiber eine Leitlinie bei © = —p/2 definiert werden, was
in Abschnitt 2.6.3 genauer besprochen wird. Da die Parabel keinen
Mittelpunkt hat, kann man keine entsprechende Mittelpunktsgleichung
definieren. Zunéchst soll es aber um die Darstellung von Kegelschnitten
in verschiedenen Bezugssystemen geben.

2.4 Darstellung von Kegelschnitten

In der Physik spielen eine Reihe von verschiedenen Darstellungen von
Kegelschnitten eine wichtige Rolle, die hier vorgestellt werden sollen.
Wir gehen hier zunéchst von einer Ellipse aus und zeigen dann, wie
man auf die anderen Kegelschnitte kommt.

2.4.1 Polarkoordinaten vom Mittelpunkt

Die einfachste Darstellung von Polarkoordinaten geht vom Mittelpunkt
der Ellipse aus. Man setzt in Gl. 2.3 x = rcos¢ und y = rsinp ein
und erhélt die Beziehung

ab
\/ a?sin? ¢ + b2 cos? @

TEllipse — (212)

Fiir den Kreis erhdlt man mit r = a = b die Identitiat » = r. Die
Darstellung der Hyperbel ist durch Vorzeichenwechsel in der Wurzel

gegeben:
ab

THyperbel — .
\/ a?sin? o — b2 cos? @

(2.13)

Wir fithren noch eine neue Groéfle ein, um Kegelschnitte zu beschreiben,
die numerische Exzentrizitit e, die definiert ist als

a2 — b2
I L (2.14)

a a

88



P(z,y)

2a —r

3L

Fy Fy z

Abbildung 2.4: Zur Herleitung der Ellipsengleichung in Polarkoordinaten auf
den Brennpunkt bezogen.

Mit der Identitét sin? 4 cos? = 1 kann man dann am Beispiel der Ellipse

auch .
T'Ellipse — =. (215)
\/1—¢2cos? o
schreiben.

2.4.2 Polarkoordinaten vom Brennpunkt

Zur Beschreibung von Planetenbewegungen und Satellitenbahnen ist
es zweckméifBiger, wenn man den Ursprung des Koordinatensystems in
den Brennpunkt der Ellipse legt, an dem sich auch der Zentralkoérper
befindet. Gerade wenn die Masse des Zentralkorpers deutlich grofler
als die des umlaufenden Korpers ist, ist diese Festlegung besonders
sinnvoll. Bei dhnlich schweren Koérpern, die sich gegenseitig umlaufen,
wére die Wahl eines Bezugspunktes, der sich in Ruhe befindet, sinnvol-
ler. Hier wiirde man dann den Schwerpunkt des Systems auswahlen.
In den meisten Féllen, die im Tutorium besprochen werden, macht
man keinen groffen Fehler, wenn man davon ausgeht, dass Schwerpunkt
und Massezentrum des Zentralkorpers zusammenfallen. Die Herleitung
der Ellipsengleichung in brennpunktbezogenen Polarkoordinaten ist
eigentlich recht einfach, wird aber in vielen Lehrbiichern unnétig ver-
kompliziert (teilweise werden fiir die Herleitung sogar quadratische
Gleichungen gelost, was dem Verstéandnis nicht gerade forderlich ist).
Die benoétigten geometrischen Zusammenhénge fiir diese Herleitung sind
in Abb. 2.4 dargestellt. Wir gehen von der bekannten Gértner-Definition
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der Ellipse aus, die besagt, dass die Summe der beiden Streckenteile
von den Brennpunkten zum jeweiligen Punkt P der Ellipse gerade 2a
betrdgt. Die Verbindungslinie vom Brennpunkt F; zum Punkt P wird
durch den Vektor 7 beschrieben, der entsprechend den Betrag r haben
soll. Somit ergibt sich fiir die zweite Verbindungslinie eine Strecke von
2a — r. Der Abstand zwischen den Brennpunkten betrigt 2e (rote Linie
in der Abbildung). Halten wir das nochmal gesondert fest:

F1P =T
F1P+ F,P =2a (2.16)
FoP = 2a—r.

Mit Hilfe des Kosinussatzes (man betrachte hierzu den Vektor 2€ von
Fy nach Fy, bilde die Differenz 2¢ — r und dann das Betragsquadrat
unter Ausnutzung des Skalarprodukts) kann man nun schreiben:

(2a —1)? = (2¢)% + 1% — der cos p. (2.17)

Mit den Definitionen von Halbparameter, linearer und numerischer
Exzentrizitdt erhélt man nach wenigen Rechenschritten Gl. 2.18.

Kegelschnitte in Polarkoordinaten

(2.18)

Diese Formel ist auch giiltig fiir eine Parabel (mit e = 1) sowie fiir eine
Hyperbel (mit € > 1). Fiir 0 < ¢ < 1 erhélt man eine Ellipse, fiir ¢ = 0
einen Kreis.

2.4.3 Scheitelgleichung

Die letzte wichtige Darstellung der Kegelschnitte, die v.a. in der geo-
metrischen Optik vorkommt, ist die Scheiteldarstellung. Hierzu wird
der Nullpunkt in einen der beiden Hauptscheitel gelegt (in unserem
Beispiel in den linken), so dass man eine Koordinatentransformation in
z-Richtung um die grole Halbachse a durchfiihrt, die y-Komponente
bleibt von dieser Transformation unberiihrt. Mit x = 2’ +a und y = ¢/
eingesetzt in die Ellipsengleichung erhélt man die Scheitelgleichung

y' =2z (1) -2 (2.19)
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Abbildung 2.5: Scheiteldarstellung der Kegelschnitte Kreis (blau), Ellipse
(rot), Parabel (schwarz) und Hyperbel (orange).

der Ellipse fiir 0 < € < 1. Mit den entsprechenden numerischen Exzen-
trizitaten fiir Kreis, Parabel und Ellipse erhélt man die korrespondieren-
den Gleichungen. Als Beispiel sind in Abb. 2.5 fiir den Halbparameter
p = 4.05 und verschiedene Exzentrizitdten die entsprechenden Kegel-
schnitte in Scheiteldarstellung gezeigt.

Die Asymptotengleichung der Hyperbel kann man {iber eine Grenz-
wertbetrachtung ermitteln. Leitet man die Scheitelgleichung y = y(x)
nach x ab, so erhilt man

p

d p+ gl’ —-T
Y _ S “__. (2.20)

o= = +
z \/px—l—pr \/p:c—i—pr \/px—l—pQZQ
a a a

Im Grenzfall x — oo verschwindet der erste Term, den zweiten kann

man umschreiben als
p
= a . (2.21)

¢p+P
X a

Der erste Term unter der Wurzel wird ebenfalls im Grenzfall £ — oo

p

a

pT , D
— + —=z
x?2  ax?

verschwinden, {ibrig bleibt

dy b
—= = —. 2.22
drz—cc @ ( )
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(b) Parabel, p = 1, (c) Hyperbel, p =1,
(a) Ellipse, p =1, = 0.8 e=1.0 e=12

Abbildung 2.6: Konstruktion von Ordinatenquadrat (grau) und Sperrungs-
rechteck (rot) fiir Kegelschnitte in Scheiteldarstellung 32 = 2px + (2 — 1)22,

Die Hyperbel néhert sich also asymptotisch den Geraden

y(z) = :I:gac (2.23)

an.

2.5 Herkunft der Bezeichnungen

Da den Kegelschnitten ein eigenes Kapitel gewidmet ist, soll hier
auch noch die Namensgebung entratselt werden, zumal man gera-
de im Internet hierzu auch einigen Unsinn findet. Die Benennung
wird durch den Vergleich zweier Flachen motiviert, dem Ordinaten-
quadrat und dem Sperrungsrechteck. Die Konstruktion ist recht einfach,
wenngleich vielleicht nicht sofort ersichtlich sein wird, warum man
die Flachen tiberhaupt so wéahlt. Versuchen wir es zunéchst ohne den
tieferen Hintergrund nachzuvollziehen. Die Situation ist in Abb. 2.6
fiir drei Kegelschnitte mit gleichem Halbparameter p = 1 dargestellt.
Wir wéhlen einen willkiirlichen Punkt (x,y), im Beispiel betragt die
z-Koordinate immer x = 2, die y-Koordinate folgt aus der Formel
y? = 2px + (¢2 — 1)22 fiir den jeweiligen Kegelschnitt. Die y-Koordinate
ist die relevante Grofle fiir das Ordinatenquadrat (graue Fliche), die
Strecke 77 ist eine Seitenlinie dieses Quadrats. Das Sperrungsrechteck
erhdlt man, indem man den Halbparameter als halbe Rechteckhéhe
annimmt, dieses Rechteck linksseitig bis zur y-Achse und rechtsseitig
bis zum Ordinatenquadrat laufen lésst (rote Fldche).

Die Fléche des Sperrungsrechtecks betrégt 2pz, was man geometrisch
sofort in Abb. 2.6 sieht. Die Fliche des Ordinatenquadrats betrigt y2,
denn y ist ja gerade der Ordinatenwert unseren Punktes (z,y). Bilden
wir die Differenz aus Ordinatenquadrat und Sperrungsfliche, so erhélt
man

y? —2px = (6% — 1)z% (2.24)
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Abbildung 2.7: Leitliniendefinition von Ellipse, Parabel und Hyperbel (aus
O. Grund, Geometrie-Kegelschnitte). Die Leitlinie stellt eine Beziehung zwi-
schen der Lange der Verbindungslinie eines beliebigen Punktes P(z,y) des
Kegelschnitts zu dessen Brennpunkt und der Lénge s einer vertikalen Linie [
her, die man als Leitlinie bezeichnet. Dabei gilt, dass die Lange der Strecke zur
Leitlinie fiir jeden Punkt P der Lénge der Verbindungslinie zum Brennpunkt
multipliziert mit der Exzentrizitdat des Kegelschnitts entspricht.

Fiir Ellipsen gilt 0 < € < 1, somit wird die rechte Seite dieser Gleichung
kleiner null. Die Fliche des Ordinatenquadrats ist immer geringer als
die Flache des Sperrungsrechtecks. Der Ellipse >mangelt< es also an
genug Fliche in diesem Vergleich, das griechische Wort fiir ermangeln
heif3t elleipein. Es mangelt der Ellipse also nicht an einer Kreisform,
wie es manchmal behauptet wird. Bei der Parabel (¢ = 1) sind Sperr-
und Ordinatenfliche immer gleich grof, paraballein heifit gleichkommen.
Im Falle einer Hyperbel wird die Ordinatenfliche immer grofler als die
Sperrfliche sein, hyperballein bedeutet diberschiefen.?

2.6 Leitliniendefinition

2.6.1 Allgemeines

Kegelschnitte konnen auf verschiedene Arten definiert werden. Neben
der bereits besprochenen Gértnerdefinition gibt es eine weitere Ab-
standsdefinition zu einer Linie, die man als Leitlinie (engl. directriz)
bezeichnet. Die Situation ist in Abb. 2.7 gezeigt: Die Leitlinie ist mit
[ bezeichnet, der Brennpunkt des jeweiligen Kegelschnitts mit B. Fiir
einen beliebigen Punkt P auf dem Kegelschnitt kann nun die Verbin-
dungslinie zum Brennpunkt s = ¢ - PB gezogen werden, wobei ¢ fiir
die numerische Exzentrizitit steht. Ausgehend vom Punkt P wird nun
eine gerade Strecke der Lénge s so wie in Abb. 2.7 gezogen (parallel zur

2 Der Vollsténdigkeit halber sei auch noch der Hinweis auf die rhetorischen Figuren
und sprachlichen Mittel gegeben. Eine Ellipse ist z.B. in der Linguistik das
Auslassen von Bestandteilen eines Satzes (»>Wer da?< statt >Wer ist da?<). In der
mathematischen Schreibweise werden ebenfalls haufig Ellipsen (meist drei Punkte)
verwendet, z. B. in x1 +x2 + - + Tn.
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Abbildung 2.8: Definition der Ellipse iiber Leitlinien. Jedem Brennpunkt F'
wird dabei eine Leitlinie zugeordnet. Der Abstand beider Leitlinien zueinander
betrigt 2a/e.

Verbindungslinie beider Brennpunkte). Es wird nun behauptet, dass fiir
jeden Kegelschnitt die Verbindungsstrecke PB fiir alle Punkte P des
Kegelschnitts das € - s-fache der Strecke s ist.

Im Fall der Parabel ist ¢ = 1, so dass diese beiden Wegstrecken
gleich grof sind (siehe Abs. 2.6.3). Die Leitlinie der Parabel befindet
sich zudem immer an der gleichen Position, wiahrend bei Ellipse und
Hyperbel eine Abhéngigkeit von der Exzentrizitdt gegeben ist. Man
kann sich die Leitlinie folgendermaflen iiber eine Tangenbetrachtung
konstruieren, hier am Beispiel einer Ellipse gezeigt: ein einfallender
(Licht)Strahl (griin) falle parallel zur z-Achse von rechts kommend auf
die Ellipse und werden zum Brennpunkt reflektiert, passiert diesen und
wird dann beim néchsten Zusammentreffen mit der Ellipse wirder in
Richtung der z-Achse reflektiert. Es ist dabei egal, ob man vom oberen
oder unteren Strahl ausgeht, die Situation ist symmetrisch. An beiden
Treffpunkten des Strahls mit der Ellipse wird die Tangente eingezeichnet,
beide Tangenten treffen sich an einem Punkt, der auf der Leitlinie liegt.
Wiirde man diese Konstruktion fiir alle Punkte der Ellipse durchfiihren,
ergibt sich genau die Leitlinie. Fiir einen zweiten Punkt der Ellipse sind
die beiden Tangenten (gestrichelte Linien) eingezeichnet.

2.6.2 Leitlinie einer Ellipse

Abbildung 2.8 zeigt eine Ellipse mit grofler Hslbachse a, den beiden
Brennpunkten F; und Fj sowie den beiden zugehorigen Leitlinien I3
und ly. Wir wissen aus der Gérnerdefinition, dass fiir einen beliebigen
Punkt P(z,y die Beziehung r; 4+ r2 = 2a gelten muss. Seien nun die
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P(z,y

p/2

Abbildung 2.9: Definition der Parabel iiber die Leitlinie bei x = —0.5p. Es
gilt PF = PK.

Leitlinien in der Entfernung a/e vom Mittelpunkt der Ellipse vertikal
laufend. Der Abstand zwischen den beiden Leitlinien betridgt dann
d1 + dy = 2a/e. Fur die Ellipse soll - so die Behauptung - gelten, dass
die Strecke r; = ed; betrégt (analog gilt natiirlich auch ro = eds). Es
gilt somit

T+ 70 = €d1 +€d2
= E(dl —|—d2)

. (za) (2.25)

= 2a.

Unsere Ellipsendefinition {iber die Leitlinie ist also identisch mit der
Gértnerdefinition.

2.6.3 Leitlinie einer Parabel

Wir haben fiir die Ellipse die Gartnerdefinition eingefithrt und gezeigt,
dass diese mit ihrer Normalform identisch ist. Eine sehr &hnliche Kon-
struktionsvorschrift gibt es auch fiir die Hyperbel (siche Abb. 2.3).
Fiir die Parabel gibt es keine Gértner-Vorschrift, die man zeichnerisch
umsetzen kann. Formal gibt es hier einen zweiten Brennpunkt im Un-
endlichen, so dass die Summe der beiden Abstédnde zwischen einem
beliebigen Punkt P der Parabel und den beiden Brennpunkten unend-
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lich grof} ist, was sich zeichnerisch nicht umsetzen l&sst. Umsetzen ldsst
sich aber die geometrischen Konstruktionsvorschrift iiber eine Leitlinie.
Eine Parabel ist definiert nach unseren bisherigen Betrachtungen
(¢ =1 in Abb. 2.7) als die Menge alle Punkte P(z,y), die von einem
festen Punkt, dem Brennpunkt, und einer festen Geraden, der Leitlinie,
eine festen Abstand haben (siche Abb. 2.9).
Dies bedeutet, dass
PF = PK (2.26)

die Definitionsgleichung der Parabel y? = 2pz erfiillen muss. Der Ab-
stand PK entspricht gerade x + p/2. Die Strecke PF kann aus dem
blaulichen Dreieck in Abb. 2.9 {iber den Satz des Pythagoras als

PF = \/<$— ;p>2+y2 (2.27)

ausgedriickt werden. Somit folgt

S 1 \? 1
PF = \/<x — 2p> +y2=a+ 3P (2.28)

Quadriet man beide Seiten und 16st nach y aus, so erhdlt man die
Parabelgleichung y? = 2px. Die Definition der Parabel als Menge von
Punkten, die die genannte Abstandsdefinition erfiillen, entspricht der
Definition der Parabel iiber die Scheitelgleichung.

Die Parabel weist bei der Reflexion von Licht und anderen elektroma-
gnetischen Wellen eine einzigartige Eigenschaft auf. Alle einfallenden
Strahlen werden bei konkavem Einfall in den Brennpunkt fokussiert,
egal bei welcher Hohe relativ zur Grundlinie diese Strahlen einfallen.
Das ist niitzlich, wenn man beispielsweise geringe Strahlintensitéiten
messen will und wird bei Parabolantennen ausgenutzt. Allerdings ist die
Herstellung parabolischer Optiken technisch herausfordernd und teuer,
weswegen alternativ kugelférmige Optiken verwendet werden, die aber
nur fiir sehr achsennahe Strahlen eine dhnlich gutes Fokussierverhalten
wie der Parabelspiegel aufweisen. Man spricht dann von der sphérischen
Aberration®, also einem Abbildungsfehler von Linsen.

2.6.4 Leitlinie einer Hyperbel

Abschlieflend soll es noch um die Leitliniendarstellung der Hyperbel
gehen. Da die Hyperbel iiber zwei Brennpunkte verfiigt, gibt es entspre-
chend zwei Leitlinien, die zwischen den Scheiteln im Abstand z = +a/e

3 erratisch: verwirrt, verstreut
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2ale

Abbildung 2.10: Definition der Hyperbel iiber die Leitlinien bei x = +a/e.
Es gilt 79 — 71 = 2a. Diese Beziehung kann zur Positionsbestimmung genutzt
werden. Wenn zwei synchronisierte Sender in den Brennpunkten positioniert
werden, so ergibt sich fiir jede konstante Laufzeit At eine charakteristische
Hyperbelbahn. Man kann also mit Laufzeitmessungen sich den Weg auf einer
Hyperbelbahn suchen. Ein weiteres Senderpaar an anderen Brennpunkten
erweitert dieses Messprinzip um den Schnittpunkt von Hyperbeln, was eine
genaue Positionsbestimmung ermdglicht.

vom Mittelpunkt vertikal stehen (siche Abb. 2.10). Es gilt fiir alle
Punkte P(z,y) der Hyperbel die Beziehung
e T2
— == =g 2.2
o4 (2.29)
Daraus folgt
o —r = €d2 — €d1
= E(dz — d1>
(Qa) (2.30)
= £ _—
€

= 2a,

was der Gartner-Definition der Hyperbel entspricht.

Die besprochenen Eigenschaften der Hyperbel haben wichtige An-
wendungen im Alltag. Die Tatsache, dass die Differenz der beiden
Wegstrecken ry und 79 auf einer Hyperbel eine Konstante ist, kann
zur Positionsbestimmung z. B. von Schiffen verwendet werden. Nehmen
wir einmal an, dass es zwei Sender gibt, die miteinander synchronisiert
sind und zur gleichen Zeit ein definiertes Signal aussenden, welches
eindeutig auf den jeweiligen Sender zuriickzufiihren ist. Die Signale
sollen eine bekannte Phasenbeziehung zueinander haben. Beide Sen-
der sollen nun in den Brennpunkten einer Hyperbel liegen (das kann
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Abbildung 2.11: Reflexion von elektromagnetischen Strahlen an einer Hyper-
belfléche.

man bei zwei Punkten natiirlich immer annehmen). Da beide Signale
sich mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten, wird ein Schiff, wenn es sich
auf einer Hyperbelbahn fortbewegt, immer die gleiche Zeitdifferenz At
messen und kann somit seinen Kurs {iber eine Differenzmessung der
Laufzeit der empfangenen Signale bestimmen. Erweitert man dieses
Szenario um weitere Paare von Sendestationen, so kann man Schnitte
von Hyperbeln iiber die verschiedenen Laufzeitmessungen bestimmen,
die letztlich eine sehr genaue Positionsbestimmung ermoglichen. Die
Genauigkeit der Positionsbestimmung héngt dabei maf3geblich von der
zeitlichen Qualitdt der ausgesendeten Signale ab.

Hyperbolische Spiegel werden in Cassegrain-Teleskopen zur Brennwei-
tenverldngerung (groferes e fithrt zu groferer Brennweite) verwendet,
wodurch man kompaktere Bauformen erreichen kann. Eine Weiterent-
wicklung stellt das Ritchey-Chrétien-Cassegrain-Teleskop dar (zwei hy-
perbolische Spiegel anstatt der Kombination parabolisch-hyperbolisch),
das beim Hubbly Space Telescope zum Einsatz kommt. Auch das Ve-
ry Large Telescope in Chile basiert auf zwei hyperbolischen Spiegeln.
Die Reflexion von Lichtstrahlen an einer hyberbolischen Fléche ist
exemplarisch in Abb. 2.11 gezeigt.
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NEWTONSCHE MECHANIK

3.1 Der Massenpunkt

Die Mechanik ist ein Teilgebiet der Physik, das sich mit der Bewegung
und den Verformungen von Objekten sowie den dabei wirkenden Kréften
beschéftigt. Die Grofie dieser Objekte kann stark variieren — von winzi-
gen, punktformigen Massen bis hin zu groflen Strukturen wie Galaxien.
Die Newtonsche Mechanik, benannt nach Isaac Newton, stellt die erste
umfassende mathematische Beschreibung mechanischer Vorgénge dar.
Sie wurde in Newtons Werk Philosophiae Naturalis Principia Mathema-
tica von 1687 formuliert. Newton konzentrierte sich in seiner Theorie
auf idealisierte Korper, sogenannte Punktmassen oder Massenpunkte.
Dieser Teil der Mechanik wird daher auch als Punktmechanik bezeich-
net. Verformungen von Kérpern spielen in der klassischen Newtonschen
Mechanik keine Rolle und werden in diesem Skript nicht behandelt.

Massenpunkt

Bei einem Massenpunkt handelt es sich um ein idealisiertes,

punktférmiges Objekt, dessen einzige Eigenschaft seine Masse

ist.

Das »Punkt< in Massenpunkt deutet an, dass dieser Massenpunkt
sich irgendwo im Raum befindet. Die Lage im Raum wird durch seine
Punktkoordinaten ausgedriickt.

Das Konzept des Massenpunkts wird immer dann verwendet, wenn
die rdumliche Ausdehnung eines Objekts fiir den betrachteten phy-
sikalischen Sachverhalt keine Rolle spielt. Ein Beispiel dafiir ist die
Beschreibung der Planetenbewegung um die Sonne, bei der die Plane-
ten als Massenpunkte betrachtet werden. Die Grofle der Planeten ist
im Vergleich zu den Absténden zwischen ihnen vernachléssigbar klein.
Massenpunkte besitzen keine inneren Freiheitsgrade, das bedeutet, sie
kénnen weder um sich selbst rotieren noch in irgendeiner Weise angeregt
werden. Volumenabhéngige Kréfte, wie etwa der Auftrieb, wirken eben-
falls nicht auf Massenpunkte. Sie kénnen daher als die grundlegenden
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Bausteine der Mechanik betrachtet werden. In der Elektrodynamik
wird das Konzept des Massenpunkts erweitert: Hier definiert man ein
punktformiges Objekt, das eine elektrische Ladung tragt. Da Ladung
stets an eine Masse gekoppelt ist, besitzt dieses Elementarteilchen auch
eine Masse. Ein solches Teilchen, das sowohl Ladung als auch Masse
tragt, wird als Punktladung bezeichnet.

Wir beschéftigen uns in diesem Skript - solange es nicht explizit gesagt
wird - ausschlieBlich mit Massenpunkten! bzw. im spéteren Verlauf dann
mit Punktladungen.

3.2  Bezugs- und Koordinatensysteme

Zur Beschreibung eines mechanischen Systems bendtigt man ein Modell
fir Raum und Zeit, in dem sich die Massenpunkte bewegen. New-
ton postulierte einen absoluten Raum, relativ zu dem alle Bewegungen
physikalischer Objekte stattfinden. In der klassischen (newtonschen) Me-
chanik erfolgt die Beschreibung in einem dreidimensionalen euklidischen
Punktraum e2, der auch als Ortsraum bezeichnet wird. Die Position
eines Massenpunkts im Ortsraum wird durch drei Ortskoordinaten be-
stimmt. Haufig werden hierfiir die kartesischen Koordinaten ¥ = (x,y, 2)
verwendet, es konnen jedoch auch andere Koordinatensysteme gewéhlt
werden, wie beispielsweise Polar-, Kugel- oder Zylinderkoordinaten, die
wir spéter kennenlernen werden. Die Koordinaten eines Massenpunkts
konnen sich mit der Zeit dndern, sodass er zu einem fritheren oder
spateren Zeitpunkt eine andere Position einnehmen kann.

Man koénnte sich nun fragen, ob es eine maximale Anzahl von Koor-
dinaten gibt, mit denen sich ein Massenpunkt vollstédndig beschreiben
lasst. Aus dem Alltag wissen wir, dass ein Korper eine Geschwindig-
keit haben muss, um sich im Raum zu bewegen. Geschwindigkeit ist
formal nichts anderes als die Verdnderung der Position eines Korpers
innerhalb eines bestimmten Zeitintervalls. Wenn man also den Ort und
die Anderung dieses Orts pro Zeiteinheit (die Geschwindigkeit) eines
Korpers zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢ kennt, kann man seinen
zukiinftigen (oder vergangenen) Ort berechnen. Ein Massenpunkt ist
daher vollstandig beschrieben, wenn seine Position (z,y, z) und seine
Geschwindigkeitskomponenten (v, vy, v.) zu einem beliebigen Zeitpunkt
t bekannt sind. Mit diesen sechs Angaben lédsst sich seine Bewegung fiir
alle Zeiten bestimmen.

1 Eine kurze Anmerkung zur Schreibweise: auch wenn es sich nur um eine Masse
handelt, hingt man an die Masse noch ein ,n“ an, schreibt also Massenpunkt
statt Massepunkt, so wie eben bei allen zweisilbigen Wortern dieser Bauart,
beispielsweise bei Sonnensystem statt Sonnesystem.
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Es gibt jedoch eine entscheidende Erweiterung: Was passiert, wenn
sich die Geschwindigkeit ¥ = (vg,vy,v,) mit der Zeit ¢ dndert? Fiir
eine vollstdndige Beschreibung eines Massenpunkts reicht es dann nicht
mehr aus, nur den Ort und die Geschwindigkeit anzugeben. Man muss
zusatzlich die Grofie kennen, die diese Geschwindigkeitsdnderung verur-
sacht. In der Newtonschen Mechanik ist diese Grofle die Kraft. Kréfte
bewirken eine Anderung der Geschwindigkeit, allerdings nur unter der
Annahme, dass die Masse des Korpers konstant bleibt, daher musste
eine allgemeinere Beschreibung gefunden werden: In der klassischen
Mechanik wurde erkannt, dass Kréfte den Impuls p eines Korpers
verdndern. Der Impuls ist das Produkt aus Masse und Geschwindigkeit:
P = mu. Um die Bewegung eines Massenpunkts vollstdndig zu beschrei-
ben, verwendet man daher den Impuls anstelle der Geschwindigkeit. Der
Zustand eines Massenpunkts zu einem bestimmten Zeitpunkt wird so-
mit durch seine Ortskoordinaten (x,y, z) und seine Impulskomponenten
(Pz, Py, P») beschrieben. Diese sechs Grofien spannen den sogenannten
Phasenraum auf, einen sechsdimensionalen Raum, in dem der Zustand
des Massenpunkts vollstandig erfasst wird.?

Jedem Objekt wird zu jedem Zeitpunkt ¢ ein Punkt P € €3 im
Ortsraum zugeordnet. Diese Zuordnung erfolgt mithilfe sogenannter
Bezugssysteme. Ein Bezugssystem legt fest, von welchem Standpunkt
aus ein System beobachtet wird und wie die Zeitmessung innerhalb
dieses Systems definiert ist. Die Formulierung von wo aus bedeutet
dabei nicht zwingend, dass ein fixer Bezugspunkt gewéhlt werden muss.
Beispielsweise kann man die Bewegung der benachbarten Planeten im
Bezugssystem der um die Sonne rotierenden Erde beschreiben. Ebenso
kénnte man einen festen Bezugspunkt wihlen, der immer an derselben
Stelle im Raum bleibt. Allerdings ist es problematisch, festzustellen,
ob dieser Punkt tatsédchlich ortsfest ist — denn dies erfordert wiederum
ein Referenzsystem. Dieses Problem erinnert an das klassische Henne-
Ei-Dilemma und fithrt hdufig zu Verwirrung, besonders zu Beginn des
Studiums. Newtons Konzept des absoluten Raums postuliert zwar,
dass es feste Punkte im Raum geben muss, die unverindert bleiben,
liefert jedoch keine praktische Methode zur Bestimmung eines solchen
absoluten Punktes.

2 man spricht in der theoretischen Physik von verallgemeinerten Koordinaten und
verallgemeinerten Geschwindigkeiten, was bedeuten soll, dass zur Beschreibung
eines Objekts im Phasenraum auch andere physikalische Gréflen zur Beschreibung
der Bewegung herangezogen werden koénnen, beispielsweise die Auslenkung eines
Fadenpendels um den Winkel ¢ statt seiner Auslenkung in kartesischen Koordina-
ten. Wichtig ist hierbei, dass die gewéhlten Koordinaten voneinander unabhéngig
sind, also eine Koordinate nicht als Linearkombination von anderen beschreibenden
Koordinaten dargestellt werden kann.
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Bezugssysteme sind somit keine absolut greifbaren Gréfien, sondern
Annahmen, die man zur Beschreibung eines physikalischen Problems
trifft. Sie ermoglichen es, einem physikalischen Objekt im Raum drei
Ortskoordinaten und eine Zeitkoordinate zuzuordnen und dadurch des-
sen Bewegung zu beschreiben. Ein Bezugssystem ist eine physikalische
Konstruktion, die festlegt, wie und von wo aus Bewegungen und phy-
sikalische Prozesse beobachtet und gemessen werden. Es ist an einen
Beobachter gebunden (im verallgemeinerten Sinn) und definiert nicht
nur die Position eines Objekts im Raum, sondern auch, wie die Zeit
gemessen wird. Ein Bezugssystem umfasst also sowohl rdumliche als
auch zeitliche Komponenten.

Ein Koordinatensystem hingegen ist ein mathematisches Werkzeug,
das verwendet wird, um Positionen in einem Raum zu beschreiben,
indem es einem Punkt eindeutige Koordinaten zuweist (z.B. z, y, z in
einem kartesischen System). Es ist Teil eines Bezugssystems, aber ein
Bezugssystem geht iiber die blofle Angabe von Koordinaten hinaus.

Bezugssystem

Ein Bezugssystem legt fest, in welchem Rahmen ein physikalisches
Problem beschrieben wird. Es ist eine Anndherung an die Realitét.
Verwechseln Sie nicht Bezugssystem und Koordinatensystem. Letz-
tere kommen ins Spiel, wenn man ein Bezugssystem festgelegt hat.

Der angesprochene Zirkelschluss 16st sich auf, wenn man zulésst, dass
ein frei gewéhltes Bezugssystem die Referenz fiir alle anderen darauf
bezogenen Bezugssysteme darstellt. Beispiel: ein ruhender Beobachter
an einem Bahnhof sieht einen anfahrenden (also fiir ihn beschleunigten)
Zug, in dem ein (leerer) Kinderwagen steht - idealisiert mit reibungs-
freien Radern. Fiir den Beobachter auf dem Bahnhof sieht es so aus,
als ob der Kinderwagen an der gleichen Stelle bleibt — bis er natiirlich
irgendwann am Ende des Zuges an die Wand knallt, aber darum soll es
nicht gehen. Fiir ihn wirkt (wenn man mal einen unendlich langen Zug
annimmt) die ganze Zeit keine Kraft. Machen wir die Annahme (das ist
hier der springende Punkt), dass das Bezugssystem des Beobachters ein
Inertialsystem sein soll, dann handelt es sich beim Zug um ein beschleu-
nigtes Bezugssystem. Fiir einen Fahrgast im Zug sieht es wiederum so
aus, als ob der Kinderwagen durch eine Kraft beschleunigt wird, da
er sich fiir ihn beschleunigt nach hinten (entgegen der Fahrtrichtung)
bewegt. Diese Kraft ist allerdings nur eine Folge der Beschleunigung
seines Bezugssystems, folglich keine physikalische, sondern eine Schein-
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kraft. Scheinkréafte zeichnen sich dadurch aus, dass es zu ihnen keine
Gegenkraft gibt, sie sind also keine Kréfte im Sinne des dritten New-
tonschen Axioms (genaueres hierzu findet man in Abschnitt 3.4). Wenn
man ein Bezugssystem mit dem Kinderwagen verbindet, so sieht man
den Kinderwagen wiederum die ganze Zeit in Ruhe - in diesem Fall
befindet man sich wieder in einem Inertialsystem. Fiir den Kinderwagen
sieht es so aus, als ob der Zug sich beschleunigt bewegt.

Was passiert nun, wenn der Kinderwagen durch irgendetwas am Rollen
gehindert wird, beispielsweise durch eine Reibungskraft? Antwort: er
wird mit dem Zug beschleunigt. Man koénnte auch sagen, dass er nun
Teil des Zuges ist, genauso wie alle anderen fest verbunden Teile wie
die Sitze usw. Das mit dem Kinderwagen beschleunigte Bezugssystem
ist nun mit dem Bezugssystem des Fahrgasts verbunden - und bis auf
die absolute Festlegung, wo der Ursprung eines Koordinatensystems
liegen soll, auch gleich. In diesem beschleunigten Bezugssystem sieht es
nun so aus, als ob die Gesamtkraft auf den Kinderwagen Null ergibt.
Solange der Kinderwagen im beschleunigten Zug in Ruhe bleibt, wird die
Tragheitskraft Fr des Kinderwagens durch seine (Haft)Reibungskraft
Fur kompensiert. Reicht diese Reibungskraft nicht mehr aus, dann
setzt sich der Kinderwagen (mit Masse m) mit der Beschleunigung
@ = (Fr — Fur)/m in Bewegung.

Wie kann nun aber eine physikalische Kraft eine Scheinkraft kom-
pensieren? Die Antwort ist einfach: sie tut es iiberhaupt nicht. Die
Reibungskraft ist eine physikalische Kraft und demzufolge gibt es ei-
ne gleichgrofle Gegenkraft. Der Kinderwagen driickt auf den Boden
und im Gegenzug driickt der Boden des Zuges auf den Kinderwagen.
Dies passiert auf mikroskopischer Ebene so, dass der Boden, der eine
Rauigkeit aufweist, eine Gegenkraft auf den Kinderwagen ausiibt, die
man als Haftreibungskraft bezeichnet. Sie ist eine Reaktion der Kraft
des Kinderwagens auf den Boden. Diese Andruckkraft des Kinderwa-
gens auf den Boden ist eine Folge der Tragheit des Kinderwagens, sich
der Beschleunigung des Zuges zu widersetzen. Falls die Tragheitskraft
grofler als die Reibungskraft werden sollte, dann bewegt sich der Kin-
derwagen mit einer Beschleunigung nach hinten, die proportional zur
Kraftdifferenz von Tragheitskraft und Reibungskraft ist.

Wir sind jetzt die ganze Zeit davon ausgegangen, dass unser Beob-
achter am Bahnhof in Ruhe und daher sich in einem Inertialsystem
befindet. Wir wissen aber auch, dass die Erde sich um eine Achse
dreht. Als Folge kann das Inertialsystem des Beobachters nur in guter
Néherung als Inertialsystem angesehen werden. Wir haben aufbauend
auf dieser Ndherung weitere Bezugssysteme definiert. Ein willkiirlich
gewihltes Bezugssystem wurde als Inertialsystem angenommen (was es
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ja in guter Ndherung auch ist) und darauf aufbauend wurden andere
Bezugssysteme definiert. Dies soll nochmal ein Hinweis auf den relativen
Charakter der Festlegung von Bezugssystemen sein.

Es gibt erstmal keine allgemeine Regel, ob ein ruhendes Bezugssys-
tem besser ist als ein bewegtes, das hingt letztlich vom mechanischen
Problem ab, das man beschreiben will. Es ist aber oft so, dass eine
geschickte Wahl des Bezugssystems den Rechenaufwand erleichtert. Wir
werden spéter im Detail sehen, wie sich die Wahl des Bezugssystems
auf die Beschreibung des mechanischen Problems auswirkt. Dabei wird
eine spezielle Art von Bezugssystem, das so genannte Inertialsystem,
eine wichtige Rolle spielen.

Wie sieht es nun mit der Zeit aus: hier geht man in der Newtonschen
Mechanik von einer absoluten Zeit aus. Unter »absolut« versteht man
die Annahme, dass die Zeit in allen Bezugssystemen gleich verlauft. Eine
Uhr in einem bewegten Bezugssystem wird genauso schnell laufen wie
in einem ruhenden Bezugssystem. In der speziellen Relativitédtstheorie
héngt die verstreichende Zeit vom Bezugssystem ab, d.h. einmal syn-
chronisierte Uhren miissen danach nicht fiir alle Zeiten synchron laufen.

Nachdem ein Bezugssystem festgelegt wurde, wird im néchsten Schritt
ein Koordinatensystem eingefiihrt. Koordinatensysteme und Bezugssys-
teme sind nicht dasselbe und keine Synonyme. So kann beispielsweise
ein kartesisches Koordinatensystem sowohl in einem ruhenden als auch
in einem bewegten Bezugssystem verwendet werden. Ohne die Angabe
eines Bezugssystems ist die Einfithrung eines Koordinatensystems je-
doch sinnlos. Der Ursprung des Koordinatensystems wird in der Regel
im Bezugspunkt platziert, allerdings ist dies keine zwingende Vorausset-
zung.

Der erste Schritt zur Beschreibung eines physikalischen Systems be-
steht in der Festlegung eines Bezugssystems, der zweite in der Wahl
eines geeigneten Koordinatensystems. Ein Koordinatensystem ist dann
geeignet, wenn es die mechanische Bewegung prézise beschreibt und
idealerweise vereinfacht. Haufig nutzt man dabei die Symmetrien des
Problems. Bei Rotationssymmetrie bieten sich zum Beispiel Kugelkoor-
dinaten an. In der Mechanik (und auch in anderen Disziplinen) wird
man im Wesentlichen mit vier Arten von Koordinatensystemen arbeiten:
kartesischen Koordinaten, ebenen Polarkoordinaten, Kugelkoordinaten
und Zylinderkoordinaten. Betrachtet man ebene Polarkoordinaten als
Spezialfall der Kugelkoordinaten, reduziert sich diese Anzahl auf drei
Systeme. Bei der Wahl von Bezugssystem und Koordinatensystem gibt
es im Grunde drei Ansétze: einen durchdachten, einen weniger optimalen
und einen absolut ungeeigneten. Letzteren sollte man selbstverstdndlich
vermeiden.
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An dieser Stelle der wichtige Hinweis: Alle vier Koordinatensysteme
sollten im Laufe des Studiums — und zwar moglichst frith — sicher be-
herrscht werden. Sie werden regelméfig verwendet, und ohne ein solides
Verstandnis kommt man irgendwann nicht mehr weiter. Der positive
Aspekt ist, dass es bei diesen vier Systemen bleibt. In Spezialvorlesungen
oder Abschlussarbeiten kénnen gelegentlich andere Koordinatensysteme,
wie elliptische, vorkommen, aber das bleibt die Ausnahme.

3.3 Der Impuls

Wie misst man den Bewegungszustand eines Korpers? Diese Frage mag
auf den ersten Blick trivial erscheinen, fand aber erst durch Newton
eine schliissige Antwort. Stellen Sie sich einen Zug vor, der langsam
auf Sie zurollt. Trotz der geringen Geschwindigkeit wére es schwer,
ihn nur durch koérperliche Anstrengung zum Stillstand zu bringen. Es
scheint also eine Eigenschaft zu geben, die den Zug daran hindert, seinen
Bewegungszustand zu dndern. Welche Eigenschaft konnte das sein?
Der Zug besitzt sowohl Masse als auch Geschwindigkeit. Die Erfah-
rung zeigt, dass es schwieriger ist, einen Korper mit grofler Masse zu
bremsen als einen leichteren Koérper bei gleicher Geschwindigkeit. Mit
der Masse ist also eine Eigenschaft des Korpers verbunden, die man als
Tragheit bezeichnet. Dennoch reicht die Geschwindigkeit allein nicht
aus, um den Bewegungszustand vollstdndig zu beschreiben. Ebenso
lehrt die Erfahrung, dass leichte Koérper mit hoher Geschwindigkeit
schwerer abzubremsen sind als Korper derselben Masse mit niedriger
Geschwindigkeit. Weder Masse noch Geschwindigkeit allein geniigen
also, um den Bewegungszustand eines Korpers vollstdandig zu erfassen.
Newton fithrt auf Basis solcher Uberlegungen den Impuls als cha-
rakteristische Grofle der Bewegung ein. In seinem Hauptwerk heif3t es:
>quantitas motus est mensura ejusdem orta ex velocitate et quantitate

materiae conjunctim<.?

Definition: Impuls p’

Der Impuls p eines Objekts der Masse m und der Geschwindigkeit
¥ ist definiert als das Produkt

p=m-vU (3.1)

3 Die Bewegungsmenge ist ein Maf, das sich aus der Geschwindigkeit und der Menge
der Materie zusammen ergibt.
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Die Definition des Impulses nach Gleichung 3.1 gehort zu den funda-
mentalsten Definitionen in der Physik. Sie bildet die Basis fiir Newtons
Formulierung der klassischen Mechanik und muss im Kopf eines Studie-
renden der Physik immer abrufbar sein.

Wichtig ist, sich klarzumachen, dass der Impuls eine vom Bezugssys-
tem abhingige Grofe ist.* Ein Auto der Masse m, das mit konstanter
Geschwindigkeit ¥ an mir vorbeiféhrt, hat in meinem Bezugssystem (in
dem ich als ruhend angenommen werde) den Impuls mo. Im Bezugssys-
tem, das mit dem Auto verbunden ist, betrégt der Impuls hingegen Null.
Es geht beim Impuls — wie bei vielen anderen physikalischen Gréflen
— daher oft weniger um den absoluten Wert, sondern vielmehr um die
relativen Unterschiede im jeweils festgelegten Bezugssystem.

Auch wenn dies an anderer Stelle ausfithrlicher behandelt wird, soll
hier folgendes angemerkt werden: Aus der Alltagserfahrung wissen wir,
dass eine Waage ein hohes Gewicht anzeigt, wenn ein Zug darauf gestellt
wird. Daraus lasst sich ableiten, dass dieses Gewicht im Schwerefeld
der Erde und die damit verbundene Masse etwas mit der Tréagheit
zu tun haben kénnten. Aber Vorsicht: Die Waage zeigt das Gewicht
an, also die Schwerkraft, die durch die Erdanziehung auf den Zug
wirkt. Diese Masse kann man als schwere Masse bezeichnen, die im
Gravitationsgesetz vorkommt und als Parameter fiir die gegenseitige
Anziehung dient.

Die Annahme, dass die Tréagheit eines Korpers durch diese schwere
Masse beschrieben werden kann, ist jedoch nicht selbstverstandlich. Es
konnte sein, dass nur ein Teil der trdgen Masse zur Gravitationskraft
beitragt. Obwohl Newton und vor ihm Galilei durch ihre Fallexpe-
rimente erkannten, dass schwere und trage Masse identisch zu sein
schienen, betrachteten sie dies als Zufall. Erst Einstein erkannte in
dieser Ubereinstimmung mehr als einen Zufall und formulierte daraus
sein Aquivalenzprinzip, das letztlich zur Allgemeinen Relativitétstheorie
fithrte (die in diesem Skript jedoch keine weitere Rolle spielen wird).

3.4 Die Newtonschen Axiome

Die Newtonschen Axiome bilden das Fundament der Mechanik und
sind — wie der Name schon sagt — Axiome. Ich betone hier bewusst
>leider<, da Axiome eigentlich Aussagen sein sollten, die unmittelbar
einleuchten und keiner weiteren Erklarung bediirfen. Die Erfahrung mit

4 Das gilt eigentlich fiir alle physikalischen Grofien, weshalb der Festlegung eines
Bezugssystems so viel Bedeutung beigemessen wird. Leider wird dieser Aspekt in
der physikalischen Grundausbildung nicht immer ausreichend vermittelt.
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Studierenden in den Anfangssemestern zeigt jedoch, dass dies oft nicht
der Fall ist. Deshalb werde ich diese Axiome hier ausfiihrlich erldutern.
Es gibt insgesamt drei eigenstdndige Axiome sowie ein zugehoriges
Corollarium, das in vielen Lehrbiichern oft iibergangen wird. In diesem
Skript werde ich es als viertes Axiom behandeln. Beginnen wir mit dem
ersten Axiom.

Lex Prima

Jeder Korper verharrt in seinem Zustand der Ruhe oder
gleichférmigen Bewegung, wenn er nicht durch einwirkende Kréfte

gezwungen wird, seinen Bewegungszustand zu dndern.

Im Lex Prima fillt zunichst auf, dass Newton keinen Unterschied
zwischen dem Zustand der Ruhe und der gleichférmigen Bewegung
macht. Dies ist konsequent und sinnvoll, da der Bewegungszustand eines
Koérpers vom gewéhlten Bezugssystem abhéngt: In einem Bezugssystem
ist der Korper in Bewegung, im anderen in Ruhe. Newton postuliert
zudem das Beharrungsvermogen eines Korpers in seinem aktuellen Be-
wegungszustand, was als Tragheit bezeichnet wird. Trégheit ist ein
Konzept, das mit der Masse des Korpers verkniipft ist und aus der All-
tagserfahrung stammt: Den Bewegungszustand eines schweren Korpers
zu dndern, erfordert mehr Aufwand als bei einem leichten.

Da der Bewegungszustand jedoch nicht allein von der Masse abhingt
— da Masse keine Bewegungsgrofle ist — fithrt Newton den Begriff des
Impulses ein. Er behauptet, dass eine Anderung des Bewegungszustands,
also des Impulses, nur dann erfolgt, wenn eine Kraft auf den Kérper
einwirkt. Die Kraft ist fiir Newton also die Grofle, die den Impuls
eines Korpers verdndert. Daraus lasst sich folgern: In Abwesenheit von
Kréiften bleibt der Impuls eines Korpers erhalten. Fiir einen einzelnen
Korper fihrt dies direkt zum Impulserhaltungssatz.

Impulserhaltungssatz fiir einen Korper

Bei einem System aus genau einem Massenpunkt, auf den keine

dullere Kraft wirkt, ist der Impuls des Massenpunkts eine Erhal-
tungsgrofe.

Spéter werden wir diesen Ansatz auf Systeme mit mehreren Massen-
punkten erweitern und dabei genauer auf den hier eingefithrten Begriff
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der »dufleren« Kraft eingehen. An dieser Stelle kann man sich jedoch
bereits merken, dass in einem System, das nur aus einem einzelnen
Massenpunkt besteht, jede auf ihn wirkende Kraft eine duflere Kraft
sein muss. Da kein weiterer Koérper im System vorhanden ist, gibt es
keine Moglichkeit fiir eine innere Wechselwirkung.

Die Anderung der Bewegung ist der Einwirkung der bewegenden
Kraft proportional und geschieht nach der Richtung derjenigen
geraden Linie, nach welcher jene Kraft wirkt.

Mit der Anderung der Bewegung ist natiirlich die zeitliche Anderung
des Impulses gemeint. Diese Impulsdnderung ist nicht nur proportional
zur einwirkenden Kraft, sie ist die Kraft. Newton definiert Kraft als
die zeitliche Anderung des Impulses eines Korpers. Die »Richtung
derjenigen geraden Linie< bezieht sich darauf, dass Krifte als Vektoren
beschrieben werden und von einem Ursprungspunkt aus auf den Koérper
einwirken. Dies ldsst sich in der bekannten Definitionsgleichung der
Kraft zusammenfassen.

Definition: Kraft F

(3.2)

Die Kraft entspricht der zeitlichen Anderung des Impulses. Konkreter:
Die Kraft entspricht der Tangente der Impuls-Zeit-Funktion, also der
zeitlichen Ableitung des Impulses nach der Zeit. Gleichung 3.2 sollte
Thnen in Fleisch und Blut {ibergehen. Verwenden Sie als Definitions-
gleichung der Kraft stets diesen Ausdruck und nicht die vereinfachte
Schulbuchformel F = md, da diese insbesondere bei Raketenantrieben,
die Schub erzeugen, nicht anwendbar ist, um den Schub zu beschreiben.

Leiten wir die Schubgleichung her, um zu verstehen, was damit ge-
meint ist. Schub ist nichts anderes als eine Kraft, die eine Rakete be-
schleunigt. Raketenantriebe erzeugen Schub, indem sie (meist) kontinu-
ierlich eine Masse an Treibstoff mit konstanter Ausstromgeschwindigkeit
¢ ausstoBen. Wenn der Schub 7' als Kraft verstanden werden soll, muss
er sich in der Definitionsgleichung F = 7 wiederfinden. Leiten wir also
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den Impuls des ausgestoflenen Treibstoffs mc nach der Zeit ab und
definieren diesen Ausdruck als Schub T

. . dj d 4 dm
T:_‘Zizi .C) = J— — U =1mcC .
D % = @ (m-¢)=m i + v U = e (3.3)
=0

Die Rakete erfahrt durch diese Schubkraft eine Beschleunigung @ in

die entgegengesetzte Richtung. Zu einer gegebenen Zeit ¢, bei der die

Rakete die Masse m haben soll, konnen wir das Kraftgesetz, also die

Wirkung des Schubs auf die Rakete folgendermaflen schreiben:
- dv d

F=md=m v Mz

- a¢ (3.4)
Man will als Raketenbauer in der Regel wissen, welche Geschwindigkeit v
die Rakete zu einer bestimmten Zeit ¢ hat und wie diese Geschwindigkeit
mit der ausgestoflenen Masse zusammenhéngt. Bei einer chemischen
Rakete kann man nicht davon ausgehen, dass die Massenédnderung der
Rakete vernachléssigbar ist, so dass man hier die Massenédnderung pro
Masse dm/m beriicksichtigen muss.> Wir schreiben Gleichung 3.3 daher
in der Form

mdv=—dm-¢ (3.5)
und teilen noch durch die Masse m:
d
di=-".¢ (3.6)
m

Diesen Ausdruck kann bei nun integrieren:

U1 mi d
/ 5 = —a/ an (3.7)
) mo m

Als Ergebnis erhédlt man die Geschwindigkeitsdnderung A als Funktion
der ausgestoBenen Masse, die so genannte Raketengrundgleichung bzw.
Ziolkowski-Gleichung.

Ziolkowski-Gleichung

5 Bei einer Ionenrakete mag diese Naherung vielleicht gerechtfertigt sein, da hier
deutlich weniger Treibstoff ausgestolen wird.
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Die Raketengleichung wird im weiteren Verlauf noch n&her analysiert
werden. Wir haben bei der Herleitung bereits das dritte Newtonsche
Axiom angewendet, dass in seiner Lehrbuchform folgendermaflen aus-
sieht:

Die Wirkung ist stets der Gegenwirkung gleich, oder die Wirkungen
zweier Korper aufeinander sind stets gleich und von entgegenge-
setzter Richtung.

Dieses Axiom wird hdufig in der Kurzform »actio = reactio< zusammen-
gefasst und besagt, dass Kréfte, die physikalischer Natur sind, immer
paarweise auftreten.

Wir wollen dieses Axiom etwas mehr prézisieren, um die Sache etwas
klarer zu machen. Newton bezieht sich in seiner Formulierung nur auf
eine Wechselwirkung, die Gravitation. Sein drittes Axiom kann aber
auf alle vier Wechselwirkungen der Physik erweitert werden. Es bietet
sich an, folgende Formulierung zu verwenden:

Lex Tertia Version 2

Ubt Kérper A per Wechselwirkung B die Kraft F auf Korper C aus,
so iibt Kérper C per gleicher Wechselwirkung die entgegengesetzt
gerichtete Kraft —F auf Kérper A aus. Kraft und Gegenkraft
greifen also niemals am gleichen Korper an.

Die Betonung liegt hier vor allem auf der gleichen Wechselwirkung. In
Abbildung 3.1 soll verdeutlicht werden, was dies bedeutet. Man sieht hier
einen Klotz, der auf einer Unterlage im Schwerefeld der Erde liegt. Im
Schwerefeld der Erde wirkt auf den Klotz natiirlich die Gewichtskraft F, a,
die man o.B.d. A. im Schwerpunkt angreifen ldsst. Zusétzlich muss auf
den Klotz eine entgegengesetzt gleich grofie Nettokraft wirken, damit er
in Ruhelage bleibt. Diese Nettokraft wird unter idealisierten Annahmen
vollstandig durch die AbstoBBungskraft des Tisches aufgebracht, die man
als Normalkraft ﬁN bezeichnet.

Es kann aber auch noch andere Krifte geben, die entgegen der Ge-
wichtskraft wirken, beispielsweise die Auftriebskraft, wenn der Klotz
einer Atmosphére ausgesetzt ist und auf einem Tisch liegt. Hier liegen
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Abbildung 3.1: Der Zusammenhang zwischen Normalkraft und Gewichtskraft
ist anders als man meist denkt. In Lehrbiichern wird hiufig eine solche Dar-
stellung verwendet, wenn die Kréfte dargestellt werden sollen, die auf einen
Korper wirken, der auf einer Unterlage liegt. Studierende interpretieren dies
héufig so, als wire die Normalkraft, also die abstoflende Kraft der Unterlage
auf den Korper die Gegenkraft zur Gravitationskraft, die nach unten wirkt.
Dem ist aber nicht so. Die Gegenkraft ist die Anziehungskraft, die der Klotz
auf die Erde ausiibt. Diese greift im Erdmittelpunkt an.

also bereits zwei Kréafte vor, die entgegen der Gewichtskraft wirken und
den Korper in der Waage halten. Nach dem dritten Newtonschen Axiom
kann also keine der beiden Krifte (Normalkraft oder Auftriebskraft) die
Gegenkraft zur Gravitationskraft auf den Klotz sein, denn es handelt
sich um vollig andere Wechselwirkungen.

Die Normalkraft wird z. B. von der elektromagnetischen Wechselwir-
kung aufgebracht. Da die Gravitationskraft (Wechselwirkung B) auf
den Klotz (Korper A) von der Erde (Korper C) ausgeiibt wird, muss
die Gegenkraft entsprechend von Korper A auf Koérper C' ausgeiibt
werden. Der Klotz zieht also mit der betragsgleichen Kraft Fg die Er-
de an. Unter Vernachlassigung des Luftdrucks und der Rotation der
Erde driickt der Klotz dann natiirlich mit einer Kraft (actio) auf den
Tisch, die betragsméfig der Gewichtskraft entspricht. Der Tisch sto63t
entsprechend den Klotz mit einer gleichgrofien und entgegengesetzt
gerichteten Kraft (reactio) ab, eben mit der Normalkraft Fy. Normal-
kréfte sind also Coulombkréfte und haben ihre alleinige Ursache in der
elektromagnetischen Wechselwirkung. Gleiches gilt tibrigens auch fir
Seilkrifte.

Auf Grundlage dieser drei Axiome lasst sich ein Bezugssystem de-
finieren, das die Grundlage der Newtonschen Mechanik darstellt, das
Inertialsystem.
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Definition: Inertialsystem

Unter einem Inertialsystem versteht man ein Bezugssystem, in
dem die drei Newtonschen Axiome gelten.

Diese Definition impliziert, dass es Bezugssysteme geben muss, in denen
die Newtonschen Axiome nicht gelten. Wie man sich in diesem Fall
helfen kann, wird im Abschnitt iiber beschleunigte Bezugssysteme dis-
kutiert. Fiir das Alltagsgeschéft kann man sich ein Inertialsystem als
ruhendes oder mit konstanter Geschwindigkeit bewegtes Bezugssystem
vorstellen. Nehmen wir an, dass £ ein ruhendes System und damit ein
Inertialsystem ist. Das System X’ sei ein sich in beliebige Richtung
gleichférmig bewegtes Bezugssystem, das zur Zeit ¢ = 0 identisch mit X%
sei. Die Geschwindigkeit von ¥’ relativ zu X sei ¥. Ein Massenpunkt m
sei in X zur Zeit ¢t am Ort 7. Im System 2.’ wird sich dieser Massenpunkt
am Ort

Fl=7—v-t (3.9)
befinden. Wirkt nun ausgehend vom System X auf diesen Massenpunkt
eine Kraft F , dann ist das System X/ genau dann auch ein Inertialsystem,
wenn in diesem System die gleiche Kraft beobachtet wird. Es gilt also
in X

_, d2r
F:m-f:md—t; (3.10)
Im System ¥/ gilt wiederum:
- . d (drF’ | d?r =
F’:m-r':mdt<dt+v>:mdt2:F. (3.11)

Bezugssysteme, die sich relativ zueinander mit konstanter Geschwin-
digkeit bewegen, sind also Inertialsysteme. Bewegt sich das System
Y./ mit Beschleunigung @ relativ zu X, so sieht ein Beobachter in X’
eine Kraft F/ = F + ma. Wir werden diese Situation am Beispiel der
Atwoodschen Fallmaschine im Detail diskutieren. Am Beispiel der mit
einem beschleunigten Korper verbundenen Bezugssysteme werden wir
zudem diskutieren, wie man die Newtonschen Axiome >retten< kann,
wie man also trotz des zusétzlichen Kraftterms mit den Axiomen rech-
nen kann. Der Trick besteht darin, dass man so genannte Scheinkréfte
einfiihrt, die diesen zusédtzlichen Kraftterm kompensieren. Scheinkréfte
sind Kréfte, die keine Gegenkraft haben, also ihre alleinige Ursache in
der Beschleunigung des Koordinatensystems haben.
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Man sollte immer im Hinterkopf behalten, dass viele Bezugssysteme
in unserem Alltag keine Inertialsysteme sind, aber innerhalb gewisser
Néaherungen durch ein Inertialsystem beschrieben werden kénnen. Ein
mit der Erdoberfliche verbundenes Bezugssystem ist beispielsweise kein
Inertialsystem, da die Erde rotiert. Dennoch kann man mechanische
Bewegungen in der Ndhe der Erdoberfliche ndherungsweise so beschrei-
ben, als wére dies ein Inertialsystem. Ein Inertialsystem ist mit einer
Annahme verkniipft, die man an das System stellt, das man beschreiben
will.

Beenden wir diesen Abschnitt mit dem vierten Newtonschen Axiom.

Lex Quarta

Zwei Kréfte, die am gleichen Massenpunkt angreifen, setzen sich zur

Diagonalen des von ihnen gebildeten Parallelogramms zusammen.

Dieses Corollarium besagt, dass sich Kréfte wie Vektoren addieren.
Durch das so entstehende Kréfteparallelogramm wird axiomatisch auch
das Superpositionsprinzip eingefiithrt, d.h. jede Kraftwirkung kann
unabhéngig von anderen Kréften betrachtet werden.

3.5 Tragheitskrafte

An dieser Stelle soll nochmal auf den Begriff der Tragheit ndher eingegan-
gen werden. Nehmen wir an, dass von einem beliebigen Inertialsystem
aus betrachtet auf einen Kérper der Masse m und Geschwindigkeit v ei-
ne Kraft Fii wirkt. Diese Kraft bewirkt eine Anderung des Impulses p’
dieses Korpers geméafl des zweiten Newtonschen Axioms:

dp =

o = P (3.12)
Unter der weiteren Annahme, dass die Masse des Korpers konstant sei,
folgt daraus der Ausdruck

—

m-ad = Fwirk- (313)

Wir erweitern unsere Uberlegung und lassen nun mehrere Krifte auf den
Korper wirken. Diese Kréifte kann man nach der Lex Quarta vektoriell
zu einer Gesamtkraft addieren und erhélt somit

m-d= Z ﬁwirk,i- (314)
7
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In Priiffungen bekommen wir haufig auf die Frage >Was versteht man
unter einer Kraft?< die Antwort >Masse mal Beschleunigung< zu héren.
In Gleichung 3.14 steht aber, dass dieses Produkt aus Masse und Be-
schleunigung sich aus der Summe aller auf den Koérper einwirkenden
Krifte ergibt. Die wirkenden Kréfte konnen unterschiedlicher Natur sein,
beispielsweise die Gravitationskraft zwischen Massen oder die Coulomb-
Kraft zwischen Ladungen. Eine Kraft setzt erstmal eine Wechselwirkung
zwischen Korpern voraus und einer Folge aus dieser Wechselwirkung.
Die Folge ist, dass sich der Bewegungszustand des Korpers, auf den eine
Kraft wirkt, &ndert. Wir haben gelernt, dass Korper, die eine Masse
haben, trage sind. Sie behalten ihren Bewegungszustand bei, bis eine
Kraft auf sie wirkt. Kréifte bewirken eine Anderung des durch diese
Tragheit charakterisierten Bewegungszustand. Man bezeichnet daher
die resultierende Kraft, die auf einen Korper wirkt, als Tragheitskraft.
Es gibt also Krifte, die auf einen Koérper wirken und die ihre Ursache in
einer der vier bekannten fundamentalen Wechselwirkungen haben® und
einen Einfluss dieser Kréfte auf den Bewegungszustand eines Korpers.
Letzteres ist das, was man aus der Schule als F = m@ kennt und was
allgemeiner als F= dp/ dt formuliert wird. Die Trédgheit eines Korpers
héngt von einer Eigenschaft ab, die man als Masse bezeichnet, genauer
als trage Masse my. In der Impulsdefinition steht also genauer gesagt
nicht einfach nur eine Masse, sondern die triage Masse eines Korpers.

Tragheitskrafte sind nun Kréfte, die proportional zur triagen Masse
eines Korpers sind (wie es z. B. in F = mi unschwer zu erkennen ist). Es
gibt unter den vier fundamentalen physikalischen Wechselwirkungen nur
eine Kraft, die ebenfalls proportional zur Masse eines Korpers ist: die
Gravitationskraft. Die Masse, die hier vorkommt, wird als schwere Masse
myg bezeichnet. Es ist alles andere als selbstverstiandlich, dass diese beiden
Massen identisch sein miissen. Die trage Masse ist ein Maf} dafiir, wie sehr
sich ein Kérper einer Anderung seines Bewegungszustands widersetzt.
Die schwere Masse gibt lediglich an, wie schwer ein Korper ist, also
welche Gewichtskraft auf ihn wirkt. Es hat sich jedoch in allen bisherigen
Messungen herausgestellt, dass m¢ = ms. Die Gleichheit von triager und
schwerer Masse wird als Aquivalenzprinzip der Physik bezeichnet. In
diesem Fall gilt fir den freien Fall in Nahe der Erdoberfliche

My -a=mg-g (3.15)

und somit a = g.
Es gibt aufgrund des Aquivalenzprinzips die Hypothese, dass es
sich bei der Gravitationskraft um eine Scheinkraft handeln konnte.

6 gravitative, elektromagnetische, schwache und starke Wechselwirkung
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Um das zu illustrieren, wird gerne der Beobachter im beschleunigten
geschlossenen Aufzug herangezogen. Dieser Beobachter kann formal
nicht unterscheiden, ob er mit seinem Aufzug auf der Erdoberflaiche
steht und dort einer nach unten wirkenden Beschleunigung g ausgesetzt
ist, oder ob er sich im leeren Raum befindet (also in einem Gebiet, in
dem keine groBe Masse in der Néhe ist) und der Aufzug die ganze Zeit
mit der Beschleunigung —g nach oben beschleunigt wird.

3.6 Gravitation

Nachdem nun der Kraftbegriff im 2. Newtonschen Axiom definiert wurde,
wollen wir uns mit der Kraft beschéftigen, die zentral fiir dieses Skript
ist, der Gravitationskraft Fg zwischen zwei Massen mi und mo.

Definition: Gravitationskraft F, G

= mime Ty —T1
A

(3.16)

B

Die Proportionalitiatskonstante v wird als Gravitationskonstante be-
zeichnet. In der so geschriebenen Form stellt ﬁ(; die Kraft dar, die von
Masse m; auf Masse mo ausgeiibt wird, da 75 — 7" der Verbindungsvek-
tor von Masse 1 zu Masse 2 ist. Das negative Vorzeichen soll andeuten,
dass die Kraft anziehend ist. Diese Darstellung ist die allgemeinste
Schreibweise der Gravitationskraft. Wenn man das Bezugssystem in
eine der beiden Massen gelegt hitte, dann héitte man sich in ein be-
schleunigtes Bezugssystem gesetzt und kann die Newtonschen Axiome
nicht benutzen. In vielen Féllen und insbesondere bei der Bewegung
von Planeten um die Sonne bzw. von Satelliten um einen Planeten
kann man in guter Ndherung davon ausgehen, dass die Masse des einen
Korpers deutlich grofler als die des anderen ist. Der groflen Masse gibt
man sinnvollerweise einfach den Buchstaben M, der kleinen Masse den
Buchstaben m. Es gilt also m < M.

In dieser Naherung ist das mit der groflen Masse verbundene Bezugs-
system also ein Inertialsystem. Bei genauerem Hinsehen ist es so, dass
auch der groflere Korper eine Bewegung durchfiihrt, also nicht fest im
Raum steht. Bei Orbitalbewegungen ist es so, dass beide Massen um
den gemeinsamen Schwerpunkt kreisen. Wenn man also ein richtiges
Inertialsystem des Zwei-Korper-Problems verwenden will, dann muss
man sich in diesen Schwerpunkt setzen. Oder man wéhlt einen beliebigen
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fest Punkt im Raum als Bezugssystem, dann werden die Gleichungen
nur etwas unhandlicher. Im Fall der Naherung M > m gilt

Fry = —WZTM(?T, (3.17)
was etwas einfacher von der Form her ist. Wir werden hauptséchlich mit
dieser Formulierung arbeiten, die uns schliefflich zum Kepler-Problem
fiihrt und die uns im weiteren Verlauf beschéftigen wird.

Wir haben das mit dem Schwerpunkt verbundene Bezugssystem des
Zweikorper-Problems als »richtiges Inertialsystem« bezeichnet. Wie
sieht das nun in der realen Welt aus, die ja aus vielen Massen be-
steht? Betrachtet man das Sonnensystem unter der Annahme, dass
keine dufleren Kréafte auf die Massen wirken, so ist der Schwerpunkt
des Gesamtsystems ein Inertialsystem. Nun ist es aber so, dass das
Sonnensystem Teil eines groferen Gesamtsystems, der Milchstrafe, ist.
In der Milchstrafle sollen sich {iber 100 Milliarden weitere Sterne befin-
den, die alle iiber die Gravitation miteinander wechselwirken - wenn
auch nur schwach. Zudem kreisen alle diese Sterne - also auch unser
Sonnensystem - um ein galaktisches Zentrum. Der Schwerpunkt des
Sonnensystems befindet sich also auf einer rotierenden Bahn und ist so-
mit bei ndherer Betrachtung also doch kein Inertialsystem. Man kénnte
geneigt sein, dass das Baryzentrum unserer Galaxie ein Inertialsystem
sein konnte, aber es gibt eine Vielzahl weitere Galaxien, die alle relativ
zueinander in Bewegung sind und natiirlich iber die Gravitation mitein-
ander verbunden sind. Ob es also {iberhaupt ein Inertialsystem gibt, ist
demnach fraglich.” Es lisst sich also festhalten, dass ein Inertialsystem
ein idealisiertes Bezugssystem ist. Wir machen die Annahme, dass ein
Bezugssystem ein Inertialsystem ist und rechnen mit den Newtonschen
Axiomen. Ob es sich dabei wirklich um ein Inertialsystem handelt, ist
gar nicht der springende Punkt. Es reicht, wenn unsere Annahme in
guter Naherung richtig ist, wenn wir unser physikalisches Problem durch
die Annahme eines Inertialsystems hinreichend gut beschrieben wird.
Aber zuriick zum Kepler-Problem:

7 Wenn es aber mindestens ein Inertialsystem geben sollte, dann gibt es entsprechend
des 1. Newtonschen Axioms auch unendlich viele weitere.
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Abbildung 3.2: Das Kepler-Problem am Beispiel des elliptischen Umlaufs
eines Planeten um die in einem der Brennpunkte der Ellipse ruhende Sonne.
Eingezeichnet ist die auf den Planeten wirkende Gravitationskraft der Sonne.

Das Keplerproblem

Als Keplerproblem bezeichnet man ein spezielles Zwei-Korper-

Problem, bei dem zwei Korper nur iiber die Gravitation miteinan-
der wechselwirken und der eine Korper deutlich schwerer als der
andere ist.

Das Kepler-Problem ist in Abbildung 3.2 am Beispiel eines elliptischen
Orbits eines Planeten um die Sonne dargestellt. Kepler hat als erster die
Bewegung der Planeten auf Ellipsenbahnen um die im Brennpunkt der
Sonne ruhende Sonne proklamiert. Ellipsen sind also Bahnformen, die
sich als Losung des Kepler-Problems ergeben. Sie sind allerdings nicht
die einzig moglichen Bahnformen, sondern Teil eines grofieren Ensembles
von Bahnformen, die man allgemein als Kegelschnitte bezeichnet. Zu
den Kegelschnitten gehoren Kreise, Ellipsen, Parabeln und Hyperbeln.
Wir werden an spéterer Stelle sehen, dass die Art der Bahnkurve mit
der mechanischen Gesamtenergie des sich bewegenden Objekts zusam-
menhdngt. Zunéchst sollen aber die drei Keplerschen Gesetze vorgestellt
werden, die allesamt aus empirischen Beobachten von Kepler Anfang
des 17. Jahrhunderts gewonnen wurden.
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1. Keplersches Gesetz

Die Planeten bewegen sich auf Ellipsen, in deren einem Brennpunkt

die Sonne steht.

Im anderen Brennpunkt der Ellipse befindet sich demzufolge nichts.
Das erste Keplersche Gesetz war lange Zeit einzuordnen als eine empiri-
sche Beobachtung, die vielleicht einen kleinen Kreis von Astronomen
interessierte, aber allgemein eher als unwichtig eingestuft wurde - bis
Newton etwa 100 Jahre spéter auf Grundlage von Keplers Beobachtun-
gen sein Gravitationsgesetz (also Gleichung 3.16) beweisen konnte. Sie
sind also ein schones Beispiel dafiir, dass Wissenschaft nicht sinnvolles
Wissen produzieren muss, wie das heute gerne im Wissenschaftsbetrieb
gesehen wird, sondern Wissen ganz allgemein und vollig zweckfrei schaf-
fen sollte. Ob gewonne Erkenntnisse einen Nutzen haben, kann sich erst
viele Jahre spéter entscheiden.

Newton konnte anhand der Keplerschen Beobachtungen zeigen, dass
die Ellipsenbahnen exakte Losungen des nach ihm benannten Zwei-
Kérper-Problems sind, wenn die wirkende Kraft eine 1/r2-Abhéngigkeit
aufweist. Bevor wir diesen Zusammenhang im Detail diskutieren, fithren
wir das nichste Kepler-Gesetz ein.

2. Keplersches Gesetz

Der Radiusvektor von der Sonne zum Planeten tUiberstreicht in
gleichen Zeiten gleiche Fléchen.

Dieses Gesetz, dass auch als Fldchensatz bekannt ist, ist eine empiri-
sche Beobachtung, die mit der Erhaltung einer noch nicht eingefiihrten
Grofle, dem Drehimpuls L, zusammenhéngt. Wir holen dies hier nach:

Definition: Drehimpuls L

L=7"xp

(3.18)

Der Drehimpuls L ist das Kreuzprodukt aus Ortsvektor ¥ und Impuls
p eines Korpers. Fiir die Angabe eines Ortsvektors benttigen wir ein
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Abbildung 3.3: Die Lage des Drehimpulsvektors bestimmt man mit der rechten
Hand. Hierbei folgen alle Finger (aufler dem Daumen) dem Drehsinn der
Bewegung, der abgespreizte Daumen dann die Lage von L.

Bezugssystem. Es ist nahe liegend, dass man beim Kepler-Problem
das mit dem schweren Korper verbundene Bezugssystem wéhlt. Die
Drehachse geht dann entsprechend der Rotationsrichtung senkrecht
aus der Ebene, in der die Bewegung stattfindet (in unserem Fall die
Papierebene) hinein (bei Bewegung im Uhrzeigersinn) oder hinaus
(bei Bewegung entgegen des Uhrzeigersinns). Dieses Vorgehen ist in
Abbildung 3.3 veranschaulicht. Die Physik wiirde sich allerdings nicht
andern, wenn man einen anderen Bezugspunkt fiir den Ortsvektor wéahlt,
nur der mathematische Aufwand erhoht sich.

Mit der Definition des Drehimpulses kann man nun eine wichtige
Aussage bewiesen werden, ndmlich, dass der Drehimpuls beim Keplerpro-
blem eine Erhaltungsgrofie ist. Dazu miissen wir zuerst eine Definition
dieses Begriffs einfithren. Wir werden dann zeigen, dass die Erhaltung
des Drehimpulses identisch mit Keplers zweitem Gesetz ist.
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Definition: Erhaltungsgrofle

Eine GréBe A wird als Erhaltungsgrofie bezeichnet, wenn sie sich
iiber die Zeit nicht d&ndert, wenn also gilt:

—

dA N
— =A=0 3.19
i (3.19)

Wenn der Drehimpuls sich iiber die Zeit nicht &ndert, muss seine
Zeitableitung verschwinden. Man kénnte geneigt sein zu argumentieren,
dass sich ja bei einer orbitalen Bewegung, z. B. auf einer Ellipse, die
ganze Zeit iiber sowohl der Ortsvektor als auch der Impuls dndert,
somit auch der Drehimpuls nicht konstant sein kann. Dies ist allerdings
eine Fehlannahme, da ja das Kreuzprodukt zu betrachten ist und das
durchaus eine Konstante sein kénnte. Leiten wir also L nach der Zeit
ab. Da es sich um ein Produkt handelt, muss die Produktregel der
Differentialrechnung verwendet werden. Zudem muss man beachten,
dass die Reihenfolge beim Kreuzprodukt nicht getauscht wird, da @ x b=
—bx @ -

%:E:d%(*xﬁ):?xmmﬁ (3.20)
Wir haben also einmal den Ortsvektor nach der Zeit abgeleitet und den
Impuls konstant gehalten, danach den Ortsvektor konstant gehalten und
den Impuls nach der Zeit abgeleitet. Da wir die zeitliche Anderung dieser
beiden Groflen noch gar nicht kennen, schreiben wir also einfach nur
einen Punkt iiber die Gréfle, um anzudeuten, dass dies die Zeitableitung
der Grofle sein soll. Betrachten wir den ersten Term, so kénnen wir
ausnutzen, dass die zeitliche Ableitung des Ortsvektors nicht anderes
als die Geschwindigkeit des Korpers ist, d. h.

L dr
r=v=4 (3.21)
Der Impuls p ist im Prinzip nichts anderes als der gleiche Geschwin-
digkeitsvektor, der mit der Masse m des Korpers skaliert wird. Somit
kann man fiir den ersten Term schreiben: 7 x m# = m(¥ x §) = 0.
Das Kreuzprodukt eines Vektors mit sich selbst ist immer Null. Fiir
den zweiten Term verwenden wir die Definitionsgleichung der Kraft
entsprechend des zweiten Newtonschen Axioms: p = F. Daraus folgt

eine weitere wichtige physikalische Grofie:
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Definition: Drehmoment M

(3.22)

Das Drehmoment ist also die physikalische Grofle, die Drehimpulse
andert, so wie es Kréfte bei Impulsen tun. Machen wir uns mit Hilfe von
Abbildung 3.2 klar, wie Ortsvektor 7 und Kraft F' zueinander stehen.
Die Gewichtskraft ist dort bereits eingezeichnet. Der Ortsvektor wiirde
von der Sonne zum Ort des Planeten zeigen, somit auf der gestrichelten
Linie liegen. Die beiden Vektoren sind also kollinear zueinander, somit
gilt .

dL

yr 0 (3.23)
bei Zentralkraften. Die Erhaltung des Drehimpulses gehort zu den
wichtigsten Eigenschaften von Orbitalbewegungen. Ohne diese Erhal-
tungsgrofle wiare Raumfahrt, wie wir sie heute kennen und betreiben,
nicht moglich.

Was hat nun der Drehimpuls L mit dem zweiten Keplergesetz zu tun?
Hierzu muss man sich die mathematische Bedeutung des Kreuzprodukts
in Erinnerung rufen. Das Kreuzprodukt a x b zweier Vektoren @ und
b ergibt einen neuen Vektor ¢, der senkrecht zu den beiden anderen
Vektor steht und mit diesen ein Rechtssystem bildet (im Sinne der
Rechte-Hand-Regel). Die Lénge dieses neuen Vektors entspricht der
Flache des Parallelogramms, das von den beiden Vektoren @ und b
aufgespannt wird. Hier besteht also der Zusammenhang zum Keplerschen
Fldachengesetz. In Abbildung 3.4 ist dieser Zusammenhang visualisiert.
Das Vektorprodukt %F x dr” entspricht der griin hinterlegten Fléche,
also der halben Flidche des von den beiden Vektoren aufgespannten
Parallelogramms. Die Gesamtfliche des Parallelogramms entspricht der
Summe aus der griiner und hellblauer Teilfliche. Wir bezeichnen die
halbe Parallelogrammflédche als dA und teilen den zugehorigen Ausdruck
durch das Zeitintervall dt:

%:%Fxgzéfxﬁzﬁb (3.24)
Da es sich bei dt formal um eine skalare Gréfle handelt, kénnen wir sie
an beliebiger Stelle einsetzen, sinnvollerweise aber beim dr7, da wir dann
wieder die Geschwindigkeit ¢ erhalten. Im letzten Schritt haben wir die
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Abbildung 3.4: Zum geometrischen Zusammenhang zwischen Kreuzprodukt
und vom Ortsvektor 7 iiberstrichener Fléche. In einem Zeitintervall bewegt
sich ein Korper auf der Ellipse um dr weiter. Die von 7 dabei {iberstrichene
griine Fliche (wir machen die Annahme, dass sich 7 bei kleinen Zeitintervallen
nicht dndert) entspricht dem Kreuzprodukt 0.5 - 7 x d7.

Definitionsgleichung des Drehimpulses verwendet. Da der Drehimpuls
bei Zentralkréiften eine Erhaltungsgrofle ist, folgt:

dA
pr const. (3.25)

Das zweite Kepler-Gesetz ist also nicht anderes als die empirische
Formulierung des Drehimpulserhaltungssatzes. Dass wir die Flédche A
als Vektor definiert haben, bedeutet formal nur, dass die Fliache eine
Orientierung hat, was aber fiir die eigentliche Aussage keine Relevanz
hat.

Kommen wir nun zum dritten der Keplerschen Gesetze.

3. Keplersches Gesetz

Die Quadrate der Umlaufzeiten T; der Planeten (i) verhalten sich
zueinander wie die Kuben der grofien Halbachsen a;.

Mathematisch lasst sich das so ausdriicken, dass fiir einen beliebigen
Planeten mit Umlaufzeit 7" und grofler Halbachse a gilt:
T2
P const. (3.26)
Wir zeigen dies am Beispiel einer kreisférmigen Bewegung eines Pla-
neten um die Sonne. Die Beschrinkung auf Kreisbahnen ist der ma-
thematischen Einfachheit geschuldet, natiirlich kann man dies auch fur
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elliptische Orbits zeigen. Um dies zu zeigen, miissen wir zuerst noch
einen Exkurs iiber Kreisbahnen und der dort - wenn man aus einem
Inertialsystem heraus argumentiert - vorliegenden Zentripetalkraft.

3.6.1 Zentripetalkraft

Die Zentripetalkraft ist ein Konzept, welches Studierenden erfahrungs-
geméaf grofle Verstandnisschwierigkeiten bereitet. Dies scheint an der
Fehlvorstellung zu liegen, dass diese Kraft hdufig als eigensténdige physi-
kalische Kraft angesehen wird und nicht als (resultierende) Trégheitskraft
einer auf einen Korper wirkenden physikalischen (Gesamt-)Kraft. Wir
wollen daher an dieser Stelle versuchen, dieser Grofle etwas mehr Auf-
merksamkeit zu widmen. Fiihren wir zunédchst eine Gebrauchsdefinition
ein:

Definition: Zentripetalkraft

Unter der Zentripetalkraft versteht man in Inertialsystemen eine
bei kreisformigen Bewegungen auftretende Kraft, die zum Mit-
telpunkt der Kreisbewegung gerichtet ist. Sie ist die Folge der
Wirkung einer resultierenden physikalischen Kraft, beispielsweise

der Gravitationskraft.

Zentripetalkrifte treten also nur in Inertialsystemen auf, sind also
nicht zu verwechseln mit Zentrifugalkréiften. Die treten nur in Nicht-
Inertialsystemen auf. Was ist nun mit »>Wirkung« gemeint? Der Begriff
der Wirkung ist in der Physik eigentlich fiir etwas ganz anderes belegt
(fiir eine GroBe, die die Einheit Js hat), dies ist in unserem Kontext nicht
gemeint. Wirkung ist hier das, was als Folge einer (aus moglicherweise
vielen Einzelkréften resultierenden) Kraftwirkung passiert, namlich
eine Anderung des Impulses. Machen wir uns das an einer beliebig
ausgewahlten Formel fest:

dp mM
o = G (3.27)
~~ N——

Wirkung der Kraft wirkende Kraft

In diesem Beispiel ist die physikalisch wirkende Kraft die Gravitati-
onskraft, die Wirkung ist die Impulsdnderung des Objekts mit Masse
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Abbildung 3.5: Zur Herleitung der Zentripetalbeschleunigung. Hierzu nutzt
man die Ahnlickeit des grau und des griin hinterlegten Dreiecks aus.

m. Wenn diese Masse nun konstant bleibt, so kann man den Ausdruck
etwas mehr konkretisieren:

(3.28)
——
Wirkung der Kraft wirkende Kraft

Bei konstanter Masse m besteht die Wirkung der Kraft also in ei-
ner Beschleunigung dieser Masse. Bei Kreisbewegungen, also Bahnen
mit konstantem Radius r bei denen der Korper einen konstanten Ge-
schwindigkeitsbetrag v aufweist, kann man diese Beschleunigung weiter
prézisieren, sie nimmt eine spezielle mathematische Form an.

Definition: Zentripetalbeschleunigung a,,

<

Azp = 7 (329)

Wie kommt man nun auf diesen Ausdruck? Eine moégliche Herleitung
ist in Abbildung 3.5 gezeigt. Ein Korper sei zur Zeit t; am Ort 77,
zur Zeit t9 dann am Ort 75. Da er sich auf einer Kreisbahn befinden
soll, sind die Betrége der beiden Ortsvektoren natiirlich gleich grof.
Dadurch, dass die einige physikalisch wirkende Kraft in Richtung des
Kreismittelpunkt zeigen muss (wir betrachten ja hier eine Zentralkraft),
kann sich auch am Betrag der Geschwindigkeit nichts dndern, da diese
Kraftwirkung immer senkrecht zur Tangentialgeschwindigkeit ¢ steht
und das Superpositionsprinzip uns sagt, dass die Kraft keinen Einfluss
auf dieses v hat. Vektoriell &ndert sich natiirlich die Richtung der
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Geschwindigkeit, was durch das griin hinterlegte Dreieck angedeutet
wird, welches man durch Parallelverschiebung von 5 an v erhélt. Die
Richtungsdnderung wird mit A¢ bezeichnet, die Ortsdnderung mit Ar.

Zwischen den beiden Dreiecken (griin und hellblau) besteht eine
Ahnlichkeit, die man nun in folgender Form ausnutzt (Anwendung des

Strahlensatzes):
A A
o= (3.30)
T v
Wir stellen diesen Ausdruck nun nach Av um und teilen durch At:
Av v Ar
— = 31
At r At (3.31)

Nun koénnen wir eine Grenzwertbetrachtung durchfithren und die in
Gleichung 3.32 formulierte mittlere Zentripetalbeschleunigung in die
momentane Zentripetalbeschleunigung iiberfiihren:

. Av ) . Ar
@ = W N T (Al;%w) - (8:32)
Im letzten Term konnte man also die Momentangeschwindigkeit
. Ar
U= A A (3:33)
einsetzen und bekommt so den bekannten Ausdruck fiir die Zentri-
petalbeschleunigung. Der aufmerksame Leser wird vielleicht bemerkt
haben, dass die Geschwindigkeitsinderung in Abbildung 3.5 gar nicht
zum Kreismittelpunkt zeigt, wenn wir dieses Dreieck an die Spitze von
7 legen. Das liegt daran, dass wir zeichnerisch ein recht grofles A7
angesetzt haben. Machen wir dieses Intervall immer kleiner, so wird
das A¥ immer mehr in Richtung des Kreismittelpunkts zeigen und im
Grenzfall At — 0 dann schliefflich genau dorthin.

Die Zentripetalkraft ist also die Wirkung aller auf einen Koérper
wirkenden Kréfte, der eine Kreisbahn mit Radius r vollfithrt, wenn
man in einem Intertialsystem argumentiert. Diese Feststellung so so
fundamental, dass wir sie als Merksatz festhalten:

Merksatz zur Zentripetalkraft

Bewegt sich ein Korper in einem Inertialsystem auf einer Kreisbahn

mit konstantem Radius r, dann muss die Summe aller auf diesen
Korper wirkenden Kréfte eine Zentripetalkraft sein, d. h.

L dy
Y F = L T = —mutre, (3.34)
%
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Im letzten Schritt haben wir ausgenutzt, dass zwischen Winkelgeschwin-
digkeit w und Geschwindigkeit v auf einer Kreisbahn mit Radius r der
Zusammenhang v = wr besteht. Bei Bewegungen auf beliebigen Bahnen
ist der Ausdruck etwas allgemeiner formuliert:

T=ax7 (3.35)

Bei der Kreisbewegung steht aber ¥ immer senkrecht auf ¥, so dass sich
fiir den Betrag der Geschwindigkeit die Beziehung v = wr ergibt.

3.6.2 Zentrifugalkraft

Bei der Zentrifugalkraft handelt es sich um eine so genannte Scheinkraft,
also um eine Kraft, die in beschleunigten Bezugssystemen eingefiihrt
wird, um weiterhin mit den Newtonschen Bewegungsgleichungen rech-
nen zu konnen. Im Fall der Zentrifugalkraft geht es wieder um eine
Kreisbewegung mit konstantem Radius 7. Diesmal betrachten wir die
Bewegung allerdings nicht aus einem Bezugssystem heraus, sondern
in einem mit der kleinen Masse m verbundenen Bezugssystem. Dieses
Bezugssystem folgt der kleinen Masse so, dass Sie als Beobachter diese
Masse die ganze Zeit iiber an der selben Stelle stehen sehen. Sie erscheint
in Ruhe und wir interpretieren dies im Rahmen der Newtonschen Axio-
me so, dass auf sie keine Kraft wirkt. Halten wir das in einem Merksatz
fest:

Merksatz zur Zentrifugalkraft

Bewegt sich ein Korper auf einer Kreisbahn mit konstantem Radius

r und wird von einem mit der bewegten Masse aus verbundenen
Bezugssystem aus beobachtet, dann muss die Summe aller auf
diesen Korper wirkenden Krafte Null ergeben, d. h.

S F=0 (3.36)

Nun haben wir natiirlich das Problem, dass es auf unserer Kreisbahn
aus physikalischer Sicht eine wirkende Kraft gibt, ndmlich die Gravitati-
onskraft. Diese miissen wir mit einer gleichgrofien, aber entgegengesetzt
gerichteten Kraft addieren, damit in Summe Null herauskommt. Hierzu
nehmen wir einfach die sich einstellende Wirkung aus der Inertialsystem-
Betrachtung, tauschen das Vorzeichen und fassen zusammen:

dp

2
= F; + mv—é} = F; + mw?ré, =0 3.37
dt Z T
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Vergleicht man Gleichungen 3.34 und 3.37 miteinander, stellt man
fest, dass diese in ihrer physikalischen Aussage identisch sind. Beide
Gleichungen liefern die gleichen Loésungen, wenn man beispielsweise die
Geschwindigkeit v der Kreisbahn sucht. Man kann also ohne Verstdndnis
der Auswirkung der Wahl des verwendeten Bezugssystems ein richtiges
Ergebnis erhalten, aber wirklich befriedigend ist das natiirlich nicht.

3.6.3 Alternative Betrachtung

Es gibt eine weitere Moglichkeit, die Zentripetalbeschleunigung (und
damit nattirlich auch die Zentripetalkraft) herzuleiten. Wir beschreiben
die Kreisbewegung dazu in ebenen Polarkoordinaten. Zu einer gegebenen
Zeit t befindet sich der Korper an einem Ort 7(¢). Mit zugehorigem
Einheitsvektor €. kann man also schreiben:

P = ré,. (3.38)

Unter der Beschleunigung versteht man die zweite Ableitung des Ortes
nach der Zeit. Bei einer Bewegung auf einer Kreisbahn mit Radius R
sollte sich daher der gleiche Ausdruck ergeben wie bei unserer geometri-
schen Herleitung. Nun kénnen wir Gleichung 3.38 zweimal nach der Zeit
ableiten und schauen, was dabei herauskommt. Fiir die erste Ableitung
gilt (da es sich um ein Produkt zweier Groflen handelt, namlich dem
skalaren r und dem Einheitsvektor €., konnen wir die Produktregel
verwenden):

¥ =17 =1 +1é. (3.39)

Bei einer Kreisbahn ist der Radius immer gleich grof3, so dass 7 = 0
gelten muss. Es stellt sich nun die Frage, wie man den Einheitsvektor
nach der Zeit ableiten muss. Dazu muss man eigentlich nur wissen,
wie dieser Vektor aussieht und dann jede Zeile nach ¢ ableiten. Der
Einheitsvektor €, setzt sich aus den x- und y-Koordinaten bestimmen.
Die z-Komponente betragt beispielsweise x = rcosy, wobei ¢ der
Winkel zwischen z-Achse und Ortsvektor 7 ist. Fiir die y-Achse gilt
entsprechend y = rsin ¢, also

x cos
=r 7 = €. (3.40)

Y sin

=L
I

Der radiale Einheitsvektor setzt sich also aus Sinus und Kosinus des
Winkels ¢ zusammen. Der Winkel selbst ist natiirlich zeitabhingig,
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da sich der Korper zu verschiedenen Zeiten an verschiedenen Orten
befindet. Mit der Kettenregel findet man:

S ,
ér = ¢ = Q€. (3.41)
cos ¢

Man kann sich geometrisch recht einfach klarmachen, dass der Vektor
€, senkrecht zu €, steht, die Lénge Eins hat und in Richtung der
Anderung des Winkels ¢ zeigt. Die zeitliche Anderung des Winkels wird
als Winkelgeschwindigkeit w = ¢ bezeichnet. Bei einer Kreisbahn ist
die Winkelgeschwindigkeit konstant, also w = 0. Wir halten fest:

T = &, + rpé,. (3.42)

Die Beschleunigung erhélt man durch nochmaliges Ableiten nach der
Zeit, wobei wir bereits " = 0 und ¢ = 0 beriicksichtigen:

ad=1v=r=—rp’e = —rwé = ——4é,. (3.43)

Wir bekommen also duch zweimaliges Ableiten des Ortsvektors nach
der Zeit unter Beriicksichtigung der Besonderheiten einer Kreisbahn
(konstanter Radius, konstanter Betrag der Umlaufgeschwindigkeit) den
bekannten Ausdruck fiir die Zentripetalbeschleunigung.

3.7 Energie, Arbeit und Kraft

Wir verlassen nun den Bereich der Krifte und wenden uns einer skalaren
Grofle zu, die in der Physik eine besonders wichtige Rolle spielt: der
Energie. Zu Beginn soll ein Auszug aus den Feynman-Vorlesungen zum
Thema Energieerhaltung verdeutlichen, wie fundamental diese Grofie
ist:

There is a fact, or if you wish, a law, governing all natural
phenomena that are known to date. There is no known
exception to this law—it is exact so far as we know. The law
is called the conservation of energy. It states that there is a
certain quantity, which we call energy, that does not change
in the manifold changes which nature undergoes. That is a
most abstract idea, because it is a mathematical principle;
it says that there is a numerical quantity which does not
change when something happens. It is not a description of a
mechanism, or anything concrete; it is just a strange fact that
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we can calculate some number and when we finish watching
nature go through her tricks and calculate the number again,
it is the same. (Something like the bishop on a red square,
and after a number of moves—details unknown—it is still
on some red square. It is a law of this nature.)

Der Begriff >Energie< ist jedem gelédufig, doch lassen Sie uns kurz
vergessen, was wir dariiber zu wissen glauben, und mit einer einfachen
Definition auf Basis des obigen Zitats beginnen:

Energie

Energie ist ein Zahlenwert (mit einer Einheit), die wir auf irgendeine

Art und Weise berechnen konnen.

Man konnte einwenden, dass dies fiir alle physikalischen Grofien gilt,
und damit ldge man vollig richtig. Auch der Impuls ist ein berechenbarer
Zahlenwert mit Einheit. Wie wir gesehen haben, héngt der Impuls vom
Bezugssystem ab und ist daher keine universelle Groéfe, die in jeder
Betrachtung gleich bleibt — im Gegensatz zu Naturkonstanten oder (in
der klassischen Mechanik) zur Masse eines Korpers. Auch bei der Energie
spielt das Bezugssystem eine Rolle: Ein Korper mit der Geschwindigkeit
v in einem Bezugssystem besitzt dort kinetische Energie, wihrend er in
einem Bezugssystem, in dem er ruht, keine kinetische Energie hat.

Es gibt zudem bestimmte Energieformen, insbesondere die potentiel-
len Energien, die eine zentrale Rolle in der Physik spielen. Bei diesen
Formen bestimmt nicht nur das Bezugssystem den Energiewert, sondern
vor allem die Lage eines Korpers relativ zu anderen Korpern. Man kann
einem Punkt im Bezugssystem willkiirlich einen beliebigen Energiewert
zuordnen, wobei andere Punkte relativ dazu unterschiedliche Energie-
werte haben. Wichtig ist, dass letztlich nur der Energieunterschied
zwischen zwei Punkten von Bedeutung ist.

Die Wahl des Bezugspunkts fiir die Energie ist willkiirlich, und es ist
haufig sinnvoll (aber nicht zwingend), dem Bezugspunkt eine Energie
von Null zuzuordnen, da dies die Berechnungen in der Regel vereinfacht.
Man konnte jedoch genauso gut einen anderen Wert wie 5,345 oder
/2 wéhlen. Die Null ist jedoch meist die praktischere Wahl. Halten
wir zundchst allgemein fest, wie man den Nullpunkt der potenziellen
Energie definiert.
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Wo liegt der Nullpunkt der potentiellen Energie

Der Nullpunkt der potentiellen Energie liegt dort, wo man ihn
hinlegt.

Bei potentiellen Energien ist der absolute Zahlenwert irrelevant — ent-
scheidend ist der Wert relativ zu einem festgelegten Bezugswert.

Der Energiebegriff wird noch komplexer, wenn man berticksichtigt,
dass er auch von der Wahl der Systemgrenzen abhingt. Ein Korper
kann innerhalb bestimmter Systemgrenzen potenzielle Energie besitzen,
wéhrend er innerhalb anderer Grenzen keine hat, da sonst Widerspriiche
auftreten wiirden. Dieses Thema wird im Abschnitt 3.7.4 genauer be-
handelt, wenn es um innere und duflere Krifte und deren Einfluss auf
die Gesamtenergie eines Systems geht.

3.7.1 Potentielle Energie

Den Begriff der potenziellen Energie haben wir bereits eingefiihrt, aber es
fehlt noch eine Definition. Potentielle Energie ist eine skalare Grofe (im
SI-System gemessen in Joule), die mit einer zugehérigen Kraft durch eine
mathematische Operation verkniipft ist. Anders ausgedriickt: Bestimmte
Krifte lassen sich durch ein Potential bzw. eine potentielle Energie
beschreiben. In der Mechanik verwenden wir die Begriffe Potential und
potentielle Energie synonym und nutzen den Buchstaben V. Erst in
der Elektrodynamik wird zwischen diesen Begriffen unterschieden. Der
Zusammenhang zwischen potentieller Energie V' und der Kraft F lautet:

F=—gradV (3.44)

Was bedeutet nun der Begriff >grad<? Er bezeichnet eine mathematische
Operation, die auf eine skalare Potentialfunktion angewendet wird — die
Bildung des Gradienten dieser Funktion. In kartesischen Koordinaten
und unter Beriicksichtigung aller drei Raumrichtungen ist der Gradient
einer Funktion f(z,y, z) wie folgt definiert:

gradf(z,y,2) = Vf(z,y,2)

— é»xaf(x7y7 Z)

Of(x,y,2)  _ Of(x,y,2) (3.45)
ox +e, 177

dy z 0z

+ ey

Hier haben wir einen neuen »Buchstaben< fiir den Gradienten ein-
gefiihrt, den sogenannten Nabla-Operator V. Dieser dient als abkiirzende
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Schreibweise, da Physiker — so sagt man — tendenziell schreibfaul sind.
Der Nabla-Operator spielt eine zentrale Rolle in der Elektrodynamik, da
die gesamten Maxwell-Gleichungen mit ihm formuliert werden (kénnen).
Nehmen Sie diesen Operator daher ernst; er ist keine akademische
Spielerei, die nur in seltenen Féllen Anwendung findet.

Machen wir ein Beispiel: Aus der Schule oder aus der Experimental-
physik-Vorlesung sollte man das Federkraftgesetz kennen. Eine Feder
mit Federkonstante D wird aus ihrer Gleichgewichtslage (diese definieren
wir als = 0) um eine Strecke x gedehnt (die Richtung der Dehnung
definieren wir als positive z-Richtung), die Feder reagiert mit einer
riicktreibenden Federkraft F' = — Dz in Richtung der Gleichgewichtslage.
Wenn es sich bei der Federkraft um eine konservative Kraft handeln
sollte, dann muss es ein Potential zu dieser Kraft geben, fiir das gilt
(wir haben hier ein eindimensionales Problem und kénnen die partielle
Ableitung durch den Differentialquotienten ersetzen):

dV (z)

Dy = —
x dx

(3.46)

Der mathematisch getibte Leser wird gleich erkennen, dass die gesuchte
Funktion die Form V(z) = %D;zc2 hat. Man kann natiirlich auch ganz
formal vorgehen, erstmal die Minuszeichen kiirzen und dann das Ganze

in eine integrierbare Form bringen, d. h.
dV = Dz dx. (3.47)

Bilden wir nun das unbestimmte Integral:

/dV =D /azdx, (3.48)

also .
V= 51):52 +C. (3.49)

Die Integrationskonstante C' kann beliebig festgelegt werden. Ublicherweise
wéahlt man fiir die Ruheposition bzw. Gleichgewichtslage der Feder die
Koordinate = 0 und legt dort willkiirlich fest, dass V(z = 0) = 0 ist.
Wie bereits erwdhnt, konnte man auch jeden anderen Wert wéhlen, da
es letztlich nur auf den Energieunterschied zum Bezugspunkt ankommt.
Energien sind — wie wir anfangs festgehalten haben — nichts anderes als
Zahlenwerte, die relativ zu einem gewahlten Bezugspunkt angegeben
werden.

Man sollte sich Energie nicht wie einen Eimer vorstellen, den man
Hfullen“ kann, etwa wie Wasser. Energie ist keine greifbare Grofle, son-
dern bleibt ein abstrakter Begriff — eine Zahl, die wir berechnen kénnen.
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Wir beschéftigen uns in dieser Veranstaltung hauptséichlich mit der
Gravitationskraft F und es stellt sich natiirlich die Frage, ob diese Kraft
konservativ ist bzw. ob es zu dieser Kraft ein zugehoriges Potential gibt.
Die Gravitationskraft ist eine sogenannte Zentralkraft, was durch eine
geschickte Wahl des Bezugssystems deutlich wird. »Geschickt< bedeutet
zum Beispiel, dass man den Massenmittelpunkt eines deutlich schwereren
Zentralkorpers als Ursprung des Bezugssystems wéhlt, wodurch in guter
Néaherung ein Inertialsystem entsteht. Bei &hnlich schweren Massen muss
der Bezugspunkt im Schwerpunkt der beiden Massen liegen, wodurch
man ein echtes Inertialsystem erhélt, nicht nur eine Naherung. Da wir
uns hauptséichlich mit dem Keplerproblem befassen, kénnen wir in guter
N&herung von einem Inertialsystem ausgehen, wenn das Bezugssystem
im Massenmittelpunkt der schwereren Masse platziert wird.

Eine Zentralkraft weist nur eine radiale Abhangigkeit der Kraftstirke
auf, Winkelabhéngigkeiten gibt es bei Zentralkréiften also nicht. Generell
ist bei Zentralfeldern die Verwendung von Kugelkoordinaten sinnvoll.
Der Nabla-Operator V hat in Kugelkoordinaten (7,9, ¢) die Form

0 19 L 1 0

V=é——+€ey——— _ 3.50

6T8T+61919819+%rsin198g0 (3:50)
Wenn es nur eine radiale Abhéngigkeit gibt, dann bleibt auch nur
die é,-Komponente iibrig, aus der partiellen Ableitung wird dann der
Differentialquotient. Die Fragestellung ist also, ob es eine Funktion V'

gibt, fiir die gilt:
- mM _, _dVv
FG = _’7 7‘2 €pr = —GTE (351)

Wir gehen genauso wie beim Federpotential vor und bilden das Integral

/dV = / ymM g, (3.52)

r2

Man erhélt somit die Beziehung

V(r) = —WZM +C. (3.53)

Auch hier kann man die Integrationsvariable durch Wahl einer Rand-
bedingung des Potentials festlegen. Eine iibliche Konvention ist die
Annahme, dass das Gravitationspotential im Unendlichen Null werden
soll, also V(r — oo0) = 0. Dadurch ergibt sich C = 0 und fur das
Gravitationspotential entsprechend

V(r) = —W;fM' (3.54)

In Abbildung 3.6 ist der Verlauf des Gravitationspotentials am Beispiel
der Erde als Zentralkoérper dargestellt. Man koénnte sich nun fragen, wie
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Abbildung 3.6: Verlauf des Gravitationspotentials am Beispiel der Erde als
Zentralkorper fir einen Koérper der Masse m = 1kg als Funktion des radialen
Abstands r in Vielfachen des Erdradius Rg. Fiir » > R kann das Potential
durch den —1/r-Verlauf beschrieben werden, daher beginnt der Plot bei
r/Rg = 1. Im Inneren der Erde verlauft das Potential nicht hyperbolisch, aber
das wird an anderer Stelle besprochen.

dieser hyperbolische Kurvenverlauf mit der aus der Schule bekannten
potentiellen Gravitationsenergie der Form mgr zusammenhéngt, wobei g
die Erdbeschleunigung, m die Masse eines Korpers und r die Hohe relativ
zu einem Bezugspunkt ist. Schauen wir uns das Gravitationspotential
in der Nédhe der Erdoberfliche an. Fiir einen Punkt genau auf der
Erdoberfliche (r = Rg) gilt

ymM

V(Re) = 15 (3.55)

Fiir einen Punkt Rg + r entsprechend

ymM
\%4 Rg) = — . 3.56
(r+ Rg) o (3.56)
Wir klammern den Erdradius aus und bekommen
M
V(r+Rp) = ——F——~ (3.57)
Rep 1+ —
K ( - RE)

Mit der Substitution # = r/Rg kann man den Bruch als (1 + z)~*
schreiben. Da x < 1 fiir geringe Hohen r gilt, kann man eine Taylorent-
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wicklung um x = 0 durchfithren. Es gilt (bei Abbruch der Reihenent-
wicklung nach dem linearen Term)

(14z) ' ~1-2. (3.58)

Somit kann man das Potential annahern durch

M 1 M
V(r+ Rg) = — 1~ ~ (1 - T) (3.59)
Rg <1 T ) Rg Rg
_|_ N
Ry
Das kann man in die Form
ymM  ymM ymM
\%4 Rr) = — = — 3.60
(r+ Rg) e + ) r e -+ mgr (3.60)

bringen. Das Potential an der Stelle r + Ry setzt sich also aus dem
Potential an der Erdoberfliche plus einem additiven Term mgr zu-
sammen. Wenn man also nur die Anderung der potentiellen Energie
relativ zum Bezugspunkt Erdoberfliche haben will, dann kann man in
guter Naherung diese Formel benutzen. Natiirlich kann man auch jeden
anderen Bezugspunkt auswéhlen, die Wahl der Erdoberfliche war ja
willkiirlich gewahlt. An jeder beliebigen Stelle der allgemeinen Poten-
tialkurve kann eine Taylorentwicklung durchgefiihrt werden, somit ist
der Bezugspunkt also vollig beliebig. Er liegt dort, wo man ihn hinlegt.

3.7.2 Arbeit

Das Konzept der Arbeit spielt eine zentrale Rolle in der Physik. Wir
haben es bereits indirekt verwendet, als wir zur Berechnung des Po-
tentials das Wegintegral tiber eine konservative Kraft gebildet haben.
Nun wollen wir dies verallgemeinern und betrachten, welche Arbeit
notwendig ist, um einen Korper auf einem beliebigen Weg durch ein
Kraftfeld zu bewegen. Die wirkende Kraft F unterliegt dabei keiner
speziellen Bedingung und muss nicht konservativ sein. Auch der Weg
ist nicht ndher spezifiziert; es kann ein beliebiger Pfad zwischen zwei
Punkten A und B sein.

An jedem Punkt des Weges wirkt die Kraft in eine bestimmte Rich-
tung. Fiir eine infinitesimal kleine Wegstrecke ds'ist nur die Komponente
der Kraft relevant, die in Richtung dieser Strecke zeigt. Die Arbeit, die
dabei am Korper verrichtet wird, betragt dW = F - dS. Die gesamte
Arbeit W entlang des Weges erhalt man durch das Aufsummieren dieser
einzelnen Beitrige, was in einer Integration resultiert:
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Definition: Arbeit

Unter Arbeit versteht man das Wegintegral der Kraft:

B B
W:/dW:/Fd§ (3.61)
A A

3.7.3 Kinetische Energie

Bei der kinetischen Energie handelt es sich um die Bewegungsenergie
eines Korpers der Masse m. Der Energiegehalt dndert sich, wenn der
Korper seine Geschwindigkeit dndert, was voraussetzt, dass der Korper
beschleunigt wurde. Fiir eine Beschleunigung ist es erforderlich, dass
an dem Korper eine Kraft angreift, somit eine Arbeit geleistet wird, die
zur Erhéhung der kinetischen Energie des Korpers fithrt. Die an dem
Korper geleistete Arbeit ist allgemein (und ohne néhere Festlegung von
Anfangs- und Endposition des Wegintegrals) definiert als

W:/ﬁd§ (3.62)
Wir erweitern diesen Ausdruck mit dem Zeitintervall d¢:
. ds .
W:/Fiwz/Fﬂﬁ (3.63)

Die Kraft F' kann man fiir einen Korper konstanter Masse ausdriicken
als F = m-d. Wir setzen ein:

W:/ﬁﬁm:/mﬁﬂ&. (3.64)

Die Beschleunigung @ ist definiert als @ = dv// dt. Die Masse m ist eine
Konstante und kann vor das Integral gezogen werden. Wir setzen dies
ebenfalls ein und erhalten:
dv 1

xvz/mﬁﬂﬁznpfimﬂzm/bwzimﬁ (3.65)
Die kinetische Energie wird haufig mit Wy, abgekiirzt, oft auch mit
T, was etwas weniger Schreibarbeit bedeutet und was daher in diesem
Skript bevorzugt wird. Sie ergibt sich nach unserer Herleitung zu dem
bekannten Ausdruck
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Abbildung 3.7: Die Wahl meiner Systemgrenze definiert, welche Krifte als
innere und duflere Kréfte gezdhlt werden. Im oberen Fall iibt die Masse M
eine Kraft auf die Masse m aus. Innerhalb des definierten Systems soll nur
die Masse m liegen, weswegen die auf sie wirkende Kraft eine externe Kraft
darstellt. Die nach dem dritten Newtonschen Axiom auf die Masse M wirkende
Reaktionskraft muss es natiirlich auch geben, soll aber zunéchst keine Rolle
bei unserer Betrachtung spielen. Durch die (externe )Kraftwirkung wird die
Masse m beschleunigt, die Kraft Fext leistet also Arbeit an m und erhoht
die Gesamtenergie des Systems, die sich nur aus kinetischer Energie von m
zusammensetzt. Im unteren Fall sind beide Massen Teil des definierten Systems,
beide Kréfte zéhlen daher also zu den inneren Kraften. Die zentrale Aussage
dieses Abschnitts lautet, dass innere Kréfte, sofern sie konservativer Natur
sind, keine Arbeit am System leisten, als Folge daher die Gesamtenergie eines
Systems sicher nicht &ndert, wenn nur innere konservative Kréfte im Spiel
sind.

Definition: Kinetische Energie

(3.66)

3.7.4 Innere und dulere Krafte

Fiir die Beschreibung eines physikalischen Sachverhalts ist es haufig sinn-
voll, nur einen Ausschnitt des physikalischen Problems zu betrachten,
der von besonderem Interesse ist. Man definierte hierzu eine Systemgren-
ze, die man sich genauer anschaut und betrachtet die Wechselwirkung
mit der Umgebung als duflere Einfliisse.
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In den Feynman-Vorlesungen wird dieses Vorgehen fiir den Begriff
>Energieerhaltung< am Beispiel eines Kinderzimmers und der Anzahl
an Baukl6tzen in diesem Zimmer ndher ausgefithrt. Die Bauklotze stehen
dabei fiir die Energie, die in einem System (dem Zimmer) vorhanden ist.
Eine Mutter stellt fest, dass egal was tagsiiber mit den Klotzen passiert,
abends immer die gleiche Anzahl davon vorhanden ist. Die Energie
scheint also erhalten zu sein. Manchmal stellt diese Mutter aber auch
fest, dass ein paar Klotze mehr im Zimmer sind. Offenbar sind sie von
einem Spielkameraden ins Zimmer gebracht worden. Sie stammen also
aus der Umgebung des Systems. Es kann auch vorkommen, dass das
Kind ein paar Klétze aus dem Fenster des Zimmers in den Garten wirft,
was die Anzahl im Zimmer reduziert. Die Botschaft hier ist, dass ein
System mit seiner Umgebung in einer Beziehung steht. Der Fall eines
vollstandig abgeschlossenen Systems ist dabei der einfachste und auch
der langweiligste Fall. Wenn das Zimmer keine Tir und keine Fenster
hat, kénnen auch keine Kltze rein oder raus. Ubersetzt heift dies, dass
die Energie in einem abgeschlossenen System eine Erhaltungsgréfie sein
muss. Das ist richtig, aber auch banal. Interessanter ist die Tatsache,
dass die Energie, die in einem System steckt, verédndert werden kann.
Dies passiert genau dann, wenn an einem System Arbeit durch eine
duflere Kraft verrichtet wird.

Die Festlegung einer Systemgrenze ist willkiirlich, daher kann man
durch Anderung der Systemgrenzen jede duBere Kraft in eine innere
Kraft umwandeln und umgekehrt. Es gibt also keinen Unterschied in der
physikalischen Natur von inneren und &ufleren Kréften, es ist nur eine
Frage der Betrachtungsweise. Wichtig ist aber, dass die physikalische
Beschreibung der Bewegung eines Korpers nicht von der Wahl der
Systemgrenzen abhingt, man also fiir verschiedene Systeme die gleiche
Physik erhélt. Es darf also nicht zu Widerspriichen kommen, wenn
ein physikalischer Sachverhalt von verschiedenen Systemgrenzen aus
beschrieben wird.® Wir beginnen zunichst mit einer Definition des
Zusammenhangs zwischen Arbeit und Energie:

8 Die Darstellung dieses Abschnitts folgt inhaltlich den Lehrbiichern Physik fir
Wissenschaftler und Ingenieure von Tipler sowie Klassische Mechanik von Rainer
Miiller. Insbesondere das letztgenannte ist eines der wenigen Lehrbiicher tiberhaupt,
das sich ausfiihrlich mit dem Begriff der Systemgrenze auseinandersetzt.
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Zusammenhang zwischen Energie und Arbeit

Unter der Arbeit W versteht man den Transfer von Energie in ein
System hinein oder aus einem System heraus durch Verschiebung
eines Objekts des Systems unter externer Kraftwirkung.

Wichtig ist hierbei, dass es sich um eine externe Kraft handeln muss. Es
gibt hier nun zwei mogliche Vorzeichen der Arbeit, deren physikalische
Bedeutung festgelegt werden muss. Wir werden dies hier folgendermafien
tun:

e W > 0: das System bekommt Energie aus der Umgebung. Die
Energie des Systems erhéht sich.

e W < 0: das System verliert Energie, die Energie des Systems
nimmt also ab.

In Abbildung 3.7 ist der gleiche physikalische Sachverhalt mit zwei
unterschiedlichen Systemgrenzen dargestellt. Im obigen Beispiel wirkt
auf eine Masse m eine auflere Kraft ﬁext. Auf die besondere Natur dieser
Kraft soll hier noch gar nicht eingegangen werden, dennoch kénnen
wir bereits einiges iiber unser System aussagen. Zunéchst diirfte klar
sein, dass der Gesamtimpuls unseres Systems, der hier nur aus dem
Impuls der Masse m besteht, nicht erhalten sein wird, da die Masse
durch die duflere Kraft ja beschleunigt wird. Ferner leistet die duflere
Kraft bei Bewegung in Kraftrichtung eine positive Arbeit (Bewegung
in positiver z-Richtung) an dem System, wodurch sich die Energie des
Systems erhéhen wird. Auch das ist nicht weiter verwunderlich, da die
Geschwindigkeit der Masse m sich erhoht. Die durch ﬁext geleistete
Arbeit wird also in kinetischer Energie der Masse m gespeichert.

Man kann iibrigens genauso argumentieren, wenn man die System-
grenze nur um die Masse M legen wiirde. In diesem Fall wére —ﬁext
die externe Kraft, die Masse M bewegt sich in Richtung der Masse m
(also in negativer z-Richtung), weswegen die geleistete Arbeit an diesem
System ebenfalls positiv ist und in kinetischer Energie der Masse M
steckt.

Jetzt legen wir unsere Systemgrenze so fest, dass beide Massen sich
innerhalb des Systems befinden sollen. Die zwischen den Massen wir-
kenden Kréfte sind nun ausschlieflich innere Kréafte, durch das dritte
Newtonsche Axiom ist zudem festgelegt, dass F, = —F gelten muss.
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Fiir die Anderung des Gesamtimpulses Ap des Systems in einem Zeitin-
tervall dt¢ gilt daher

=0

/T/T
AP = APy + App = / (Fi+Fy)dt =o. (3.67)

Der Gesamtimpuls unseres Systems dndert sich also nicht, wenn aus-
schlieBlich innere Kréfte wirken. Wie verhilt es sich nun mit der Energie
des Systems? Bei der Einzelbetrachtung der beiden Massen, bei der
die Systemgrenze jeweils nur eine Masse umfasst, hat sich die Gesam-
tenergie des Systems erhoht, da eine duflere Kraft Arbeit am System
geleistet hat. Wenn jedoch beide Massen Teil des Systems sind, gibt
es per Definition keine &uflere Kraft. Aber ist die Energie des Systems
dadurch automatisch eine Erhaltungsgréfie?

Beide Massen werden durch die gegenseitige Kraftwirkung beschleu-
nigt, wodurch ihre kinetischen Energien zunehmen. Da kinetische Ener-
gien bei endlichen Geschwindigkeiten immer positiv sind, wichst die
gesamte kinetische Energie der beiden Massen stetig — zumindest bis
sie aufeinander prallen, was wir hier vernachléssigen.

Hier scheint ein Widerspruch vorzuliegen: Die Energie des Systems
nimmt zu, obwohl keine duflere Kraft wirkt. Dieser Widerspruch lasst
sich auflésen, wenn neben der kinetischen Energie T" auch eine weitere
Energieform beriicksichtigt wird: die potentielle Energie V. Fir die
weitere Betrachtung fiihren wir den Begriff der mechanischen Gesamt-
energie ein, der niitzlich sein wird:

Definition: Mechanische Gesamtenergie F

Die mechanische Gesamtenergie E eines Systems ist die Summe
aus der kinetischen Energie T" und der potentiellen Energie V' der

im System enthaltenen Teilchen.

Im gleichen Mafle, wie die kinetische Energie unseres Systems zu-
nimmt, muss die potentielle Energie abnehmen, sodass die mechanische
Gesamtenergie des Systems konstant bleibt. Allerdings ist die Existenz
einer potentiellen Energie an bestimmte Eigenschaften der wirkenden
Krifte gekoppelt. Nur konservative Krafte konnen iiber ein skalares
Potentialfeld V' beschrieben werden, wobei der Zusammenhang durch
F=-vVV gegeben ist. Wenn nur konservative Kréfte vorliegen, kénnen
wir folgenden wichtigen Satz aufstellen.
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Erhaltung der mechanischen Gesamtenergie

In einem System von Massenpunkten, in dem nur konservative
Krifte wirken, ist die mechanische Gesamtenergie des Systems eine
Erhaltungsgrofle.

Wenn im System beispielsweise Reibungskréfte vorliegen, kénnen wir
nicht davon ausgehen, dass die mechanische Gesamtenergie erhalten ist,
da es zu Reibungskriften kein zugehoriges Potential gibt. Energieer-
haltung im mechanischen Sinne bezeichnet also immer nur die beiden
Energieformen kinetisch und potentiell. Die Existenz einer potentiel-
len Energie im System erfordert, dass die wirkenden inneren Kréfte
konservativ sind. Unter dieser Annahme kann man festhalten:

Wirkung innerer Kriifte

Innere Kréfte leisten keine Arbeit am System, sofern es sich um
konservative Krafte handelt.

AuBere Krifte, ob konservativ oder nicht-konservativ, haben dagegen
einen direkten Einfluss auf die mechanische Gesamtenergie eines Sys-
tems:

Wirkung duflerer Krifte

Auflere Krifte éndern die mechanische Gesamtenergie eines Sys-
tems. Sie konnen die mechanische Gesamtenergie sowohl erhéhen
als auch absenken.

Der folgende Abschnitt verdeutlicht den Sachverhalt anhand eines
einfachen Beispiels: Eine Kiste befindet sich im Schwerefeld der Erde
und wird von einer Person auf eine Héhe Az = h angehoben (siehe
Abb. 3.8). Als Bezugssystem wéhlen wir ein mit der Erdoberfliche
verbundenes, das wir als ruhendes Inertialsystem betrachten. Dabei
ist es wichtig, die Begriffe »>Bezugssystem« und >System« nicht zu
verwechseln. Das System besteht aus der Kiste, der Erde und dem von
der Erde erzeugten Gravitationsfeld.

Innerhalb dieses Systems gibt es innere Kréifte — konkret die Gravi-
tationskrafte zwischen der Kiste und der Erde. Alle anderen Kréfte,

140



“z—Achse

Abbildung 3.8: Am Beispiel des Anhebens einer Kiste der Masse m soll der
Begriff der Arbeit, die an einem System geleistet wird, verdeutlicht werden.
Die Kiste wird natiirlich als Massenpunkt behandelt.

die nicht durch die Gravitationswechselwirkung dieser beiden Objekte
verursacht werden, sind als duflere Kréfte zu betrachten. Wir nehmen
weiterhin an, dass die Erde sich durch die Gravitationskraft der Kiste
kaum beeinflussen ldsst, sodass wir eine vereinfachte Form des Kepler-
problems betrachten. Die Erde bleibt in Ruhe, wihrend sich die Kiste
bewegt.

Die Kiste war vor dem Hochheben auf dem Boden in Ruhe und soll
sich nach dem Hochheben ebenfalls in Ruhe befinden. Es ist dabei
unerheblich, ob die Person die Kiste in dieser Lage in Ruhe hélt oder
ob die Kiste auf eine Ablageflache, z. B. auf einen Tisch gestellt wird.
Im physikalischen Sinn verrichtet die Person keine Arbeit, wenn sie die
Kiste in der Hohe h in Ruhe hélt, auch wenn das die Person anders
empfinden mag.

Die Kiste ist zu Beginn in Ruhe, hat also die kinetische Energie T" = 0.
Sie befindet sich im Schwerefeld der Erde, hat also eine potentielle
Energie V', die wir o. B. d. A. Null setzen, wenn die Kiste auf dem Boden
steht. Die Gesamtenergie der Kiste ist also zu Beginn £ = 0. Der Person
{ibt durch das Hochheben eine dufiere Kraft F 'a auf unser System aus.
Die an dem System geleistete Arbeit W berechnet sich nach

h
Wo_sh = / mgdz = mgh. (3.68)
0
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Die an dem System wirkende Kraft ist F ‘A = mge,. Sie entspricht vom
Betrag der Gewichtskraft Fg = —mgeé,. Nach dem Hochheben verfiigt
die Kiste iiber die potentielle Energie V' = mgh. Die mechanische
Gesamtenergie hat sich also ebenfalls um diesen Betrag erhéht.

Beim Absenken der Kiste hat die Person immer noch die Kraft F A in
positive z-Richtung aufzubringen, da ja immer noch die Gewichtskraft
kompensiert werden muss. Berechnet man die an dem System geleistete
Arbeit beim Absenken, so erhdlt man

0
Whoo = / mgdz = —mgh. (3.69)
h

Hier muss man ein wenig auf die Vorzeichen achten. Die Bewegung dz
lauft zwar in negative z-Richtung ab, also dZ’ = — dzé,, allerdings wird
dz ebenfalls negativ, da der z-Wert am Ende kleiner als am Anfang
ist, also dz = 2zEnde — ZAnfang < 0. Die geleistete Arbeit ist also negativ,
was bedeutet, dass Energie aus dem System entnommen wurde. Das ist
sinnvoll, da die Kiste am Boden ja wieder die mechanische Gesamtenergie
FE =0 hat.

Selbst an diesem einfachen Beispiel gibt es bereits viel Raum fir
ausgedehnte Diskussionen. Manche Physiker konnten argumentieren,
dass zum Anheben der Kiste eine geringfigig groflere Kraft als mg
bendtigt wird, da die Kiste sonst nicht angehoben werden konnte. Das
ist natiirlich korrekt und entspricht unserer Alltagserfahrung. Allerdings
soll die Kiste am Ende der Bewegung wieder in Ruhe sein, weshalb man
beim Abbremsen eine etwas geringere Anhebekraft aufwenden muss.
Der anfingliche »Ruck« beim Anheben muss also durch eine negative
Beschleunigung am Ende ausgeglichen werden.

Um die Sache zu vereinfachen, betrachten wir die Bewegung ideali-
siert, da dies das Endergebnis nicht beeinflusst. In dieser idealisierten
Vorstellung wird die Kiste in infinitesimal kleinen Schritten angehoben,
sodass keine Geschwindigkeitszunahme stattfindet.

Wir erweitern unsere Betrachtung nun auf den Fall, dass die Person
die Kiste auf die Hohe h gebracht hat und sie dann fallen lasst. Hier
wird es interessant, denn in unserem System, bestehend aus der Kiste
und der Erde (Gravitationspotential), gibt es nun keine dufleren Kréfte
mehr. Wir haben bereits festgestellt, dass duflere Kréifte die mechanische
Gesamtenergie eines Systems erhohen oder senken kénnen. Doch was
passiert bei inneren (konservativen) Kréften?

Wenn unsere Annahme korrekt ist, muss die Gesamtenergie bei z =
0 genauso grof} sein wie bei z = h. Wir gehen davon aus, dass die
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Gravitationskraft Arbeit an der Kiste verrichtet, und unser néchster
Schritt ist, das Vorzeichen dieser Arbeit zu bestimmen.

0
Wh—o = / mgdz = mgh. (3.70)
h

Die Arbeit, die durch die Gravitationskraft an der Kiste verrichtet
wird, tragt ein positives Vorzeichen. Nach unserer Vorzeichenkonvention
wiirde dies bedeuten, dass dem System Energie zugefiihrt wird. Doch
das ergibt bei einer inneren Kraft keinen Sinn, da nichts von auflen in
das System eingebracht wird. Tatsdchlich wird die potentielle Energie
innerhalb des Systems in eine andere Energieform umgewandelt, ndmlich
in die kinetische Energie der Kiste.

Kurz bevor die Kiste den Boden erreicht, besitzt sie eine kinetische
Energie T', die dem Betrag der anfanglichen potentiellen Energie ent-
spricht. Die Gesamtenergie des Systems hat sich durch die innere Kraft
weder erhéht noch verringert, sondern lediglich von einer Form in eine
andere umgewandelt.

Gehen wir die Fragestellung zur Sicherheit noch von einer anderen
Seite an. Wenn die Behauptung stimmt, dass innere (konservative)
Krafte keine Arbeit leisten, die Gesamtenergie des Systems also eine
Konstante ist, dann kann man den Ausdruck fiir die Gesamtenergie nach
der Zeit ableiten. Wenn diese Ableitung Null ergibt, dann sollten die
richtige Bewegungsgleichung der Kiste herauskommen. Da die Gleichung
der Gesamtenergie fiir alle z-Werte gelten muss, wird also die Hohe h
allgemein durch die Variable z ersetzt. Die Geschwindigkeit ist demnach
also auch eine Funktion von z, also v = v(z) = Z Gehen wir es an:

.od 1 1
E=4 <2mz'2 + mgz> = 52mEi+mgi=mi(i+g) =0 (3.71)

Den trivialen Fall 2 = 0 kénnen wir ignorieren, da das System dann
statisch wére (ebenso den Fall m = 0). Der andere Fall bedeutet, dass

Z = —g sein muss. Zweimalige Integration ergibt die Bewegungsglei-
chung:
1 1
2(t) = zo+vo-t—§gt2 = h—ith. (3.72)

Wir erhalten also die bekannte Gleichung fiir den freien Fall unter der
Annahme einer konstanten Gesamtenergie, was gleichbedeutend mit
unserer Aussage ist, dass innere Kréfte keine Arbeit leisten.

In unserer bisherigen Betrachtung haben wir das System so definiert,
dass sowohl die Kiste als auch die Erde bzw. ihr Gravitationsfeld Teil des
Systems sind. Nun kénnte man sich die Frage stellen, was passiert, wenn
man die Systemgrenze so zieht, dass nur die Kiste im System enthalten
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ist. Die Erde ist weiterhin in der Umgebung vorhanden und iibt eine
Gravitationskraft auf die Kiste aus. Der Unterschied besteht darin, dass
die Gravitationskraft in diesem Fall als duflere Kraft betrachtet werden
muss. Da duflere Krifte die Gesamtenergie eines Systems veréndern,
muss das auch hier gelten, andernfalls wére die Physik widerspriichlich.

Wenn wir die Kiste aus der Hohe h fallen lassen, dndert sich die
Betrachtung: Bei inneren, konservativen Kréften setzt sich die Gesamt-
energie aus kinetischer und potentieller Energie zusammen. In diesem
Fall liegt jedoch keine innere Kraft vor, weshalb es nicht sinnvoll ist,
von einer potentiellen Energie zu sprechen. Die Hohe h verliert an
Bedeutung, da es in diesem Szenario keine potentielle Energie gibt.
Die mechanische Energie des Systems wird ausschliefilich durch die
kinetische Energie bestimmt.

Was passiert, wenn die Kiste fallt, ist klar: Sie wird durch die Gra-
vitationskraft ﬁ(; beschleunigt und gewinnt kinetische Energie. Die
Gesamtenergie des Systems nimmt zu (zumindest bis die Kiste auf den
Boden trifft). Diese Argumentation ist widerspruchsfrei.

Viele Physiker haben hier Schwierigkeiten. Oft wird behauptet, dass
immer potentielle Energie im System vorhanden ist, auch wenn die
Systemgrenze nur die Kiste umschliefit. Diese Argumentation stiitzt
sich darauf, dass die potentielle Energie eine Eigenschaft des Raumes
ist, der den Zentralkorper (in diesem Fall die Erde) umgibt, und dass
die Gravitationskraft als konservative Kraft eine potentielle Energie
impliziert. Da sich das System im Einflussbereich des Gravitationsfeldes
bewegt, miisse es demnach potentielle Energie im System geben.

Diese Argumentation widerspricht jedoch dem, was wir bisher iiber
innere und duflere Krifte gesagt haben, und ist Unsinn. Wenn die
Gravitationskraft als &uflere Kraft betrachtet wird, ergibt der Begriff
des Potentials im System keinen Sinn, da in einem solchen Fall die
gesamte mechanische Energie erhalten bliebe. Wie wir gesehen haben,
dndert sich die mechanische Energie jedoch, was bedeutet, dass in dieser
Betrachtung keine potentielle Energie existiert.

Energie, wie wir eingangs festgestellt haben, ist immer eine Frage
der Betrachtung — eine Zahl, die wir berechnen kénnen oder manchmal
auch nicht. Aus rechnerischer Sicht ist die Verwendung von Potentialen
selbstverstandlich sinnvoll, und die Argumentation in diesem Abschnitt
soll keinesfalls ein Plddoyer dagegen sein, mit potentiellen Energien zu
arbeiten. Im Gegenteil: Es soll lediglich verdeutlichen, dass die Physik
keine Widerspriiche erzeugt, wenn man die Systemgrenzen dndert.

Gehen wir unser Beispiel der fallenden Kiste nochmal an, ohne dass
wir wissen, dass sich diese Kiste in einem Potentialfeld befindet. Wir
stellen aus Sicht eines mit der Erdoberfliche verbundenen Inertialsys-
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Abbildung 3.9: Die Frage der Systemgrenze (gestricheltes Quadrat) am Beispiel
eines Satelliten im Erdorbit

tems lediglich fest, dass auf die Kiste eine Kraft wirkt. Wenn wir die
Systemgrenze um die Kiste ziehen, dann ist diese Kraft eine externe
Kraft und folglich wird sich die Gesamtenergie des Systems dndern:

0 0

W = /h F.dz= /h (—mg) dz = mhyg. (3.73)
Die duBere Kraft Fy = Fg = —mg = —mge, leistet Arbeit und
erhoht die Gesamtenergie im System der Kiste (da W > 0). War die
Kiste zu Beginn in Ruhe (v = 0), so hat sie nach Durchlaufen der
Hohendifferenz i die Energie F = %va = mgh. Man erhélt die gleiche
Endgeschwindigkeit nach Durchlaufen der Héhendifferenz h wie im Fall
der Betrachtung des Systems aus Kiste und Erde. Im einen Fall (dem
mit potentieller Energie) leistet die innere (Gravitations-)Kraft keine
Arbeit, die mechanische Gesamtenergie bleibt konstant, im anderen Fall
(keine potentielle Energie) leistet die &uflere (Gewichts-)Kraft Arbeit,
die mechanische Gesamtenergie erhoht sich.

Wie sieht das nun am Beispiel eines Satelliten im Orbit aus, wie in
Abbildung 3.9 dargestellt? Formal diirfte es keinen Unterschied geben,
da in beiden Féllen die Gravitationskraft auf einen Massenpunkt be-
trachtet wird. Legen wir die Systemgrenze um den Satelliten, dann ist
die Gravitationskraft der Erde auf diesen Satelliten eine duflere Kraft.
Als Konsequenz dieser dufleren Kraft ist der Impuls des Satelliten keine
Erhaltungsgréfie. Wenn wir die Systemgrenze also nur um den Satelliten
ziehen, dann ist auch die mechanische Gesamtenergie keine Erhaltungs-
grofle, denn der Begriff der potentiellen Energie ist unter dieser Annahme
nicht sinnvoll definierbar, er wiirde Widerspriiche produzieren. In der
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Tat ist es ja auch so, dass die mechanische Gesamtenergie, die in diesem
Fall nur aus der kinetischen Energie besteht, bei einem elliptischen Um-
lauf nicht konstant. Im Perigdum ist die Geschwindigkeit des Satelliten
am grofiten, die Gesamtenergie entsprechend auch. Im Apogdum ist die
Geschwindigkeit am geringsten. Bei einem vollstdndigen Umlauf um die
Erde wird Netto keine Arbeit von der externen Kraft geleistet, was eine
Folge davon ist, dass ﬁG eine konservative Kraft ist. Hier kénnte man
nun geneigt sein, dass doch ein Potential im Raum sein muss, schliefilich
haben wir einige Sétze vorher gesagt, dass fiir die Energieerhaltung
die konservativen Krifte auch innere Krafte sein miissen. Das ist aber
wieder ein Fehlschluss, denn dieser Sachverhalt spiegelt lediglich die
Tatsache wider, dass beide Argumentationen (die mit und die ohne
potentielle Energie) zum gleichen Ergebnis fithren, wenn der Satellit
wieder an der gleichen Stelle steht - auch hier ist die physikalische
Argumentation widerspruchsfrei.

Ubrigens lisst sich die Behauptung, dass bei der Verwendung einer
potentiellen Energie immer zwei Koérper zum System gehoren miissen,
recht einfach einsehen, da bei Wirkung einer weiteren externen Kraft
immer eine Wechselwirkung mit beiden Korpern stattfindet. Hebt man
wie in unserem Beispiel die Kiste hoch, so »zieht< man immer auch an
der Erde, da diese ja in gravitativer Wechselwirkung mit der Kiste steht.
Das fallt natiirlich durch den grofien Massenunterschied zwischen Erde
und Kiste nicht weiter ins Gewicht, ist aber Tatsache. Zu behaupten,
dass potentielle Energie ohne potentialerzeugenden Korper nicht Teil
des Systems sein soll, erscheint daher nicht sinnvoll.

Wir sind bisher von einer elliptischen Bahn ausgegangen, aber das gan-
ze lasst sich auf beliebige Kegelschnittbahnen iibertragen, so beispiels-
weise auch auf die Kreisbahn, die zusétzlich eine Besonderheit aufweist.
Legt man die Systemgrenze wieder um den Satelliten, so wirkt zwar eine
duflere Kraft, allerdings steht diese immer senkrecht zur momentanen
Bewegungsrichtung, so dass hier |F - ds] = |F|-|ds|- cos (F,d§) = 0
gilt. Die duflere Kraft leistet also keine Arbeit. Gleiches gilt fiir die
Erhaltung des Bahndrehimpulses, hier allerdings nicht nur fiir den Kreis,
sondern fiir alle Kegelschnitte. Es gilt der folgende Satz:

Satz von der Erhaltung des Drehimpulses

In einem System von Massenpunkten, in dem keine dufleren Dreh-
momente wirken, ist der Bahndrehimpuls eine Erhaltungsgréfie.
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Wir wir bereits an anderer Stelle gesehen haben, steht der Ortsvektor
bei Zentralkriften immer kollinear zur wirkenden Kraft, und in Folge
ergibt sich ein &ufleres Drehmoment von Null.
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WEITERFUHRENDE BEISPIELE

Wir sind nun mit den wichtigsten Grundlagen fertig, die im Tutorium
behandelt werden. In diesem Kapitel wird versucht, die Grundlagen
durch Beispiele zu vertiefen sowie weitere Beziige zur Physik in der
Raumfahrt herzustellen.

4.1 Das dritte Keplergesetz und die Kreisbahn

Newton hat auf Grundlage des dritten Keplergesetzes seine Formel
fiir die Gravitationskraft beweisen kénnen. Wir wollen diesen Weg in
umgekehrter Richtung gehen und uns aus Griinden mathematischer
Finfachheit auf einen kreisformigen Orbit eines Korpers der Masse
m beschranken. Wir argumentieren in einem mit dem Zentralkoérper
der Masse M verbundenen Bezugssystem (also einem Inertialsystem
in guter Néherung) und legen den Ursprung des Koordinatensystems
in den Bezugspunkt. Die Masse des Zentralkorpers soll dabei deutlich
grofler als die Masse des kleinen Korpers sein, also M > m. Bei einer
Kreisbewegung mit Radius R resultiert die Gravitationskraft in ihrer
Wirkung als Zentripetalkraft:

mM

Wir kiirzen die Masse m und bringen die Gleichung in die Form
w?R3 = yM = const. (4.2)

Das Produkt aus Gravitationskonstante und Masse des Zentralkorpers
wird als Standardgravitationsparameter y = yM bezeichnet. Der Stan-
dardgravitationsparameter ist fiir viele Kérper im Sonnensystem genauer
bekannt als seine beiden Faktoren. Das liegt daran, dass man p durch
astronomische Beobachtungen mit hoher Genauigkeit bestimmen kann,
wéahrend man beispielsweise zur Bestimmung der Gravitationskonstanten
sehr aufwéndige Experimente (z.B. durch das Cavendish-Experiment)
durchfiihren muss. Wir kénnen nun ausnutzen, dass die Winkelgeschwin-

digkeit w mit der Umlaufzeit iiber w = 27 /T verkniipft ist. Wir erhalten
R3
T2 = const, (4.3)
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2a

Abbildung 4.1: Ellipse mit Halbachsen a und b, Brennpunkten fi, fo, linearer
Exzentrizitdat e und Halbparameter p.

also das 3. Keplersche Gesetz. Die Annahme einer Kreisbahn ist natiirlich
eine Naherung, die zu hinterfragen ist, denn es ist keineswegs selbst-
verstandlich, dass dieses Ergebnis auch fur elliptische Bahnen gelten
muss. Kepler hat ja explizit in seinem ersten Gesetz von elliptischen
Bahnformen gesprochen und Newton wird die Giltigkeit seines Gravi-
tationsgesetzes sicherlich nicht nur fiir eine Kreisbahn gezeigt haben.
Fiir den Beweis des Zusammenhangs zwischen den Kepler-Gesetzen und
dem Newtonschen Gravitationsgesetz miissen wir uns etwas mehr mit
der Theorie elliptischer Bahnkurven beschéftigen.

4.2 Das dritte Keplergesetz und die elliptische Bahn

Eine Ellipse kann dargestellt werden als Menge aller Punkte (x,y), die
folgende Bedingung erfiillen:

x
S+ =1 (4.4)

Hierbei stehen a und b fiir die grofle und die kleine Halbachse der
Ellipse (vgl. Abbildung 4.1. Der Ursprung des Koordinatensystems liegt
dabei im Mittelpunkt der Ellipse. Wie wir bereits festgestellt haben,
bieten sich ebene Polarkoordinaten besser an zur Beschreibung der
elliptischen Orbitalbewegung. Beim Keplerproblem ist es zudem sinnvoll,
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den Ursprung von Bezugs- und Koordinatensystem in den Mittelpunkt
des Zentralkorpers zu legen, also in einen der beiden Brennpunkte der
Ellipse. Es gibt daneben noch alternative Darstellungen, beispielsweise
durch Festlegung des Bezugspunktes in die Apo- oder Periapsis, die
aber in diesem Skript nicht weiter diskutiert werden. Legen wir den
Ursprung in den linken Brennpunkt (also ' = x — €), so erhilt man:

—+t 5 =1 (4.5)
Nun setzt man fiir  und y die bekannten Zusammenhénge ein:

r-cosp—e)?  (r-singp)?
( - y > o (4.6)

Nach einigen Rechenschritten erhilt man folgende Darstellung fiir r(p):

b2
r= =—r (4.7)
a—e-cosp 1—cecosp

Im letzten Schritt wurden die Beziehungen p = b%/a sowie € = e/a
ausgenutzt. Die Grofle € wird als numerische Exzentrizitét bezeichnet.
Hatte man den anderen Brennpunkt als Bezugspunkt gewéhlt, héitte
sich lediglich das Vorzeichen im Nenner vor dem Cosinus-Term geéndert.
Gleichung 4.7 ist nicht nur fiir Ellipsen giiltig, sondern fiir alle Ke-
gelschnitte. Die Art des Kegelschnitts ist dabei iiber die numerische
Exzentrizitéit festgelegt:

e ¢ =0: Kreis

e 0 < e < 1: Ellipse
e ¢ = 1: Parabel

e ¢ > 1: Hyperbel

Wir koénnen also fiir Kegelschnitte folgende Beziehung angeben:

Kegelschnitte in Polarkoordinaten

r=—2=2
ldecosp’

(4.8)

Wir machen eine Plausibilitédtsbetrachtung. Fiir € = 0 erhélt man r = p.
Da beim Kreis a = b = r gilt, folt der triviale Zusammenhang r = r.
Nicht besonders aufregend, aber formal richtig. Fiir die Bedingung einer
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Ellipse, also fiir 0 < & < 1, erhélt man eine gebundene Bahn, da r(p)
keine Polstellen hat, der Nenner fiir einen vollstindigen Umlauf nicht
Null werden kann. Im Fall der Parabel, also fiir ¢ = 1 ergibt sich eine
Singularitdt, der Nenner wir fiir einen speziellen Winkel Null. Die Bahn
kann also nicht geschlossen sein. Gleiches gilt fiir die Bedingung der
Hyperbelbahn, also fiir € > 1.

Halten wir nochmal fest, was wir bisher wissen: Die Gravitationskraft
ist eine Zentralkraft, d.h. die Richtung der Kraft auf einen Korper,
der sich auf einer Ellipse bewegen soll, zeigt zum Zentralkoérper. Die
Kraftrichtung und somit auch die Beschleunigung hat nur eine radiale
Komponente. Es gilt fiir die radiale Komponente die Beziehung

a =i —ri?. (4.9)

Wir haben bereits gezeigt, dass die Flachengeschwindigkeit A als Folge
der Erhaltung des Bahndrehimpulses eine Erhaltungsgrofie ist, was
bedeutet, dass A = 0 ist. Fiir die Flichengeschwindigkeit gilt der
Zusammenhang

o1
A= §r2c,b = const. (4.10)
Wir stellen nach ¢ um und setzen in Gleichung 4.10 ein:
L AA?

Den Ausdruck fiir # kénnen wir mit Hilfe der Bahngleichung berechnen.
Wir leiten zunéchst einmal nach der Zeit ab:

7= —Erngsingo = —§2Asingo. (4.12)
p p
Diese Beziehung kénnen wir problemlos weiter nach der Zeit ableiten:
7= —f2A<p COS . (4.13)
p

Wir setzen ebenfalls in Gleichung 4.10 ein und stellen etwas um:

4A 1
i=—— <8cos<p+>. (4.14)
T P r

Wir erkennen in dem Klammerausdruck eine Variante der Ellipsenglei-
chung in Polarkoordinaten und halten fest:

A2
a9=——-7:. 4.15
i=-2 (4.15)
Die Kraft, die den Korper auf der Umlaufbahn héalt, hat also die Form:
A2
F=-m—s. 4.16
e (4.16)
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Im Prinzip kann man aus diesem Ausdruck bereits die wesentliche
Information entnehmen: das Kraftgesetz folgt einer »—2-Abhéngigkeit.
Alle anderen Grofien dieser Gleichung sind Konstanten, so dass man die
Gravitationskraft in der Form Fg = —const - 72 angeben kann. Die
Konstante kann beispielsweise man durch experimentelle Beobachtungen
bestimmen. Man kann aber noch ein paar weiterfithrende Betrachtungen
durchfithren, um direkt auf das bekannte Kraftgesetz zu schlieflen.

Die Umlaufzeit T fiir eine elliptische Bahn kénnen wir berechnen, in-
dem wir die Flache der Ellipse, also Ag = mab durch die Flachengeschwindigkeit
dividieren:

mab

T="F. (4.17)

Wir quadrieren diesen Ausdruck und teilen durch a?:

T2 7% - p -

=< (4.18)

ad  aA? T A2
Hierbei steht £ fiir die Keplerkonstante. Es gilt also

A% 1
und somit )
47 1
F= —m%ﬁ. (4.20)

Die Keplerkonstante lisst sich bem Keplerproblem (M >> m) ausdriicken
als

472
= —. 4.21
=5 (421)
Damit erhalten wir das bekannte Gravitationsgesetz von Newton in der
Form M
ym
F=- o (4.22)

Das Newtonsche Gravitationsgesetz kann also auch unter Annahme
einer beliebigen Kegelschnittbahn hergeleitet werden und ist somit fiir
alle antriebslosen Bewegungen in der Raumfahrt die mafigebliche Kraft.

4.3  Oberth-Effekt

Beim Oberth-Effekt dreht sich alles um die Fragestellung, ob es auf
einem elliptischen Orbit Orte gibt, an denen es energetisch effizienter ist,
ein Triebwerk anzumachen, um eine Geschwindigkeitsdnderung Av zu
erzielen. Die Antwort ist ja und aus mathematischer Sicht ist das auch
recht einfach zu zeigen. Sei v die Geschwindigkeit vor dem Schubmangver
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und Eyi, 2 die dazugehdrige kinetische Energie, dann berechnet sich die
kinetischen Energie Fyi, 2 nach dem Schubstofl zu

Ekin,l
—_——

1 1 1

Eyino = im(v +Av)? = imfu2 +mvAv + imAUQ. (4.23)
Die Anderung der kinetischen Energie betrégt also
1

AFExin = Fxin2 — Fxin,1 = mAv (v + 2Av> . (4.24)

Man erkennt an dieser Gleichung, dass es zu einer gréfleren Energie-
zunahme kommt, wenn man das Schubmandver bei hoherer Geschwin-
digkeit ausfiithrt. Bei einer Ellipsenbahn ist die Bahngeschwindigkeit
an der Periapsis am grofiten, daher ist es dort am effizientesten, wenn
man in diesem Bereich das Triebwerk benutzt. Bei kleiner Geschwin-
digkeitsinderung Av kann man Av? ~ 0 annehmen, so dass aus Glei-
chung 4.24

AEy, = muAv (4.25)

wird. Teilt man Gleichung 4.25 durch das Zeitintervall At und bildet
den Grenzwert At — 0, so ergibt sich die Leistung P als

dE in d r
pP= dlt( = mvd—: =mve = mu— = Fv. (4.26)

Hier entspricht ' dem Schub, der vom Triebwerk erzeugt wurde.

4.4  Lenz-Runge-Vektor

Wir haben bisher zeigen kénnen, dass die mechanische Gesamtenergie
und der Bahndrehimpuls L beim Kepler-Problem Erhaltungsgréfien sind.
Die Gesamtenergie legt dabei die Art der Bahnkurve (Kreis, Ellipse,
Parabel, Hyperbel) fest, wihrend die Erhaltung des Bahndrehimpulses
ausdriickt, dass die Bewegung in einer festen Ebene ablauft. Das Kep-
lerproblem reduziert sich also auf ein zweidimensionales Problem und
kann folglich mit zwei unabhéngigen Koordinaten beschrieben werden,
beispielsweise durch ebene Polarkoordinaten. Der Bahndrehimpuls sagt
uns nun zwar, dass die Bewegung in einer festen Ebene abléuft, aber
es ist vorstellbar, dass beispielsweise eine Ellipse sich in dieser Ebene
drehen koénnte; der Drehimpuls wére dabei dennoch immer gleich grofi.
Mit Hilfe eines weiteren Vektor, den wir als A bezeichnen, kann man
zeigen, dass unter bestimmten Bedingungen die Ellipse (aber auch die
anderen Kegelschnitte) in der Ebene fixiert sind.
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Lenz-Runge-Vektor

Der Vektor A = @ x L 4 V(r)7 wird als verallgemeinerter, zum
Zentralpotential V(r) gehoriger Lenz-Runge-Vektor bezeichnet
und stellt fiir bestimmte Potentialtypen eine Erhaltungsgréfie dar.

Man kann zeigen, dass fiir alle Potentiale der Form V' = A/r der Vektor
A erhalten ist, d. h., dass dA/dt =0 gelten muss.

Die Bedeutung des Lenz-Runge-Vektors kann man sich mit Hilfe
einiger einfacher Rechnungen klarmachen. Zuné&chst bilden wir das
Skalarprodukt des Vektors mit sich selbst:

A A=24 2F (7 X T) +A2 (4.27)
r ——
E/m
=v2L% + A2 + A2 (4.28)
mr
2I2 [1
= — [Wﬂ + V] + 2?2 (4.29)
m |2
=F
2172
= E+ )\ (4.30)
m

Wir sehen, dass der Vektor A einen konstanten von Null verschiedenen
Betrag hat. Es handelt sich also nicht um den Nullvektor. Die Lage des
Vektors bestimmen wir iiber folgendes Skalarprodukt:

LA=1L-(¢xL)+LV(r)F¥ (4.31)
=0
=V(r)-m-7(Fx7) =0 (4.32)
———

=0
Der Lenz-Runge-Vektor liegt also in der Bahnebene. Die genau Lage in
dieser Ebene kann man mit Hilfe des Skalarprodukts A7 ermitteln:

A7 = (0 x L+ V(r)F)F (4.33)
= (Fx L)+ V (r)r? (4.34)
= L-(Fx0)+V(r)? (4.35)
—L2+V()2— (4.36)
== E r)r- = .
LQ
= —+Ar=A-r-cosp (4.37)
m
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Aufgelost nach r unter Annahme eines anziehenden Kepler-Potentials
(A = —|A|) erhélt man

L2
r=—2am__ (4.38)

was formal der Darstellung eines Kegelschnitts in Polarkoordinaten
entspricht. Durch einen Vergleich mit r = p/(1 + € cos ¢). Daraus folgt
p= L2/Am und € = A/ ). Den letzten Term kann man umschreiben:

1 [2L%FE
e=\ + )2 (4.39)
2FE L2

Geschlossene Bahnen (Kreis, Ellipse) sind definiert iiber die Exzentrizitét
€ < 1. Dies ist nur dann erfiillbar, wenn E < 0. Fiir die Parabel gilt
€ = 1. Dies ist nur erfillbar mit £ = 0. Analog sind Hyperbelbahnen
(¢ > 1) nur dann moglich, wenn E > 0.

Wir wissen also, dass A in der Kegelschnittebene liegt und dass die
Bahnkurve die Form r = p/(1 + ¢ - cos ) hat. Diese Formel beschreibt
die Bewegung eines Punktes auf einem Kegelschnitt vom Brennpunkt
aus. Der Winkel ¢ ist definiert als Winkel zwischen Radius- und Lenz-
Runge-Vektor. Fiir ¢ = 0 wird der Radiusvektor minimal, der Lenz-
Runge-Vektor muss demnach in Richtung des Perihel zeigen.

4.5 Der harmonische Oszillator

Viele Systeme in der Physik kéonnen in einen Zustand gebracht wer-
den, den man als Schwingung bezeichnet. Hierzu muss ein Korper, der
sich in einem stabilen lokalen Potentialminimum befindet, durch eine
kleine Storung ausgelenkt werden. Geméfl der Beziehung F=_-VV
wird immer eine riicktreibende Kraft auf den Korper wirken, die ihn
in Richtung des lokalen Minimums zuriicktreibt. Die Situation ist in
Abbildung 4.2 am Beispiel eines eindimensionalen Potentialverlaufs in
x-Richtung dargestellt. Das lokale Minimum muss hinreichend tief sein,
so dass der Korper bei einer kleinen Auslenkung nicht aus der Gleichge-
wichtslage gebracht werden kann. Es darf sich also um kein metastabiles
Gleichgewicht handeln. Der Vollstdandigkeit halber ist auch die Position
fiir ein instabiles Gleichgewicht dargestellt. Befindet sich ein Koérper auf
einem Potentialplateau, so wirkt bei Auslenkung tiberhaupt keine Kraft.
Diese Situation wird als neutrale Gleichgewichtslage bezeichnet.
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Abbildung 4.2: Gleichgewichtspositionen fiir verschiedene Positionen eines
Korpers in einem beliebigen Potentialverlauf.

Im Falle eines harmonischen Oszillators wird eine zusétzliche Bedin-
gung an das Potential gestellt: es muss einem parabelférmigen Verlauf
haben (gestrichelte Linie in Abbildung 4.2). In diesem Fall stellt sich ein
lineares Kraftgesetz ein, so dass fiir die riicktreibende Kraft am Beispiel
unseres gezeigten Potentialverlaufs F=—ka geschrieben werden kann,
wobei wir den Ursprung unseres Koordinatensystems gedanklich in die
Position des Minimums legen. Die Bewegungsgleichung des Korpers
ergibt sich aus dem zweiten Newtonschen Axiom:

mi = —kx (4.41)

bzw. als: "
i=——z=—w. (4.42)

m

Gesucht ist also eine Funktion x(¢), deren zweite Zeitableitung i(t) bis
auf einen Faktor w? mit dieser Funktion identisch ist. Eine Funktion,
die nach zweimaligem Ableiten wieder in die gleiche Funktion iibergeht,
ist beispielsweise die e-Funktion. Auch Sinus- und Cosinus-Funktionen
erfiillen diese Bedingung. Da es sich bei der Oszillatorgleichung um
eine Differentialgleichung zweiter Ordnung handelt, miissen zwei Rand-
bedingungen im Losungsansatz gegeben sein. Eine Darstellung des
allgemeinsten Losungsansatzes ist beispielsweise

z(t) = A-sin (wt) + B - cos (wt). (4.43)

Es lésst sich leicht priifen, dass dieser Losungsansatz die Gleichung eines
harmonischen Ostzillators erfiillt.

Wie sieht es nun aus, wenn man kein parabellférmiges Potential vorlie-
gen hat, wenn also kein lineares Kraftgesetz vorliegt. In diesem Fall ist es
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hilfreich, dass Potential durch eine Taylorreihe zu approximieren. Fiir ein
lokales Minimum verschwindet dabei der lineare Term, so dass man fiir
kleine Auslenkungen immer ein parabolisches Potential annehmen kann.
Klassisches Beispiel fiir diesen Fall ist das Fadenpendel: hier liegt fiir be-
liebige Auslenkungen eine riicktreibende Kraft der Form F' = —mgsin ¢
vor, wobei ¢ die Winkelauslenkung des Fadens (mit Lénge [) relativ zur
Gleichgewichtslage beschreibt. Die Bewegungsgleichung hat in diesem
Fall die Form

¢ = —% sin ¢, (4.44)

was man eigentlich nur numerisch 16sen kann. Im Fall kleiner Winkelaus-
lenkungen kommt allerdings die Kleinwinkelndherung zum Tragen. Man
kann in diesem Fall also die Naherung sin ¢ & ¢ durchfiihren. Dadurch
wird

6 =—Tp, (4.45)

was der Bewegungsgleichung eines harmonischen Oszillators entspricht.
Wir halten fest:

Kleinwinkelniherung

Die Kleinwinkelndherung entspricht der Approximation eines para-
belférmigen Potentialverlaufs an ein beliebiges lokales Potentialmi-
nimum.

4.6 Atwoodsche Fallmaschine

Bei einer idealen Atwoodschen Fallmaschine sind zwei beliebige Massen
(M > m) tiber ein masseloses, reibungsfreies Seil miteinander verbunden.
Dieses Seil 1lauft dabei iiber eine ebenfalls masselose Umlenkrolle. Die
Anordnung befindet sich im Schwerefeld der Erde. Wir zeichnen zunéchst
alle im System vorliegenden Kréfte in die Zeichnung ein. Es wirken die
Gravitationskraft ﬁl auf die Masse m, die Gravitationskraft ﬁg auf die
Masse M sowie die betragsgleichen (aber entgegengerichteten) Seilkréfte
T an den Befestigungen des Seils an den beiden Massen.

Fiir das Aufstellen der Bewegungsgleichungen der einzelnen Massen
werden die Seilkréfte benotigt. Da M > m gilt, wird sich die Masse m
entgegen der hier nach unten zeigenden z-Achse bewegen. Es gilt:

mae, = —mgée, + T¢e, (4.46)
—Maée, = —Mge, +Té, (4.47)
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Abbildung 4.3: Die Atwoodsche Fallmaschine eignet sich gut, um mechanische
Bewegungsvorgénge zu studieren.

Die beiden Massen sind tiber das Seil und somit tiber die Seilkrafte
miteinander verbunden. Stellt man z. B. Gl. 4.46 nach T um, also

Té, = mge, + maé,, (4.48)
und setzt dies in Gl. 4.47 ein, so erhélt man mit
(M +m)ae, = (M —m)ge., (4.49)

die Bewegungsgleichung des Gesamtsystems (also fiir beide Massen).

Die Betragsgleichheit der Seilkréfte folgt {ibrigens aus dem Dre-
himpulssatz fiir die Rolle mit Radius r und Massentragheitsmoment
J: Jp = Tir —Tor. Fir die masselose Rolle gilt J = 0 und somit
Ty = Ty = T. Man sieht an Gleichung 4.49, dass (M + m) die triage
Masse und (M — m) die schwere Masse darstellt.

Wihrend der Bewegung muss die Rolle das Gewicht der beiden Massen
m und M kompensieren, d. h. die Belastung auf die Umlenkrolle betriagt
(M +m) - g. Wenn die grofie Masse M nun auf dem Boden ruht, so
zieht die kleine Masse an der Umlenkrolle mit ihrem Gewicht mg. Da
sich die kleine Masse ebenfalls in Ruhe befindet und das Seil gespannt
ist, muss eine betragsgleiche Kraft auf der anderen Seite ziehen. Auf
die Rolle wirkt demnach eine Belastung von 2mg. Die ,iiberschiissige”
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Gewichtskraft des grofien Gewichts M, d.h. (M —m)g, driickt auf die
Unterlage und wird entsprechend von dieser kompensiert.

Aus Gleichung 4.46 erhélt man durch Auflésen nach der Beschleuni-
gung a:

T
a€, = —gé, + —&,. (4.50)
m

Eingesetzt in Gleichung 4.47 und aufgelést nach T' ergibt:

T=2 (MM+mm> g (4.51)

Fiir den Fall, dass die beiden Massen gleich grof§ sind, also m = M gilt,
folgt das erwartete Ergebnis, dass T' = mg betragt.

Wie untersuchen nun, wie sich die Bewegungsgleichungen &ndern,
wenn die Fallmaschine mit der Beschleunigung a nach oben bewegt
wird? Danach schlussfolgern wir aus dem Ergebnis, was passieren wiirde,
wenn sich die Authingung von der Decke 16st. Sei die z-Achse hier
entgegen der Richtung der Erdbeschleunigung ¢ orientiert. Wiirde sich
die Umlenkrolle nicht drehen, so wére nach einer Zeit ¢ die Masse m an
der Position z;. Durch die Rollbewegung (verursacht durch die gréBere
Masse M) kommt es zusétzlich noch zu einer relativen Verschiebung zye).
Die Masse m befindet sich also an der Position z,, = 21 + 2. Fir die
Masse M gilt entsprechend zp; = 22 — 2zy¢1 (siehe auch die Abbildung
am Schluss dieser Aufgabe). Da die Beschleunigung a dafiir sorgt, dass
beide Massen die gleiche Wegstrecke zuriicklegen, gilt z; = 29 = z. Fiir
die Beschleunigung der beiden Massen kann man folglich schreiben:

am = a + Arel, (452)

apy = a— Qrel- 4.53)
Fiir die Bewegungsgleichungen kann man somit schreiben:

mam, = m(a+ ae) =T — mg, (4.54)
Map = M(a—aw) =T — Mg. (4.55)

Multiplikation von Gl. 4.54 mit M und von GI. 4.55 mit m und Addition
der beiden Gleichungen fithrt zu

mM
T =2
m+ M

(a+g). (4.56)

Die Seilkraft erhoht sich also, wenn die Fallmaschine nach oben be-
schleunigt wird. Wenn sich die Aufhdngung von der Decke 16st, dann
befindet sich das ganze System im freien Fall. Da alle Korper im freien
Fall die gleiche Beschleunigung erfahren (also auch das Seil und die
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Abbildung 4.4: Die mittlere gestrichelte Darstellung entspricht der Situation,
dass sich die Fallmaschine nach oben bewegt hat, die Massen sich aber relativ
zur Umlenkrolle noch auf der selben Position befinden. Die rechte Darstellung
beriicksichtigt die Bewegung der unterschiedlichen Massen iiber die Rolle.

Aufhéngung), gibt es keine Abrollbewegung mehr. Die relativen Positio-
nen der beiden Massen zueinander sind fest. Als Folge dessen gilt auch
fir die Seilkraft: 7' = 0. Man sieht dies auch an Gl. 4.56, da im freien
Fall die Beziehung a = —g gilt.

4.7 Gleitende Punktmasse auf Halbkugel

Folgende Situation sei gegeben: vom hochsten Punkt einer Halbkugel
beginnt eine Punktmasse aus der Ruhe reibungsfrei im Schwerefeld
der Erde (g = const.) hinabzugleiten. Es soll untersucht werden, bei
welchem Winkel ¢ sich die Punktmasse von der Oberflache der Kugel
16st?
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4.7.1 Verwendung des Energieerhaltungssatzes

Es ist sinnvoll, die Bewegung der Punktmasse auf der Kugelfliche in zwei
zueinander senkrecht Komponenten zu zerlegen, in eine Komponente
tangential und in eine Komponente vertikal zur Bewegungsrichtung. Die
Bewegung in tangentialer Richtung sorgt dafiir, dass die Punktmasse
beschleunigt wird, sich also die Geschwindigkeit bei hinab gleitender
Bewegung erhoht. Die radiale Komponente liefert uns die Information,
wann die Punktmasse sich von der Kugeloberfliche 16st. Solange sich
die Punktmasse auf der Kugeloberfliche und damit auf einer Kreisbahn
bewegt, muss — von einem Inertialsystem aus betrachtet — die Summe
aller radialen Kréafte, die auf die Punktmasse wirken, der Zentripetalkraft
entsprechen, die beno6tigt wird, damit die Bewegung auf einer Kreisbahn
ablauft.

Was fiir Kréfte wirken nun auf die Punktmasse aus Sicht eines Inertial-
systems? Zunéichst natiirlich die Gewichtskraft F; mit einer tangentialen
Komponente F, und einer vertikalen Komponente F.

Wir miissen uns nun iiberlegen, was die Wirkung dieser radialen Ge-
wichtskraftkomponente ist. Geht man zunéchst einmal von der Situation
aus, dass die Punktmasse an der héchsten Stelle der Kugel sich in Ruhe
befindet, dann wird die Gewichtskraft, die auf die Punktmasse wirkt,
von der Auflagekraft der Kugelfliche kompensiert. Wenn die Punkt-
masse nun herunter gleitet, dann wirkt nun die radiale Komponente
der Gravitationskraft auf die Kugelfliche und es gibt eine Reaktion
der Kugelfliche auf die Punktmasse, also eine Auflagekraft Fy. Diese
Auflagekraft entspricht aber betragsméfig nicht der vollstdndigen radia-
len Komponente der Gewichtskraft, denn fiir eine Bewegung auf einer
Kreisbahn ist es zwingend erforderlich, dass die Summe der radialen
Krifte (in einem Inertialsystem) der Zentripetalkraft Fup entspricht,
d.h. es muss gelten:

TI”L’U2

ﬁr —+ ﬁN = ﬁzp = ? (457)

Zeichnen wir nun fiir die gezeigte Situation die Normalkraft ein:
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Bildet man nun die resultierende Kraft in radialer Richtung, sieht die
Situation folgendermaflen aus:

Die Auflagekraft wird also fiir grofier werdende Geschwindigkeit der
Punktmasse immer geringer, da eine immer groflere Zentripetalkraft fiir
die Kreisbewegung aufgebracht werden muss. Es gibt nun einen Punkt,
an dem die gesamte radiale Komponente der Gewichtskraft als Zentri-
petal wirkt und entsprechend die Auflagekraft verschwindet. An diesem
Grenzpunkt beginnt die Punktmasse die Kugeloberfliche zu verlassen.
Das liegt anschaulich daran, dass die Punktmasse in diesem Grenzpunkt
weiter tangential beschleunigt wird, sich also die Geschwindigkeit weiter
erhoht. Fiir eine weitere Bewegung auf der Kugelfliche miisste also eine
groflere Zentripetalkraft aufgebracht werden, was aber nicht mdoglich ist,
da man maximal nur die radiale Komponente von ﬁg zur Verfiigung
hat.
Die radiale Komponente der Gewichtskraft F, ergibt sich zu

F, = Fg -sinp = mgsin ¢ é.. (4.58)
Die fiir die Kreisbahn mit Radius R benoétigte Zentripetalkraft Fyp

berechnet sich zu

va

R
Der Grenzfall ist also gegeben durch F, = ﬁzp, wodurch sich be-

Fyp = &, (4.59)

tragsméBig die Beziehung

mv2

R

g sin g = (4.60)
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ergibt. Die Geschwindigkeit ldsst sich aus der Erhaltung der mecha-
nischen Gesamtenergie berechnen. Bei ¢ = 90° hat die Punktmasse,
bezogen auf die durch ¢ = 0 definierte horizontale Ebene, die mechani-
sche Gesamtenergie E von

E = E,ot = mgR. (4.61)

In der Hohe h hat die Punktmasse die Gesamtenergie
E = Fyot + Exin = mgh + %va = mgR. (4.62)
Die Hohe h ist gegeben durch die Beziehung h = Rsin ¢. Somit folgt:
v?> = 2g(h — Rsinyp). (4.63)

Eingesetzt in Gl. 4.60 fithrt zum Ergebnis
(2 o
¢ = arcsin (3) =41.81 (4.64)

Wie wiirde die ganze Situation in einem mit der Punktmasse ver-
bundenen Bezugssystem aussehen? Hier muss die Bedingung erfiillt
sein, dass die Summe aller radialen Krifte gleich Null ergibt.! Das
ldsst sich natiirlich nur erfiillen, wenn wir eine weitere Kraft einfiithren,
die Scheinkraft ﬁs, die man bei Kreisbewegungen als Zentrifugalkraft
bezeichnet. Dies bedeutet also:

F.+Fx+Fs=0 (4.65)

1 Dies muss natiirlich auch fiir die tangentiale Komponente gelten, aber da wir
beide Komponente als linear voneinander unabhéngig betrachten diirfen (Super-
positionsprinzip), ist es ausreichend, wenn wir uns nur die radiale Komponente
anschauen.
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4.7.2 Losung der Bewegungsgleichung

Wir haben im vorigen Abschnitt den Energieerhaltungssatz ausgenutzt.
Es stellt sich daher die Frage, ob man auch ohne Energieerhaltungssatz
eine Losung des Problems finden kann. Die Antwort ist: ja, aber es ist
mathematisch etwas aufwendiger und bedarf einiger kleiner >Tricks«.

Fiir die Bewegung auf der Kugeloberfliche mit konstantem Radius R
kann man fiir ein kleines Kreisbogenelement ds schreiben:

ds = Rdv. (4.66)

Hierbei ist 1 der Winkel zwischen vertikaler Achse und Ortsvektor der
Punktmasse (Polarwinkel). Dieser Winkel ist hier zu bevorzugen, da man
unter Verwendung von ¢ im weiteren Verlauf der Rechnung Probleme
mit den Randbedingungen bekommt. Leitet man das Kreisbogenelement
zweimal nach der Zeit ¢ ab, so erhélt man fiir die Beschleunigung a:

a=5= RU. (4.67)

Fiir die Geschwindigkeitszunahme der Punktmasse ist die tangentiale
Komponente F, der Gewichtskraft Fg zur Kreisbewegung relevant. Fiir
diese gilt F. = mg - sinY, womit man fiir die Winkelbeschleunigung
folgenden Ausdruck erhalt:

= %smﬂ. (4.68)

Diese Gleichung wird mit 9 multipliziert. Beriicksichtigt man, dass

d% (;92) — 9 (4.69)
und q '
T (cosv) = —sind (4.70)
gilt, so folgt:
d—dt (;192) = _d% (]g% cos 19) (4.71)
bzw. d /1., g
T (219 + T o8 19) =0. (4.72)

Der Ausdruck in der Klammer soll der Konstanten C; entsprechen. Mit
den Randbedingungen 9(¢ = 0) = 0 und ¥ = 0 folgt fiir diese Konstante

O = (4.73)
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Somit erhélt man einen einfachen Zusammenhang fiir die Winkelge-
schwindigkeit in Abhéngigkeit des Polarwinkels:

, 2
92 =22 (1—cosd). (4.74)
R
Die Normalkraft Fy im Falle der Bewegung auf der Kreisbahn ergibt
sich aus der Differenz von radialer Komponente der Gewichtskraft und
der fiir die Kreisbahn benétigten Zentripetalkraft:

Fx = mgcos¥ — mRY?. (4.75)

Ersetzt man nun 92 mit Gleichung 4.74, so folgt die Beziehung ¢ =
arccos (2/3) = 48.19°. Da ¥ + ¢ = 90 ° gilt, folgt fiir den Winkel ¢ =
41.81°, was dem Ergebnis bei Verwendung des Energieerhaltungssatzes
entspricht.

4.8 Feynman und der schrumpfende Asteroid

In dem Begleitbuch zu den Feynman-Vorlesungen iiber Physik findet
sich eine interessante Fragestellung, die hier diskutiert werden soll: ein
Satellit mit der Masse m bewegt sich auf einer kreisférmigen Umlauf-
bahn um einen Asteroiden mit der Masse M (M > m). Was wiirde
mit dem Satelliten passieren, wenn die Masse des Asteroiden plotzlich
um die Halfte schrumpfen wiirde? Wie das passieren konnte: Der Sa-
tellit befindet sich auf einer Umlaufbahn in groflem Abstand zu dem
Asteroiden, um einen Atomtest auf dem Asteroiden zu beobachten. Die
Explosion sto3t die Hélfte des Asteroiden ab, ohne dass dies direkte
Auswirkungen auf den entfernten Satelliten hat. Gefragt wird, ob und
wie sich die Umlaufbahn des Satelliten dndert. Nicht gegeben ist der
Hinweis, dass eine energetische Betrachtung der Situation durchzufithren
ist. Gebundene Bahnen sind durch eine mechanische Gesamtenergie von
FE < 0 gekennzeichnet, ungebundene Bahnen durch £ > 0.

Legt man den Nullpunkt des Gravitationspotentials des Asteroiden ins
Unendliche, so kann man fiir die mechanische Gesamtenergie (Summe
aus kinetischer Energie T' und potentieller Energie V') des Satelliten
schreiben:

E:T+V:%mﬁ—77M. (4.76)
An dieser Formel sieht man, dass fiir £ < 0 der Satellit im Schwerefeld
des Asteroiden gefangen ist (wir zeigen das explizit auch noch weiter
unten im Text). Es liegt in diesem Fall also eine gebundene Bahn vor.
Im Fall E = 0 hétte der Satellit so viel kinetische Energie, dass er
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mit v = 0 im Unendlichen ankommen wiirde (Definition der Fluchtge-
schwindigkeit), was einer Parabelbahn entspricht. Bei E > 0 liegt eine
Hyperbelbahn vor. Parabel- und Hyperbelbahn sind also ungebundene
Bahnen.

In welchem Zusammenhang stehen nun E, T und V'? Da eine kreisférmige
Umlaufbahn angenommen wird, wirkt eine Zentripetalkraft mv%/ R,
wobei R hier der Radius der Kreisbahn ist. Die Geschwindigkeit vp
der Kreisbahn ergibt sich aus der Gleichheit von Zentripetalkraft und

Gravitationskraft zu
M
g = ,/%. (4.77)

Setzt man diese Geschwindigkeit in Gleichung 4.76 ein, so folgt:

_1lymM  ymM  1ymM

E = - _
2 R R 2 R

(4.78)

Das bedeutet, dass E = —3|V| und |V| = 27T ist. Daraus folgt fiir die
Gesamtenergie:
E=T-2T=T. (4.79)

Da die kinetische Energie immer positiv ist, folgt eindeutig, dass fiir eine
Kreisbahn eine negative Gesamtenergie vorliegen muss, die vom Betrag
der kinetischen Energie entspricht, nur eben mit negativem Vorzeichen.
Halbiert man nun in Gleichung 4.78 die Masse M des Asteroiden im
Ausdruck fiir die potentielle Energie V', so folgt:

_ lymM M (%M )
"2 R R

Im Ausdruck fir die kinetische Energie T" wird die Masse M nicht
halbiert, da dieser Term aus der Gleichheit von Zentripetal- und Gra-
vitationskraft stammt und sich die kinetische Energie des Satelliten
beim Schrumpfen der Asteroidenmasse ja nicht dndert. Im Falle einer

E =0. (4.80)

mechanischen Gesamtenergie von £ = 0 folgt, dass sich der Satellit
nun auf einer Parabelbahn befindet und nicht mehr an den Asteroiden
gebunden ist.
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BAHNMECHANIK

5.1 FEinfithrung

In diesem Kapitel sollen wichtige Mandver der Orbitmechanik wie der
Hohmann-Transfer, das elektrische Aufspiralen, das Swing-By-Manéver
und andere diskutiert werden. Die ben6tigten physikalischen Grundlagen
werden — sofern dies noch nicht in anderen Kapiteln geschehen ist —
ausfiihrlich vorgestellt.

5.2 Koordinatensysteme und Zeitangaben

Die Berechnung der Position und der Geschwindigkeit eines Himmelskérper
erfordert die Angabe eines Bezugssystems (inklusive Koordinatensys-
tem) sowie eine Festlegung der Zeitmessung bzw. -angabe. Es gibt
sowohl bei der Festlegung des Bezugssystems als auch bei der Zeitmes-
sung eine Vielzahl von Moglichkeiten. Historisch waren erdgebundene
Bezugssysteme die zuerst genutzten (z. B. das Ptoleméische System),
spater wurden dann verstirkt sonnenzentrierte Systeme verwendet. Bei
der Positionsangabe von Satelliten, die sich in einem Orbit um die
Erde befinden, ist wiederum ein erdgebundenes System die naheliegende
Wahl. Zeitsysteme konnen beispielsweise auf der Bewegung der Son-
ne oder auf der Rotation der Erde basieren. Aus dieser Vielzahl an
Moglichkeiten sollen hier beispielhaft ein paar grundlegende Bezugs-
und Zeitsysteme vorgestellt werden. Fur tiefergehende Informationen
sei auf die einschldgige Fachliteratur verweisen.

5.2.1 Positionsbestimmung auf der Erdoberfliche

Bevor es um die Positionsbestimmung von Himmelskorper gehen soll,
ist es hilfreich, sich nochmal mit der Angabe einer Position auf der
Erdoberfliache zu beschéftigen, da hier viele Analogien bestehen und der
Zugang dank eines gewissen Vorwissens einfacher ist. Fiir die Angabe
eines beliebigen Ortes auf der Erdkugel gibt man typischerweise die
geographische Breite, also die Entfernung in Grad nérdlich oder siidlich
des Aquators, und die geographische Linge, d.h. die Entfernung in
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Abbildung 5.1: Definition von geographischer Breite (Latitude) und geogra-
phischer Lange (Longitude). Die Breitengrade laufen von —90° bis 90°, wobei
der Aquator die Null-Linie festlegt. Die Léngengrade laufen ausgehend von
einem Referenzmedian von 0 bis £180°, wobei in 6stlicher Richtung positiv
und in westlicher Richtung negativ gezdhlt wird. Dieser Referenzmedian, also
die Null-Linie der Lingengradskala, ist seit Oktober 1884 durch den sog. Null-
meridian festgelegt, der durch Greenwich bei London verlauft.

Grad 0stlich oder westlich des Nullmeridians an. Der Nullmeridian ist
dabei eine imaginédre Linie, die durch das Koénigliche Observatorium im
Vereinigten Konigreich verlduft und sich vom Nord- bis zum Siidpol
erstreckt. Er definiert die Langengradlinie von 0°, so wie der Aquator die
0°-Breitengrad-Linie festlegt. Die Festlegung ist dabei willkiirlich und bis
zur Internationalen Meridian-Konferenz im Oktober 1884 in Washington
waren verschiedene Nullmeridiane in Benutzung. Letztlich wurde aber
auf dieser Konferenz der Greenwich-Meridian als Bezugsgréfe fiir die
internationale Angabe von Lingengraden beschlossen. Breitenkreise
haben ihren Namen daher, dass sie alle verschiedene Durchmesser (also
Breiten) haben, wiahrend Langenkreise alle den gleichen Durchmesser
bzw. die gleiche Linge aufweisen.

Halten wir also fest, dass die Position auf der Erdoberfliche durch zwei
sphérische Koordinaten (geographische Breite und Lénge) vollstandig
bestimmt ist. Durch Angabe eine Hohe (typischerweise auf den Mee-
resspiegel referenziert) wiirde man auch noch einen beliebigen Punkt
iiber (oder unter) der Erdoberfliche angeben kénnen. Referenzpunkt
fiir Breitenkreise ist die senkrecht zur Rotationsachse der Erde laufende
Aquatorebene, fiir Langenkreise verwendet man den Nullmeridian. Gie-
Ben liegt beispielsweise (in Dezimalgradangabe) bei 50.58398° N und
8.67793° E. Die Angabe lasst sich einfach in andere Darstellungen wie
Grad, Minuten, Sekunden usw. umrechnen.
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Abbildung 5.2: a) Zusammenhang zwischen Himmels- und Erdkugel. b) Angabe
der Position eines Sterns iiber Azimutwinkel A und Hohenwinkel h.

5.2.2 Positionsbestimmung von Gestirnen

Zur Beschreibung der Position von Sternen gibt es verschiedene Bezugs-
systeme. Das élteste System verwendet dabei eine die Erde umgebende
Himmelskugel (sieche Abb. 5.2a), also eine gedachte Hohlkugel mit sehr
grofem Radius, auf dem die Sterne in irgendeiner Form angebracht sind.
Auch wenn die Sterne in der Realitéit sehr unterschiedliche Absténde
zum Beobachter B haben, spielt dies fiir die Winkelangabe keine Rolle.
Alle Sterne haben hier den gleichen fiktiven Abstand zum Beobachter.

Die Position eines Sterns auf der Himmelskugel kann nun - in Analo-
gie zur Positionsbestimmung auf der Erdoberflache - tiber die Angabe
von zwei sphérischen Winkel geschehen. Sehr einfach ist die Angabe
des Hohenwinkels h (auch Elevation genannt), der auf den Horizont des
Beobachters bezogen wird, sowie die Angabe des Azimutwinkels A, der
sich gegeniiber dem geographischen Norden (manchmal wird auch der
geographische Siiden als Referenz verwendet) ergibt (siehe Abb. 5.2b).
Die Angabe der Position iiber diese beiden Winkel wird als Horizont-
system bezeichnet. Der Vorteil des Horizontsystems (manchmal in der
Literatur auch als Horzintalsystem bezeichnet) liegt in der einfachen
Positionsbestimmung iiber zwei intuitiv gut vorstellbare Winkel, der
Nachteil liegt darin, dass verschiedene Beobachter verschiedene Winkel
messen und sich die Winkelangaben durch die Rotation der Erde auch
noch zeitlich &ndern. Die Sterne (und auch die Sonne) bewegen sich
im zeitlichen Verlauf von Osten nach Westen, also entgegengesetzt zur
Rotationsrichtung der Erde in Richtung Osten.

1 Das Wort >»Firmament< fiir Himmelszelt leitet sich aus dem lateinischen Wort
> Befestigungsmittel, Stiitze< ab, deutet also an, dass die Sterne auf der Himmels-
kugel fest angebracht sind.
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Abbildung 5.3: a) Definition des Himmelsmeridians als Meridianlinie, die
durch Zenit, Himmelsnord- und Siidpol, sowie den Nadir verlduft. b) Ortsfestes
aquatoriales Koordinatensystem mit Deklination 6 und Stundenwinkel ¢. ¢)
gleiches Koordinatensystem wie in (b) in anderer Darstellung d) Rotierendes
aquatoriales Koordinatensystem unter Verwendung des Friihlingspunktes 1’

Um nun zu einer Darstellung zu gelangen, die ganz oder teilweise
unabhéngig von der Erdrotation ist, verwendet man die sog. dquatorialen
Koordinatensysteme, wobei hier noch zusétzlich unterschieden wird, ob
die Erde rotiert oder ortsfest ist. Beim ortsfesten Aquatorialsystem sind
die Bezugspunkte die Hohe ¢ iiber dem Himmelsdquator, die man als
Deklination bzw. himmliche Breite bezeichnet sowie der Stundenwinkel ¢,
der vom Himmelsmeridian aus gemessen wird. Den Himmelsaquator
erhélt man als Extrapolation des Erdaquators an die Himmelskugel,
den Himmelsmeridian als Verbindungslinie von Zenit, Nadir, Nord- und
Stidpol (bezogen auf die Himmelskugel) sowie Nord- und Siidpunkt
(siehe Abb. 5.3a—c).

Den Himmelsnordpol bestimmt man in der Regel iiber den Nord-
stern (auch als Polarstern bekannt), da dieser ungefahr am nérdlichen
Schnittpunkt der Erdachse mit der Himmelskugel liegt. Er liegt im
Sternbild Kleiner Bdr (manchmal auch als Kleiner Wagen bezeichnet).
Der Begriff Polarstern ist ein iibergeordneter Begriff fiir einen Stern, der
gerade am oder in unmittelbarer Ndhe vom Himmelsnordpol liegt. Durch
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die Prazession der Rotationsachse der Erde mit einer Periodendauer von
etwa 25800 Jahren (das Platonische Jahr) zeigt die Erdachse irgendwann
auf einen vollig anderen Stern in einem anderen Sternbild, der dann als
Polarstern dient. Zudem gibt es Polarsterne fiir die nérdliche und fiir
die siidliche Hemisphére.

Der Stundenwinkel ¢ hat seinen Namen daher, dass er fiir Zeitmessun-
gen verwendet werden kann, weswegen er manchmal auch im Zeitmaf
(statt im Gradmaf}) angegeben wird. Eine Stunde entspricht dabei einer
Winkeldnderung von 15°, was einer vollstdndigen Drehung um 360°
in 24 Stunden entspricht. Der Nachteil der Angabe einer Sternenpo-
sition tiber den Stundenwinkel ist seine Ortsabhéngigkeit aufgrund
der Erdrotation. Um hier zu einer rotationsunabhéngigen Beschrei-
bung zu gelangen, muss man einen mitrotierenden Bezugspunkt auf
dem Himmelsdquator festlegen. Hier hat sich der sog. Frithlingspunkt
(auch bekannt als Widderpunkt bzw. vernal equinox) etabliert, der dem
frithjahrlichen Schnittpunkt des Himmelsdquators mit der Ekliptik (das
ist die Bewegung der Sonne auf der Himmelskugel) entspricht. Den iiber
den Friithlingspunkt definierten Polarwinkel bezeichnet man als Rektas-
zension « (siehe Abb. 5.3d). Die Rektaszension kann als Analogon zur
Angabe der geographischen Breite auf der Himmelskugel interpretiert
werden.

5.2.3 Siderischer und synodischer Umlauf

Als synodische Periode (synodos; griechisch fiir Versammlung) bezeich-
net man die Zeitspanne, die bendtigt wird, bis ein Himmelskérper von
der Erde aus gesehen wieder genau an der gleichen Stelle steht. Im
Unterschied bezeichnet die siderische Periode die Zeitspanne, die ein
Himmelskorper fiir einen vollstdndigen Umlauf benétigt, also einen
Winkel von 27 zuriicklegt. Als Referenz fiir die siderische Periode wird
tiblicherweise der Fixsternhintergrund verwendet (sidus; lateinisch fiir
Stern). Die Situation ist in Abbildung 5.4 am Beispiel der Rotation des
Mondes um die Erde abgebildet. Zu Beginn stehen Sonne, Erde und
Mond auf einer Verbindungslinie bzw. der Mond steht in Opposition
zur Sonne von der Erde aus gesehen. Nach der siderischen Zeitspanne
Tsiqa hat der Mond sich einmal um die Erde gedreht, die Erde hat sich
in dieser Zeit um den Winkel o um die Sonne gedreht. Von der Erde
aus gesehen steht der Mond nach Tgq nicht an der gleichen Position,
es fehlt ihm genau der Winkel «, damit er auf der Verbindungslinie
Sonne—Erde steht. Man kann hier zunédchst festhalten, dass fiir die

171



Abbildung 5.4: Synodischer und siderischer Umlauf am Beispiel der Rotation
des Mondes um die Erde.

synodische Zeitspanne des Mondes Tsyn, > Tiiq gelten muss. Wir konnen
sogar genau festhalten, dass

27 2m + o 27 o
- =Ty (5.1)
Tsid Tsyn Tsyn Tsyn

gelten muss, da der Mond sich ja die ganze Zeit mit der gleichen
Winkelgeschwindigkeit dreht. Der Winkel o kann {iber die Winkelge-
schwindigkeit der Drehung der Erde um die Sonne (1a = 1 siderisches
Jahr) ausgedriickt werden:

leY 2T
= — 5.2
Toyn  la’ (5.2)
wodurch
1 1 1
= + (5.3)

Tsia B Tsyn la
folgt. Der siderische Monat betragt 27,322 Tage, das siderische Jahr
365,256 Tage. Mit Gleichung 5.3 errechnet man damit einen synodischen
Monat von 29,53 Tagen bzw. von 29 Tagen, 12 Stunden, 44 Minuten
und 2,9 Sekunden.

5.2.4  Zeit- und Datumsformate

Wie bereits erwdhnt verschiebt sich wegen der Prézession der Erde
die Position des Friihlingspunktes bezogen auf den Sternenhintergrund
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mit einer Periodendauer von 25800 Jahren. Diese Verschiebung macht
pro Jahr etwa 50 Bogensekunden aus, also 0.7° in 50 Jahren. Bei der
erstmaligen Festlegung des Friithlingspunktes vor etwa 2000 Jahren
stand die Sonne im Sternbild Widder, weswegen man auch vom Widder-
punkt spricht und dieser Punkt das Symbol T’ eines Widderkopfes hat.
Mittlerweile steht die Sonne bei Friihlingsbeginn im Sternbild Fische.
Um eine Vergleichbarkeit von Positionsangaben zu erméglichen, werden
Angaben von Himmelskoordinaten auf sogenannte Epochen bezogen.
Eine Epoche entspricht einer Momentaufnahme des Fixsternhimmels
zur Festlegung von Deklination und Rektaszension. Epochen werden in
Ubereinkunft der International Association of Geodesy (IAG) und der
Internationalen Union fiir Geodésie und Geophysik (IUGG) seit 1984 in
Zeitabstdnden von 50 Jahren und iiber Angabe des Julianischen Datums
(JD) festgelegt. Zur Zeit befinden wir uns in der Epoche J2000.0 (J
steht fir Julianisch), der »Schnappschuss< ist auf den 1. Januar 2000
11:59 UTC datiert. Das entsprechende Julianische Datum ist 2451 450.0.
Das Julianische Datum ist eine Zeitangabe, die die Tage seit dem 1. Ja-
nuar 4713 v. Chr. z&hlt, wobei die Nachkommastelle den Tagesbruchteil
angibt (also z.B. 0.5 fiir einen halben Tag). Da sich hier recht grofie
Zahlen ergeben, verwendet man alternativ das Modifizierte Julianische
Datum (MJD), welches iiber

MJD = JD — 2400000.5 (5.4)

definiert ist. Der Nullpunkt liegt damit am 17. November 1858 um
00:00 UTC. Der folgende Code-Schnipsel berechnet aus der Angabe von
Jahr (Y), Monat (M), Tag (D), Stunde (H), Minute (Min) und Sekunde
(S) das modifizierte julianische Datum. Umgesetzt ist die Berechnung
innerhalb einer Funktion, die Programmiersprache ist Python. Damit
die Funktion ausfithrbar ist, muss die Bibliothek NUMPY eingebunden
werden.

# calculates modified Julian day from ”normal” date

def cale MJD (Y, M, D, H, Min, S):

if M> 2:
Y=Y

else:
Y=Y-—-1
M=M+ 12

D =D + H/24 + Min/1440 + S/86400

JD = np. floor (365.25%(Y + 4716)) + np. floor (30.6001(M
+1)) + D+ 2 — np. floor (Y/100) + np.floor (Y/400) —
1524.5

MJDate = JD — 2400000.5

return MJDate
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Unter dem Begriff UTC verbirgt sich die koordinierte Weltzeit (coor-
dinated universal time). Bezugspunkt der UTC ist der Nullmeridian,
die Zeitmessung basiert auf der Sekunde des Internationalen Einhei-
tensystems (SI), man spricht hier auch von der »Atomsekunde<. UTC
sollte nicht mit der Greenwich Mean Time (GMT) verwechselt wer-
den, kann aber im Alltag damit gleichgesetzt werden. GMT bezieht
sich auf den mittleren Sonnentag und weicht daher von der UTC ab,
diese Abweichungen werden durch Schaltsekunden aber ausgeglichen.
Laut der Physikalischen Technischen Bundesanstalt wird darauf ge-
achtet, dass der Unterschied zwischen UTC und GMT immer kleiner
als 0.9 Sekunden bleibt. Aus der UTC abgeleitet sind die Begriffe
Central European Time (UTC+01:00) und Central European Summer
Time (UTC+02:00). UTC ist eine gebréuchliche Zeitangabe in der Luft-
und Raumfahrt. Ausgehend von der UTC definiert man 24 Zeitzonen,
die jeweils 15° breit sind und eine Stunde Zeitunterschied zueinander
aufweisen, wobei man hier auch noch diverse Sonderfille (z.B. nicht
ganzstiindige Zeitzonen oder grofle Staaten, die nur wenige Zeitzonen
intern haben wollen) berticksichtigen muss (siche Abb. ??). Neben der
UTC gibt es auch noch die Universal Time (UT), die im Unterschied
zur UTC auch Schwankungen der Erdrotation (beispielsweise durch Ge-
zeitenkréfte) einbezieht. Da Raumfahrt neben der zivilen Nutzung auch
eine sicherheitspolitische Komponente und daher eine Verbindung zur
riistungsnahen Industrie hat, kann es auch vorkommen, dass Datums-
und Zeitangaben im Datum/Zeit-Format (date-time group, DTG) der
NATO verwendet werden. Hier wird mit einer Folge aus sechs Ziffern,
vier Buchstaben und zwei weiteren Ziffern gearbeitet. So steht

251600Bapr24 (5.5)

fiir den ersten Veranstaltungstermin im Sommersemester 2024 (25. Tag
des Monats, 16:00 Uhr, Zeitzone B (deutsche Sommerzeit, ansonsten A),
April im Jahr 2024). Der inernationale Standard fiir numerische Datums-
und Zeitangaben ist in der ISO 8601 niedergeschrieben. Fiir den eben
genannten Zeitpunkt in DTG folgt in ISO-Schreibweise

2024-04-25T'16:00+02:00. (5.6)
5.2.5 Die klassischen Orbitalelemente
Fir die Angabe der Position und der Geschwindigkeit eines Him-
melskorpers im Orbit gibt es verschiedene Moglichkeiten. Naheliegend

ist zunéchst die Angabe kartesischer Vektoren # und v, allerdings kann
man sich darunter schwer die konkrete Form und Lage des Orbits
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Abbildung 5.5: Zur Definition der sechs klassischen Orbitelemente: grofle
Halbachse a, Exzentrizitat e, Inklination ¢, Rektaszension des aufsteigenden
Knotens ), das Argument des Perizentrums w sowie die wahre Anomalie ¢.

im Raum vorstellen. Fiir einen Orbit beliebiger Form als Lésung des
Keplerproblems haben wir bereits die Parameterdarstellung

. a(l1—¢e?)

= . 5.7
1+ecosy (5:.7)

kennengelernt. Je nach Wert der Exzentrizitidt ¢ und der groflen Halb-
achse a konnen wir eine konkrete Form des Orbits als Funktion des
Winkels ¢ angeben, wissen also, wie die Form des Orbits in einer be-
stimmten Ebene aussieht. Der Winkel ¢ bei einer elliptischen Bahn
wird in der Orbitmechanik als wahre Anomalie bezeichnet. Generell
beschreibt der Begriff >Anomalie< den momentanen Winkel eines Him-
melskorpers bezogen auf die Periapsis des Kegelschnitts. Die Groflen e
und a bestimmen also die Form des elliptischen Orbits. Fur die La-
ge des Orbits im Raum werden drei weitere Groflen verwendet, die
Inklination ¢, die Rektaszension des aufsteigenden Knotens () sowie
das Argument des Perizentrums (also der Periapsis) w. Uber die wahre
Anomalie ¢(t), also tiber den Winkel zwischen Periapsis und dem Orts-
vektor der aktuellen Position des Satelliten auf der elliptischen Bahn
ist die Position eindeutig festgelegt. Die Zeit ist dabei implizit in der
wahren Anomalie enthalten. Die sechs klassischen Orbitelemente sind
in Abb. 5.5 dargestellt und werden im einzelnen nun besprochen. Das
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Bezugssystem ist im folgenden nun ein dquatoriales, rotierendes und kar-
tesisches Bezugssystem mit Koordinaten (X,Y’, Z) und entsprechenden
Einheitsvektoren € ...

INKLINATION Die Inklination ¢, die der Neigung der Ebene der
Satellitenbahn zur Bezugsebene entspricht (also dem Winkel zwischen
dem Einheitsvektor €, und dem Drehlmpulsvektor) lasst sich am ein-
fachsten iiber den massenspezifischen Drehimpuls h = L/m berechnen.
Sind Ortsvektor 7 und Geschwindigkeit ¢ im Referenzkoordinatensys-
tem (X,Y,Z) gegeben (siehe Abb. 5.5), so folgt mit i = 7 x ¥ fiir die
Inklination der Ausdruck

h;
i= arccos<h>. (5.8)

Uber die Inklination kann die Form des Orbits bezogen auf die Aquator-
ebene der Erde weiter spezifiziert werden. Bei einer Inklination von 0
bzw. 180° spricht man von einem dquatorialen, bei 90° von einem polaren
Orbit. Bei Inklinationen von 0° < ¢ < 90° liegt ein prograder Orbit (der
Satellit bewegt sich in Richtung der Erdrotation) vor, bei 90° < i < 180°
ein retrograder Orbit (Bewegung entgegen der Erdrotation).

REKTASZENSION DES AUFSTEIGENDEN KNOTENS () Bezugs—
punkt dieses Winkels (im englischen auch Right Ascension of Ascending
Node, RAAN, genannt) ist die zum Friihlingspunkt zeigende X-Achse.
Gemessen wird zur Verbindungslinie zwischen Erdmittelpunkt und dem
Punkt, an dem der Satellit die Bezugsebene (X-Y-Ebene) passiert. Diese
Verbindungslinie kénnen wir durch den Vektor 77 = h x &, beschreiben.
Daraus folgt sofort

Q= arccos(ngﬂ) (5.9)
n

Die Rektaszension des aufsteigenden Knotens kann Werte zwischen
0 und 360° annehmen. Da der Kosinus eine gerade Funktion ist, hat
man nun das Problem, dass Gl. 5.9 nicht unterscheiden kann, wenn
Winkel > 180° vorliegen. Man sieht das bereits sehr gut bei 180°, da hier
cos(Q)) = (—ny/n) = (n,/n) gilt. Daher muss eine Fallunterscheidung
durchgefithrt werden: Winkel, die gréfler als 180° sind, liegen vor, wenn
die Y-Komponente von 7 negativ wird. In diesem Fall berechnet man
die Rektaszension nach

Q = 360° — arccos(mc), (5.10)
n

in allen anderen Féllen nach Gl. 5.9. Die Rektaszension des aufsteigenden
Knotens ist unbestimmt fiir &quatoriale Orbits, also fiir i = 0 oder
1 = 180°.
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EXZENTRIZITAT e Hier bedient man sich des sog. Exzentrizitéts-
vektors €, der aus dem Lenz-Runge-Vektor abgeleitet wird.? Mit dem
Standardgravitationsparameter p und dem Einheitsvektor des Ortsvek-
tors €, berechnet er sich nach

Txh
W

Der Betrag dieses Vektors entspricht der gesuchten Exzentrizitét.

e= —é,. (5.11)

GROSSE HALBACHSE a Hat man die Exzentrizitidt e berechnet,
ergibt sich die grofle Halbachse aus

h2/,u
a= .
1—e2

(5.12)

ARGUMENT DES PERIZENTRUMS w  Diese Grofle gibt die Orientie-
rung der Periapsis relativ zur Rektaszension des aufsteigenden Knotens
an und berechnet sich aus dem Skalarprodukt des Exzentrizitdtsvektors €
und des Rektaszensionsvektors 77 zu

- o

w = arccos<m>. (5.13)

n-e
Der Winkel w kann zwischen 0 und 360° liegen, daher muss man auch
hier wegen des Kosinus eine Fallunterscheidung durchfiihren: da w > 180°
fiir negative z-Komponenten von € vorliegt, gilt in diesem Fall

n-e

w = 360° — arccos (ne) . (5.14)

Zu beachten ist, dass wie bei der Inklination fiir ¢ = 0 bzw. i = 180° und
zusédtzlich auch fiir e = 0, also fiir kreisférmige Bahnen, kein Argument
des Perigdums angegeben werden kann.

WAHRE ANOMALIE ¢ Die bisher definierten Orbitelemente ha-
ben die Form und Lage der Ellipse relativ zu unserem geozentrischen
aquatorialen Koordinatensystem festgelegt. Die wahre Anomalie ¢ gibt
nun die genaue Position des Satelliten auf dem Orbit an. Es handelt
sich dabei um den Winkel zwischen dem Ortsvektor ¥ und dem Exzen-
trizitdtsvektor €, womit sich der gesuchte Winkel durch

Y= arccos(Z::). (5.15)

2 Verwechseln Sie diesen Vektor nicht mit den Einheitsvektoren. e, ist die z-
Komponente des Exzentrizitatsvektors, é; der Einheitsvektor in z-Richtung.
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Abbildung 5.6: Fallunterscheidung zur Bestimmung der wahren Anomalie ¢.

berechnen lasst. Da die wahre Anomalie zwischen 0 und 360° liegt,
muss wieder eine Fallunterscheidung durchgefiihrt werden, die sich
etwas von der bisherigen Methodik unterscheidet. Die Situation ist in
Abb. 5.6 dargestellt. Es geht letztlich darum, wie man festlegen kann,
ob sich der Satellit ober- oder unterhalb der Ebene befindet, die im
Schnittbild durch die blaue gestrichelte Linie definiert ist. Hierzu bedient
man sich des Winkels ¢, der iiber das Skalarprodukt von Orts- und
Geschwindigkeitsvektor definiert ist. Es gilt

7 U = rvcos(V). (5.16)
Mit der Winkelbeziehung ¢ = 90° — ¢, folgt daraus

—

7+ U = rusin(¢). (5.17)

Fiir eine Bewegung von der Peri- zur Apoapsis ist ¢ positiv, somit auch
das Skalarprodukt 77, fiir eine Bewegung von der Apo- zur Periapsis
nimmt ¢ negative Werte an (da ¢ > 90° wird), entsprechend ist auch
das Skalarprodukt der beiden Vektoren negativ. Somit kann man also
iiber das Vorzeichen des Skalarproduktes von Orts- und Geschwindig-
keitsvektor eine Fallunterscheidung durchfiihren. Dies bedeutet, dass

7 < 04 180° < ¢ < 360°. (5.18)

Mit den definierten Bahnelementen ist eine eindeutige Beschreibung
der Bahnform und Position des Satelliten fiir ein beliebiges zu einer
bestimmten Zeit ¢t gegebenes Vektorpaar 7 und v moglich. Es sei an
dieser Stelle erwédhnt, dass es auch noch andere Orbitelemente gibt,
die man zur Beschreibung nutzen konnte, die aber im Rahmen des
Tutoriums keine Rolle spielen werden.
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5.3 Das Swing-By-Mané6ver

Das Swing-By-Manover (auch als Gravity Assist bekannt) ist eine Tech-
nik, bei der ein Raumfahrzeug seine Bahnenergie und seinen Drehim-
puls durch eine Anndherung an einen Himmelskorper verdndert. Es
ermoglicht eine Verringerung des Treibstoffverbrauchs und der Flugzeit.
Mehrere interplanetare Missionen wie die beriihmten Voyager-, Mariner-
oder Galileo-Missionen haben dieses Verfahren angewandt und wurden
dadurch auch tberhaupt erst ermoglicht. Aus der Beobachtung der
Anderung von Kometenbahnen nach der Annéherung an Jupiter war in
der Astronomie das Ph&nomen der Energie- und Drehimpulsdnderung
schon seit dem spéaten 19. Jahrhundert bekannt. In der Raumfahrt hat
sich der Swing-By in den 1960er Jahren etabliert, interessanterweise
durch die Berechnungen eines jungen Studenten namens Michael Mi-
novitch, der durch einen Semesterferien-Job Zugriff auf eine damalige
Grofirechenanlage an der University of California, UCLA (Los Angeles,
USA) hatte und diesen Zugriff fiir seine Kalkulationen nutzte, er hat
im Prinzip numerisch das Dreikérperproblem geldst. Erste schriftliche
Erwéhnungen dieses Manovers stammen aus den 1920er Jahren vom rus-
sischen Wissenschaftler Friedrich Zander. Minovitch konnte zeigen, dass
in der Mitter der 1970er Jahre eine seltene Planetenkonstellation von
Jupiter, Saturn, Uranus und Neptun, die nur etwa alle 176 Jahre auftritt,
die man gezielt fiir eine Reihe von Swing-By-Man&vern nutzen kénnte,
um in nur 12 Jahre alle diese Riesenplaneten anfliegen zu kénnen. Ohne
Swing-By hétte man hierfiir etwa 30 Jahre gebraucht. Er nutzte hierzu
den damals schnellsten Computer, der verfiigbar war, einen IBM 7090.3
Das Swing-By-Manover wurde erstmals im Dezember 1973 eingesetzt,
um die heliozentrische Geschwindigkeit der Raumsonde Pioneer 10 beim
Vorbeiflug am Jupiter zu erhéhen, damit sie aus dem Sonnensystem
entkommen konnte. James van Allen* stellte 2003 in seinem Artikel
>QGravitational assist in celestial mechanics-a tutorial< im American
Journal of Physics fest, dass wihrend der Begegnung die heliozentrische
Geschwindigkeit von Pioneer 10 von 9.8km/s auf 22.4km/s erhoht
wurde, wodurch sich die kinetische Energie um den Faktor 5.2 erhohte
und die urspriingliche elliptische Bahn in eine hyperbolische Bahn um-
gewandelt wurde. Wéahrend der Wechselwirkung verringerte sich die

3 Der IBM 7090 wurde damals auch verwendet, um die Mondfliige des Apollo-
Programms zu simulieren. Seine Rechenleistung lag bei etwa 230000 Rechenopera-
tionen pro Sekunde, also bei einer Taktfrequenz von 0.23 MHz, was aus heutiger
Sicht nicht wirklich viel ist.

4 Nach van Allen sind auch die Strahlungsgiirtel der Erde benannt.
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Abbildung 5.7: Das Swing-By-Manover als elastischer Stof3.

Geschwindigkeit des Jupiters um 2.1-10724km/s, was man getrost als
vernachléssigbar bezeichnen kann.

5.3.1 Swing-By als elastischer Stof3

Bevor der Swing-by im Detail betrachtet wird, ist es hilfreich, sich dieses
Manéver in stark vereinfachter Form als elastischen Stof3 vorzustellen.
Dabei wird angenommen, dass die Masse des Himmelskorpers deutlich
grofler ist als die Masse des vorbeifliegenden Satelliten. Die Situation ist
in Abb. 5.7 dargestellt: Ein Satellit fliegt mit einer Geschwindigkeit von
8km/s auf einen Planeten zu, der sich mit einer Geschwindigkeit von
12km/s in die entgegengesetzte Richtung bewegt. Beide Geschwindigkei-
ten sind von einem ruhenden Bezugspunkt aus angegeben, beispielsweise
vom Zentrum des Sonnensystems. Die Fragestellung ist nun, welche
Geschwindigkeit v der Satellit in diesem Bezugssystem nach dem Swing-
By-Manover hat.

Zur Beantwortung dieser Frage ist es hilfreich, zunéchst das Bezugs-
system zu wechseln. Wir setzen uns hierzu in das bewegte Bezugssystem
des Planeten. In diesem Bezugssystem kommt der Satellit mit einer Re-
lativgeschwindigkeit von 20 km/s auf uns zu, >st68t< mit dem Planeten
und fliegt dann — da es sich um einen elastischen Stof3 handelt — mit
einer Relativgeschwindigkeit von 20 km/s von uns weg. Jetzt &ndern wir
wieder unser Bezugssystem und betrachten die Situation vom ruhenden
Bezugspunkt. Da der Satellit sich mit 20 km/s vom Planeten wegbewegt,
der Planet aber selbst eine Geschwindigkeit von 12km /s hat, entspricht
die Endgeschwindigkeit des Satelliten nach dem Mandver 32km/s. Der
Satellit hat also 24 km /s an Geschwindigkeit gewonnen, wahrend der
am Planeten vorbei geflogen ist. Die hierfiir benttigte Energie stammt
aus der kinetischen Energie des Planeten, der zwar etwas langsamer
geworden ist, was aber angesichts des groffen Massenunterschieds nicht
wirklich messbar ist.
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Abbildung 5.8: Hyperbelbahn des Swing-By-Mano6vers und Bezeicnung der
relevanten Winkel.

5.3.2 Swing-By im Detail

Wir betrachten nun eine Raumsonde mit Masse m, die einen Planten
passiere. Der Vorgang ist mit allen relevanten Groéflen in Abb. 5.8
dargestellt. Um das Swing-By-Mandéver sinnvoll beschreiben zu kénnen,
ist es hilfreich, eine neue Grofle, den Stoiparameter d einzufiihren, der
dem Kkleinsten Abstand der geradlinigen Verldngerung der Flugbahn
aus dem Unendlichen vom Mittelpunkt des Planeten entspricht. Diese
geradlinige Verldngerung verlaufe zudem unter einem Winkel ¢ gegen
die Symmetrieachse, was dem halben Offnungswinkel der Hyperbel
entspricht. Es ist davon auszugehen, dass bei kleineren Stofiparametern
ein groflerer Ablenkwinkel zu erwarten ist, da die Raumsonde tiefer in
das Potentialfeld des Planeten eintaucht.® Es werden nun auch bei der
detaillierteren Betrachtung zwei Bezugssystemen verwendet, einmal das
Bezugssystem des Planeten sowie das Bezugssystem der Sonne, was
wir als heliozentrisches System bezeichnen wollen. Die Geschwindigkeit
der Raumsonde in grofler Entfernung vom Planeten sei endlich (also
v > 0) und mit vy, bezeichnet. Aus dem Bezugssystem des Planeten,
die wir in guter Naherung als Inertialsystem betrachten, bewegt sich
die Raumsonde auf einer Hyperbelbahn, da die Gesamtenergie (bei
Vernachléssigung des Einflusses anderer Himmelskérper) der Raumsonde
grofler Null ist. Der Zeitraum des Swing-By-Manovers sei im Vergleich

5 Natiirlich muss es auch einen minimalen Stoflparameter geben, ab dem die Raum-
sonde mit dem Planeten kollidiert, was hier aber nicht weiter diskutiert wird.
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Abbildung 5.9: Vektorielle Darstellung des Swing-By-Manéovers. Der Index h
steht fiir heliozentrische Vektoren.

zur Umlaufperiode des Planeten gering, der Geschwindigkeitsvektor des
Planeten soll sich also wahrend des Manovers nicht &ndern.

Wir wollen nun den Ablenkwinkel 1) der Raumsonde als Funktion des
Gravitationsparameters GM des Planeten, des Stolparameters d und
der Geschwindigkeit vy, berechnen. Die Hyperbelbahn beschreiben wir
durch die bekannte Darstellung in Polarkoordinaten geméf

p _ a(l-¢?)

= = ) 5.19
" 1+ecosp 1+4ecosy ( )

Der Periapsenabstand rp, ist durch die Beziehung
rp =a(l—c¢) (5.20)

gegeben, der Betrag des Bahndrehimpuls Lo, im Unendlichen durch
Lo = mused. (5.21)

Da wir ein klassisches Keplerproblem mit einer wirkenden Zentralkraft
vorliegen haben, handelt es sich beim Bahndrehimpuls um eine Kon-
stante der Bewegung. Die Geschwindigkeit in der Periapsis kann aus
der Vis-Viva-Gleichung zu

IGM 1+¢
=4/ — .22
p a 1—¢ (5.22)

bestimmt werden. Der Bahndrehimpuls in der Periapsis ergibt sich
damit zu

Ly, = mrpv, = ma(l —E)UGC]Lwi—_Fi =my/GMa(l—¢e?), (5.23)

was wegen der Drehimpulserhaltung L., = mduv, entsprechen muss. Es

gilt als
Vood = \/GMa(l —2). (5.24)

Aus der Vis-Viva-Gleichung kénnen wir zudem eine Beziehung zwischen
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Abbildung 5.10: Winkelbetrachtung beim Swingby fiir grofle . Lauft r gegen
Unendlich, wird der Winkel ¢ zwischen 9 und ¢ genau Null, so dass die Summe
von ¥ und ¢ genau 180° ergibt.

der groflen Halbachse a der Hyperbelbahn und der Geschwindigkeit v,
herstellen, die im weiteren Verlauf hilfreich sein wird. Fiir r — oo folgt
aus der Vis-Viva-Gleichung

GM
a=——5, (5.25)
/UOO
was eingesetzt in Gl. 5.24 zu
dv?
21=== 5.26
€ M (5.26)

fihrt. Fir » — oo fallen zudem die Winkel o und 9 zusammen (vgl.
Abb. 5.10), so dass
p+Uv=m (5.27)

gilt. Aus GIl. 5.19 folgt im Grenzfall r — oo, dass der Nenner gegen
Null laufen muss, also 1 4 € cos ¢ — 0 gelten muss. Ersetzt man hier ¢
mit (7 — ), so erhalten wir

1
cos ) = o (5.28)

also eine Beziehung zwischen dem Offnungswinkel der Hyperbel und der
numerischen Exzentrizitdt . Aus Abb. 5.8 kann der Zusammenhang

1 1
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Abbildung 5.11: Links: Numerische Berechnung des Swing-By-Mano6vers am
Jupiter. Die Bahn des Jupiters ist in rot dargestellt, die des Satelliten in blau.
Rechts: Zunahme der kinetischen Energie des Satelliten im heliozentrischen
Bezugssystem. Die Daten wurden mit dem im Abs. 5.3.3 gezeigten Programm-
code berechnet.

zwischen dem Streuwinkel ¢ und dem Offnungswinkel ¢ abgeleitet
werden. Bildet man von dieser Gleichung den Tangens, so erhélt man

Y\ _ cos(p)
tan<2> = S (5.30)

Hierbei wurde ausgenutzt, dass tan(p) = — tan(—¢) und cos(¢ — 7/2) =
—sin(y) sowie sin(p — 7/2) = cos(y) gilt. Durch Einsetzen von Gl. 5.28
und ein paar Umformungsschritten erhélt man schlieflich das gesuchte

Ergebnis in der Form
P GM

In Abb. 5.9 sind die relevanten Geschwindigkeitsvektoren fiir das
Manéver dargestellt. Im planetaren Bezugssystem éndert sich der Betrag
der Geschwindigkeit v, nicht, es findet lediglich eine Drehung des
Vektors um den Winkel v statt. Das entspricht der bekannten Tatsache,
dass im Schwerpunktsystem — wir gehen hier ja davon aus, dass M >> m
ist, somit der Schwerpunkt mit unserem Bezugspunkt in guter N&dherung
zusammenfillt — jeder Stofipartner beim elastischen Sto8 seine kinetische
Energie behélt.

5.3.3 Swing-by am Jupiter numerisch gerechnet

Da sich das Swing-By-Manoéver letztlich am besten numerisch 16sen
ldsst, soll dies hier in vereinfachter Form fiir einen Vorbeiflug eines
Satelliten am Jupiter durchgefiihrt werden. Der Jupiter soll dabei eine
Geschwindigkeit von 13.1 km/s haben, der Satellit von 9.8 km/s. Der hier
zur Verfligung gestellte Code vernachlissigt den Einfluss des Satelliten

184



auf den Planeten und ist nicht darauf ausgelegt, ein optimiertes Mangver
durchzufiihren, sondern soll mehr das didaktische Verstdndnis, wie man
die Situation in einem Programm umsetzen konnte, trainieren. Im
Code wird Bewegungsgleichung nach dem einfachsten Algorithmus, dem
Euler-Verfahren, gelost. Bei jedem Zeitschritt berechnen wir Zeit, -
und y-Koordinate fiir Jupiter und Satelliten. Dann berechnen wir die
Beschleunigung des Satelliten an der augenblicklichen Position relativ
zum Planeten. Wir rechnen die neue Position des Satelliten (und auch
des Planeten) aus, indem wir die jeweilige Geschwindigkeit mit dem
Zeitschritt multiplizieren und zur Position addieren. Analog rechnen wir
die neue Geschwindigkeit aus, indem wir die jeweilige Beschleunigung
mit dem Zeitschritt multiplizieren und zur Geschwindigkeit addieren.

Der Abstand zwischen Satellit und Jupiter ist so gewahlt, dass der
Satellite aulerhalb der Einflusssphéare (sphere of influence, SOI) des
Jupiters startet. Hierunter versteht man einen Bereich, ab dem der
Einfluss der Gravitation des Planeten im Vergleich zum Einfluss der
Sonne keinen nennenswerte Einfluss mehr auf die Bewegung des Satelli-
ten haben soll. Beim Jupiter betrigt der SOI-Radius etwa 4.8 - 107 km.
Am gezeigten Beispielcode wird eine Erhohung der Geschwindigkeit auf
23.5km/s erzielt, also eine Erhohung um das 2.4fache der Anfangsge-
schwindigkeit. Das ist vergleichbar mit den Bedingungen von Pionieer 10
aus dem anfangs erwdhnten Paper von van Allen.

I import numpy as np
2> import matplotlib.pyplot as plt

3 MGamma=1.2669e17 # Standardgravitationsparameter des
Jupiters

. msat = 1000 # Masse des Satelliten

5 Rjup = 69911000 # Radius des Jupiters

7 ### Startbedingungen fuer Jupiter
8 xjup = 0xRjup

9 yjup = 4.8¢€l0

o vxjup = 13100

11 vyjup = 0

13 ### Startbedingungen fuer Satelliten
14 xsat = 6.3el0

15 ysat = 0

6 vxsat = 0

7 vysat = 9800

19 tmax = 10000000

20 deltat = 15.0

steps = int (tmax/deltat)

23 ### Startwerte setzen
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24 t = 0.0

25 vsat = np.sqrt(vxsat**2 + vysat**2)

26 vjup = np.sqrt (vxjup**2 + vyjup**2)

27 # Abstand zwischen Jupiter und Satellit
28 xdist = xjup — xsat

20 ydist = yjup — xsat

30 r=np.sqrt (xdist**2+ydist x*2)

31 xwerte_jup = [xjup]

32 ywerte_jup = [yjup]

33 vxwerte_jup = [vxjup]

31 vywerte_jup = [vyjup]

35 vwerte_jup = [vjup]

36 xwerte_sat = [xsat ]

37 ywerte_sat = [ysat]

338 vxwerte_sat = [vxsat]

30 vywerte_sat = [vysat]

0 vwerte_sat = [vsat]

i1 rwerte = [r]

12 twerte = [t]

13 1 =0

44 while i < steps:

45 t =t 4+ deltat

46 twerte.append (t)

47 xjup = xjup + deltatxvxjup
18 yvjup = yjup + deltatxvyjup

19 xwerte_jup .append (xjup)
50 ywerte_jup .append (yjup)

51 xsat = xsat + deltats*vxsat
52 ysat = ysat 4+ deltats*vysat
53 xwerte_sat .append (xsat)

54 ywerte_sat .append (ysat)

55 xdist = xjup — xsat

56 ydist = yjup — ysat

57 r = np.sqrt (xdist*x24+ydist **2)
58 rwerte.append(r)

59 ax = MGammax xdist /T %3

60 ay = MGammaxydist /r**3

61 vxsat = vxsat + axxdeltat

62 vysat = vysat + ayxdeltat

63 v = np.sqrt (vxsat**x2 + vysat**2)
64 vwerte_sat .append (v)

65 i=1i4+1

66 if r <= Rjup:
67 print ("CRASH”)

68 break

69

70 xwerte_sat = np.array(xwerte_sat)
71 ywerte_sat = np.array(ywerte_sat)
72 twerte = np.array (twerte)

73 vwerte_sat = np.array(vwerte_sat)
74 rwerte = np.array (rwerte)

75 vwerte_sat = vwerte_sat /1000
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90

92
93
94

95

96

twerte = twerte / (24%60%60)

plt. figure (dpi=300)

plt.plot (xwerte_sat ,ywerte_sat , 'b’)
plt.plot (xwerte_jup ,ywerte_jup, 'r’)
plt.plot (0,0,’b, ")

plt.xlabel (’'x")

plt.ylabel(’y’)

plt.axis(”equal”)

circlel = plt.Circle((0, 4.8e10), Rjup,
5 plt.gca().add-patch(circlel)

plt .show ()
plt.figure (dpi=300)

s plt.plot (twerte,vwerte_sat,’b’)
9 #plt.plot (0,0,’b, ")

plt . xlabel(r’$t$ in Tagen’)
plt . ylabel (r’$v$ in km/s’)

plt .show ()
rmin = np.min(rwerte)/Rjup
vend = vwerte_sat [len(vwerte_sat)—1]

print (?Minimale Annaeherung (in Vielfachen von R_Jupiter):

, rmin)

print ("Endgeschwindigkeit des Satelliten

color="b")

(in km/s):

2

, vend)
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Orbit 2

Abbildung 5.12: Darstellung des Hohmann-Transfers, einem elliptischen Trans-
fer zwischen zwei zirkularen Orbits auf Basis zweier Schubmanéver des Raum-
fahrzeugs.

5.4 Hohmann-Transfer

Im Jahr 1925 stellte Walter Hohmann die Vermutung an, dass es einen
optimalen Transfer eines Raumfahrzeugs zwischen zwei koplanaren,
konzentrischen, kreisformigen Orbits gibt, der mit genau zwei impulsi-
ven Geschwindigkeitsinderungen (Impulsen) auskommt und von allen
moglichen Zwei-Impuls-Transferbahnen energetisch optimal ist, d.h.
eine minimale Menge an Treibstoff ben6tigt. Dieser Transfer wird als
Hohmann-Transfer bezeichnet. Das erste Schubmandéver bringt das
Fahrzeug auf die Transferbahn, wihrend das zweite Schubmanéver die
Umlaufbahn auf den endgiiltigen Radius zirkularisiert. Jede Geschwin-
digkeitsinderung ist parallel zum momentanen Geschwindigkeitsvektor,
was offensichtlich das Manover mit dem geringsten Treibstoffverbrauch
darstellt (vgl. Abb. 5.12). Die grofle Halbachse ay dieser Hohmann-
Ellipse entspricht der halben Summe der Radien r; und ro der beiden
Kreisbahnen (r; < r2), d.h.
T+ T2

ag = = —. (5.32)

Auf der inneren Kreisbahn mit Radius r; habe das Raumfahrzeug die
Geschwindigkeit v;. Wenn hier nun das Schubmandver durchgefiihrt
wird, dann wird aus dem Mittelpunkt der Kreisbahn automatisch der
Brennpunkt der sich neu einstellenden Ellipsenbahn und das Raumfahr-
zeug befindet sich in der Periapsis der Ellipse. Seine neue Geschwin-
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Abbildung 5.13: Antriebsbedarf fiir einen Hohmann-Ubergang von einer nie-
deren auf eine hohere Bahn. Kleinere Werte von p entsprechen bei gegebener
Startbahn mit Radius r1 einem zunehmenden Radius 7s.

digkeit an der Periapsis v, ist also die grofite Geschwindigkeit dieser
Ellipsenbahn. Es gilt
vp = vy + Avy. (5.33)

Beim Erreichen der Kreisbahn ry befindet sich das Raumfahrzeug in der
Apoapsis der Ellipsenbahn, hat also die geringste Geschwindigkeit v,
dieser Bahnkurve. Diese Geschwindigkeit ist nicht ausreichend grof}, um
auf der Kreisbahn zu verweilten, das Raumfahrzeug wiirde ohne erneutes
Schubmanéver auf der Ellipsenbahn weiterfliegen und die Kreisbahn
verlassen. Es muss also am Ort der Apoapsis erneut die Geschwindigkeit
erhoht werden. Die benétigte Geschwindigkeit betragt vo und lésst sich
wie jeder Geschwindigkeit einer Kreisbahn mit Radius r aus der Formel
Vp = \/m berechnen. Die Geschwindigkeit der elliptischen Bahn kann
aus der Vis-Viva-Gleichung berechnet werden. Es gilt an der Apoapsis:

V9 = Vg + Avs. (5.34)

Das benétigte Avy fiir den Hohmann-Transfer betragt Avyy = Avy + Avs.
Man kann zeigen, dass diese Grofle mit p = r1/ry durch die Beziehung

Ao(p) = Aoy + Avp = vy - ((1 — o)\ Vi 1) . (5:39)

gegeben ist. Hierbei bezeichnen Av; und Awvs die Geschwindigkeits-
differenzen in Peri- und Apoapsis und v; x die Geschwindigkeit der
Start-Kreisbahn.

In der Realitdt sind die Annahmen, die beim Hohmann-Transfer
gemacht werden, nicht gegeben. Planetenbahnen sind elliptisch (wenn
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Abbildung 5.14: Graphische Darstellung von p® + 9p% + 15p — 1 = 0.

auch oft nur mit geringer Exzentrizitdt) und auch nicht unbedingt
perfekt koplanar. Dennoch eignet sich diese Berechnung fiir eine grobe
Abschétzung, ob sich eine Mission mit den zur Verfiigung stehenden
Triebwerken realisieren lasst.

Priifen wir Gl. 5.35 der Vollstdndigkeit halber noch auf Plausibilitét.
Far r1 = 79, d.h. fiir einen nicht-stattfindenden Hohmann-Transfer,
betrdgt Av = 0, was sicherlich sinnvoll ist. Fiir ro — oo folgt p — 0,
somit

Av = Av1 Flucht = V1,K (\/§ - 1) = U1 Flucht — V1,K- (5.36)

Fiir einen Orbittransfer ins Unendliche wird also die Fluchtgeschwindig-
keit des Startorbits abziiglich der bereits vorhandenen Kreisgeschwin-
digkeit benotigt, was auch ein verntunftiges Ergebnis darstellt.

Die Funktion Av(p)/v1 k ist graphisch in Abb. 5.13 fir einen Or-
bittransfer mit r9 > ry dargestellt. Die rote gestrichelte Linie in dieser
Abbildung entspricht Avy prucht/v1,K, also dem Geschwindigkeitsinkre-
ment, das man bendtigt, um von der Kreisbahn mit Radius r; auf
die Fluchtgeschwindigkeit (ro — 00) zu kommen normiert auf die Ge-
schwindigkeit v1 k. Das Maximum dieser Funktion erhilt man aus der
Extremwertbedingung d(Av(p)/ dp) = 0. Nach einigen Umformungs-
schritten gelangt man zur kubischen Gleichung

PP +9p2+15p—1=0. (5.37)

Die Funktion hat drei Nullstellen, wobei zwei davon im negativen
Bereich von p liegen und physikalisch nicht sinnvoll sind, da p > 0 gelten
muss. Die gesuchte Nullstelle liegt bei p = 0.064176. Der Antriebsbedarf
des Hohmann-Transfers wird also maximal bei ro = 15.852 - ry. Fiir
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ro > 15.852 - r1 sinkt der Antriebsbedarf wieder. Das liegt daran, dass
der Bedarf flir Avs schneller abféllt, als der Bedarf fir Av; steigt.

5.5 Energetische Betrachtung des Hohmann-Transfers

Nachdem der Hohmann-Transfer im Detail in Abschnitt 5.4 besprochen
wurde, soll hier nochmal eine energetische Betrachtung durchgefiihrt
werden. Hohmanns Vermutung, das sein beschriebener Orbittransfer der
energetisch giinstigste ist, soll hier bewiesen werden. Die Beweisfiihrung
orientiert sich an der Darstellung von John E. Prussing (Simple Proof
of the Global Optimality of the Hohmann Transfer, J. Guidance, Vol. 15,
No. 4: Engineering Notes, 1992), die man als Studierender im Grund-
studium verstehen kann. Dennoch hier gleich der Hinweis: der Beweis
ist nicht ganz trivial. Man sollte sich klar machen, dass Hohmann selbst
seine Vermutung nicht beweisen konnte. Es hat sogar noch fast 40 Jahre
gedauert, bis iiberhaupt jemand seine Hypothese bestétigen konnte (das
war D. F. Lawden im Jahr 1963). Es ist also keine Schande, wenn man
sich mit diesem Abschnitt schwer tut. Da das Paper von Prussing fir
einen Anfinger vielleicht etwas schwierig zu lesen ist, wird hier versucht,
die einzelnen Schritte sehr ausfithrlich darzustellen.

Energetisch giinstig im Sinne eines Orbittransfers bedeutet, dass die-
ser den geringsten Treibstoffverbrauch aller méglichen Transferbahnen
aufweist. Dies ist gleichbedeutend mit der Tatsache, dass das bendtigte
gesamte (totale) Avr fiir den Orbitwechsel minimal sein muss. Schauen
wir uns den Sachverhalt mit Hilfe von Abbildung 5.15 genauer an. Die
Ausgangssituation ist einfach: wir wollen ein Raumfahrzeug von einer
Kreisbahn mit Radius r; auf eine Kreisbahn mit Radius ro beférdern.
Dazu machen wir hier die Annahme, dass r; < 79 sein soll, zudem sollen
beide Kreisbahnen in der gleichen Ebene liegen und es sind insgesamt
nur zwei impulsive Schubmanéver zugelassen. An irgendeiner Stelle der
Kreisbahn r; wird kurz das Triebwerk des Raumfahrzeugs geziindet
und eine Geschwindigkeitsénderung Av; herbeigefithrt. Wir machen
dabei die Annahme, dass die Geschwindigkeitsdnderung in beliebige
Richtung zeigen kann, denn fiir unsere Beweisfiihrung wollen wir keine
konkrete Festlegung a priori treffen. Eine Geschwindigkeitsénderung,
die zu einer Ellipse fithren wiirde, die innerhalb des inneren Kreises liegt,
ist aber wenig sinnvoll, da dann ja nicht die &uflere Kreisbahn erreicht
werden kann. Wir werden also ein paar Kriterien definieren miissen,
damit iiberhaupt ein sinnvoller Orbittransfer zustande kommen kann.
Das Raumfahrzeug befindet sich nach dem Schubmandéver nicht mehr
auf einer Kreisbahn mit Geschwindigkeit ¥, i, sondern auf einer Ellipse.
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Abbildung 5.15: Allgemeine Darstellung eines elliptischen Orbittransfers zwi-
schen zwei koplanaren, zirkularen Orbits mittels zweier impulsiver Schub-
mandver. Das erste Manover bewirkt eine Anderung der Geschwindigkeit
derart, dass das Raumfahrzeug den zirkularen Orbit r; verldsst und sich
auf danach auf einer elliptischen Bahn bewegt. Beim Erreichen der zweiten
Kreisbahn wird mit einem zweiten Schubmanover der elliptische Orbit so zirku-
larisiert, dass sich das Raumfahrzeug danach auf einer Kreisbahn mit Radius
ro befindet. Damit dieser elliptische Transfer {iberhaupt moglich ist, miissen
gewisse Randbedingungen oder geometrische Anforderungen an die elliptische
Bahn gestellt werden (siehe Fliefitext). Diese Randbedingungen schrianken die
moglichen Ellipsenbahnen, die wir durch die Parameter p und ¢ charakterisie-
ren ein (vgl. Abbildung 5.16). Um zu zeigen, dass der Hohmann-Transfer der
energetisch optimalste Orbittransfer zwischen den beiden Orbits ist, muss man
nur noch innerhalb des eingeschréankten Parameterbereichs argumentieren, was
die Beweisfithrung erheblich vereinfacht.

Der Geschwindigkeitsvektor der Ellipse an diesem Punkt sei ¥, g. Wich-
tig hier ist die Tatsache, dass der Mittelpunkt der Kreisbahnen und
der Brennpunkt der Ellipse zusammenfallen. Am &ufleren Kreisorbit
mit Radius ry wird wieder ein Schubmanéver durchgefithrt, damit die
Ellipsenbahn in die &uflere Kreisbahn iibergeht. In Abbildung 5.15 ist die
Ellipse so gezeichnet, dass die Hauptachse horizontal liegt. Prinzipiell
kann die Ellipse aber beliebig im Raum liegen. Da Kreismittelpunk-
te und Brennpunkt der Ellipse aber immer zusammenfallen und man
das ganze demnach beliebig rotieren kann, ist die Darstellung in der
Abbildung zur besseren Ubersicht so gewéhlt worden.
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Wie sehen nun unsere Rahmenbedingungen fiir einen sinnvollen Or-
bittransfer aus? Bevor wir das prézisieren, wollen wir nochmal die
Ellipsengleichung in Polarkoordinaten anschauen:

p

"= T reoss (5.38)

Die numerische Exzentrizitéit € einer Ellipse ist definiert iiber die Be-
dingung 0 < € < 1. Diese Gleichung soll nun die Hohmann-FEllipse der
Transferbahn beschreiben. Fiir einen Orbittransfer muss diese Ellipse
die beiden Kreisbahnen schneiden oder zumindest beriihren. Schauen
wir uns das mit Hilfe von Abbildung 5.15 an. Die Ellipse hat — wie
alle Ellipsen — ein paar charakteristische Gréflen. Hier von Bedeutung
ist der Halbparameter p sowie die Abstidnde vom Brennpunkt zu den
beiden Apsiden, also den Periapsis- und den Apoapsisabstand (rp, r4).
Betrachten wir zunéchst die Periapsis. Den Abstand rp erhilt man aus
Gleichung 5.38 fiir den Winkel ¢ = 0, also
_ b

o l+e
Die Behauptung ist nun folgende: Ist p > r1, dann schneidet die Ellipse
niemals die innere Kreisbahn. Das mag auf den ersten Blick gar nicht
klar sein, da man sich eine Ellipse gerne als beliebige eiférmige Struktur
vorstellt und man sich sicherlich beim Blick auf Abbildung 5.15 eine

rp (5.39)

solche Form vorstellen kann, die die innere Kreisbahn schneidet, aber
einen Periapsisabstand mit rp > r; aufweist. Die Vorstellung triigt aber,
da unsere Hohmann-Ellipse eben nicht jede beliebige Form annehmen
kann, da wir den Brennpunkt festgenagelt haben. Der Periapsisabstand
ist ndmlich mit dem Halbparameter p der Ellipse verkniipft. Ersetzt man
in Gleichung 5.39 den Radius 7p durch 71, so folgt p = ri1(1+¢). Dal+
€ > 1 fiir eine Ellipsenbahn gilt, folgt, dass der Halbparameter p grofier
als der Radius r1 wird. Dann kann die Transferellipse aber die Kreisbahn
nicht mehr schneiden. Wir halten also als erste Randbedingung fest,
dass

<7 (540)

gelten muss.
Etwas eingéngiger ist die zweite Randbedingung. Damit die Transfe-
rellipse die Kreisbahn mit Radius 72 erreichen kann, muss die Bedingung
=2 (5.41)
erfiillt sein. Man kann diese beiden Randbedingungen etwas iibersichtlicher
in der Form

(5.42)
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Abbildung 5.16: Graphische Darstellung moglicher (p,e)-Werte von Trans-
ferellipsen zwischen zwei koplanaren, konzentrischen Orbits mit Radien ry
und r2. Die Ellipsenbahnen sind einerseits durch die numerische Exzentrizitat
eingeschrinkt (0 < ¢ < 1), andererseits durch die Rahmenbedingungen, die
sich aus GI. 5.42 ergeben. Der Punkt H entspricht dem Transferorbit mit
kleinster numerischer Exzentrizitat, was wiederum dem Hohmann-Transfer
entspricht.

darstellen. Wir haben damit bereits einen Bereich eingegrenzt, in dem
sich mogliche Werte von p bewegen. Stellen wir diese beiden Ungleichun-
gen nach € um, so erhalten wir analog den Wertebereich fiir die nume-
rischen Exzentrizitdten. Prussing hat fiir seine weitere Beweisfiithrung
eine sinnvolle graphische Darstellung moglicher Parameter von Transfe-
rellipsen in Form eines p-e-Diagramms gefunden, die in Abbildung 5.16
nachgezeichnet wurde.

Geht man beispielsweise von p < 71 (1 + ) aus, so kann man dies in
die Form ¢ = ¢(p) bringen:

e>2 1 (5.43)
(]

Mit dem elliptischen Transfer vereinbare Exzentrizitdten miissen also die
Bedingung aus Gleichung 5.43 erfiillen. Der kleinste Wert fiir ein gegebe-
nes p ist also eine Gerad mit positiver Steigung (diese betrégt ri L. die
Gerade schneidet die e-Achse bei —1). Aus der zweiten Randbedingung
folgt:

e>-2 11, (5.44)
T2

Dies entspricht eine Geraden mit negativer Steigung ry ! und Schnitt-
punkt mit der e-Achse bei +1. Diese beiden Geraden sind in Abbil-
dung 5.16 eingezeichnet, der nicht erlaubte Bereich kleinerer Werte
(unterhalb der Geraden ist farbig hervorgehoben). Da wir nur Ellip-
sen betrachten, gibt es eine weitere Randbedingung, ndmlich ¢ < 1.
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Wir erhalten dadurch einen Bereich erlaubter p, e-Werte fir unseren
Transferorbit, welcher der bldulich hervorgehobenen Dreiecksflache in
Abbildung 5.16 entspricht.

Was beschreiben eigentlich die Punkte auf den Geraden fiir Transfer-
Ellipsenbahnen? Fiir die Gerade mit positiver Steigung gilt rp = 71,
analog gilt fiir die Gerade mit negativer Steigung die Beziehung rp = 7.
Fiir die Gerade positiver Steigung entspricht dies einer Ellipse, deren
Periapsis mit r1 zusammenfillt. In diesem Fall wiirde ein Schubmanéver
in Richtung des Geschwindigkeitsvektors der Kreisbahn zeigen, da ja
die Tangente der Kreisbahn mit der Tangente der Ellipsenbahn zu-
sammenfillt. Die gleiche Uberlegung kann fiir die zweite Gerade mit
fallender Steigung durchgefiihrt werden.

Schauen wir uns nun die Geschwindigkeitsinderung A’ etwas néher
an. Wir haben bei beiden Manovern eine Geschwindigkeit vk, die fiir
den zirkularen Orbit steht, eine zweite vg fiir den elliptischen Orbit an
entsprechender Stelle, an dem der Orbitwechsel stattfindet (also beim
Schnittpunkt von Ellipsenbahn und Radius r2). Der Winkel zwischen den
beiden Geschwindigkeitsvektoren sein mit 6 bezeichnet. Es gilt also ent-
weder AU = Uy — Uk oder AU = U — Ug, je nachdem, welche Geschwin-
digkeitsdnderung man sich anschaut. Die Geschwindigkeitsdnderungen
sind natiirlich nicht gleich grof3. Mit Hilfe des Kosinussatzes kann man
das fiir beide Geschwindigkeitsdnderungen in die gleiche Form bringen:

Av* = vi + vE —2 vguk cosd . (5.45)
~— =~ ———
Ellipse  Kreis Skalarprodukt

Der gemischte Term enthélt das Skalarprodukt der beiden Geschwindig-

keitsvektoren, also die jeweilige Projektion des einen auf den anderen

Vektor. Wir definieren die Geschwindigkeit vg = vg cos 8 als Projektion

von vg auf vk und fassen das ganze zusammen als

Av? = v + vE — 2ukvy. (5.46)

Sei nun M die Masse des Zentralkorpers, der im Mittelpunkt der bei-
den konzentrischen Kreise und im Brennpunkt der Ellipse sitzt. Die
Geschwindigkeit fiir die Bewegung auf der jeweiligen Kreisbahn 7 ist

gegeben durch
M
vl = 1 (5.47)

T

Die Geschwindigkeit auf einer Ellipsenbahn fiir einen bestimmten Radi-
usvektor r kann aus der Vis-Viva-Gleichung berechnet werden:

2 1 2 2.1
UZE:'YM(_>:’YM<+E > (5.48)

T p
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Im letzten Schritt wurde die Beziehung p = a(1 — €?) beriicksichtigt,
wodurch man die Ellipsenbahngeschwindigkeit in Abhédngigkeit der
beiden Parameter p und € ausdriicken kann. Dies ist wichtig, da wir ja
den einen Parametersatz dieser beiden Groéflen suchen, der zu einem
minimalen Treibstoffverbrauch fiithrt.

Jetzt muss noch das vg bestimmt werden. Hier nutzt man aus, dass auf
einer Kreisbahn der Radiusvektor 7 immer senkrecht auf den Geschwin-
digkeitsvektor 7 steht. Da im Moment des impulsiven Schubmanévers
immer Kreis- und Ellipsenbahn zusammenfallen, muss auch der Drehim-
puls beim Ubergang zwischen den beiden Bahnformen konstant bleiben.
Im Falle der Kreisbahn ergibt sich daher die Beziehung r = h, wobei h
fiir den spezifischen Bahndrehimpuls stehen soll, was nichts anderes ist
als der Bahndrehimpuls L geteilt durch die Masse des sich bewegenden
Korpers (in unserem Fall also die Masse des Raumfahrzeugs). Im Falle
der Ellipse haben wir die Beziehung h = rvg sin (f + 7). Das Argument
des Sinus setzt sich zusammen aus den 90° zwischen 7 und 7 der Kreis-
bahn sowie des Winkels 6 zwischen 7 der Kreisbahn und @ der Ellipse.
Aus der Gleichheit der spezifischen Drehimpulse von Kreisbahn und
Ellipse sowie der Beziehung sin (6 4 7) = cos 6 folgt:

vy = h_ Vip _ VyMp
T T

r

(5.49)

Im letzten Schritt haben wir den Zusammenhang h? = up ausgenutzt,
der aber hier nicht hergeleitet wird. Fiir die Geschwindigkeitsénderung
i konnen wir nun (mit ein paar kleineren Umformungen) folgende
Beziehung aufstellen:

2—1
Av? =M (:’ +E -2 /%) . (5.50)
i r;

Werden wir nun konkreter und schreiben die totale Geschwindigkeitsinderung

auf:

Av3 = Avi(p, €) + Ava(p, €). (5.51)

Hier steht Avi(p,¢) fiir den Ubergang von der Kreisbahn 1 auf die
Ellipse und Avs(p, ) fiir den Ubergang von der Ellipse auf die Kreisbahn
ro. Schauen wir uns nun an, wie sich das Awv; verhélt, wenn man die
Exzentrizitat ¢ variiert:

8A’U@' 1 €
= M—. 5.52
Oe Av; i P ( )

Fir die gesamte Geschwindigkeitsinderung bei Variation von e gilt

damit: 9A v . )
vT yme
= — ] >0. 5.93

Oe p (Avl + AUQ) ( )
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Man sieht, dass Avp monoton wéchst, wenn e grofler wird. Fiir einen
gegebenen Punkt P(p,e) der erlaubten Transferellipsen kann daher
das Avr verringert werden, wenn man bei festem p die numerische
Exzentrizitdt absenkt. Das minimale € liegt fiir ein festes p daher auf
einer der beiden Geraden p = r1(1+¢) bzw. p = ro(1 —¢). Es reicht
also aus, sich nur die Punkte auf den beiden Geraden anzuschauen.

Die Abhéngigkeit von Av; von p kann durch Einsetzen der jeweili-
gen Geradengleichungen iiberwunden werden. Wir kennzeichnen zur
besseren Ubersicht diese Geschwindigkeitsénderungen mit einem Dach
tiber dem v (also A?) und fiithren diese Rechnung exemplarisch fiir die
steigende Gerade durch. Wir setzen also p = (1 +¢) ein:

2 _
A@EZVM(?f—z nilte) | e 1)

7 T r1(1+¢)
(5.54)
1 1-—
IVM(?)_Q = :6)_ 5)'
T Ti T1

Wenn nun gezeigt werden kann, dass dAv; /0 > 0 auf beiden Geraden
gilt, dann ist der Punkt mit dem kleinsten € der energetisch giinstigste
Punkt. Am Beispiel der ersten Gerade miissen wir dies fiir zwei Terme
durchfihren, da Aot = A®; + Ady zu beriicksichtigen ist. Im ersten
Term wird r; = r; im zweiten Term r; = ro eingesetzt. Man erhélt
somit:

OAD M 1
oA, L2V T (1— 1+€>>0

Oe 71
OND M 1 (5.55)
~ U2 Y
2A = 1-— >0
Y27 e 1 ( (ro/m1)3/2/1 +€>

Man sieht sofort, dass damit OADT/0e > 0 gelten muss. Der energetisch
giinstigste Ubergang liegt also bei der kleinsten numerischen Exzen-
trizitdt der Geraden mit positiver Steigung. Eigentlich ist man damit
schon fertig, aber formal kann man die ganze Prozedur auch fiir die
andere Gerade durchfithren:

de 1y <(r2/r1) V1—e =0

ONDy M 1
2AD = -1 0.
2 Oe 79 <\/1 —€ > =

Auch in diesem Fall folgt dADr/0e > 0. Der energetisch giinstigste
Ubergang ist also derjenige mit geringster numerischer Exzentrizitét,

2A%,
(5.56)
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was dem Punkt H in Abbildung 5.16 — also dem Hohmann-Transfer —
entspricht.

Der Hohmann-Transfer ist wohl mit der einfachste Bahniibergang (nur
zwei impulsive Mandver), dennoch ist die Beweisfithrung, dass er energe-
tisch bei zwei impulsiven Manévern optimal ist, alles andere als trivial.
Ahnliche Berechnungen bei etwas komplexeren Transferbahnen durch-
zufiithren, ist nochmal deutlich komplizierter und wahrlich kein Theme
einer Einfithrungsveranstaltung, sondern eher einer Spezialvorlesung
iitber Bahnmechaniken. Bereits die Rechnung des Transfers zwischen
zwei elliptischen Bahnen statt zwischen zwei Kreisbahnen erhéht den
Rechenaufwand signifikant, sofern nicht starke Vereinfachungen wie
koapsidale Ellipsen angenommen werden.

Man kann zeigen, dass fiir Kreisbahnen, die weit auseinander liegen
(genau gesagt fiir ro > 11.947;), immer genau ein bi-eliptischer Transfer
gefunden werden kann, der energetisch giinstiger als der Hohmann-
Transfer ist, somit gilt unsere hier durchgefiithrte Berechnung auch nur
eingeschrankt. Fiir ro > 15.58 r1 ist sogar jeder bi-eliptischer Transfer
energetisch ginstiger als ein Hohmann-Transfer. Nachteil dieser bi-
eliptischen Transferbahnen ist allerdings die deutlich léngere Zeit, die
es braucht, bis man am Ziel angekommen ist.

5.6 Sternfeld-Trajektorien

Wir haben bereits den Hohmann-Transfer als optimalen Zwei-Impuls-
Transfer kennen gelernt. Nun gibt es in der Raumfahrt keine Be-
schréankung der Anzahl von Schubmanévern, und vielleicht findet sich
unter dieser Voraussetzung ein anderer Transfer, der mit weniger Treib-
stoff auskommt als der Hohmann-Transfer. Ein solches Man&ver wurde
1934 von Ari Sternfeld® vorgestellt und ist heute als bielliptischer Trans-
fer bekannt.

6 Ari Abramowitsch Sternfeld (1905-1980) gehorte zu den Pionieren der Raumfahrt
und teilte mit vielen von ihnen das Schicksal, in ihrer wissenschaftlichen Bliitezeit
von der Wissenschaftsgemeinde als Spinner beldchelt zu werden. Erst nach einer
entbehrungsreichen Zeit ohne regelméfliges Einkommen oder mit Beschéaftigungen
in vollig fachfremden Bereichen wurde ihnen die gebiihrende Aufmerksamkeit zuteil.
Es lohnt sich, sich mit den Hauptfiguren der Pionierzeit (Ziolkowski, Hohmann,
von Braun, Sternfeld usw.) zu beschéftigen, da man hier den Perspektivenwechsel
von der Raumfahrt als Nische fiir Phantasten zu einer der wichtigsten angewandten
Wissenschaften der Gegenwart studieren kann.
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Wir gehen von Gl. 5.35 aus, um den bielliptischen Transfer zu be-

Av(p) = vixc ((1—p> - ,/lip+ﬁ—1> L (5a)

Das bielliptische Mandéver kann man sich so vorstellen, dass man mit dem
ersten Schubmanodver weit iiber den Zielorbit hinausschiet, um dann
mit dem zweiten Manover den Zielorbit zu erreichen. Man kann sich

schreiben.:

diesem zweistufigen Ubergang annihern, indem man im ersten Schritt
einen Orbittransfer ins Unendliche durchfiihrt und im zweiten Schritt
von dort wieder zuriickfliegt. Fiir den Transfer von der Kreisbahn 1 ins
»Unendliche* (p — o00) ergibt sich der auf v; k normierte Antriebsbedarf
zu

A
29 e (5.58)
U1,K

Um vom ,,Unendlichen” zur Kreisbahn 2 zu gelangen, wird der auf v x
normierte Antriebsbedarf

AUQ

V2 K

=v2-1. (5.59)

benétigt. Hier wurde ausgenutzt, dass aus Symmetriegriinden der An-
triebsbedarf vom Unendlichen nach ro genauso grofl ist, wie der An-
triebsbedarf von r2 ins Unendliche. Der gesamte Antriebsbedarf (jetzt
nur auf v g normiert) ist dann durch die Summe der beiden Terme

gegeben, also durch

A A A
voo o (5.60)
VK U1K U1K

Mit
Av V2K
o (V@ -1) = (Va-1) v (5.61)
folgt
Av(p) _ (\@_1) (1+/p). (5.62)
V1,K

Der Schnittpunkt der Funktionen nach Gl. 5.35 und Gl. 5.62 (siehe
Abb. 5.17) markiert den Orbitwechsel, bei dem der Hohmann-Transfer
weniger effizient wird als der bielliptische Orbitwechsel. Die Berechnung
des Schnittpunktes der beiden Funktionen kann durch die Berechnung
der Nullstelle der Differenzfunktion erfolgen. Das folgende Skript diese
Nullstelle mit Hilfe der Bisektionsmethode:

import numpy as np
import sympy as sy

3 from scipy import optimize

199



Abbildung 5.17: Auf die Geschwindigkeit v1, k normierter Antriebsbedarf Av
in Abhéngigkeit vom Verhéltnis der Radien der Start- und Zielbahn. Es wird
angenommen, dass beide Bahnen kreisformig sind.

. import matplotlib.pyplot as plt
5 def Bisektionsuchfunktion(f, x1, x2, tol=le—8):

6 n=20
7 if f(x1)*f(x2) < 0 and x1<x2:
8 f_Links = f(x1)

9 while True:

11 x-3 = (x1 + x2)/2

12 f_Rechts = f(x_.3)

13 n 4= 1

14 if f_ Rechts = 0 or (x2 — x1)/np.abs(x2 + x1) <

tol:

15 Nullstelle = x_3

16 break

17 elif f_Linksxf_Rechts < 0:

18 x2 = x_3

19 else:
20 x1l = x_3

1 f_Links = f_Rechts

2 Iterationsnummer = n

3 return Nullstelle , Iterationsnummer

VN
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else:

print ("Fehler (Die Bisektion kann keine Nullstelle

im ggb. Intervall finden)?”)

.8qrt (2) — 1)x(1 + np.sqrt(x)))

; f = lambda x: (1—x)*np.sqrt(2/(1+x)) + np.sqrt(x) — 1 — ((np

nullstelle , itnum = Bisektionsuchfunktion( f , xl=le—5, x2
=1)

print (" Nullstelle bei: 7, nullstelle)

print ("r-2 / r.1 =7, 1/nullstelle)

Das Skript berechnet die Nullstelle des Radienverhéltnisses zu
’FQ/’I“l - 11939,

was dem in der Literatur iiblichen Wert entspricht.

(5.63)
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COMPUTERGESTUTZTE
NUMERISCHE MODELLIERUNGEN

Der Einsatz von Computern ist in der heutigen Wissenschaft nicht
mehr wegzudenken. Experimente werden fast ausschliefSlich am Com-
puter mittels Computer Aided Design (CAD) geplant, Messdaten in
Mengen aufgenommen, die noch vor wenigen Jahren in kiirzester Zeit
grofle Festplatten gefiillt hdtten, die heutzutage jeder in seinem Heim-
computer verbaut hat. Heutige Experimente am CERN produzieren
beispielsweise Datenmengen in der Gréflenordnung von einem Petabyte
(also 1024 Terabyte), pro Sekunde wohlgemerkt. Oftmals sind wissen-
schaftliche Experimente so einzigartig, dass man sich fiir Datenaufnahme
und -auswertung seine eigenen Routinen mit Hilfe einer Programmier-
sprache schreiben muss. Es gibt natiirlich hilfreiche Bibliotheken in
jeder dieser Sprachen, die einem das Leben erleichtern und mit deren
Hilfe man sich viele Routineaufgaben »zusammenklicken« kann, aber
ohne grundlegende Kenntnis von Programmiersprachen kommt man
heutzutage nicht mehr sehr weit in der Wissenschaft.

Ein sinnvoller Einsatz von Computern und oft auch der erste Kontakt
mit Programmiersprachen im Studium ist die numerische Modellierung
von physikalischen oder technischen Fragestellungen, die man entweder
nur mithsam oder {iberhaupt nicht analytisch 16sen kann. In diesem
Kapitel sollen solche Beispiele exemplarisch durchgegangen werden,
damit man frithzeitig im Studium einige dieser Methoden erlernt.

Aus didaktischen Griinden werden alle Beispiele in der Programmier-
sprache Python vorgestellt. Python gehort zu den Sprachen, die relativ
einfach zu erlernen sind und viele sinnvolle Bibliotheken bereitstellen,
z. B. fir die graphische Darstellung von Ergebnissen. Es gibt unglaub-
lich viele Tutorials zu Python im Internet, dazu viele Skripte diverser
Universitéten, die frei verfiigbar sind und mit deren Hilfe man sich in
Python hinreichend intensiv einarbeiten kann, um die in diesem Skript
gezeigten Beispiele nachvollziehen zu kénnen.

Eine Programmiersprache lernt man eigentlich nur dadurch, indem
man diese Sprache anwendet. Das mag anfangs mithsam sein, aber
es lohnt sich. Bei Python kommt man dazu auch recht schnell zu
brauchbaren Ergebnissen, die Lernkurve steigt in der Regel schnell an.
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Abbildung 6.1: Screenshot der Entwicklungsumgebung SPYDER. Diese
ermoglicht die Eingabe und Ausfithrung von Python-Code, die Uberwachung
von Variablen, der Ausgabe von Berechnungen in der integrierten Konsole und
der Ausgabe von Grafiken.

6.1 Was man braucht, um loszulegen

Python lésst sich auf PCs mit Windows, Linux und macOS, bei letzte-
rem muss man wohl bei der Installation darauf achten, welcher Chip
verbaut ist (Intel oder M1). Es ist empfehlenswert, dass man gleich zu
einer Python-Distribution greift, bei der nicht nur das »nackte< Py-
thon installiert wird, sondern auch gleich eine Reihe von wichtigen
zusétzlichen Bibliotheken. Der Platzhirsch unter den Distributionen ist
wohl Anaconda, welches neben Python auch noch die Programmier-
sprache R mitliefert, zusétzlich auch noch die Entwicklungsumgebung
SPYDER, die den Einstieg erleichtert. Hier sind zudem die wichtigen
Bibliotheken NUMPY, MATPLOTLIB, SCIPY und SYMPY sofort verfiighar.

6.2 Python

Python wurde von Guido van Rossum in der ersten Hélfte der 1990er
Jahre entwickelt, die erste Vollversion erschien 1994. Seinen Namen
verdankt es der englischen Komikertruppe Monty Python, hat also
nichts mit der namensgleichen Schlange zu tun. Im Laufe der Jahre
haben sich zwei getrennte Versionszweige (Version 2 und 3) entwickelt,
die eine zeitlang parallel weiterentwickelt wurden. Mittlerweile wird
Python 2 von der Python Software Foundation (das ist die Organisation,
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Abbildung 6.2: Ein xkcd-Comic iiber Python. Der dargestellte print-Befehl ist
iibrigens in Python 2 geschrieben und nicht mit dem print-Befehl der Version 3
kompatibel.

die hinter Python steht und auch die Rechte an Python hat) nicht mehr
weiterentwickelt (die letzte Version ist Python 2.7.18 aus dem Jahr 2020).
Wir verwenden in diesem Skript ausschliefSlich Python 3. Man sollte
aber im Hinterkopf behalten, dass es im Internet viele Beispielcodes
gibt, die im alteren Python geschrieben sind und in der Regel nicht
kompatibel mit Python 3 sind.
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6.3 Ein paar Grundlagen von Python

6.3.1 Das obligatorische Hallo-Welt-Programm

In guter alter Tradition soll auch hier mit der Ausgabe des Strings »Hallo
Welt!<« begonnen werden. Dieses Beispielprogramm dient hauptséichlich
dazu zu priifen, ob man Python richtig installiert hat. Der Befehl zur
Ausgabe in der Konsole lautet print(), die Ausgabe wird in die Klammer
geschrieben. Strings werden in Python in Génsefiifchen gesetzt (wobei
es egal ist, ob man “ oder ¢ verwendet). Das Hallo-Welt-Programm sieht
also folgendermaflen aus:

print ("Hallo Welt!”)

Man muss also keine Bibliotheken fiir die Ausgabe vorher importieren,
sondern kann sofort loslegen. Der print-Befehl kann natiirlich nicht nur
Strings ausgeben, sondern im Prinzip alles, was man will, was folgende
Zeilen verdeutlichen sollen:

a = 15 # definiert Variable a und weist Wert 15 zu

print (a) # Ausgabe des Werts der Variable

Wenn man mehrere Werte ausgeben muss, dann wird es oft schnell
uniibersichtlich. Man kann daher die Ausgabe mit einem String kombi-
nieren, der angibt, welche Variable gerade gezeigt wird:

a =15
print ("Wert der Variable a: 7, a)

Man kann auch mehrere Variablen auf einmal ausgeben:

a = 15
b = 20
print ("Wert a: 7, a, 7 Wert b: 7, b)

Das Leerzeichen vor Wert b dient dazu, dass zwischen dem Zahlenwert
von a und dem nachfolgenden Wort ebenfalls ein Leerzeichen einzufiigen,
damit die Lesbarkeit erhalten bleibt. Alternativ kann man auch die
iiblichen Metazeichen fiir Zeilenvorschub und Tabulator verwenden:

a =15
b = 20
c=0.1
print ("Wert a: 7, a, "\tWert b: 7, b, ?\nWert c: 7, c¢)

Halten wir ein paar Unterschiede zu anderen Programmiersprachen fest:

e bei Python muss man die Art der Variable nicht festlegen. Schreibt
man beispielsweise a = 10, dann erkennt Python, dass man ei-
ne Integer-Zahl eingegeben hat. Schreibt man a = 10.0, dann
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wird automatisch eine Gleitkommazahl erkannt. Dieses Prozede-
re wird als dynamische Typisierung bezeichnet. Teilt man z. B.
zwei Integer-Werte so, dass eine Gleitkommazahl als Ergebnis
herauskommt, dann wandelt Python das Ergebnis entsprechend
um (man kann das verhindern, wenn man zum Teilen statt / den
Operator // verwendet).

e es gibt kein Befehlsabschlusszeichen wie in C++, also kein ;

¢ jede Zeile wird nacheinander abgearbeitet, so dass man zur Fest-
legung von Variablen einfach untereinander schreibt, wie in den
gezeigten Beispielen. Will man mehrere Variablen in einer Zeile
festlegen, dann geht das natiirlich auch:

1 a,b,c = 15,20,0.1
2 print ("Wert a: 7, a, "\tWert b: 7, b, "\nWert ¢c: 7, c¢)

6.3.2 Funktionen am Beispiel des modifizierten Julianischen Ka-
lenders

Funktionen sind ein niitzliches Hilfsmittel, um bestimmte Anweisungen
und Routinen im Code wiederholt auszufiihren. Das kann beispielsweise
die Durchfithrung einer mathematischen Operation sein, aber auch die
graphische Ausgabe in einer gewiinschten Darstellung. Eine Funktion
wird mit dem Befehl def gefolgt von einem Funktionsnamen und runden
Klammern definiert:

def funktionsname () :
tue etwas...

Die runden Klammer sind charakteristisch fiir Funktionen. So ist z. B.
auch der print ()-Befehl nichts anderes als eine Funktion, an die eine
Variable, ein String oder ein Boolescher Wert iibergeben und auf der
Konsole ausgegeben wird. Wenn eine Funktion zwei Variablen a und b
addieren soll, dann werden die tibergebenen Variablen in die Klammer
geschrieben:
def addiere(a,b):

c=a-+b

return c
Es ist dabei vollig unerheblich, welche Namen die Variablen auflerhalb
der Funktion hatten. Es kommt nur auf die Reihenfolge an, in der
sie an die Funktion {ibergeben werden. Die Variablenbezeichnungen
innerhalb der Funktion sind unabhéngig von der Bezeichnung auflerhalb
der Funktion. Mit return kann die Funktion angewiesen werden, einen
Wert zuriickzugeben (hier das Ergebnis der Addition). Was auffallt ist,
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dass die Befehlszeilen in der Funktion eingeriickt sind. SPYDER wird dies
automatisch durchfithren und Python verlangt diese Einriickung. Die
Idee ist es, dass der Code dadurch lesbarer werden soll. Das Einriicken
mag am Anfang ungewohnt sein, ist aber sinnvoll und man gewohnt
sich schnell daran. Eine Funktion kann man einfach durch ihren Namen
(und den benétigten Variablen) aufrufen, wie folgendes Beispiel zeigen
soll. Hier wird das Ergebnis der Addition auch gleich in einer Variable
gespeichert, die dann iiber print () ausgegeben wird.
def addiere(a,b):

c=a-+b

return c
addition = addiere(1,2)
print (addition)
Natiirlich ist eine Funktion, die zwei Zahlen addiert, nur ein Mini-
malbeispiel, um die Verarbeitungweise zu verstehen. Python kann das
Addieren natiirlich auch ganz ohne Funktion durchfiihren. Ein etwas
komplexeres Beispiel sei im folgenden Code gegeben. Hier geht es um
die Umrechnung des »>normalen< Datums in das modifizierte julianische
Datum, abgekiirzt als MJD. Das MJD ist eine in der Astronomie iibliche
Tagezédhlung, die Zeit wird dabei in Tagen und Tagesbruchteilen ange-
geben. Das erleichtert beispielsweise die Berechnung von Zeitdifferenzen
enorm. Der Code dafiir ist allerdings etwas komplizierter und soll hier
gar nicht in jedem Detail durchgegangen werden (fiir uns ist das hier
einfach eine Funktion, die mehrere Eingaben wie Jahr (Y), Montat (M),
Tag (D), Stunde (H), Minute (Min) und Sekunde (S) verlangt und eine
Ausgabe (das MJD) hat), es kommt uns auf die Umsetzung als Code
an:

import numpy as np
def cale MJD(Y, M, D, H, Min, S):

if M> 2:
Y=Y

else:
Y=Y-—-1
M=M+ 12

D =D + H/24 + Min/1440 + S/86400
JD = np. floor (365.25%(Y + 4716)) + np. floor (30.6001(M
+1)) + D+ 2 — np. floor (Y/100) + np. floor (Y/400) —
1524.5
MJDate = JD — 2400000.5
return MJDate

summertime = calec.MJD (2021, 3, 28, 2, 0, 0)

print (summertime )

Fiir die Berechnung des MJD wird eine spezielle Funktion namens floor
gebraucht. Was genau diese Funktion mit einer Zahl macht, kénnen Sie
sich in Python selbst anschauen. Wichtig ist hier, dass diese Funktion
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nicht Teil der Standardroutinen von Python ist. Wir binden diese Funk-
tion daher {iber eine Bibliothek namens NUMPY ein, was fiir Numerical
Python steht. Damit Python weif}, dass die Funktion aus NUMPY ver-
wendet werden soll, muss man vor den Funktionsnamen entweder numpy
schreiben. Alternativ kann man auch ein Kiirzel verwenden, iiblich ist
die Abkiirzung np.

6.3.3 Graphische Ausgabe mit Matplotlib

Héaufig will man seine Ergebnisse graphisch ausgeben. In Python gibt es
dazu eine Reihe von Bibliotheken, die dies ermdglichen. Die Bibliothek
MATPLOTLIB gehort hierbei zu den bekanntesten Bibliotheken und ist
bei einer Anaconda-Installation automatisch dabei. Die Einbindung
erfolgt dabei meist tiber:

import matplotlib.pyplot as plt

Es soll nun ein Plot mit einer Sinus- und einer Cosinus-Funktion erstellt
werden. Diese beiden Funktionen miissen iiber eine Zusatzbibliothek
integriert werden, beispielsweise iiber NUMPY. Danach muss eine pas-
sende z-Achse definiert werden. Hier gibt es verschiedene Moglichkeiten.
Uber NUMPY kann mit der Funktion linspace ein Array von Zahlen
erstellt werden:

import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np
x = np.linspace (0,10,100)

Das Array enthélt Zahlen von 0 bis 10, die Anzahl der Eintrage betriagt
100. Das erzeugte Array hat ein spezielles Format, welches von NUMPY
erzeugt und verwendet wird. Ubergibt man dieses Array nun an eine
NUMPY-Funktion, so wird automatisch ein neues Array gleicher Lénge
erzeugt, in dem zu jedem z-Wert der errechnete Funktionswert einge-
tragen wird. Wir nennen dieses neue Array y1 fiir die Sinus- und 2 fiir
die Cosinus-Funktion und kénnen danach mit der grafischen Ausgabe
beginnen.

import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

x = np.linspace (0,10,100)

yl = np.sin(x)

y2 = np.cos(x)

plt.figure(figsize = (7,5), dpi=300)

plt.plot(x, yl, label = ”Sinus”, color = "blue”)

plt.plot(x, y2, label = ?Cosinus”, color = "red”)

plt . xlabel ("$x$—Achse”)

plt . ylabel (?$y$—Achse”)

plt.legend ()
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plt .show ()

Hier sind bereits eine Reihe von zusétzlichen Eingabeparametern unter-
gebracht, die man nicht alle defaultméflig eingeben muss. Die Eingabe
plt.figure() ist hier die minimale Variante. Sie erzeugt ein figure-
Objekt, in welches die Arrays geplottet werden kénnen. In die Klammer
kann nun eine Reihe von Erginzungen untergebracht werden. Meist
ist die Standardeinstellung recht grobpixelig, weswegen dpi = 300 die
dots-per-inch auf 300 erhoht. figsize(7,5) dndert die GroBe der Ab-
bildung in vertikaler und horizontaler Richtung. Bei Abbildungen ist
meistens die z-Richtung etwas groBer, empfehlenswert ist ein Verhéltnis
dhnlich des Goldenen Schnitts. Manchmal ist es aber auch sinnvoll, dass
beide Achsen gleich skalieren, beispielsweise, wenn man ein kreisférmiges
Objekt darstellen will. Der folgende Beispielcode erzeugt die bereits
bekannten beiden Funktionen sowie weitere Plots. Spielen Sie mit den
Parametern und schauen sich an, was sich fiir Auswirkungen ergeben.

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

x = np.linspace(0,10,100)
yl = np.sin(x)
y2 = np.cos(x)

plt.figure(figsize = (7,5), dpi=300)

plt.plot(x, yl, label = ”Sinus”, color = "blue”)
plt.plot(x, y2, label ?Cosinus”, color = "red”)
plt . xlabel

(7$x$3—Achse”)
plt . ylabel (?$y$—Achse”)
plt.legend ()

plt .show ()

plt.figure(figsize = (7,5), dpi=300)

plt.plot(yl, y2, label = ”Sinus—Cosinus”, color = "blue”)
plt.xlabel ("$x$—Achse”)

plt.ylabel (?$y$—Achse”)

plt.legend ()

plt .show ()

plt.figure (figsize = (5,5), dpi=300)

plt.plot(yl, y2, label = ”Sinus—Cosinus”, color = ”blue”)
plt.xlabel ("$x$—Achse”)

plt.ylabel ("$y$—Achse”)

plt.legend ()

plt .show ()

plt.figure (figsize = (5,5), dpi=300)

plt.plot(x, 1— np.exp(—x), label = ”"saturation”, color =
blue”)

plt . xlabel ("$x$—Achse”)

”
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33 plt.ylabel (”$y$—Achse”)
34 plt.legend ()
35 plt .show ()

(a) (b)

(c) (d)

Abbildung 6.3: Mit MATPLOTLIB erzeugte Plots. Die Plots (a) und (b) sind
bis auf ihre Achsenskalierung identisch. Hier sieht man gut, dass man das
Seitenverhéltnis von Plots immer im Auge behalten sollte.

Wie man sieht, iibernimmt MATPLOTLIB die Achsenskalierung automa-
tisch, sofern keine individuellen Einstellungen vorgenommen werden.
Natiirlich kann man so einen Plot nach belieben anpassen. Die Dol-
larzeichen bei den Achsenbezeichnungen, also $x$-Achse fiihren dazu,
dass x und y als kursive Variablen gesetzt werden, was bei Variablen
iiblich ist. Die Dollarnotation ist der IXTEX-Schreibweise entnommen,
MATPLOTLIB kann IATEX-Syntax in Teilen umsetzen.

6.3.4 Listen

Wir haben bereits die Verwendung von NUMPY-Arrays kennengelernt.
Python verwendet von Haus aus eine andere Art von Sammelobjekt,
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die sogenannte Liste. Eine (leere) Liste wird relativ einfach mit eckigen
Klammern erzeugt:

meine_Liste = []
In diese Liste konnen nun beliebige Dinge geschrieben werden. Dabei

muss es sich auch nicht unbedingt um Zahlen handeln. Will man eine
Zahl anhéngen, verwendet man die.append ()-Methode:

meine_Liste = []
meine_Liste.append (5.0)

; meine_Liste.append(”Hallo Welt!”)

meine_Liste .append (True)

print (meine_Liste)

Die Ausgabe ist [5.0, ’Hallo Welt!’, True]. Neben diesen Listen
gibt es in Python noch ein Sammelobjekt namens Dictionary. Der
Unterschied zur Liste besteht in der Art der Indizierung. Eine Element
einer Liste kann man mit meine Liste[Index] auswéhlen. Der Index
ist dabei eine Zahl, wobei man darauf achten muss, dass die Indizierung
bei Python wie bei vielen anderen Programmiersprachen auch bei null
anfingt. Die Indizierung eines Dictionaries lduft iiber einen String. Das
mag in gewissen Situationen Vorteile haben, beispielsweise wenn man
ein Worterbuch erstellt, woher wohl auch der Name zu stammen scheint.
Erzeugt wird es mit geschweiften Klammern:

mein_Dictionary = {}
mein_Dictionary [ 'null’] = ’zero’

Wenn man nun wissen will, was unter dem Index null zu finden ist, wird
Python zero ausgeben. Auf diese Weisen lassen sich eben Worterbiicher
erzeugen. Sicherlich gibt es auch noch andere sinnvolle Verwendungen
eines solchen Dictionaries. Personlich habe ich diesen Datentypen aber
noch nie verwendet, weswegen ich hier auch nicht weiter darauf eingehe.

6.3.5 Schleifen

Python kennt for- und while-Schleifen. Wir haben mit Hilfe von NUMPY
in einem der vorigen Beispiele ein Array von Zahlen erstellt. Mit dem
Kommando x = np.linspace(0,10,11) wird beispielsweise ein Array
von 0 bis 10 in Abstédnden von 1 erzeugt. Dies wollen wir nun mit einer
Liste durchfiithren, woftir wir Schleifen verwenden kénnen. Natiirlich
kann man bei kurzen Listen einfach per Hand die Zahlen eintragen, also

meine_Liste = [0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10]

verwenden, aber das wird bei grofien Listen schnell ineffizient. Mit einer
for-Schleife wird das deutlich effizienter:
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meine_Liste = []
for i in range(0,11):

meine_Liste .append (i)
Wir definieren hier einen Iterator i, der von 0 bis 10 lduft und hédngen
diesen Iterator an die Liste in jedem Schleifendurchgang an. Die Ausgabe
von Python fiir diese Liste ist [0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10].
Will man die gleiche Ausgabe mit einer while-Schleife erzeugen, muss
man eine Abbruchbedingung der Schleife definieren. Eine Moglichkeit
wére wie folgt:
meine_Liste = []
i =20
while i <= 10:

meine_Liste.append (i)

i4+=1
Hier muss man den Iterator (i = 0) auBlerhalb der Schleife definieren
und héndisch bei jedem Schleifendurchgang um 1 erhdhen (i += 1).
Die Ausgabe ist identisch mit der der for-Schleife.

6.3.6 Liste oder Numpy-Array

Wir haben gesehen, dass wir die Sinuswerte eines NUMPY-Arrays recht
einfach ausrechnen und in ein neues Array schreiben kénnen. Mit einer
Liste geht das nicht so einfach. Hier muss man in jedem Schleifendurch-
gang den spezifischen Funktionswert berechnen und in eine eigene Liste
anhdngen. NUMPY macht bei seiner Berechnung letztlich auch nichts
anderes, allerdings ist der Syntax etwas einfacher und — da NUMPY eine
in C geschriebene Python-Bibliothek ist — auch deutlich schneller. Letzt-
lich fiithrt beides zum gleichen Ergebnis und eine Mdéglichkeit, die beiden
Funktionen Sinus und Cosinus mit Listen zu erzeugen und graphisch
darzustellen, kénnte folgendermaflen aussehen:

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

yl = []
y2 = []

for i in range(0,101):
x-wert = i/10
x.append (x_wert )

yl_wert = np.sin (x_-wert)
yl.append(yl_wert)
y2_wert = np.cos(x_-wert)

y2.append (y2_wert)
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; plt.figure(figsize = (7,5), dpi=300)

plt.plot(x, yl, label = ”Sinus”, color = "blue”)
plt.plot(x, y2, label ?Cosinus”, color = "red”)
plt . xlabel

(7$x$3—Achse”)
plt . ylabel (?$y$—Achse”)
plt.legend ()

plt .show ()

)
)

Natiirlich gibt es auch eine Vielzahl anderer Méglichkeiten, die gleiche
Ausgabe zu bekommen. Man kann Listen auch in NUMPY-Arrays umwan-
deln und umgekehrt, so dass man je nach Bedarf beide Moglichkeiten
kombinieren kann.

Schauen wir aber zur Sicherheit uns die beiden Datentypen nochmal
genauer an. Wir definieren uns zunéchst eine Python-Liste und ein
NUMPY-Array und geben uns beides nacheinander auf der Konsole aus:
import numpy as np
meine_liste = [0, 1, 2, 3, 4] # Python—Liste
mein_array = np.array ([0, 1, 2, 3, 4]) # NumPy—Array
# Hier die Ausgabe
print (meine_liste)
print (mein_array)

Das Ergebnis sieht so aus:

[0, 1, 2, 3, 4]

[0 12 3 4]

Der visuell einige Unterschied besteht in den Kommata bei den Listen.
Wir schauen uns nun an, was passiert, wenn man die Liste mit der
Zahl 2 s>multipliziert<:

meine_liste = [0, 1, 2, 3, 4] # Python—Liste
print (meine_liste x2)

Die Ausgabe aus der Konsole:
[07 17 27 37 4’ O’ 1’ 27 37 4]

Intuitiv hiatte man vielleicht erwartet, dass jeder Eintrag der Liste mit
2 multipliziert wird. Dem ist aber nicht so. Es wird stattdessen einfach
die gleiche Liste nochmal angehdngt. Das gleiche Ergebnis hétte man
auch bekommen, wenn man die Liste mit sich selbst addiert hatte. Um
jeden Eintrag der Liste mit zwei zu multiplizieren, muss man {iber eine
Schleife auf jeden einzelnen Eintrag zugreifen, z. B. so:
meine_liste = [0, 1, 2, 3, 4] # Python—Liste
for i in range(len(meine_liste)):

meine_liste[i] = meine_liste[i]*2
print (meine_liste)
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Priifen Sie das Ergebnis der Ausgabe. Das Kommando len() gibt die
Anzahl der Eintrige der Liste zuriick. Das ist praktisch, da man nicht
per Hand nachzédhlen muss.

In NUMPY fiithrt die Multiplikation

import numpy as np
mein_array = np.array ([0, 1, 2, 3, 4])

3 print (mein_array *2)

zu

[0 2 46 8]

wie man es von der Vektormultiplikation kennt. Arrays in NUMPY sind
also machtige Werkzeuge und den gewdhnlichen Listen in Python weit
iiberlegen. Arrays lassen sich iiber np.linspace() und np.arange()
anlegen. Die Details dazu findet man in unzéhligen Tutorials und auch
in der offiziellen NUMPY-Dokumentation (https://numpy.org/doc/).

6.4 Beispielcodes

Mit den gezeigten Grundlagen ldsst sich schon eine ganze Menge anstel-
len. Die folgenden Beispiele sind geeignet, sich in Python zu vertiefen
und nebenbei auch etwas iiber numerische Methoden zu lernen.

6.4.1 Monte-Carlo Integration

Es kommt vor, dass man eine Funktion integrieren muss, aber die
Stammfunktion nicht einfach zu finden ist. Es kommt auch vor, dass es
manchmal gar keine (analytische) Stammfunktion gibt. Nehmen wir die
Funktion

2 > 2
f(z) = \/5/0 e dx (6.1)

als Beispiel. In Lehrbiichern findet man die Information, dass die Feh-
lerfunktion erf(z) eine Stammfunktion dieses Integrals sein soll. Das
ist richtig, aber auch etwas verwirrend, denn eigentlich ist erf(z) nur
eine abkiirzende Schreibweise fiir das Integral selbst. Diese Funktion
ist ndmlich nicht als geschlossener Ausdruck darstellbar, sondern kann
nur numerisch bestimmt werden. Wir wollen daher das Integral mit
Hilfe der Monte-Carlos-Integration numerisch berechnen. Die Vorge-
hensweise ist denkbar einfach: Wir zeichnen die Funktion in einem
festgelegten z-Intervall. Der maximale Funktionswert legt die y-Achse
fest. Nun erzeugen wir Zufallszahlen, die fiir Koordinaten (x,y) stehen
und schauen, ob unser Koordinatenwert y grofier oder kleiner gleich dem
Funktionswert ist. Ist er grofler, dann zédhlen wir dies als >Fehlwurf«,
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Abbildung 6.4: Berechnung des Integrals von f(x) = % foa e=2* dz fiir o = 3

mit Hilfe der Monte-Carlo Methode. Liegt ein Koordinatenwert unterhalb des
Funktionswerts, wird die Koordinate blau gezeichnet, oberhalb des Funktions-
werts entsprechend rot.

liegt der Wert innerhalb der Integralfliche, dann bezeichnen wir das als
s>Treffer<. Wir fithren diese Zufallsbetrachtung fiir eine Vielzahl von
Zufallskoordinaten durch und berechnen das Verhéltnis der Treffer zur
Gesamtzahl der Zufallskoordinaten (Trefferquote). Da wir die Fliche des
Rechecks kennen, das durch unserer Achsen aufgespannt wird (maxima-
ler z-Wert multipliziert mit dem maximalen Funktionswert y), entspricht
die Fldche unter unserer Funktion dieser Gesamtfliche multipliziert mit
der Trefferquote. Der folgende Code fithrt diese Integration durch und
gibt den errechneten Wert aus. Zudem wird auch eine anschauliche
Abbildung in einem etwas anderen Layout erzeugt (vgl. Abbildung 6.4).
import random

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

werte = []

nr = 0
hit = 0
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X _no_hit = []
Y _no_hit []

def myfunction(variable):
funktionswert = 2/np.sqrt(np. pi)*np.exp(—x*x)
return funktionswert

x-max = 3
for i in range (1,10000):
nr = nr + 1
x = random .random () *x_max

y = random.random ()*2/np.sqrt (np. pi)
if y <= myfunction(x):
hit = hit + 1
X_hit .append (x)
Y _hit.append(y)
else:
X _no_hit.append (x)
Y _no_hit.append(y)
full _area = 2/np.sqrt (np. pi)+*x_max

area = full_areaxhit/nr
my_x = np.linspace (0,x_-max,100)
my.y = 2/np.sqrt(np.pi)*np.exp(—my_x*my_x)
5 print (”Integral = 7, area)
; plt.xked ()
plt.figure(figsize = (5,5), dpi = 300)
plt.scatter (X_no_-hit, Y_no_hit, color = "red”, s = 3)
plt.scatter (X_hit, Y_hit, color = ”"blue”, s = 3)
plt.plot (myx, my.y, color = ”"black”)
plt .show ()

Der tabellierte Wert fiir erf(3) betragt 0.99997791. Das entspricht in
etwa dem Ergebnis unseres Codes, wobei man darauf achten muss, dass
hinreichend viele Versuche durchgefiihrt werden miissen. Bei groflen
Mengen an Zufallszahlen ist es ratsam, die graphische Ausgabe zu
deaktivieren, da die Listen sehr grofi werden und die Ausgabe als
Abbildung langsam wird.

6.4.2 Gedampfter harmonischer Oszillator

Der gedampfte harmonische Oszillator fiir eine eindimensionale Bewe-
gung in z-Richtung ldsst sich in der Form

i+ 2Di+w?r =0 (6.2)

schreiben. Der mittlere Term beschreibt dabei die auftretende Rei-
bungsbeschleunigung, D wird auch als Abklingkonstante bezeichnet.
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Abbildung 6.5: Der geddmpfte harmonische Oszillator.

Man kann eine solche Differentialgleichung mit relativ wenig Aufwand
numerisch l6sen. Verwenden wollen wir dazu das sogenannte Fuler-
Verfahren, welches zu den einfachsten Losungsverfahren gehort. Man
zéhlt es zu den Runge-Kutta-Verfahren, die eine ganze Klasse von
dhnlichen Losungsmethoden zusammenfassen. Beim Euler-Verfahren
nutzt man aus, dass wir innerhalb eines Intervalls dz die Verdnderung
der Groflen bestimmen konnen. Wir wissen ja, dass sich die Geschwin-
digkeit iiber die Beziehung v = adt = #dt dndert. Fiir den Weg =
gilt analog * = vdt. Wir machen also folgendes: Zundchst miissen
wir unsere Randbedingungen anschauen, diese sind zwingend erforder-
lich, wenn man eine Differentialgleichung numerisch lésen will. Wir
machen die Annahme, dass bei t = 0 das System um x = 10 Einheiten
ausgelenkt ist und keine Anfangsgeschwindigkeit habe. Zu dieser Zeit
wirkt eine Beschleunigung a = —2Dio — w?x, wobei ja 29 = 0 aus den
Randbedingungen folgt. Damit rechnen wir also die Beschleunigung a
zu dieser Zeit aus und berechnen die Geschwindigkeit v;,. Mit dieser
Geschwindigkeit wird das System nun in einem kleinen Zeitintervall
sich bewegen und dabei die Strecke 1 = vy dt zuriicklegen. Die beiden
Werte z1 und vy schreiben wir jeweils in eine Liste (in der wir auch
schon unsere Anfangswerte geschrieben haben). Dieses Spiel wiederho-
len wir jetzt ausgehend von unserem neuen Koordinatenpunkt. Da das
System jetzt eine Geschwindigkeit ungleich Null hat, wird nun auch
der Reibungsterm wichtig. Wenn wir unser Zeitintervall d¢ hinreichend
klein wéahlen, dann approximieren wir unsere Losungsfunktion (also die
gesuchte Bewegungsgleichung) durch lineare Teilstiicke, erhalten somit
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also eine numerische Lésung des geddmpften harmonischen Oszillators.
Der folgende Code fiihrt diese Berechnung durch. Da man eine Vielzahl
von kleinen Teilstiicken berechnet und addiert, ist eine Berechnung tiber
eine Schleife unabdingbar.

1 import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

t_max = 10
5 x_max = 10
6t =0
7dt = 0.01
s v=20
9 x = 10
10 omega = b

12 D = 0.5 # Abklingkonstante

14 num_points = int (t-max/dt)
15

16 X = [] # x—Werte

17 V=[] # v—Werte

18 T =[] # t—Werte

9 i =0

21 while i <= num_points:

22 print ("Zeit: 7, t, 7\t Ort: 7, x, 7 \t Geschwindigkeit:
)

X.append (x)

V.append (v)

NN
(SISt

2 T.append(t)

26 v += —omega**2 * x *x dt — 2xDxvxdt

27 x += vx*dt

28 t += dt

29 #print (1)

30 i4+=1

31 #if i =— num_points:

32 #break

33 t1 = np.linspace (0, t_-max, 1000)

31 damping = x_max#np.exp(—Dxt1)

35 plt.figure ()

36 plt.plot (T,X, color = "red”, label = "$x(t)$")

37 plt.plot (t1, damping, color = "black”, linestyle = ”"dashed”,

label = "Einhuellende”)

38 plt.plot(tl, —damping, color = ”black”, linestyle = ”dashed”

)

30 plt.xlabel (7$t$ / s7)
10 plt.ylabel (7$x$ / m”)
i1 plt.legend ()

12 plt.show ()
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Mit diesem Code wird auch zusétzlich die aus der analytischen Losung
sich ergebende Einhiillende gezeichnet, damit man die numerische Be-
rechnung gleich iiberpriifen kann. Dieses Losungsverfahren léasst sich
nicht nur fiir den harmonischen Oszillator anwenden, sondern fiir belie-
bige Bewegungen von Korpern unter dem Einfluss von Kréften. Auch
komplexere Berechnungen wie beispielsweise der Bewegung von Teilchen
in einem Plasma werden auf Teilchenebene mit dhnlicher Herangehens-
weise numerisch modelliert. Man verwendet dann zwar Runge-Kutta-
Verfahren hoherer Genauigkeit und noch ein paar weitere Methoden wie
das Leapfrog-Verfahren, um numerische Problematiken elegant zu l6sen,
aber der Grundgedanke ist unserer hier durchgefiihrten Rechnung sehr
dhnlich.
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