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Abstract

In this work we construct a method for solving partial differential equations in two dimensions,
called (pseudo-) spectral method (PSM). The PSM is based on Runge-Kutta methods and
collocation methods. This constructed PSM has its appearance in solving a non-perturbative
flow equation.

The flow equation is representing the equation of state of quarks and mesons with two flavours
at different scales k of the linear ¢ model in the chiral limit. We will investigate the performance
of the PSM for small-sized scales k£ and different parameters of the initial potential of the flow
equation so one can find a local minimum which is representing the pion decay constant.



1 Einleitung

In dieser Arbeit soll es um die Konstruktion einer (pseudo-) spektralen Methode auf Basis des
Runge-Kutta-Verfahrens und der Kollokationsmethode gehen, um partielle Differentialgleichun-
gen in zwei Dimensionen zu l6sen. Diese Konstruktion soll dann zur Lésung einer nichtpertur-
bativen Flussgleichung angewandt werden, wobei sie vorab an einfachen Problemen ausgiebig
erlautert wird.

Nichtperturbativ heifit in diesem Zusammenhang, dass die behandelte Flussgleichung ohne Néhe-
rungsverfahren, wie beispielsweise der quantenmechanischen Stérungsrechnung, aufgestellt wird.
In einer Zeit vor Hochleistungsrechnern, die heute praktisch fiir jeden zugénglich sind, waren
perturbative Ansétze der einzige Weg komplexere Probleme, wie z.B. der Quantenmechanik oder
Festkorperphysik, zu 16sen. Das Konzept der Flussgleichung an sich ist ein relativ neuer Ansatz
der modernen Physik, welches erst mit der Quantenfeldtheorie und insbesondere mit der Renor-
mierungsgruppentheorie entwickelt werden konnte.

Zunéchst ist die Idee der Renormierungsgruppentheorie, dass von einem bestimmten Anfangs-
zustand bei einer bestimmten Lingenskala auf einen Endzustand bei einer anderen Langenskala
geschlossen werden kann. Unter anderem ist es damit moglich, von einer Anfangsbedingung mit
mikroskopischer Langenskala auf einen Endzustand mit makroskopischer Langenskala zu schlie-
Ben. Das heif3t es ist moglich, von einem mikroskopischen System, in welchem alle physikalischen
Gesetze bekannt sein sollen, auf ein anderes System mit gréfleren Skalen zu schlielen, in welchem
zwangslaufig die physikalischen GesetzmaéfBigkeiten zunehmend verschwimmen (Kenneth Will-
sons Konzept der Renormalisierungsgruppe). Zu nennen ware dabei beispielsweise der Schluss
von einem Atom auf einen ganzen Festkorper.

Flussgleichungen finden dariiber hinaus unter anderem in der Allgemeinen Relativitdtstheorie
oder in der Astrophysik ihren Einsatz, um nur einige Anwendungsgebiete zu nennen.

In dieser Arbeit wird jedoch die (Pseudo-) Spektralmethode Anwendung auf eine Flussgleichung
der Quantenchromodynamik finden.

Es wird versucht eine Flussgleichung des Quark-Meson-Modells mit zwei Flavours im linearen
o-Modell im chiralen Limes, die nachfolgend das thermodynamische Potential des Systems bei
unterschiedlichen Skalen beschreibt, mit den aufgestellten Methoden zu 16sen.

In den Grundlagen wird es zuerst darum gehen, das Konzept der Flussgleichungen iiber den sog.
Wetterich-Fluss weiter zu erlautern. Danach wird die Flussgleichung des Quark-Meson-Modells
vorgestellt und analysiert.

Danach wird die Numerik zur Implementierung der genannten (Pseudo-) Spektralmethode vor-
gestellt.

Den Abschluss bildet die Anwendung der gefundenen Methodik zur Losung der Flussgleichung.



2 Grundlagen

2.1 Flussgleichung des Quark-Meson-Modells

Zu Beginn dieses Kapitels wird das Konzept des Wetterich-Flusses erlautert, welches grundlegend
auf [I] beruhend, vollzogen wird. Danach wird die zur Verfiigung gestellte Flussgleichung des
Quark-Meson-Modells [2][3], auf dessen Herleitung tiber den Wetterich-Fluss verzichtet wird, als
partielle Differentialgleichung umgeschrieben [4][5]. Darauthin wird eine Grenzfallbetrachtung
fiir kleine Temperaturen und keinem chemischen Potential getéatigt.

2.1.1 Wetterich-Fluss

Um einen Zugang zum Wetterich-Fluss zu bekommen, kann man den in der Einleitung erwéhn-
ten Schluss von kleinen Skalen zu groflen Skalen iiber das Konzept der klassischen Wirkung
ansetzen. So ist das Ziel, dass man beispielsweise von der bekannten echten Wirkung S eines
mikroskopischen Systems iiber die effektive Wirkung bei anderen Léngenskalen I'y auf die ef-
fektive Wirkung I" eines gesamten makroskopischen Systems schlieen kann. Der Ubergang von
der echten Wirkung zur effektiven Wirkung

S = Fk:A — Fk:() =T (21)

kann als Fluss im jeweiligen Theorieraum bezeichnet werden. A bezeichnet nachfolgend den sog.
UV-Cutoff, hier also die kleinstmogliche Léngenskala.

Die Kombination der Renormalisierungsgruppentheorie mit der funktionalen Quantenfeldtheo-
rie (funktionale Renormierungsgruppentheorie, kurz fRG) fithrt zum Ansatz der Herleitung des
Wetterich-Flusses, also der Herleitung der effektiven Wirkung I'.

Am Beginn steht die Wirkung, wie sie auch schon in der klassischen Mechanik definiert worden
ist, iber den implizit zeitabhéngigen Lagrangian

Sl¢) = [ dt L(6.0,0) (22)
mit dem Unterschied, dass hier der Lagrangian nicht mehr von generalisierten Koordinaten und

deren zeitlichen Ableitungen abhéngt, sondern, wie es die QF T verlangt, einem Skalarfeld ¢ und
dessen Ableitung d,,¢. Entsprechend im 4-dim. Minkowski-Raum iiber die Lagrange-Dichte mit

Slo) = [ d'e £(6.0,9). (23)
Es wird aber zunéchst der allgemeinene Fall in d Dimensionen betrachtet, sodass sich
S[6) = / Az L (2.4)
ergibt.
Die Wirkung mit einer dufleren Quelle j ergibt sich durch

S[6,3) = Sl + [ d'a j -6 = SId] + (7.9) (25)
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sodass sich die n-Punkte-Korrelationsfunktion (&hnlich der Zustandssumme aus der statistischen
Physik/Thermodynamik [6])

Z[j] = / D SHG0) (2.6)

ergibt. Durch das logarithmieren von Z[j] wird das Schwinger-Funktional
W1j] = log Z[j] (2.7)

erzeugt (&hnlich zur freien Energie oder dem grofilkanonischen Potential [6]). Eine Legendre-
Transformation liefert dann die effektive Wirkung

=7 ZZE - Wijl
Cle] = (4,¢) — W[j] (2.8)

mit der Funktionalableitung ¢ = %E)]

Um nun die Skalenabhéngigkeit ins Spiel zu bringen, wird ein IR-Cutoff Term ASj[¢] eingefiihrt,
der die Wirkung weiter modifiziert, sodass sich eine skalenabhéngige Korrelationsfunktion

Zulj] = / D ST +AS[] (2.9)

ergibt.
Der IR-Cutoff Term wird dabei iiber eine impulsabhéngige Masse definiert, zusammen mit einer
von System zu System unterschiedlich zu wiahlenden Regulatorfunktion Ry (p)

d
ASue = 5 [ g O DRIO). (210)

welches eine Fourier-Transformation in den Impulsraum darstellt.
Die Regulatorfunktion Ry(p) erfiillt dabei folgende Eigenschaften:
e Ri(p) — 0 wenn p fix und k — 0 also T'yo =T
e Ri(p) > oowenn k — Aalso ', =S
e Ri(p) >0 wenn p — 0 fir die IR-Regularisierung
Die neue effektive Wirkung ergibt sich dann iiber das modifizierte Schwinger-Funktional
Wilj] = log Z[5] (2.11)
iiber eine abgewandelte Art von Legendre-Transformation durch
Li[é] = (3, ) — Wilj] — ASk[g] - (2.12)

Dabei muss fiir K — 0 iiber die Regulatorfunktion der letzte Term verschwinden, sodass am
Ende wieder ([2.8]) steht.
Nun wird die effektive Wirkung nach der Skalenabhéngigkeit differenziert, sodass sich

Nk = Ok((4, ) — Wili] — ASk[e]) (2.13)
ergibt.
Ausgeschrieben, unter Beachtung der speziellen Legendre-Transformation, also
. . oW lj(z .
Ty = /ddfc Ij(z)p(x) — O Wi[j] — 8].['(7;))]316](56) — O ASk[¢] . (2.14)



2.1 Flussgleichung des Quark-Meson-Modells

Dabei wirkt die Parameterableitung nach k im zweiten Term direkt auf den Ausdruck W;[j]
sowie im dritten Term auf das Argument, was sich durch die Kettenregel verdeutlicht, sodass
sich im weiteren Sinne wieder ein Skalarprodukt ergibt. Mit streichen sich der erste und
dritte Term weg, sodass am Ende

Oy = =0k Wi[j] — O ASk[]

0Tk = ~0uWilj] — 5 [ d's dly 6(0)01Ri (e )8(0) (2.15)

verbleibt. Hierbei wird die Regulatorfunktion in den Ortsraum Fourier-riicktransformiert. Fir
das skalenabhéngige abgeleitete Schwinger-Funktional folgt am Ende iiber (2.9))

Wi lj] = O log Zy|j] = Zkl[]] / D (—ORASk[g)]) - 718 0:0)+A5K[]
1 .
- Zk[j]/@¢ (_;/ddx dy ‘b(‘”)akRk(x,yM(y)) L SHGRFASII - (2.16)

Eine erste Integration zusammen mit der e-Funktion liefert wieder Zx[j], sodass lediglich eine
Integration tiber den Cutoff-Term mit

0Welj] = —5 [ e dly ouRuley) [ 76 ola)oty) SIS
= [ a% 'y Ry )(6(0), 6(0) (217

verbleibt.
Fiihrt man nun den zusammenhéngenden Zweipunkte-Propagator

G 0) = (9(2) W)k ~ (6()o(w) = g7 (218)
ein so fithrt dies durch Einsetzen in (2.15)) zu

Wk = %/ddaf A%y Op Ri(, y)(d(x), d(y))i — %/dd:c A%y ¢(x) O R (, ) (y)
B ;/ddf” dty G (2, )0 Ri(x,y) . (2.19)

Es bleibt am Ende mit (2.18)) der Wetterich-Fluss

Ty = Loy [ OkBe ) (2.20)
20\ - R,

Die Superspur STr sagt aus, dass sowohl iiber kontinuierliche Variablen integriert als auch tiiber
diskrete Variablen summiert wird.

Der Wetterich-Fluss ist damit eine Funktional-Integro-Differentialgleichung.

Ein Resultat aus dem O(N)-Modell in d Dimensionen fiir das Quark-Meson-Modell liefert tiber
den Wetterich-Fluss unter anderem das Ergebnis, welches auch in Kap. (2.1.3) aufgefiihrt wird.

2.1.2 Die Flussgleichung als partielle Differentialgleichung

Nun wird die zur Verfiigung gestellte Flussgleichung des Quark-Meson-Modells vorgestellt und
umgeformt, sodass am Ende eine partielle Differentialgleichung verbleibt. Dann wird das Haupt-
augenmerk auf die numerischen Methoden geworfen, welches das Hauptziel ist.
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Die Flussgleichung ist durch

k° 3 Er(0? 1 Ey(0?
X (0?) = 5.2 le(UQ) coth ( 2<T )> + Eolo?) coth ( 2(T )>

2v,

B {1 — ng(0?) — nq((;?)}] (2.21)

gegeben [2] mit ¢ = log (%) und 9y = kdy, wobei E; durch die Energie-Impuls-Beziehung des
zum linearen o-Modell passenden skalaren, spinlosen o-Mesons mit gerader Paritdt und des
pseudoskalaren, spinlosen Pions mit ungerader Paritdt gegeben ist.

T stellt die Temperatur dar und n; die jeweiligen mittleren fermionischen Besetzungszahlen der
Quarks und Antiquarks.

v, ist ein dimensionsloser Entartungsgrad, da sich die Quarks durch Colour, Flavour und Teil-
chen oder Antiteilchen unterscheiden.

Wir nehmen ein 2-Flavour-3-Colour-Modell der leichtesten Quarks (up, down) an, sodass
vg=2NyN, = 12.

g ist eine dimensionslose Konstante, hier mit g = 4.2.

Die Flussgleichung ermoglicht es von Quarks bei kleinen Skalen (kK = A) auf Mesonen bei gro-
Beren Skalen (k < A) schlieBen zu kénnen.

Beim spéteren Losen der Flussgleichung bei verschiedenen Skalen k wird dies zunéchst im chi-
ralen Limes getan (gerades Anfangspotential) [2][3]. Bei kleinen Skalen wird dann die geldste
Flussgleichung (IR-Potential) mit einer expliziten Symmetriebrechung ¢ versehen [3], sodass
z.B. das Potential im Vakuum (siehe: Kap. 3.1: Losung des Vakuumflusses) ein Minimum bei
der Masse des Pions aufweisen sollte [2][3][7].

Weiteres Umformen mit diesen Informationen macht aus (2.21))

kP 3 Eq(c?) 1 Ey(0?)
2 _ ™ g
0Qo7) = P [Eﬁ(ﬂ) coth ( 5T + o (0?) coth 5T
2y,

B {1-ny(0? - nq<o2>}]
k® 3 Er(c?) 1 E,(0?)
::12ﬂ2[f%(02)C0ﬂ1< 2T > +'EUQQ)COH1< o7 )

_i 1— 1 _ 1
Eq(0?) exp (Eq(";i) +1 exp (M) +1

wobei die geschweifte Klammer durch geschicktes Umformen den Ausdruck

1 1 1 T Y
1-— - = — (tanh | = tanh [ =
exp () +1  exp(y) +1 2(an <2>+ o <2>)

, (2.22)

annimmt.

Es gilt zu erwidhnen, dass fiir die Dimension d (Potenz in Energieeinheiten) der jeweiligen vor-
kommenden Gréfen gilt

o [0Q?)] =d=4
o [0 =d—-2=2

10



2.1 Flussgleichung des Quark-Meson-Modells

Nun ersetzen wir in einem ersten Schritt die Energien durch die jeweiligen Ausdriicke in Abhén-
gigkeit von o2, also

8,9(0?)

5 207 (o7)
= th| ———————
1272 l 120002 ( oT *
1 th VE2 420 (02) + 402 (02)
co
V2 + 20 (02) + 402 (02) 2T
12 tanh VK2 +g%02% — u_
V k2 + g%0? . 2T

+ tanh (

‘/@ - “*) H (2.23)

mit
o By =k +20(0?)
o B, =\/k%+20/(02) + 4020 (02)
o Iy = \/m
Um das Problem auf ein chemisches Potential p zuriickzufithren, wird die Tatsache verwendet,

dass bei unserem Modell die Gesamtteilchenzahl der Quarks erhalten sein muss [6]. Demnach
gilt fir das gesamte chemische Potential der Quarks und Antiquarks

0=py+p-
also
= =~y (2.24)

Der Ausdruck, mit welchem wir arbeiten wollen, sieht demnach so aus:

8,(0?)

kP 3 kZ + 20 (02)
= th| —————=
1272 L/kﬁ 20 (0?) ( oT *
1 coth VK2 + 20 (02) + 4020 (02)
VE?2 420 (02) + 402QY (02) 2T
12 /12 © 202 — /12 L o202
go

Insbesondere mit 9; = k - 9y iiber t = log (%) folgt

aka(O,Q) k4 l 3 (0-2) coth (kmg,(o-z)) +

T 1202 | K212y oT

1 coth VE2 + 20 (02) + 402Q) (02)
V2 + 20 (02) + 402 (02) 2T

12 VK2 +g%0% —
tanh 5T

o7 (2.26)

—_— + tanh
NEarere “(

me)}

11



2 Grundlagen

2.1.3 Die Flussgleichung als dimensionslose partielle Differentialgleichung

Als néchstes wird die dimensionsbehaftete Flussgleichung aus (2.25)) als dimensionslose umge-
schrieben. Obwohl in dieser Arbeit ausschlieBlich mit der dimensionsbehafteten Flussgleichung
gearbeitet wird, lohnt es sich auch dies zu betrachten.

Dimensionslos heift, dass die Flussgleichung selbst von einer dimensionslosen Gréfle 6 abhédngen
soll mit

o? = k4252 (2.27)
mit d = 4 also
. (2.28)
Des Weiteren werden die Ableitungen von Q( ) durch
Q' (0?) = k*u'(5%) (2.29)
und
Q" (0?) = u"(5%) (2.30)

ersetzt durch

wobei © demnach dimensionslos ist.
Damit nimmt (2.25)) die Form

k* 3 k

4 ~ _ /

Oy {k u(o’)} = {92 [ T coth (QTV 1+ 2u)
1

\/1 + 20/ + do2u”

k
/ =2,
coth <2T\/1+2u + 4540 >

_\/I—I:ZW {tanh ( Vk*+ 922;:2&2 - M) + tanh ( s 922;:2&2 * M) } (2.31)
an.
Die linke Seite liefert mit 0y = k0,
O [K'u(3)] = Kok [k'u(3)] = 4k*u(5?) + k' Opun(5?)
= 4k*u(6%) + k*oyus, + k' (62) - 0,62
= 4k (6?) 4 k1 0pup + kM (62) - kOpk ™
= 4k*u(5°) + K10y, — 2k (52%) - 62 (2.32)

Umformen von (2.32) nach dyuy und einsetzen von (2.31)) liefert
k
coth <2T\/ 1+ 2u’)

Oup = —4du + 2% +

1 3
1272 [\/1 + 2u!

th j! 4 U

\/1 + 20/ + do2u”
Vg VE2+ g%2k%62 —
———=— {tanh
W o1

welches, wie erwdhnt, die Bestédtigung des Wetterich-Flusses im O(N) -Modell ist, hier mit N = 4.

+ tanh

(T

12



2.2 Numerische Verfahren

2.1.4 Vakuumfluss

Von besonderem Interesse soll der Vakuumfluss sein, sprich die Losung der Flussgleichung ohne
chemisches Potential und bei kleinen Temperaturen.

Betrachtet man die Flussgleichung genauer so fillt auf, dass die Temperatur T nur in den Ar-
gumenten des coth und tanh in der Flussgleichung vorkommt und da insbesondere im Nenner.

Sowohl coth als auch tanh weisen fiir grole Argumente asymptotisches Grenzverhalten auf mit
lim coth(z) =1
T—00
und
lim tanh(z) =1
T—00

sodass fiir den Fluss mit (2.26]) folgt

it 3 21200 (0?)
2 _ .
()|, = Jim 15 [,/kﬁ 20 O < o *
1 coth VK2 + 20 (02) + 4020 (02)
VE2 420 (02) + 402Q (02) 2T

12 (YRt
g TR

k! 3 N 1 B 24
1272 \/k2 +2Q/(02) \/k2 +29/(02) +4U2Q”(02) \/k2+9202

(2.34)

Damit bildet (2.34) einen Spezialfall, der spéter mit den aufgestellten numerischen Methoden
untersucht wird.

2.2 Numerische Verfahren

In diesem Abschnitt werden die zur numerischen Losung der Flussgleichung verwendeten Ver-
fahren genauer betrachtet.

Dazu zahlen neben dem Runge-Kutta-Verfahren (hier 4. Ordnung) [8], welches nur kurz tiberflo-
gen wird, auch spektrale Methoden. Hierbei liegt der Fokus speziell auf der Kollokationsmethode
[9][10]. Dabei wird das Hauptaugenmerk darauf liegen, das Verfahren genau zu erldutern und
eigenstandige Herleitungen zu tétigen. Am Ende wird das Runge-Kutta-Verfahren mit der Kol-
lokationsmethode kombiniert, um partielle Differentialgleichungen, insbesondere die vorgestellte
Flussgleichung, zu lésen. Den Abschluss bildet die FD-Methode [11], die zum Vergleich dienen
soll.

2.2.1 Klassisches Runge-Kutta-Verfahren

Zunichst wird mit dem Runge-Kutta-Verfahren begonnen, welches es ermoglicht Differential-
gleichungen 1. Ordnung (Anfangswertprobleme) der Form

gt) = flty®)
{y(to) = W (2.35)

13



2 Grundlagen

zu 16sen.

Runge-Kutta-Verfahren, im Allgemeinen, néhern Differentialquotienten (Ableitungen) durch
makroskopische Differenzenquotienten und berechnen dadurch die Losung der Differentialglei-
chung an diskreten Punkten. Auf die die explizite Herleitung des Verfahrens wird hier nicht
weiter eingegangen.

Das klassische Runge-Kutta-Verfahren (RK4) néhert die Losung der DGL zu gegebener Schritt-
weite h an diskreten Punkten durch

Uit = Y(tiv1) (2.36)
mit
ug = y(to) s (237)

wobei die Funktion u;y; mit der Verfahrensfunktion

8= b s B L .
mit

k= f(ti u)

ko= f(t; + g,uz‘ + gkl)

ks = f(ti + g,uz' + glﬁ)

ka = f(ti + h,u; + hk3)
rekursiv durch
Uir1 = u; + h - ®(ug, ti, by f) (2.39)
berechnet wird.

Auch Differentialgleichungen n-ter Ordnung lassen sich damit numerisch l6sen, indem man diese
in ein DGL-System 1. Ordnung umschreibt.

Als Beispiel sei eine DGL n-ter Ordnung in der allgemeinsten Form gegeben
£l y(0),9(1), -y ™ (1) =0, (2.40)

dann ldsst sich (2.40) mit y1(t) = y(t), y2(t) = 9(t), ... ,yn(t) = y™ 1 (t) in ein System von n
Differentialgleichungen 1. Ordnung umschreiben:

91(t) = filt, y1(t), -, yn(t))

g2(t) = fz(t,y:l(t), < Yn(t)) (2.41)

Int) = Fults g1 (8)s oo yn(1))

Es ist anzumerken, dass die Ordnung der DGL auch die Anzahl der benétigten Anfangsbedin-
gungen angibt.

14



2.2 Numerische Verfahren

Beispiel:

Im folgenden Abschnitt wird das klassische Runge-Kutta-Verfahren an einem expliziten Beispiel
angewendet, um dessen Méchtigkeit zu zeigen: hier der quantenmechanische harmonische Oszil-
lator, dessen Basissystem durch die Hermite-Polynome gegeben ist und die analytische Losung
der Wellenfunktion zu verschiedenen Energieeigenwerten bekannt ist. Siehe dazu [12].

Die Schrédingergleichung des harmonischen Ostzillators ist durch

2 2
() En = —;—mz/}”(a:) n %ﬁw(x) (2.42)

gegeben.

Es ist also das Differentialgleichungssystem

{wll(ff) = 21l)2(93)
vh) = 2 (%50 - E.) i (a)

mit den zu E, zu wahlenden Anfangsbedingungen fir ¢ (x), ¥2(z) zu 16sen.

(2.43)

0.8

0.7 analytich 0.6
Pk

0.5
o f 0.2

| } 3
0.3 / X%& = 0

0.8

()

02 / 0.2
0.1 X& —0.4
0 —0.6
—4 -2 0 2 4 —4 —2 0 2 4
T T

Abbildung 2.1: Die linke Abbildung zeigt die Wellenfunktion fiir n = 0, rechts fiir n = 2.
Bei der Auswertung wurden h = w = m = 1 gesetzt. Man erkennt, dass nume-
rische und analytische Losung perfekt iibereinstimmen. Fiir das Runge-Kutta-
Verfahren wurde dabei eine Schrittweite von h = 106 gewéhlt.

2.2.2 Kollokationsmethode

Das néchste vorzustellende Verfahren ist die Kollokationsmethode.
Dieses Verfahren stellt eine (weitere) Moglichkeit dar Differentialgleichungen der Form

R(x) = L[f(x)] =0 (2.44)
zu l6sen, wobei L ein beliebiger Operator ist.

Die Idee hinter dem Verfahren ist, dass man die Losung der gesuchten Funkion als Entwicklung
in (evtl. bzgl. einer Gewichtsfunktion orthogonalen) Funktionen P, (x) darstellt,

f(x) =7 anPy(2) (2.45)
n=0
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2 Grundlagen

sodass es lediglich die Koeffizienten a,, zu bestimmen gilt.
Als Nédherung ldsst man die Reihe bei einem beliebigen Wert N abbrechen, sodass gilt

N
fl@) =) anPy(z), (2.46)
n=0
wobei ein grofleres IV natiirlich auch eine grofiere Approximationsgenauigkeit ermoglicht.

Durch die Reihenentwicklung der Funktion féllt die Kollokationsmethode in eine Unterrubrik
der (pseudo-) spektralen Methoden, da die Zerlegung der Funktion in ein endliches Set von spek-
tralen Basisfunktionen bzw. -polynomen erfolgt.

Ist N die Ordnung der Entwicklung (2.46), so hat die spektral zerlegte Funktion die Form

f(z) = f(z,a0,a1, ...an) (2.47)

und es gilt N + 1 Koeffizienten a,, mit n =0,1,..., N zu bestimmen.
Damit wird zwangslaufig auch aus ([2.44))

R(z) =: R(z,ag,a1,...any) =0. (2.48)

Es ist also dementsprechend ein Gleichungssystem mit N 4+ 1 Gleichungen aufzustellen und zu

l16sen unter Verwendung von (2.47)) und ([2.48]).

Hat man nun z.B. k£ Anfangs- bzw. Randbedingungen fiir die Funktion an den Punkten xj, so
ergeben sich die ersten k der N + 1 Gleichungen durch eben diese Bedingungen.

Die anderen verbleibenden Gleichungen sind durch die Auswertung von an (den namens-
gebenden) N — k + 1 Kollokationspunkten Z; gegeben.

Das Gleichungssystem hat dann die Form

f(z1,a0,a1,...an) = fi

f(xk‘yaO?al? CLN) = fk?
R(%1,ap,a1,...ay) =0

R(ZN_k+1,0a0,01,...any) =0 (2.49)

und kann gel6st werden.

Darstellung von Funktionen und Ableitungen durch Tschebyscheff-Polynome

Will man nun eine Funktion f(x) spektral zerlegen, so kann dazu erstmal jede Art von Basispo-
lynom gewéhlt werden und es gibt zu gewissen Problemen auch das Basissystem mit den gréfiten
Vorteilen (man denke z.B. an die Losung des Radialteils der Wellenfunktion des Wasserstoffa-
toms, wobei dort Laguerre-Polynome das geeignete Basissystem dartsellen [12]).

Meistens jedoch ist nicht ersichtlich welche Polynome am besten geeignet sind, sodass man ins-
besondere die Polynome wihlt, die im Allgemeinen grofle Vorteile bieten.
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2.2 Numerische Verfahren

Tschebyscheff-Polynome
In diesem Fall sind dies die Tschebyscheff-Polynome erster Art T,,(x)
T, (x) = cos(narccos(z)), = €[-1,1], (2.50)
welche die Tschebyscheff-Differentialgleichung erster Art
(1 —2®)y"(x) — 29/ (x) + n’y(z) =0, n €Ny (2.51)

16sen.
Die wichtigsten Eigenschaften der Tschebyscheff-Polynome sind:

e Orthogonalitéit (bzgl. der Gewichtsfunktion g(z) = \/1177) iiber

1 m, n=m=0
(T T) = [ Tula)Tn(@)g(e) do = {5, n=m £0
21 0, n#m
oder diskret
N N+1, n=m=0
(Tn, Trn) = > Tolai) T () = &, n=m+#0 (2.52)
=0 0, n#m
e Rekursionsformel mit
To(z) =1
T\(z)=x
Toi1(x) = 22T, (x) — Th—1(x) (2.53)

(Ordnung n entspricht héchster vorkommender Ordnung von x)

Nullstellen bei

2t —1
x; = COS( lZN 71') , 1=1,.,N (2.54)
e Extremstellen bei
ZT; = COS (]ifﬂ> , 1=0,..,.N (2.55)

Symmetrie mit

T,.(x), n gerade

Tn(—2) = {—Tn(x), n ungerade (2.56)

Tschebyscheff-Polynome werden deshalb verwendet, da

e cine Entwicklung in diesen fiir analytische (glatte) Funktionen exponentiell konvergiert.
e die Rekursionsformel Auswertungen an den Interpolationspunkten vereinfacht.

e der hochste vorkommenden Koeffizient gleichzeitig in der Gréflenordnung des Entwick-
lungsfehlers liegt.

Sofern die Kollkationsmethode angewendet werden soll, so geschieht dies nun immer mit Tschebyscheff-
Polynomen. Das heiffit Funktionen haben nun die Form

N
f(z) ~ Z an Ty (z) . (2.57)
n=0
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2 Grundlagen

Koeffiziententransformation

Speziell in den Anfangsbedingungen, sowie auch allgemein in der Residuumsfunktion bzw.
, kommen auch Ableitungen von f vor und damit Ableitungen der Tschebyscheff-Polynome
T, wobei letzteres tunlichst umgangen werden soll.

Durch Ableiten wird die Ordnung der Entwicklung reduziert, sodass die Ableitung von f(x)
zunachst im Vergleich zu die Form

fl@) = Y baTo(x) (2.58)

annimmt.
Eine Entwicklung bis N ist demnach ebenfalls legitim mit der Voraussetzung, dass by = 0, also

N-1 N
f’(l‘) ~ Z by T (x) = Z b Tn(z), by =0. (2.59)
n=0 n=0

Im weiteren Verlauf wird (2.59) als Untermauerung der néchsten Schritte behilflich sein.

Das Ziel ist es nun die Koeffizienten a,, und b,, in Zusammenhang zu bringen.

Dies hat den Vorteil, dass man bei der spiteren Implementierung von Ableitungen in einem
Quell-Code keine Differentialquotienten bzw. numerische Differenzenquotienten verwenden muss.
Die hat laufzeitliche und fehlerminimierende Vorteile bei der Losung von Problemen und speziell

unserer Flussgleichung.

Zunéchst werden ein paar Uberlegungen aufgestellt:
Allgemein kann man eine Funktion wie (2.57))

N
f(z) ~ Z anTn ()
n=0
als gegeben voraussetzen und mit (2.59) auch wieder
N
f(z) ~ Z b Ty () .
n=0

Weiterfithrend lohnt es sich nun eine lineare Abbildung D zu finden, die die Koeffizienten a,,
mit den Koeffizienten b,, in Zusammenhang setzt, also z.B.

bo ao
=D
bN anN
im Folgenden weiter abgekiirzt durch
b=Da, abeRNT, (2.60)

da die Tschebyscheff-Polynome in f und f’ sich nicht unterscheiden kénnen, folgt (2.60) durch
einfachen Koeffizientenvergleich. Dank (2.59)) ist D € RNHTIXN+1 eine quadratische Matrix, was
spéter einige Vorteile bietet. Weiterhin sollte der N + 1 -te Zeilenvektor 0 sein, denn dann ist
by = 0.
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2.2 Numerische Verfahren

Jetzt werden die Eintrdge von D hergeleitet:
Mit der Orthogonalitét folgt, dass

1 T, n=m=~0
T ()T, )
S T fa) = X b [P e 3 0, 45 =m0
m=0 mn=0 m,n=0 0, n 7& m
= me-{g’ 2;8 (2.61)
m=0 ’

Es ist aber auch nach (2.57)

1
ZO (T (0 zob / Tm(f)_TZ(f dz = / LT 4, (2.62)
m= m,mn m —1

Mit geschickten Substitutionen folgt fiir das Integral dabei

1 1 d
) [ Tn(@)Ti(x) cos(marccos(z)) [@ cos(k arccos(:c))}
(Tin(2), Ty (2)) —_{ﬁ dz —_/ N dx
1
_ / cos(m arccos(x)) [dlamoxséx) cos(k arccos(x))} »
1
7 cos(mu) [% cos(k:u)}
= — . du
0/ sin(u)
i cos(mu) sin(ku)
=k - du =: Ly, . (2.63)
0/ sin(u) F

Hier kann man durch Auswertungen des nicht ganz trivialen Integrals schon einmal folgenden
Einschrankungen einfordern:

o [, =k-m, wenn m + k ungerade und k > m
e [, =0, sonst

mit m,k=0,1,...N

Daraus folgt

me‘{:, ;0 S o {km m+kmod2£0 A k>m (2.64)
2

0 , o sonst
Also
, = kr, m+kmod2#0 A k>m
b - {g m 0 Zak { onst (2.65)
ZB. firm=0

bop-m=a9p-0+a1-1-w+as-04+ag-3 -7+ ...

und wenn man noch durch 7 teilt

bo=ap-0+a;-14+ay-0+az-3+...
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2 Grundlagen

Es liegt also mit der Bedingung fiir die Matrixelemente d,,; von D iiber

k, m4+kmod2#0 A k>m A m=0
Ay =<2k, m+kmod2#0 A k>m AN m#0 (2.66)
0, sonst
eine obere Dreiecksmatrix fiir D € RNTIXN+L yor,
Als Beispiel wird der Fall N = 6 betrachtet, sodass D € R™*7 mit

01030 5 0
00408 0 12
000 6 0 10 0
D=0 0 0 0 8 0 12 (2.67)
000 00 10 O
000 0O0 0 12
00000 0 O
vorliegt und damit wurde bestétigt; die letzte Zeile ist 0.
Damit ist
bo 01030 5 0 ao
b1 00408 0 12w
ba 0006 010 0 a9
bs| =10 0 0 0 8 0 12| a3 (2.68)
by 000 O0O0 1 0 ay
bs 000 0O0 0 12]]as
be 000O0O0 0O O ag

Offensichtlich kann man die Koeffizienten von héheren Ableitungen, welche ebenfalls in Tschebyscheff-
Polynomen entwickelt worden sind, durch mehrfaches anwenden von D ebenfalls auf die Koeffi-
zienten a,, der urspriinglichen Funktion zuriickfithren.

Sei z.B.
N-2 N
f(z) ~ Z enTh(z) = Z enTn(z), en—1=cny=0 (2.69)
n=0 n=0
dann ist
¢= Db (2.70)
und mit ([2.60))
¢= D% (2.71)
wobei fiir N = 6 folgt, dass
004 0 32 0 108
0 00 24 0 120 0
000 0 48 0 192
D=0 00 0 0O 8 0 (2.72)
000 0 0 0 120
000 0 0 O 0
000 0 0 O 0
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2.2 Numerische Verfahren

und es lédsst sich erkennen, dass jetzt die letzten beiden Zeilen immer 0 sind, sodass damit die
Bedingung in (2.69) erfullt wird.

Als Beispiel, dass die Ableitungsmatrizen funktionieren, wird eine Funktion angenommen, die
schon in Tschebyscheff-Polynomen entwickelt wurde (siehe dazu Kap. 2.2.3 ),

N
flx) =log(2+z) ~ Y anTn(x) (2.73)
n=0
ag, ...,apy sollen also bekannt sein.

Demnach ist dann durch Anwendung der Ableitungsmatrizen

/ 1 al —
F@) = 557~ LD auTala) (2.74)
und
" o N D?.d),T 2.75

Eine Auswertung bis N = 6 unter Anwendung von (2.67) und (2.72) liefert auf =z € [—1,1]
folgende Ergebnisse:

1.5
05 =i A W
= - NS R,
15 e
_2 i i i i _ﬁ T
—1 —0.5 0 0.5 1

X

Abbildung 2.2: Zu sehen ist die gegebene Funktion log(z + 2) zusammen mit der, iiber die
Ableitungsmatrizen berechneten, ersten und zweiten Ableitung.

In Abbildung wurden 21 Interpolationspunkte zur Auswertung gewéahlt.

Es ist zu erkennen, dass die Reduzierung der Entwicklungsordnung zumindest fiir die zweite
Ableitung am Rand leichte numerische Ungenauigkeiten erzeugt. Ist Ordnung N = 6 fiir die
Funktion an sich und Ordnung N = 5 fiir die Ableitung selbiger noch ausreichend, so ist die
Entwicklungsordnung N = 4 fiir die zweite Ableitung schon recht klein. Man erkennt aber auch,
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2 Grundlagen

dass trotz alledem eine gute Ubereinstimmung mit der analytischen Losung gegeben ist. Es
bestétigen sich also die Aussagen, dass a) hohere Entwicklungsordnungen bessere Genauigkeiten
liefern, sowie b) dass eine Entwicklung in Tschebyscheff-Polynomen sehr schnell konvergiert.

Wahl der Kollokationspunkte

Um die Grundlagen der Kollokationsmethode zu vervollstdndigen, bleibt die Wahl der Kolloka-
tionspunkte.

Genau wie die Wahl des Basissystems unterliegt die Wahl dieser Punkte zunéchst keinen Ein-
schrankungen.

Schaut man sich jedoch die Struktur der Tschebyscheff-Polynome an, so bewéhrt sich die Gauf3-
Lobatto- bzw. Tschebyscheff-Lobatto-Quadratur, wobei dort die Kollokationspunkte Z; € [—1, 1]
durch

- { .
Z; = cos (Nﬂ') , 1=0,...,N; (2.76)
gegeben sind. Dies entspricht den Extremstellen der Tschebyscheff-Polynome. Einsetzen in ((2.50))
liefert dann namlich
- ni ,

T, (Z;) = cos (Nﬂ) , n=0,.,N, i=0,..,N;. (2.77)
(Anmerkung: N und N; sind nicht immer gleich. Im folgenden Beispiel miissen zwei Kollokati-
onspunkte durch Anfangsbedingungen ersetzt werden.)

-1 -0.5 0 0.5 1

Abbildung 2.3: Kollokationspunkteverteilung der Gauf-Lobatto-Quadratur. Dabei bewéhrt sich
die Zunahme von Stiitzstellen am Rand fiir die numerische Auswertung. Die
Gaus-Lobatto-Quadratur wurde dabei mit N; = 20 erzeugt, es sind also 21 Kol-
lokationpunkte zu erkennen.

Beispiel:

Abschlielend werden alle Grundlagen zusammengefithrt. Dazu wird die Kollokationsmethode
am geddmpften harmonischen Oszillator exerziert.

Die gesuchte Losung y(x) wird in Tschebyscheff-Polynomen entwickelt

N
y() = Y an T (x) (2.78)
n=0
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2.2 Numerische Verfahren

und der Operator £ des geddmpften harmonischen Oszillators ist z.B. durch
gegeben.

Dabei gilt m =k =1 und 2v =0.3

Damit ergibt sich als Residuumsfunktion

R(z) =y"(z) + 0.3 y'(z) + y(z) . (2.80)

Alle in der Residuumsfunktion vorkommenden Funktionen werden in Tschebyscheff-Polynomen
entwickelt, sodass gilt

ZA Ta( ch n(z) +0.3- Zb T ianTn(x), (2.81)

wobei zur Losung der DGL eine Vorschrift fiir y(z) gefunden werden soll und damit primér die
Koeffizienten aq, ..., ay bestimmt werden miissen.
Fiir die Koeffizienten gilt

A=C+b+a (2.82)
und mit unseren gefunden Koeffiziententransformation D
A=(D*4+03-D'+D% . a (2.83)

Nun werden die Anfangsbedingungen angewandt, also z.B.

y(0) =10
y(0)=0, (2.84)
sodass gilt
aop
(TO(O), ,TN(O))- =1 (2.85)
an
oder besser
ao
(1, ,1)- cl=1 (2.86)
an
und fiir die Ableitung
bo
(1, ,1)- c =0 (2.87)
bn
und damit
ao
(1, ,1)-D~ | =o0. (2.88)
QA
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2 Grundlagen

Damit sind 2 Gleichungen gefunden um N + 1 Koeffizienten zu bestimmen.
Nun wird die Kollokationsmethode angewendet. Diese sagt dann aus, dass an N — 1 Kollokati-
onspunkten Z; die Residuumsfunktion R(Z;) = 0 sein soll. Ausgeschrieben also

To(.i‘l) e TN(i‘l) Ao Ao
: : : S| =Knoixvyrc| 2 | =0, (2.89)
TO(jN—l) PN TN(i‘N—l) AN AN

wobei hier der Kollokationsmatrix jetzt der Name K gegeben wird. Daraus folgt dann auch,
dass

ap
K-(D*+03-D'+D"%| : | =0. (2.90)
an

Somit sind alle N + 1 Gleichungen zu Bestimmung der Koeffizienten ay, ..., ay gefunden und das
System kann nun geldst werden.

10 ¢
8 - |
6 - ; |
4 1
—~ 2
N2
= 0
-9 L
4 L
_6 i : : numerische Loesung Y
—8 i i analytisc‘he Loesung
0 ot 10 15 20

X

Abbildung 2.4: Harmonischer geddmpfter Oszillator mit m = w = 1 und einer Dampfungskon-
stanten 2y = 0.3. Dabei wurde ein N = 20 als Entwicklungsordnung von (12.78))
gewdhlt und die Funktion an 101 Interpolationspunkten ausgewertet.

2.2.3 Losungsmethoden fiir partielle Differentialgleichungen

Im néchsten Schritt wird das Runge-Kutta-Verfahren mit der Kollokationsmethode kombiniert,
um partielle Differentialgleichungen der Form

Llf(z,t)] =0 (2.91)
mit gegebener Anfangsbedingung
f@,to) =: g(x) | (2.92)

also partielle Differentialgleichungen in ¢ (im Folgenden Skalenabhéngigkeit genannt) und in z,
zu l6sen, wobei £ hier nun ein beliebiger nichtlinearer Operator sein kann.
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Kollokationsmethode im Ort mit Skalenabhangigkeit

Die Methode, welche nun aufgestellt wird, wird spéter auch verwendet um die gegebene Fluss-
gleichung zu Q(0?) zu l6sen. Denn diese weist die geforderte Struktur von auf, wobei
dort die Skalenabhingigkeit durch k gegeben ist und der ,,Ort“ z durch 2. Jedoch gilt es auch
hier wieder Voraussetzungen zu schaffen.

Die gesuchte Losung von (2.91) wird ebenso wie im Vorgéngerkapitel spektral zerlegt. Zu be-
achten ist dabei die Abhéngigkeit vom Paramter ¢, die wir bei unserer Methode in die Entwick-
lungskoeffizienten stecken. Demnach hat die approximierte Losung f(x,t) die Form

N
)~ Y an(t)Ta(x) . (2.93)
n=0

Entwicklung der Anfangsfunktion g(z) in Tschebyscheff-Polynomen

Simples Einsetzen von in macht deutlich, dass eine erste Ableitung von ¢ und
damit Ableitungen der Entwicklungskoeffizienten a, () vorkommen werden, wobei zur Losung
des Problems das Runge-Kutta-Verfahren bemiiht wird.

Zunéchst gilt es die Anfangsfunktion g(z) in Tschebyscheff-Polynomen zu entwicklen. Also

g9(x) = f(z,to) ~ Z an(to)T, (2.94)

Diese Entwicklung liefert dann zum Anfangswert to einen Anfangskoeffizienten a,(ty). Diese
Koeffizienten werden dabei als Anfangsbedingungen fiir das Runge-Kutta-Verfahren genutzt.

Als Entwicklungskoeffizienten erhélt man dann

2 — Son o
N+1 ¢

an(to) ~ (2.95)

wobei Z; wieder unsere Kollokationspunkte darstellen. Diese Auswertung stellt allgemein eine
gute Naherung dar, da diese iiber die diskrete Orthogonalitit arbeitet und damit nicht mit
Integralen, was bei manchen Funktion g(x) durchaus Probleme bereiten wiirde. Die Herleitung
erfolgt damit iiber das diskrete Skalarprodukt, also

N N N
Y (Tn(a),g(@) = > an(to)Tu()Ton(F:) = D 9(8:)Tn () (2.96)
m=0 m,n,1=0 m,i=0
und weiter
N N+1, n=m=0 N
S an(to) 4 XL n=m#0= > g(@)Tn(E), (2.97)
m;n=0 0, n#m m,i=0

wobei die Bedingungen fiir n und m dann zulassen, dass

N N N
> anlto) - {%;11 Z;g = Y 9(3:)Tn(@) (2.98)
n=0

’ n,i=0
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und damit
N+1, n=0
A, to) - ’ - = .f'i Tn i‘i 2.99
<o>{N2+17 RS SLALIC (299)
N+1 X
an(to) - = 9(&)Tu(E:) - (2.100)
2 0on =

Eine letzte Umformung liefert dann (2.95)

an(to) ~

2 — Son <%
N1 ;g(xi)Tn(fCi) :

Interessanterweise lasst sich auf diese Summation verzichten. Schaut man sich (2.94)) an, so ergibt
sich fiir die Funktionswerte an den Kollokationspunkten

9(To) ao(to)
= KN4t1xN+1 - , (2.101)
9(ZnN) an (to)

wobei K die bekannte Kollokationsmatrix aus ist und diese hier nun quadratisch vorliegt,
da sie an N +1 statt N —1 Kollokationspunkten ausgewertet wird. Damit ist sie invertierbar, da
hier die Diagonalelemente nicht verschwinden bzw. nicht alle 0 sind. Da man an den unbekannten
Entwicklungskoeffizienten a,,(to) interessiert ist, wiirde es sich lohnen die inverse Matrix K !

zu berechnen, was numerisch geschieht.
D.h.

ao(to) 9(o)
S IS iR I I (2.102)
an (to) 9(ZN)

Intervalltransformation unter Symmetrieausnutzung

Das Anfangspotential der Flussgleichung Qj—x(c?) beim UV-Cutoff A weist eine gerade Sym-
metrie auf und auch die Lésung bei anderen Skalen im chiralen Limes bleibt gerade.

Wiirde man nun die Anfangsfunktion auf einem symmetrischen Intervall entwickeln (z.B. [—1, 1],
auf dem unsere Tschebyscheff-Polynome definiert sind), so wiirde jeder ungerade Entwicklungs-
koeffizient berechnet werden. Dabei wird aber immer 0 herauskommen, da sonst die entwickelte
Funktion nicht mehr gerade wére.

Das sind bei einer Implementierung in Quell-Codes gravierende Nachteile, da sowohl Rechenzeit
als auch Speicher verloren gehen.

Deswegen wird nun das symmetrische Intervall [—1, 1] auf ein Intervall [0,02,,,] transformiert.
Dabei folgt dann als Transformationsvorschrift
z+1 202
O —— = 0" € 0,02, = S —l=we[-1L1]. (2.103)

max

Da in (2.91)) auch Ableitungen nach x vorkommen, gilt es diese ebenfalls zu tranformieren.

Dabei folgt dann z.B.

d o2, d
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bzw.

d Omaz 2 d o2 d
_ d _ e 4 2.105
dz 4 x+1do 40 do’ ( )

oder [0, 0yqz] arbeiten will. Und die Riicktranformation durch

je nachdem, ob man auf [0,02,,, ]

einfaches Umformen mit

d 2 d

— = — 2.106
do? 02, dx ( )
bzw.
d 4 z+1d
— = —. 2.1
do  omaz 2 dz (2.107)
Fir die zweiten Ableitungstransformationen folgt dann
d? ol d? d? ok d? 1d
= Jmas bow, = -me [~ = 2.108
dz? 4 d(o?)? @@ T 1602 <da2 UdO’) ( )
und
d? 4 d? d? 4 (d d?
—s=——— bzw. —=——-|—+2 1 . 2.109
d022 ot _dzz O do? o2, (dx 2zt )dx2> (2.109)

Es sei dabei erwdhnt, dass manche Probleme statt einem geschlossenem Intervall, wie es z.B.
bei der Flussgleichung vorliegt, ein halboffenes Intervall v € [0,00) verlangen oder sogar n €
(—00,0), sodass man trotz gerader Anfangsbedingung die Symmetrie an sich nicht ausnutzen
kann.

Dabei ist folgendes festgestellt worden:

e Liegt eine partielle Differentialgleichung vor, deren Anfangsbedingung zu ¢t = tg und Lo-
sung zu t # tg gerade ist mit

Jim f(x,to) = lim f(z,t) =0, (2.110)
so ist eine Entwicklung auf [0, 0y4,] als auch auf [0,00) nicht moglich gewesen, jedoch
auf (—oo, 00) (Beispiel: Warmeleitungsgleichung), da die Funktionswerte am Rand zu grof3

werden und damit der systematische Fehler durch wiederholtes Aufrufen des Runge-Kutta-
Verfahrens.

e Liegt eine partielle Differentialgleichung vor, deren Anfangsbedingung zu ¢t = ¢y ungerade
ist mit

lim f(z,t) = xgrinoof(x,t) =0, (2.111)

r—+o0

so ist eine Entwicklung auf [0, 0,,4,] nicht moglich, jedoch auf [0, 00), falls der Funktions-
wert f(0,t9) = 0.
(Beispiel: Transportgleichung mit Anfangsbedingung g(v) = exp(—(y — @)?) mit a > 0)
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2 Grundlagen

e Liegt eine partielle Differentialgleichung vor, deren Anfangsbedingung zu t = ¢ gerade ist,
mit

lim f(x,tg) = 400 V lirin f(z,tg) = —o0, (2.112)
o0

r—Fo0 T—

so ist eine Entwicklung auf [0, 0y,4,] moglich. (Beispiel: Transportgleichung mit Anfangs-
bedingung g(o) = 2 oder auch die Flussgleichung)

Generell scheint es bei den ersten beiden Beispielen so zu sein, dass die Kombination von Runge-
Kutta-Verfahren und Kollokation nur dann stabil numerische Ergebnisse liefert, wenn der Funk-
tionswert an der unteren Intervallgrenze 0 ist oder nahe bei 0 liegt.

Ist also z € [—1,1], so folgt die Transformation auf v € [0, 00) z.B. mit

1+
= 2.11
Y 1— 2" ( 3)

sodass

d (1-2)2d

_——=— 2.114

dy 2 dx ( )
und

2 (1-2)p 2 d
— =\ 1l—-2)— —2— 2.11
dv2 4 ( x)de dx (2.115)

und ist x € [—1, 1] so folgt die Transformation auf n € (—o0, 00) z.B. mit

x
sodass
d 3 d
— =V1—-22 — 2.11
dn “ dx ( 7
und
d? N9 9 d? d
— = (1- 1-— — —3z— | . 2.118
Beispiele:

Die Warmeleitungsgleichung soll durch

a(n,t) = u"(n,t) (2.119)

gegeben sein und mit

Ry U
u(n, t) ~ ;}an(t)Tn <m> (2.120)

n € (—o0,00) entwickelt werden. Weiterhin soll die Anfangsbedingung zum Zeitpunkt to = 1
durch

1 7’]2 ~ N 77
9(77) = U(777 1) = \/ZE - exXp <—4> ~ T;)an(l)Tn <m> (2.121)
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2.2 Numerische Verfahren

gegeben sein.

Fir die Zeitableitung und die Anfangsbedingungen kann man n — z direkt vollziehen, sodass

die Entwicklung nach ([2.102])
(1) = Kyliynis - 9(&) (2.122)

ergibt, wobei ¢(#) die Funktionswerte an den transformierten Kollokationspunkten von g dar-
stellen, also

2
i 1 1 &2
[ — = —— - X SR — . 2.123
1—:7;3] Vir p( 4 1_-’75?> _—

:\
—~
3

~
~—

o,
no

g
—~
3

~
~—

Il
—~

—

|

8

)

~—

(e}
/f:?\

—

|

8
\_9

2
L
|

w

s

&
8
~—
=

8

~
~—
o

—_

[\}

~
~—

2 N N
u"’(n,t) = gaulmt) =01~ 2?)? Y (D? - @())nTn(x) — 3x(1 —2?)* Y (D - d(t))nTn(x)
n=0 n=0
(2.125)
Damit bleibt zum Schluss
2 N N
a(n,t) = 2 sun,t) = (1 - 2?)? Y (D? - @()nTn(x) — 3x(1 —2?)* > (D - d(t))nTn(x)
n=0 n=0
(2.126)

und damit an den Kollokationspunkten tiber (2.101)) unter der Tatsache, dass die Vorfaktoren
zu Diagonalmatrizen werden

K - = diag ((1 - {5;3})3) - K - D*-d(t) + diag (*3 Az} (1 {5:?})2) K- D-a(t) .
(2.127)

Damit ist durch Invertieren von K am Ende ein System gefunden, was man mit dem Runge-
Kutta-Verfahren 16sen kann.

Die analytische Losung ist bekannt mit

(1) = — _n (2.128)
u(n, —\/mexp u .
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2 Grundlagen
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Abbildung 2.5: Numerische Losung der Waérmeleitungsgleichung mit analytischer Loésung
(schwarz) durch Runge-Kutta-Verfahren und Kollokation (vgl. (2.110))). Dabei
waren die Parameter unter anderem die Entwicklungsordnung N = 20, es wurde
an 31 Interpolationspunkten ausgewertet und die Schrittweite des Runge-Kutta-

Verfahrens war h = 1074,

Ein anderes Beispiel soll die Transportgleichung sein, mit
u(y,t) = u'(y,1)
bzw.
(o, t) = —u/(o,t)
und den Anfangsbedingungen
u(7,0) = g(7) = exp(—(y — a)?), mit a =10
auf v € [0, 00) und
u(0,0) = g(o) = o
auf o € [0, Omaz)-
Die analytische Lésung ist durch
u(y,t) = g(y + 1)
bzw.
u(o,t) = g(o — 1)

gegeben.

30

(2.129)

(2.130)

(2.131)

(2.132)

(2.133)

(2.134)



2.2 Numerische Verfahren
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Abbildung 2.6: Links: Transportgleichung mit Gaufiglocke als Anfangsbedingung (vgl. ),
Ordnung N = 100, 101 Interpolationspunkte, h = 10~%. Rechts: Transport-
gleichung mit Parabel als Anfangsbedingung (vgl. ) mit Tiefpunkt in
[0, 0maz], Ordnung N = 20, 101 Interpolationspunkte, h = 10~% . Unten: Analog
mit Tiefpunkt nicht in [0, 0yqz), Ordnung N = 200, 101 Interpolationspunkte,
h=10"%.

Es ist festzuhalten, dass bei entsprechend einfachen Anfangsbedingungen auf abgeschlossen In-
tervallen eine geringe Entwicklungsordnung ausreicht um bei anderen Losungen gute Konver-
genzen zu erreichen. Auch auf symmetrischen Intervallen, wie bei der Warmeleitungsgleichung,
reichen verhdltnismafig geringe Ordnungen wie N = 20 aus, obwohl damit in allen ungeraden
Entwicklungskoeffizienten der Anfangsbedingung keine Informationen stecken. Dabei zeigt sich
dann die Stérke der Transformation von symmetrischen Intervallen auf ein Intervall [0, 0yq.],
denn bei geraden Anfangsfunktionen werden damit kiinstlich Informationen in die ungeraden
Entwicklungskoeffizienten gesteckt. Das heifit auch, dass man im Vergleich zur symmetrischen
Entwicklung mit der Halfte an Entwicklungskoeffizienten auskommt. Das sind die erwahnten
laufzeitlichen als auch speichertechnischen Vorteile.

Fehlerbetrachtung

Nun, da alle Grundlagen vorhanden sind, sollte eine kleine Betrachtung der Fehlerquellen folgen,
die bei der Interpolation einer Funktion durch das Runge-Kutta-Verfahren in Kombination mit
der Kollokationsmethode vorkommen kénnen.

Durch die Kollokationsmethode kommt durch das Approximieren der Funktion bis zu einer
gewissen Ordnung N ein Fehler in der Groéfle des hochsten vorkommenden Koeffizienten ay,
also O(lay|), in Betracht.

Da exponentielle Konvergenz vorliegt, kann man alle vernachlassigten Koeffizienten nach dem
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2 Grundlagen

Abbruch bei der Ordnung N durch eine geometrische Reihe nédhern, mit

|ap| o< exp(—gn), q = const. >0, (2.135)
sodass
oo oo o
YooanTa(@) < D an < Y an (2.136)
n=N+1 X7 n=N+1 n=N+1
und weiter
— — - exp(—q)
> lanl= > exp(—gqn) = exp(—q(N +1)) > exp(—qn) = exp(—aN)—
n=N+1 n=N-+1 n=0 eXpl{—4q
1
=exp(—qN) ———— = O(exp(—qN)) = O(lan 2.137
(~aN) o = Oexp(=a)) = Offan) (213)
|
=const.

Weiterhin weicht die exakte Losung immer etwas von der numerischen Losung ab, sodass diese
Differenz an allen Punkten ebenfalls eine Fehlerquelle darstellt.

Als letztes wird die Funktion an beliebig vielen Punkten (moglichst ungleich den Kollokations-
punkten) interpoliert, sodass dies ebenfalls eine Fehlerquelle darstellt.

Es bleibt das Runge-Kutta-Verfahren, welches einen Fehler in der néchsthoheren Stufe des
Runge-Kutta-Verfahrens einbringt.

Wird z.B. mit RK4 (4-stufiges Runge-Kutta-Verfahren) gearbeitet, was auf der Taylor-Entwicklung
einer Funktion bis zur Ordnung 4 basiert, so ist der Fehler in Gréflenordnung der Schrittweite
potenziert mit 5, also O(h®).

Auswertung an aquidistanten Kollokationspunkten (FD-Methode)

FEine weitere Moglichkeit besteht darin, dass man die Funktion an aquidistanten Kol-
lokationspunkten auswertet. Dabei ist vorteilhaft, dass man die in der PDE vorkommenden
Ableitungen nach z als numerischen Differenzenquotienten darstellen kann (Finite-Differenzen-
Methode, kurz FD-Methode).

Im Kapitel zur Losung der Flussgleichung wird die aufgestellte (Pseudo-) Spektralmethode mit
der FD-Methode an einem kleinen Beispiel verglichen, um die Vorteile von ersterem aufzuzeigen.

Es wird hier als Beispiel fiir die FD-Methode wieder ein Problem der Art

Oy(x,t) = fa,t,9 (x, 1),y (x,1),...) (2.138)

betrachtet.
Der Operator £ aus ([2.91) soll also nur eine Ableitung nach ¢ beinhalten.

Nun wird die Funktion an x; ¢ = 0,.., N dquidistanten Kollokationspunkten ausgewertet, so-
dass an diesen Punkten die Funktion unabhéngig von z ist, also

y(wi, t) = yi(t) . (2.139)

Dadurch ist es auch méglich die vorkommenden Ableitungen nach & umzuschreiben, denn z.B.
ist an diesen Punkten

y(@ir1,t) — y(zi-1,t)
Ti+1 — Ti—1

Y (mi,t) ~ (2.140)
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2.2 Numerische Verfahren

und da der Abstand zwischen zwei Kollokationspunkten konstant sein soll (Az) folgt daraus

o o Y@, t) —y(wio1,t) 9
Y (zi,t) =~ SAL + O(Az?) . (2.141)
Also
/ Yir1(t) — yi-1(t) 2
(1) ~ A 2.142
"o LUl o) (2142)
oder auch fiir die zweite Ableitung nach x
i1 (1) — 2ui (1) + yiq (t
() ~ Yl 152) Fuial®) L o(as?). (2.143)

Beide Ableitungen weisen quadratische Genauigkeit auf, wobei auf den (signifikanten) Unter-
schied in der Genauigkeit spater an einem Beispiel kurz eingegangen wird.

Zu beachten ist, dass diese Ableitungen den symmetrischen Fall darstellen.

Die erste und zweite Ableitung verlangen, dass sowohl ein Funktionswert y;1(¢) als auch ein
Funktionswert y;_1(t) existiert.

Deshalb nimmt man an den Réndern die links- und rechtsseitigen Ableitungen, da links von g
logischerweise kein Punkt x_; existiert und ebenso rechts von zn kein Punkt x 1

Diese werden ebenfalls in quadratischer Genauigkeit gewéhlt; an den Randpunkten also mit den
rechtsseitigen Ableitungen

—3u0(t) + 201 () — Sua(t)

/ _ 2
yo(t) = Ar + O(Ax?) (2.144)
x
und den linksseitigen Ableitungen
Syn(t) — 2yn—1(t) + Syn—a(t
yh () = 2490 yszlzi Jhaun=2ll) | o n,2) (2.146)
yXI(t) _ 2yN(t) — 5yN1(t)§x§yN2(t) — yN*3(t) + O(AIQ) ' (2147)

Abschlieflend gilt also

Oyi(t) = filt,yo(),v1(1), -, yn(t)) - (2.148)

Das Problem ist nun auf eine Form gebracht worden, welches mit dem Runge-Kutta-Verfahren
gelost werden kann.

Beispiel:
Die Transportgleichung ist hier durch
Opu(z,t) = —0zu(zx,t) (2.149)

definiert mit u : R? — R, wobei die Anfangsbedingung zum Zeitpunkt tq = 1 durch deine
Parabel gegeben sein soll, mit

u(z,0) = g(z) = 22 (2.150)
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2 Grundlagen

Mit dem Runge-Kutta-Verfahren ist also

B (1) ~ L 1(t)2;;i‘1(t) (2.151)

an N — 1 Kollokationspunkten zu l6sen, die Vorgénger- und Nachfolgepunkt besitzen. An den
Randpunkten ist

—3ug(t) + 2uq (t) — Jua(t)

t) ~ 2.152
Ouuo(?) N (2.152)
und
Sun(t) — 2un_1(t) + tuy_oft
Dy (1) ~ 2V = 2un—1(t) + jun—s(t) (2.153)
Az
aufzustellen.

Es ergibt sich also ein DGL-System mit N + 1 Gleichungen.

180 ; ; 180
160 1 160 1
140 . - — 140 +
120 120 +
/‘MT 100 5 7 ::: 1(8)8 ‘*\ JK
GJ J = AN i
3 80 kN 7 3 60 S A
60 . / 40 \\ */X
40 e e 20 T wd
20 o, o 0 e, e
0 B RO —20 ‘ ‘
—10 -5 0 5 10 —10 -5 0 5 10
T T

Abbildung 2.7: Numerische Losung der Transportgleichung mit analytischer Losung (schwarz).
Es ist zu erkennen, dass die linke Abbildung perfekt mit der analytischen Lésung
iibereinstimmt. Dabei wurde mit quadratischer Genauigkeit gearbeitet.

Rechts hingegen wurde mit linearer Genauigkeit gearbeitet und man erkennt am
Rand deutliche Abweichungen von der analytischen Losung.

Dabei wurde mit 101 dquidistanten Kollokationspunkten gearbeitet. Die Schritt-
weite des Runge-Kutta-Verfahrens war dabei h = 1076.
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3 Losung des dimensionsbehafteten Flusses

3.1 Losung des Vakuumflusses

Die Arbeitsumgebung soll zur Losung des Vakuumflusses o € [0, 0/,42] sein. Demnach gilt es die
vorkommenden Ableitungen im Vakuumfluss mit

d 1 d
- - = 1
do? 20do (3.1)
und
4 14 1@ 52)
d(c?)?2 403do  40?do? ’
zu transformieren. Einsetzen liefert
9% (0) k4 3 1 24 (3.3)
g = —_ .
k3ck 1272 \/k2+U_IQ’ \/k2 + O (0) \/k2+9202

Mit Umam/%ﬂ =0 € [0, Oymaz) und den dazugehorigen Ableitungstransformationen folgt damit

am n-ten Kollokationspunkt Z,,, dass

3
(K Gkak
127T \/k:2 D - Gp)n
1
\/k2 (K -D-ap+2-diag(@; +1)- K- D?-ay),
24
=: R(Zy) . (3.4)
Das Gleichungssystem

Opdy = K_lﬁ(fi) (3.5)

gilt es nun mit dem zum Quark-Meson-Modell passenden Anfangspotential im chiralen Limes

A 2
Qer(0?) = 5 (07 = ¢°) (3.6)
zu 16sen. Mit der Normierung, dass das Potential bei 0 = 0 verschwindet, folgt

5(/;4 . (3.7)

use =3 (- ) -

Diese Realisierung des Anfangspotentials nennt man auch Wigner- Weyl-Realisierung [3][7]. Diese
Normierung ist legitim, da durch Ableiten die Konstante immer verschwindet.
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Abbildung 3.1: Hier ein Beispiel fiir das Anfangspotential beim UV-Cutoff A = 1000 MeV mit
A =1 und ¢? = —(168.038 MeV)?.
Das Anfangspotential weist einen biquadratischen Charakter auf. Das Potential
ist, wie zu der Arbeitsumgebung o € [0, 0ynqz] gefordert, also immer gerade.

Die Losung des Vakuumflusses mit Kollokation und Runge-Kutta-Verfahren unter dieser An-
fangsbedingung sieht wie folgt aus:

5¢ + 10 : : : 5e + 10
4.5¢ 410 | oMoy ! 45¢+10 |
de +10 | e o ] 4e 410 |
5 35e+10 | S 5 35e+10 b
2 3e+10 ) N Z ses10 [
= 9256+ 10 SO0 2 2Be+10
T 24101 S % 2e410 ) Y
S 1se+10 1 & 15e+10+
le+10 | e ] le+10 |
5¢ +09 | ] 5¢+09 |
0 piesersrp T . . 0
0 100 200 300 400 500 600 —600 —400 —200 0 200 400 600
o [MeV] o [MeV]

Abbildung 3.2: Lésung des Vakuumflusses mit A = 1 und ? = —(168.038 MeV)? fiir das An-
fangspotential. Dabei wurde das Anfangspotential bis zur Ordnung N = 5 entwi-
ckelt und das Runge-Kutta-Verfahren hatte eine Schrittweite von h = 1078, Es
wurde an 61 Interpolationspunkten ausgewertet und auf o € [0,600] entwickelt.
Der UV-Cutoff war A = 1000 MeV. Rechts wurde das gesamte Potential durch
Spiegelung erstellt.

Charakteristisch fiir die Lésung der Flussgleichung ist, dass sich ab einem gewissen k fiir grofie o
der Fluss nicht mehr dndert (Abb. (3.2)). Weiterhin ist erkennbar, dass beim Herunterfahren von
k zunidchst der Fluss ansteigt und konkav wird, im Gegensatz zur konvexen Anfangsbedingung.
Wird k jedoch weiter verringert, so wird die Losung der Flussgleichung wieder zunehmend kon-
vex, bis sie ab einem k — 0 wieder ganz konvex ist. Bei der Variation der UV-Skala k befindet
sich das System also in der Phase spontaner Symmetriebrechung, was an dem typischen Mezican
Hat-Potential erkennbar ist. Eine physikalisch sinnvolle Interpretation dieser Ergebnisse sei hier
im Hinblick auf die Parameter der Anfangsbedingung dahingestellt.

Sowohl X als auch —¢? sind fiir die Position des Minimums verantwortlich. Eine Variation beider
ermoglicht das Selektieren nach bestimmten Fluss-Minima, die beim Vakuumfluss praktisch
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3.1 Lésung des Vakuumflusses

immer vorhanden sein missen.

1.538e + 10 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
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Abbildung 3.3: Losung des Vakuumflusses im chiralen Limes mit A = 11 und ¢? = —(135 MeV)?
fiir das Anfangspotential. Dabei wurde das Anfangspotential bis zur Ordnung
N = 5 entwickelt und das Runge-Kutta-Verfahren hatte eine Schrittweite von

h = 107%. Es wurde an 101 Interpolationspunkten ausgewertet und auf o €
[0, 140] entwickelt. Der UV-Cutoff war dabei A = 800 MeV.

In Abbildung wurden die Parameter so variiert, dass im chiralen Limes fiir den IR-Cutoff
k = 30 MeV ein Tiefpunkt bei ca. 90 MeV zu sehen ist. Da iiber die aufgestellten Methoden
die Entwicklungskoeffizienten bestimmt worden sind, kann man mit diesen auch eine gendherte
Funktionsvorschrift fiir ,—30(0?) aufstellen. Die Entwicklungskoeffizienten sind auf o € [0, 140]
durch

ap = | 1.53559 - 1019 | ag = | 2.64333 - 107
a; = | 1.01564-10% | a4 = | 5.74885 - 10°
as = | 6.46885-107 | az = 274460

gegeben und damit lautet die Vorschrift im chiralen Limes

5 r 2
o
Qu—zo(0®) = Y an - T, (2- } 1) . (3.8)
ouar 1140

Eine Auswertung mit Wolfram Mathematica ergibt ein Minimum bei f, = 87.799 MeV was
ungefahr der Pionzerfallskonstanten entspricht.

Eine explizite Symmetriebrechung des IR-Potentials mit
Qe = Qpgo(0®) —c-0 (3.9)

mit ¢ = 17500000 MeV? ergibt ein Minimum bei ¢ = 138.026 MeV, welches ungefihr bei der
Pionmasse liegt.
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Abbildung 3.4: Symmetriegebrochener Vakuumfluss

Es sei erwdahnt, dass die Wahl der Parameter willkiirlich getroffen worden ist. Die Ergebnisse
lassen sich womoéglich durch andere Parameter reproduzieren. Deswegen wird hier und auch
nachfolgend keine explizite Fehlerbetrachtung getéatigt.

Bei den Auswertungen sind folgende Dinge erwdhnenswert: bis zu einem gewissen k liegen
die Laufzeiten der Implementierung im Bereich von 0.001 bis 0.2 Sekunden. Erst ab einem
k < 100 MeV sind die Laufzeiten signifikant angewachsen, jedoch sind alle unter zwei Minuten
geblieben. Dies ist ein Beweis fiir die Méachtigkeit der (pseudo-) spektralen Methoden, denn die
Entwicklungsordnungen war mit N = 5 nicht hoch.

Auch die Wahl des UV-Cutoffs war insofern wichtig, als dass ein zu hoher Cutoff

(z.B. A = 1000 MeV) die Auswertung bei kleinen k erschwerte. Mit A = 800 MeV war dies
hingegen moglich.

Weiterhin ist die Tatsache interessant, dass eine zu grofie Entwicklungsordnung (N > 15) die
Numerik insofern storte, als dass sich das Anfangspotential und die Losung bei anderen Skalen
nicht unterscheidet.

3.2 Variation der Temperatur

Einschalten der Temperatur ohne chemisches Potential ergibt fiir die dimensionsbehaftete Fluss-
gleichung im chiralen Limes unter der gleichen Anfangsbedingung auf o € [0, 0,42 folgendes zu
16sendes System:

4 2 —10)/
30 (o) k 3 k2 +o Q(J))

- - coth
27 | i to 0(o) < 2T
R 07(0)
= coth ="\
) ( 2T
4 (VPP
V k2 + g20? o 2T

(3.10)
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3.2 Variation der Temperatur

Man bewegt sich im QCD-Phasendiagramm nur entlang der Temperatur-Achse. Der dimensi-
onsbehaftete Fluss sollte mit dem Hochfahren der Temperatur sein Minimum weiter gegen 0
verschieben, sodass fiir hohere Temperaturen Tg,.;; > 200 MeV gar kein Minimum mehr zu sehen
ist, auler natiirlich das vorhandene bei ¢ = 0. Es sollte also nicht mehr zur spontanen Sym-
metriebrechung kommen, daher sollte die Flussgleichung also gar nicht mehr konkav werden
[3].
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Abbildung 3.5: Losung der Flussgleichung ohne chemisches Potential mit A\ = 11 und ¢? =
—(135 MeV)? fiir das Anfangspotential. Dabei wurde das Anfangspotential bis
zur Ordnung N = 5 entwickelt und das Runge-Kutta-Verfahren hatte eine
Schrittweite von h = 1078, Es wurde an 61 Interpolationspunkten ausgewer-
tet und auf o € [0,140] entwickelt. Links mit 7" = 100 MeV. Rechts mit
T =170 MeV. Unten mit 7" = 250 MeV.

Fir T = 100 MeV ergibt sich fiir den IR-Cutoff £ = 30 MeV ein Minimum bei
86.4636 MeV. Fiir T' = 170 MeV ergibt sich fir den selben IR-Cutoff ein Minimum bei 69.7108 MeV.
Fir T = 250 MeV gibt es kein Minimum mehr und der Verlauf bei verschiedenen k unterscheidet
sich nicht mehr.

Die Vorhersagen wurden also bestétigt. Eine Interpretation wére, dass bei zu hohen Tempera-
turen im Quark-Meson-Modell keine Bindungen aus Quarks mehr entstehen kénnen.
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3 Lésung des dimensionsbehafteten Flusses

3.3 Variation des chemischen Potentials

Folgendes System gilt es zu 16sen:
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Abbildung 3.6: Losung der Flussgleichung mit chemischen Potential bei verschwindenden Tem-
peraturen (7" oc 1 MeV) mit A = 11 und ¢? = —(135 MeV)? fiir das Anfangs-
potential. Dabei wurde das Anfangspotential bis zur Ordnung N = 5 entwickelt
und das Runge-Kutta-Verfahren hatte eine Schrittweite von A = 10~8. Es wurde
an 61 Interpolationspunkten ausgewertet und auf o € [0, 140] entwickelt.

In Abb. ist mit einem chemischen Potential von 1 = 10 MeV ausgewertet worden. Dabei
ist zum Vakuumfluss kein Unterschied auszumachen. Eine Auswertung der produzierten Funk-
tionsvorschrift ergibt fiir den IR-Cutoff £ = 30 MeV ein Minimum bei 87.7974 MeV, welches
keine sicheren Aussagen liber den Einfluss des chemischen Potentials ermdéglicht, da sich die Po-
sition des Minimums des Vakuumflusses nicht wesentlich unterscheidet. Es ist auch fiir kleinere
chemische Potentiale ausgewertet worden, welche ebenfalls die gleiche Position produzieren.
Auch eine Erh6hung des chemischen Potentials verdndert nicht signifikant die Position des Mi-
nimums. Bei = 300 MeV ergibt sich ein Minimum bei 87.7432 MeV.

Erst ein p > 400 MeV verdndert den Verlauf merklich.
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Abbildung 3.7: Losung der Flussgleichung mit chemischen Potential bei verschwindenden Tem-
peraturen (7" o< 1 MeV) bei p = 400 MeV.

Der Verlauf in Abb. bei kleinen aber unterschiedlichen Skalen k unterscheidet sich nicht,
sodass nur fiir £ = 30 MeV abgebildet worden ist. Jedoch ist zu erkennen, dass die Flussglei-
chung nicht mehr konkav wird und ist. Im Hinblick darauf, dass zwar der Einfluss des chemi-
schen Potentials zunéchst gering ist, die Verschiebung des Minimums dem Anschein nach fiir
grofer werdende chemische Potentiale auf der positiven Halbachse aber weiter nach links statt-
findet und dann jedoch das Minimum ganz verschwindet, ldsst darauf schlieflen, dass es nicht zu
Symmetriebrechung kommt. Man kann jedoch nicht schlielen, dass, dhnlich wie bei der Tempe-
raturvariation, das die Position des Minimums fiir grofle © gegen 0 geht. Es scheint viel mehr
so0, als wiirde das Minimum ab einem bestimmten g verschwinden.

Dies wiirde auch den Verlauf erkldren. Denn eigentlich sollte wie fiir grole Temperaturen die
Funktion wieder einen quadratischen bzw. biquadratischen Charakter dhnlich der des Anfangs-
potentials aufweisen. Es ist aber ersichtlich, dass der Verlauf im mittleren Bereich von dem einer
biquadratischen Funktion abweicht.
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3 Lésung des dimensionsbehafteten Flusses

3.4 Vergleich: Losung des Vakuumflusses mit der FD-Methode

Den Abschluss soll ein Vergleich der Losung des Vakuumflusses durch Kollokation und Runge-
Kutta-Verfahren mit der FD-Methode bilden.
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Abbildung 3.8: Losung des Vakuumflusses fiir k = 300 MeV im chiralen Limes mit A = 11
und ¢? = —(135 MeV)? fiir das Anfangspotential mit der FD-Methode. Das
Runge-Kutta-Verfahren hatte eine Schrittweite von h = 1078, Es wurde an 61
dquidistanten Kollokationspunkten ausgewertet und auf o € [0, 140] entwickelt.
Der UV-Cutoff war dabei A = 800 MeV. Die FD-Methode wurde mit quadrati-
scher Genauigkeit implementiert.

Zu sehen ist ebenso die Losung mit Runge-Kutta-Verfahren und Kollokations-
methode unter den gleichen Anfangsparametern. Dabei wurde bis zur Ordnung
5 entwickelt und an 61 Interpolationspunkten ausgewertet.

Folgendes ist festzustellen: Der Verlauf der beiden Losungen ist nahezu identisch. Das spricht
dafiir, dass beide Implementierungen korrekt arbeiten.

Jedoch war eine Auswertung mit der FD-Methode fiir £ < 300 MeV nicht méglich, sodass der
noch wichtigere Vergleich beim IR-Cutoff nicht getroffen werden konnte.

Eine Erhohung der Zahl der dquidistanten Kollokationspunkte der FD-Methode und eine Ver-
kleinerung der Schrittweite i des Runge-Kutta-Verfahrens fiihren entweder zu keinem sich un-
terscheidendem Verlauf zu dem in Abb. oder lassen die Numerik zusammenbrechen. Das
liegt daran, da die Anzahl der dquidistanten Kollokaionspunkte automatisch die Grofie des Dif-
ferentialgleichungssystems angibt.

Ein hohere Rechenleistung und eine optimierte Implementierung der FD-Methode wiirden die-
sem Problem evtl. Abhilfe verschaffen und auch eine Auswertung fiir kleinere k ermoglichen.
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4 Fazit und Ausblick

Am Ende bleibt festzuhalten, dass die Kombination von Runge-Kutta-Verfahren und Kollo-
kationsmethode als eine mogliche Realisierung der (pseudo-) spektralen Methoden erfolgreich
gute Ergebnisse geliefert hat. Das zeigt sich unter anderem an den einfachen Modellproblemen,
wie der Warmeleitungsgleichung und der Transportgleichung aber auch der nichtperturbativen
Flussgleichung, welches sich explizit in den extrem kurzen Rechenzeiten offenbart hat. Diese
Rechenzeiten sind durch die kleinen, aber ausreichenden, Entwicklungsordnungen zustande ge-
kommen.

In diesem Zusammenhang muss man jedoch auch einrdumen, dass die Evaluation der Flussglei-
chung bis zum IR-Cutoff k£ o« 30 MeV nicht das Maf} aller Dinge ist. Es werden sich fiir noch
kleinere k£ noch aussagekréftigere Ergebnisse erzeugen lassen. Dies war jedoch so nicht moglich,
da der relativ simple Runge-Kutta-Integrator an seine Grenzen gerat. Das offenbart sich nicht
durch extrem lange Rechenzeiten, sondern durch numerisch nicht verwertbare Datenséitze. Ei-
ne Erhohung der Ordnung N hat eine Erhohung der Kollokationspunkte als Konsequenz, was
grundsétzlich immer Genauigkeitsvorteile bieten sollte. Das Runge-Kutta-Verfahren muss damit
jedoch fiir N 41 Entwicklungskoeffizienten N + 1 Differentialgleichungen 16sen. Das ist fiir kleine
Ordnungen auch durchaus moglich, jedoch wird der Fehler beim Iterieren damit immer grofler.
Es wiirde sich als vorteilhaft erweisen die Losung der Funktion nicht nur in einer Dimension
spektral zu zerlegen, sondern auch in der zweiten Dimension. Bei der Flussgleichung wiirde man
also nebst der o2-Abhéngigkeit auch die Skalenabhiingigkeit & spektral zerlegen [4]. Damit kénn-
te man auf numerische Integratoren auf Basis einer Taylor-Entwicklung verzichten.

Ein Vergleich der aufgefithrten (Pseudo-) Spektralmethode mit der FD-Methode weist jedoch
eindeutig mehr Vorteile bei ersterem auf. Die Laufzeit der Kombination von Runge-Kutta-
Verfahren und Kollokationsmethode war signifkant kleiner, als die der FD-Methode und auch
die Speicherauslastung war kleiner.

Doch insbesondere die Moglichkeit mit der (Pseudo-) Spektralmethode bei der Flussgleichung
fiir kleine Skalen k mit relativ wenig Aufwand gute Ergebnisse zu erzielen, an welchem gleich-
zeitig die FD-Methode schon bei viel grofleren Skalen k versagt, iberzeugt in Génze. Dies sind
grofle Vorteile, wenn man verhéltnisméafig komplizierte Rechnungen auf Rechnern mit geringer
Rechenleistung ausfithren mochte.

Die Auseinandersetzung mit den (Pseudo-) Spektralmethoden bietet eine solide Grundlage fiir
weitere Untersuchungen, die iiber den Fluss im linearen o-Modell hinaus gehen. Uberall da, wo
komplizierte Modellannahmen getétigt werden miissen, kann man (Pseudo-) Spektralmethoden
anwenden. Sei es bei der Untersuchung von sehr dichten Objekten wie Neutronensternen, der
Analyse von Festkorpern oder der Untersuchung von neuartigen Modellen des Hochfrequenz-
handels des modernen Finanzwesens.
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