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Zusammenfassung

Der chirale Phaseniibergang eines Quark-Meson-Modells wird in Abhéngigkeit des Volumens
genauer untersucht. Hierfiir wird anhand des thermodynamischen Potentials der Ordnungspa-
rameter oq fiir variierende Volumina, sowohl mit als auch ohne chiralen Limes, bestimmt. Die
auftretenden Unterschiede aufgrund der Volumenénderung werden umfassend analysiert und in-

terpretiert.



Abstract

The correlation between the chiral phase transition and the volume-effects of a quark-meson-
model gets analyzed. Therefore the order paramerter oy is determined on basis of the thermo-
dynamics potential for several volumina. This will be done in chiral limes and at spontaneous
broken symmetry phase. The upcoming differences because of the varying volumina are getting
dissected and interpreted.



Erklarung zur Bachelor-Thesis

Hiermit versichere ich, die vorliegende Bachelor-Thesis ohne Hilfe Dritter nur mit den angege-
benen Quellen und Hilfsmitteln angefertigt zu haben. Alle Stellen, die aus Quellen entnommen
wurden, sind als solche kenntlich gemacht. Diese Arbeit hat in gleicher oder &hnlicher Form noch

keiner Priifungsbehorde vorgelegen.

Gieflen, den 15. August 2016

Violetta Winkler



Inhaltsverzeichnis

Einleitung

Niederenergieniherung der QCD

2.1 Quark-Meson-Modell . . . . . . . ..
2.2 Chirale Symmetrie . . . . . ...
2.3 Spontane Brechung der Symmetrie . . . . . . . . ... o000

Grof3kanonisches Potential

3.1 Unendliches Volumen . . . . . . . . . . . . . . . . . e

3.2 Endliches Volumen . . . . . . . . . . o
3.2.1 Randbedingungen . . . . . . .. ...
3.2.2  Vereinfachen der dreifachen Summe . . . . . . . . . ... ... ... ...

3.3 Vakuum Grundzustand . . . . . . . . .. ..

3.4 Massen . ... . e e e e e
3.4.1 Tree-level Masse . . . . . . . . . . . e
3.4.2 Screening Masse . . . . . . ...

Numerik

4.1 Standard mean field approach . . . . . . ... L oo o o
4.1.1 Berechnung der Parameter . . . . . .. .. ... ... .
4.1.2 Unendliches Volumen . . . . . .. . . . .. ... ... ... ... .....
4.1.3 Endliches Volumen . . . . . . . . . . . . ..o
4.1.4 Vergleich . . . .. . .

4.2 FExtended mean field approach . . . . . . .. ..o oo
4.2.1 Parameter . . . . . . . .. e e e

Schlusswort

Anhang

A.1 Mathematische Konventionen . . . . . . . . . . . . . . . . . . ...
A.1.1 Einheiten . . . . . . . .
A.1.2 Notationen . . . . . . . . . . . e e

A.2 Chirale Symmmetrie . . . . . ..o e

A.3 Groflkanonisches Potential . . . . . . . . . . ..

N o oS

© © oo @

10

12
12
13

14
14
14
15
16
18
21
21

23



Kapitel 1

Einleitung

Nach dem aktuellen Stand der Forschung gibt es vier verschiedene Wechselwirkungen: Die Gra-
vitation, die elektromagnetische Wechselwirkung, die schwache Wechselwirkung und die starke
Wechselwirkung.

Mit letzterer befasst sich die Quantenchromodynamik. Sie untersucht die Wechselwirkung zwi-
schen Quarks und Gluonen.

Bei Quarks handelt es sich um Teilchen mit dem Spin 1/2, einer bruchzahligen elektrischen
Ladung und einer Farbladung (rot, griin oder blau). Die Farbladungen benétigt man, um die
Hadronenspektren zu erkldren. Hadronen nennt man die Teilchen, die aus Quarks bestehen. Bis-
her nachgewiesen wurden zum einem Baryonen, die aus drei Quarks bestehen und somit einen
halbzahligen Spin (Fermionen) haben, und zum anderem Mesonen. Mesonen sind aus einem
Quark-Antiquark-Paar aufgebaut und sind Bosonen (ganzzahliger Spin).

Gluonen gelten als Austauschteilchen der starken Wechselwirkung. Sie sind genau wie Photonen
masselose Spin-1 Bosonen. Der Unterschied zu Photonen liegt aber darin, dass Gluonen auch
direkt mit sich selber wechselwirken kénnen und somit auch eine Farbladung besitzen.

Die Eigenschaften hadronischer Materie ist von der Temperatur bzw. dem Druck abhéingig. Bei
hohen Temperaturen (hohem Druck) iiberlappen sich die Teilchen und die Quarks und Gluonen
wandern frei umher. Ein System bei tiefen Temperaturen (bzw. ein verdiinntes System) hinge-
gen kann in Termen von Pionen, Nukleonen und anderen Hadronen beschrieben werden. Um
die Symmetrien der starken Wechselwirkung im Niederenergiebereich zu beschreiben, werden
verschiedene Modelle verwendet. [1]

Thema dieser Abreit ist der chirale Phaseniibergang im endlichen Volumen. Dazu untersucht man
ein im chiralen Limes SUy (2)®SU 4(2) symmetriches 2-Flavour Quark-Meson-Modell mit einem
masselosen Quark-Spinor. Bei spontaner Symmetriebrechung tritt ein Masseterm des Quark-
Spinors auf. Das Quark-Meson Modell ist nur noch SU(2)-symmmetrisch. Vergleicht man die
Phasendiagramme im unendlichen Volumen bei spontan gebrochener Symmetrie mit denen im
chiralen Limes, so unterscheiden sie sich.

Ziel dieser Arbeit ist es die Wirkungen endlicher Volumeneffekte auf die chiralen Phaseniibergénge
zu untersuchen.



Kapitel 2

Niederenergieniherung der QCD

2.1 Quark-Meson-Modell

Wie bereits in der Einleitung erwéhnt wurde, kann bei niedrigen Temperaturen ein System in
Termen von Pionen, Nukleonen und anderen Hadronen dargestellt werden.

In dieser Arbeit wird ein Quark-Meson-Modell betrachtet, welches durch folgenden Lagrangian
beschrieben wird [2]

_ 1 - A
Lom = VidVl + 5(@08”0 + oumoHn) — Vg(o + iysT - T)¥ — 1(02 4 72 — 1?)? (2.1)

Dieser besteht aus verschiedenen Termen.
Den kinetischen Energieterm fiir die Nukleonen und Mesonen:

Lhin — %(3#03“0 + 0, O

‘ 2 (2.2)
ckin — Uigw
Den Pionen-Nukleonen Wechselwirkungsterm:
Lww = —\T/g(a + 5T - 7?)\11 (2.3)
Und dem des Pionen-Sigma Potentials:
A
U(o,7) = —1(02 + 72— v%)? (2.4)
Es handelt sich dabei bei ¥ um ein 4N N .-dimensionalen Quark-Spinor,
bei ¢ um ein real-skalares Feld des Sigma-Mesons und
bei @ um ein real-pseudo-skalares Feld des Pionen-Triplets.
2.2 Chirale Symmetrie
Das Noether’s Theorem besagt, dass ein System, welches durch den Lagrangian
L= / BaL(Di(x), 0,P;(x))
2.5)
oL oL (
mit der Bewegungsgleichung : 8#<5(T;ﬂ’i ~ 5o, =0

beschrieben wird und das bei einer durchgehenden Symmetrietransformation S = [ Ldt invariant
lésst, eine Erhaltungsgrofie 0#J,(x) = 0 besitzt.



Dabei ist Q(t) = [ d*zJo(x) zeitunabhingig. Also: %2 = 0. [3]

Der Lagrangian des hier betrachteten Quark-Meson-Modells besteht aus zwei Flavorfreiheits-
graden.

Anhand der Rechnungen im Anhang [/] kann man nachvollziehen, dass es sich um die chirale
Symmetriegruppe:

SUL(2) ® SUR(2) = SUy(2) ® SUA(2)  handelt. (2.6)
Die zur SUy(2) Symmetrie-Gruppe gehorende Vektortransformation lautet:

Ay U — efig%

o (2.7)
U — Ue'z?
Die zur SU4 (2) Symmetrie-Gruppe gehorende Axialtransformation lautet:
Ag: 0 — e 30y
(2.8)

T — Pe 530
Des Weiteren ist der Lagrangian auch Uy (1) symmetrisch, wodurch zusétzlich die Baryonenzahl

erhalten bleibt.
Fiir die gesamte Symmetrie des Quark-Meson-Lagrangian gilt also:

SUv(2> ®SUA<2) &® Uv(l) (2.9)
unter Beriicksichtigung der Erhaltungsgrofien:

Vi = \iwu%\lf + e%erbne Q% = /VO‘Z(m)d?’x
0 (2.10)
A= s W+ Qo) — Or)s Q% = [ Agla)as

2.3 Spontane Brechung der Symmetrie

In einem System im Grundzustand, kann es passieren, dass dieses dort weniger Symmetrien
besitzt. Nach dem Goldstone Theorem treten bei einer spontanten Symmetriebrechung masselose
Skalarteilchen, die sogenannten Goldstone-Bosonen, auf.

Das hier untersuchte Pion-Sigma Potential U(o, 7) = %(02 + 72 — 12)? hat fiir v2 > 0 an der
Stelle 02 + 72 = 1% ein Minimum. Wihlt man im Grundzustand:

O|m]0)y=0

(00 ]0)= (o)
entsteht ein verschobenes Feld mit ¢/ = o — v in U(o, 7).
Da [Q%¢, 7°] = —icd® # 0, folgt daraus, dass auch (0 | A7(0) | ) # 0.
Im Grundzustand kommt es also zu einer spontanen Brechung der SU(2)y ®SU(2) 4-Symmetrie
in eine einfache SU(2)-Symmetrie, welche durch Q* hervorgerufen wird, da Q® | 0) = 0.

Durch das spontane Symmetriebrechen entsteht beim Pionen-Wechselwirkungsterm ein zusétzlicher
Masseterm fiir das Quark-Spinor [3].

(2.11)

Vg(o +ivsm - 7)U — Wg(o' +ivs7 - T)V + g(o) U ¥ (2.12)
Deshalb erweitert sich der Lagrangian durch die spontane Symmetriebrechung zu:
- 1 - A =
Lom = Vid¥ + 5(8u08“0' +0,7ON'T) —Wg(o +ivysT-7)W — 1(02 + 72— 132 —g(o) UV (2.13)

Das System ist weiterhin unter einer Vektortransformation invariant. Auch bleibt die Baryonen-
zahl erhalten. Jedoch gilt nach der PACA (partially conserved axial-vector current) Relation:

MAL = frmlZd®. (2.14)



Kapitel 3

Grof3kanonisches Potential

Das grofikanonische Potential 2 ist definiert durch die Formel:
T
T I = g 3 30
= —Vln DUDYDoDOT exp dr | d’x(Lom + ¥y )
0

Nach mehreren Umformungen, welche im Anhang dokumentiert wurden, ergibt sich fiir das
groflkanonische Potential:

(3.1)

2NN,
%

Q:

D wHT-mA+e W)+ T n(1+ e P )] 1 U(0,7)  (3.2)

—

p

Wobei w = /p? + g2(c2 + 72).

Durch den zusétzlichen Masseterm im Falle einer spontanen Symmetriebrechung folgt fiir den
Lagrangian [3]:

2NN,

QsSb —
\%4

Z w4+ T -In(1+ e AWty L T n(1 + 6_5(“’_“))] +U(o,7) —co (3.3)

p

3.1 Unendliches Volumen

Im unendlichen Volumen koénnen alle Impulse auftreten. Deshalb kann deren Summe in ein
Volumenintegral {iber den Impuls umschrieben werden.
Somit ergibt sich fiir das grolkanonische Potential:

d3
Q= _szNc/ ﬁ[m +T-In(1+ e PCH) L 7o in(1 + e P )] 4+ U0, %) (3.4)
™
Dieses lésst sich mit Hilfe von Kugelkoordinaten zu einem eindimensionalen Integral vereinfa-

chen, da w = /p? + g2(02 + 72) von p, nicht aber von den Raumwinkeln ¢ und 6, abhiingig ist.
Es ergibt sich im chiralen Limes:

Q=—-N;N, / d—€p2[w + T -In(1 + e Pty L 7. In(1 + eiﬂ(wﬂ‘))] +U(o,7) (3.5)
77
bzw. bei spontaner Symmetriebrechung;:
d,
0% = —N/N, / L+ T (1l + e ety L T In(1 + e P9 1) £ U(0,7) —co (3.6)
T
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3.2 Endliches Volumen

Im endlichen Volumen (Wiirfel mit Seitenléinge L), kann man nicht mehr {iber den gesamten
Impuls integrieren, da dieser nur diskrete Werte annehmen kann. Durch das Betrachten der

Randbedingungen fiir ¥ lassen sich die mdglichen Werte bestimmen.

3.2.1 Randbedingungen

Geht man von periodischen Randbedingungen aus, so muss fiir ¥ gelten:

U(z) = U(z + L)
U(y) = U(y+ L)
U(z) = U(z + L)

Transformiert man ¥ Fourier, so gilt:

Somit ergibt sich:
1 > -
\I’F—l—é'L:/ exp(ip(r + e, L)V (p;t)dp
( x)mioop(p( L)W (pit)dp

—

1 c0 _
- = /_ (i) - exp(ip L) V(7 17

| 1 oo _
= — exp(ipr)¥ (p' t)dp
m/_w p(ip7) T (5 t)d

Es muss also gelten:

exp(ip, L) = 1

2N,
= Pz = I
21y,
Analog folgt : Py =7
21,
Dz = I
Wobei ng,ny,n. € Z.
Antiperiodische Randbedingungen:
U(z) = —U(z + L)

U(y) = —U(y+ L)
U(z) = —U(z + L)

|

= exp(ips L) = —1

Damit muss bei antiperiodischen Randbedingungen fiir die Impulse gelten:

_ (2ng, + 1)m
Dz 1
Dy = (2ny + )7
Y L
2 1
pz — W nx7ny7nz E Z'

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)
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Abbildung 3.1: Mégliche Impulse bei periodischen (rot) bzw. antiperiodischen (griin) Randbe-
dingungen

3.2.2 Vereinfachen der dreifachen Summe

Im Folgenden betrachtet man ein System mit periodischen Randbedingungen.
Fiir den Impulsbetrag p gilt:

2m
P = /P3Py P2 =y /ng g 40 (3.13)

Dieser ist nur von n = n2 + nz +n? (n € N) abhéingig und nicht einzeln von n,,n, und n,.
Hat man also bei einer Funktion, die nur von p abhéngig ist, eine dreifache Summe iiber n,,n,
und n,, kann man diese in eine einfache Summe iiber n umschreiben, wenn man die Funktion
mit dem jeweiligen Entartungsgrad multipliziert.

Bestimmung des Entartungsgrads

Der Entartungsgrad E(n) entspricht der Anzahl der Moglichkeiten, ein bestimmtes n aus den
verschiedenen n;,n, und n. zu bilden.

n=mn2+ ni + n?2 beschreibt eine Kugel durch den Ursprung mit den Radius /7.

Der Entartungsgrad E(n) entspricht also der Anzahl der Gitterpunkte, die auf einer Kugelschale
des Radiusses /n liegen.

Der Einfachheit halber betrachtet man anfangs den zweidimensionalen Fall.

In Abbildung 3.1 sind die moglichen n, und n, bei periodischen Randbedingungen sowie ein
Kreis eingezeichnet. Um die Gesamtzahl der Gitterpunkte innerhalb des Kreises zu bestimmen,
reicht es aus, wenn man die Anzahl in einem Quadranten mit vier multipliziert und einen fiir
den Punkt im Ursprung dazu addiert.

Aufgrund des gleichméfligen Verlaufs des Gitternetzes weifl man, dass in einem Viertelkreis des
Radiusses y/n, |/n| Linien mit Gitterpunkten liegen. Mit Hilfe des Satzes von Pythagoras kann
man die Anzahl der Gitterpunkte auf einer Linie bestimmen.

Insgesamt sind in einem Kreis mit dem Radius /n:

Lv/n)
N(r)= Z |[Vn— k2] +1 Gitterpunkte zufinden. (3.14)
k=0

10
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Abbildung 3.2: links: Anzahl der Gitterpunkte in einer Kugel mit dem Radius \/n
rechts: Entartungsgrad E(n) in Abhéngigkeit von n

Erweitert man das Modell auf den dreidimensionalen Raum, betrachtet man, da auch in der
dritten Dimension nur diskrete n; auftreten, 2n; + 1 Kreisscheiben verschiedener Radien.

Von diesen hat die Mittlere als grofite Kreisscheibe den Radius der Kugel y/n. Bei den restlichen
2n; Kreisscheiben haben jeweils die zwei, die von der Mittleren gleich weit entfernt sind, den
selben Radius. Diesen kann man erneut durch den Satz des Pythagoras bestimmen.

Somit erhilt man fiir die gesamte Anzahl der Gitterpunkte in einer Kugel mit dem Radius y/n:

V7] [Vn—#?] V7]
Nm)y=2-> (1+4- Y [Vn-P-k])+4-> [Vn-m?|+1 (3.15)
k=1 =0 m=0

Um auf die Anzahl der Punkte zu kommen, die nur auf der Kugelschale mit dem Radius y/n
liegen, subtrahiert man von der Gesamtanzahl der Punkte in der Kugel die Gesamtanzahl der

Punkte in der Kugel mit dem Radius v/n — 1.
Der Entartungsgrad ergibt sich also anhand der Formel:

E(n)=N(n)—N(n-1)

V) Nzl Na (3.16)
wobei : N(n):2-2(1—|—4- Z L\/n—lz—k2j)+ZL n—m?|+1
k=1 1=0 m=0

Somit ergibt sich fiir das grolkanonische Potential im endlichen Volumen:

2NN,
0= _$ Z [w+T - In(1+ e PEHM) L T In(1 + e PEM)] 4 U(o, 7)
7
2NN, _ i
= —% > [wH T (14 ey £ T n(1 4+ e @) 4 U (o, 7) (3.17)

NNy ,Nz

2N¢N, _ —Blw—
= —+ZE(n)[w+T~ln(1+€ HA) £ T - In(1 + e P )] + U(o, )

Analog ergibt sich im Falle einer spontanen Symmetriebrechung:

2NN,
%

Qogp = — Y Em)|[w+T -In(1+e ) 4 T In(1+4 e 7@ M)] + U(o,7) — co (3.18)

11



3.3 Vakuum Grundzustand

Um den Vakuumzustand bei spontaner Symmetrie-Brechung zu betrachten, untersucht man den

T=p=0-Limes.
Fiir das Potential im Vakuumzustand erhélt man:
2NN, A
S -~ o
Qf/all)(uum T,MZHO - ‘]; E Z \/I32 + 92(02 + 71’2) + 1(02 + 7T2 - V2)2 - Cco (319)
P

Das Minimum des Potentials bestimmt man, indem man die Ableitungen gleich null setzt:

aQsSb 2N N 2 e
Vak;um _ f Z + )\7Ta(02 + P2 1/2)
on o=<o>,7=0 \/P +g 02 + 772) o={o),7=0
=0
(3.20)
o0 2NN, 2
Vakuum - _ f Z go = +>\U(U2+7?2—V2)—C
do o=<o>,7=0 Vv \/ﬁQ + 92 o? + 7T2) o=(0),7=0
_ 2Nchg Z )2 B 1/2) .
!
=0
(3.21)
Daraus erhélt man folgende Bedingung;:
(A2 =ty = DN~ L
4 = VP?+ g% (0)?
(3.22)

2Nch

V2 = (0)? J
- (0)® - Z 7 Mol
3.4 Massen

3.4.1 Tree-level Masse

Die Tree-level Masse eines Mesons ist durch die zweite Ableitung des Pionen-Sigma Potentials
im thermodynamischen Minimum gegeben:

02U
mi, = (3.23)
! aq)] o=(0),7=0
Somit erhélt man fiir die Masse des Pions bzw. Sigmamesons:
2 2 2
my, = 3Xo)" — Mv
=30 = AW) a0

m2, = MNo)? — \v)?

Tt

Das Pion hat eine Masse von m, = \/A(0)? — A2, das Sigmameson eine Masse von
me = /3X(0)? — Av? und das Quark-Spinor eine Masse von my = (o)g, durch welche die
Axial-Symmetrie gebrochen wird.

12



3.4.2 Screening Masse

Die Screening Masse ist dhnlich wie die Tree-Level Masse durch die zweite Ableitung des grof3-
kanonischem Potentials im thermodynamischen Minimum gegeben [2]:

0%Q
2
mi, =+ (3.25)
! 8(1)_7 o=(o),7=0
Somit erhdhlt man fiir die Masse des Pions bzw. Sigmamesons:
2N;N.g* 1 2g2
2 2 2 ey go
mg, = 3XN(o)” — \Nv)” — +
(3.26)

2N N.g>
m2, = Mo = Mp)? = =2

1

13



Kapitel 4

Numerik

Der erste Term zur Berechnung des grof3kanonischen Potentials divergiert. Im unendlichen Vo-

lumen handelt es sich dabei um das Integral: ( — NyN. [ igp%)) und im endlichen Volumen

um die Summe: ( - QN{/NC > FE (n)w> Um trotzdem Aussagen zu bekommen, fithrt man ver-

schiedene Niherungen durch.

4.1 Standard mean field approach

Bei der standard MFA ldsst man die divergierenden Teile weg.

4.1.1 Berechnung der Parameter

Bei der Bestimmung der Parameter A, g, v und ¢, geht man davon aus, dass die chirale Symmetrie
spontan im Vakuumszustand gebrochen ist. Als Erwartungswert fiir o wird die Zerfallskonstante
des Pions: fr=93MeV=(0) eingesetzt sowie fiir die Quark-Spinormasse mg = 300M eV, fiir die
Pionenmasse m, = 138 MeV und fir die Sigmamasse m, = 600M eV verwendet. [7]

A ldsst sich bestimmen, indem man die beiden Formeln aus (3.24) voneinander subtrahiert.

m2 —m?2 = 2X\(o)?

2 2 4.1
s Me=mr g (4.1)
2(0)?

Die Kopplungskonstante g ldsst sich anhand der Goldberger-Treiman Relation my = g, fr be-
rechnen: m
v
mg = grfr —>g:f—:3.2 (4.2)

Um ¢ zu ermitteln, benutzt man die PCAC (Gl. 2.14):
c=m2fr =177 -105MeV?3 (4.3)

In Formel 3.22 steht eine Bedingung fiir . Da man die standard MFA durchfiihrt, kann man
die Summe aus 3.22 weglassen und erhélt somit fiir v:

2_0'2*L vV = . e .
v? = (o) oy V= STeMev (4.4)

Die berechneten Parameter kénnen sowohl fiir die Auswertung im unendlichen Volumen, als
auch im endlichen Volumen verwendet werden.

14



4.1.2 Unendliches Volumen

Im unendlichen Volumen vereinfacht sich das groflkanonische Potential im chiralen Limes zu:
QMFA — _ NN, / 2T - In(1 + e Pty 7 In(1 4 e P@1)] + U(o, 7) (4.5)
bzw. bei spontaner Symmetriebrechung;:
QMFA — _ NN, / 2T -In(1+ e Pty L 7o in(1 + e P@ )] 4 U(0,7) —co (4.6)

Abbildung 4.1 zeigt das grokanonische Potential als Funktion von o bei einer Temperatur von
1MeV:

1.2e + 09

chiraler Limes
le +09 - gebrocheneSymmetrie

8e + 08
6e + 08
4e + 08

Q[MeV4]

2e 4+ 08
0

_2e+08 1 1 1 1 ! ! !
0 20 40 60 80 100 120 140

o[MeV]

Abbildung 4.1: Grofikanonisches Potential als Funktion von ¢ im unendlichem Volumen
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4.1.3 Endliches Volumen

Bei der Summe im endlichen Volumen braucht man zudem einen Cutoff Parameter fiir n, weil
die Summe eigentlich bis unendlich laufen wiirde. Als Cutoff Parameter fiir n legt man einen
Wert A fest; ab diesem Wert dndert sich der Betrag der konvergierenden Terme von der Summe
marginal.

Das heifit, man sucht einen Wert A, ab dem gilt:

(v (3F)2A+g202p)

T -In(l1+e" T ~0
( ) (4.7)
(\/(3E)2A+g202+p)
— e T ~0

Die Summe konvergiert je nach Temperatur, Wiirfellinge, ¢ und chemisches Potential unter-
schiedlich schnell.

Das chemische Potential wird bei der Auswertung gleich null gesetzt und wird folglich ver-
nachléssigt.

Sind die Temperatur und die Wiirfellinge maximal und ¢ minimal, konvergieren die Terme am
langsamsten.

Bestimmt man also einen Cutoff Parameter fiir den Fall Ti1.x, Lmax und omin, so kann man
diesen auch fiir alle anderen Werte benutzen. Man untersucht also:

( Lm'xx )?A+g? Umm
e Tmax ~0 (48)

In der Auswertung wird o zwischen 0 und 200MeV sowie die Temperatur zwischen 0 und

210MeV variiert. Somit ist omin=0 und T1,.x=210MeV. Das endliche Volumen wird bis zu einer

Wiirfellinge von L=10fm= m untersucht.

Als Bedingung fiir A folgt:

27-197,326972
e 10.210 VA ~ 0

e0-59VA
Beim Programmieren wurde A=1000 gesetzt.

Beim Weglassen der divergierenden Summe muss der Nullbeitrag (n=0) trotzdem dazu addiert
werden.
Somit erhélt man fiir das groffkanonische Potential im chiralen Limes:

_ 2NgN.
QEMEA — f ( +ZE )T In(1+e” (‘”+“))+T-ln(1+e_’8(w_“))])+U(0,7_r') (4.10)
bzw. bei spontaner Symmetriebrechung:

_2NfN,
QMFA _ f < —|—ZE )[T-In(1 + e~ W*”)+T-1n(1+e—5(w—“>)]>+U(0,7?)—CU

(4.11)
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Abbildung 4.2 und 4.3 zeigen fiir verschiedenen Lingen L. das groflkanonische Potential in
Abhéngigkeit von o (T=1MeV).

1.2e + 09 le+09

chiraler Limes chiraler Limes

le+09 | gebrocheneSymmetrie 8e +08 | gebrocheneSymmetrie |

8e 4+ 08 + 6e + 08 8

T 6e+08 T 4e+408 ]
S e

= 4e+08 | = 2e+08 1
G G

2e +08 0 1

0t —2e 408 g

—%2¢ + 08 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ —4e + 08 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 20 40 60 80 100 120 140 0 20 40 60 80 100 120 140
o[MeV] o[MeV]

Abbildung 4.2: Groflkanonisches Potential als Funktion von o.

links: L=10 rechts: L=5
te+ 09 chiraler Limes de 08 chiraler Limes -
Se + 08 | gebrocheneSymmetrie 2e +08 | gebrocheneSymmetrie
0l
- 6e + 08 +  —2eto0s |
% 4e 408 - f% —4e+08
= 2408 | S —6e+08
< 0 S 8e+08 |
| ~le+09 |
—2e+08 1 ~1.2¢+09 | ]
—4e 408 : : : : : : : —1.4e 409 : : : : : :
0 20 40 60 80 100 120 140 0 20 40 60 80 100 120 140
o[MeV] o[MeV]

Abbildung 4.3: Grofikanonisches Potential als Funktion von o.
links: L=4 rechts: L=2
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4.1.4 Vergleich

Die nachfolgende Abbildung 4.4 zeigt bei einer festgelegten Temperatur von 1MeV den Zusam-
menhang zwischen dem grolkanonischem Potential und o bei variierender Wiirfellinge L im
Falle einer spontanen Symmetriebrechung.

le + 09

“unendlichesV olumen

5e + 08

—5e + 08 + 1

Q[MeV4

—le+09 ¢ A

—1.5e¢+ 09

0 20 40 60 &80 100 120 140
o[MeV]

Abbildung 4.4: Groflkanonischen Potential in Abhéngigkeit von o verschiedenen Volumina
(schwarz: unendliches Volumen, rot: L=10fm, griin: L=>5fm, pink: L=4fm und blau: L=2fm)

Je kleiner L ist, desto weiter rechts und desto tiefer liegt das Minimum von o.
Der Ordnungsparameter og ist also umso grofler, je kleiner das Volumen des Wiirfels ist.

300 ; ‘ ‘ ‘
\ oo(L) == -
\' unendlichesV olumen
250 + \
\
_ \
é" \
— \
3 150 + \
\\
100 L ~—
50 :
0 2 4 6 8 10

L[fm]
Abbildung 4.5: o9 in Abhéngigkeit der Wiirfelléinge L
Dieser Zusammenhang wird in Abbildung 4.5 nochmals verdeutlicht. Falls L—0, dann g9 — oc.

Ab einer Wiirfellinge von L> 5fm néhert sich der Ordnungsparameter oy nahezu dem des un-
endlichen Volumens (schwarze Linie) an.
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Des Weiteren untersucht man bei steigender Temperatur das Verhalten von .
In Abbildung 4.6 ist o, rechts im chiralen Limes und links bei spontaner Symmetriebrechung,
als Funktion der Temperatur dargestellt.

120
100 *
80
60 t
40 +
20 f

oo[MeV]

Temperatur gebrochene Symmetrie

B'IEX — unendlichesV olumen

L=10 ——— |

50 100 150 200
T[MeV]

ao[MeV]

120
100
80
60
40
20

F— IL‘?TEX - unéndléchesVolumen
——-L=10

Abbildung 4.6: o¢ in Abhéngigkeit der Temperatur bei spontaner Symmetriebrechung (links)
und im chiralen Limes (rechts) fiir verschiedene Volumina (schwarz: unendliches Volumen, rot:

L=10fm, griin: L=5fm, pink: L=4fm und blau: L=2fm)

Vergleicht man die beiden Graphen miteinander, erkennt man, dass die Unterschiede der beiden
Graphen umso deutlicher ausfallen, je grofler das Volumen ist.

Bis zu einer Lénge von ca. 4fm kommt es im Ordnungsparameter o¢(7") sowohl im chiralen Li-
mes, als auch bei spontaner Symmetriebrechung zu Spriingen. Ein kontinuierlicher Verlauf des
Ordnungsparameters og entsteht hingegen durch die spontane Symmetriebrechung bei gréfleren
Wiirfelldingen.

1 T
Aco(L) ---
0.5 |
=
8]
= 0 f--
5§
g
05 |
-1 ‘
0 2

L{fm]

6

Abbildung 4.7: Differenz zwischen den Ordnungsparametern oy mit und ohne chiralen Limes in
Abhéngigkeit der Wiirfelléinge L
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Abbildung 4.7 zeigt die Differenz zwischen dem Ordnungsparameter im chialen Limes und
dem Ordnungsparameter bei spontaner Symmetriebrechung. Bei einer Wiirfellinge bis zu 5fm
steigt die Differenz recht stark an und néhert sich dann immer mehr der des unendlichen Volu-
mens.

Die Spriinge bei 0¢(T") lassen auf Phaseniibergéinge 1. Ordnung schliefen. Der kontinuierliche
Verlauf bei L> 5fm bei gebrochener Symmetrie hingegen deutet auf einen Phaseniibergang 2.
Ordnung hin.

In der Abbildung 4.8 wird links das Verhalten des groflkanonischen Potentials beim Phaseniibergang
1. Ordnung und rechts beim Phaseniibergang 2. Ordnung genauer untersucht.

Fiir den Phaseniibergang 1. Ordnung ist das groflkanonische Potential in Abhéngigkeit von
o fiir eine Wiirfellinge von 2fm bei spontaner Symmetriebrechung fiir eine Temperatur von
T, = 90MeV (blau), To = 108MeV (schwarz) und T3 = 120MeV (pink) dargestellt. Bei der
Temperatur 75 = 108 M eV kommt es zu dem Sprung in Abbildung 4.6 (links).

Der Phaseniibergang 2. Ordnung wird durch das groflkanonische Potential als Funktion von o
bei einer Wiirfellinge von L=10fm, im Falle von spontaner Symmetriebrechung und fiir Tempe-
raturen von 177 = 90MeV, Ty = 140MeV und T3 = 190M eV veranschaulicht.

—Te + 08 . 5e 4 08 —
e i os | ETEX — T = 90MeV ] ¢S CImX T = d0MeV
¢ ITRX ~ Ty = 108MeV —— 0 [BTRX-— T = 140MeV —— d
—9e + 08 FIATREX — T = 120MeV - - - ] WIEX — T; = 190MeV - -—=
—le+09 + —b5e + 08 - ]
=— —1.1e + 09 o
% —1.2e4+09 % —le+09 %
S ~13e+09 = 15e+09 | o
S —1.4e+09 c L’
—1.5¢ 4 09 —2e¢ 409 | - 1
—1.6¢ + 09 ] -
—2.5¢ 409 | - ]
~1.7e+09 |, ] et L --
—1.8¢ + 09 T —3e+09 N —
0 20 40 60 80 100 120 140 0 20 40 60 80 100 120 140
o[MeV] o[MeV]

Abbildung 4.8: 0p in Abhéngigkeit der Temperatur bei spontaner Symmetriebrechung (links)
und im chiralen Limes (rechts) fiir verschiedene Volumina (schwarz: unendliches Volumen, rot:
L=10fm, griin: L=5fm, pink: L=4fm und blau: L=2fm)

Beim Phaseniibergang 1. Ordnung wird das lokale Minimum bei 0p=0 ab der Temperatur von
108MeV zu einem globalen Minimum. Beim Phaseniibergang 2. Ordnung hingegen verschiebt
sich das globale Minimum kontinuierlich. Bei 0 angekommen, ist das System wieder chiral sym-
metrisch.

Bei kleinen Volumina hat die spontane Brechung der Symmetrie also insgesamt sehr viel weniger
Auswirkungen auf den Verlauf von o als Funktion der Temperatur. Erst ab einer Grofie von ca.
5fm fithrt die spontane Symmetriebrechung zu einem nicht verschwindenden Quarkkondensat
und einer effektiven Quarkmasse.
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4.2 Extended mean field approach

Eine genauere Moglichkeit die endlichen Volumeneffekte im chiralen Phaseniibergang zu unter-
suchen, ist die extended MFA. Bei der extended MFA #&ndert man die Grenze des divergierenden
Terms von unendlich auf einen Cutoff Parameter A < oo, sodass der Term dennoch l6sbar wird.
Dadurch kénnte man die zusétzlich auftretenden Quanten-Fluktuationen beriicksichtigen, die bei
der sMFA vernachlissigt werden. In unserem Fall, miisste man, um aufschlussreiche Ergebnisse
zu bekommen, den Cutoff Parameter auf die Grolenordnung von wenigen GeV setzen.

4.2.1 Parameter

Die in der standard MFA berechneten Parameter, ¢, v, A und g, kénnen im Allgemeinen bei der
extended MFA nicht mehr verwendet werden.

Zum Berechnen der neuen Parameter geht man wieder davon aus, dass der Erwartungswert von
o den Wert der Zerfallskonstante des Pions f;=93MeV hat und verwendet auch, genau wie bei
der sMFA, fiir die Pionenmasse m,=138MeV sowie fiir die Quark-Spinormasse mg=300MeV.
m, hingegen ist von der Wahl des Cutoff Parameters abhéingig.

Die Kopplungskonstante g hat, wie bei der sMFA, da myg und f, weiterhin konstant bleiben,
den Wert 3.2.

Die restlichen Parameter v, A und c sind alle vom Cutoff Parameter abhéngig.

Bestimmt Werden diese anhand der Bedingung fiir v? aus Formel 3.22 sowie den Screening-
Massen m2 und m?2 (Formel 3.26). Die Summe iiber § wird nicht mehr vernachlissigt, sondern
es wird iiber alle moghchen Impulse bis zu dem Cutoff-Parameter summiert.

Somit ergibt sich im unendlichen Volumen:

A A 33
2 / e %/ 2?2]’2
7 0 0
Nng/ C
A \/T M) (4.12)
_ NyNeg? / ( p? N g2a?p?
U VI +g%02 PP+ g20?

_ N¢N.g*

p
/o VD% + g% (0)?

Im endlichen Volumen:

A N
Z — ZE(n)

B 2Nch ¢
V2 = Mo)? — A)? - Z ¢ ESEREETRTERIC)
(4.13)
2 3)\< >2 . )\< >2 - 2Nchg2 i\f: E(n) E(n)g2<0>2
i = BA(a)? ~ A B, 4 gt | VP PO
m?r,t = Xo)? = Av)® - 2Nchg Z i

\/2”)2 + g2(0)?
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wobei fiir N gilt:

L2
(2m)?

Mit den bei der extended MFA berechneten Parametern, konnte man in einer umfangreicheren
Arbeit, dhnlich wie bei der standard MFA, verschiedene Plots fiir variierende Volumina erstellen
und damit genauer untersuchen, in wie fern die zusétzlich betrachteten Quantenfluktuationen
in Abhéngigkeit des Volumens Auswirkungen auf die Phaseniibergéinge haben.

A> 2%\/5 LN = (A2 (4.14)

22



Kapitel 5

Schlusswort

In dieser Arbeit, wurde der chirale Phaseniibergang im endlichen Volumen genauer untersucht.
Dazu wurde anhand des thermodynamischen Potentials der Ordnungsparameter o, sowohl im
chiralen Limes, als auch bei spontan gebrochener Symmetrie, fiir variierende Volumina berechnet.
Um im endlichen Volumen das grolkanonische Potential zu ermitteln, wurden die bei periodi-
schen Randbedingungen moglichen Impulse bestimmt und iiber diese summiert. Mit Hilfe der
standard MFA wurden die Parameter A, g, ¢ und v fiir eine Pionenzerfallskonstante f,=93MeV,
einer Qurak-Spinormasse my=300MeV, einer Pionenmasse m,=138MeV und einer Sigmamasse
mge = 600MeV berechnet.

Anschliefend wurde das grofikanonische Potential als Funktion von ¢ und der Ordnungspara-
meter o als Funktion der Temperatur fiir das unendliche Volumen sowie fiir endliche Volumina
geplottet. Bei unendlichem bzw ”grofem” Volumen (ab ca. (5fm)3) unterscheiden sich die Pha-
sendiagramme im chiralen Limes und in der spontan gebrochenen Phase voneinander. In der
spontan gebrochen Symmetrie-Phase formen die Quarks ein nicht verschwindendes Quarkkon-
densat und bilden eine effektive Quarkmasse, die sogenannte constituent Quarkmasse.
Betrachtet man hingegen ein System mit einem Wiirfelvolumen bis zu ca. (5fm)3, so hat die
chirale Symmetriebrechung kaum Auswirkungen auf die Phasendiagramme.
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Anhang A

Anhang

A.1 Mathematische Konventionen

A.1.1 Einheiten

In der gesamten Arbeit wird mit A = ¢ = kg = 1 gerechnet.
Folglich werden alle physikalischen Gréflen in Einheiten der Energie ausgedriickt.
L&angeneinheiten werden in

1 1
fm= — = Al
=06 T 197, 326972MeV (A-1)
und Temperaturen werden in
1K = kg = 8,6174 - 10" 1MeV (A.2)

umgerechnet.

A.1.2 Notationen

Es wird die abkiirzende Schreibweise A = y# Ay, welche fiir einen beliebigen vier-komponentigen
Vektor gilt, verwendet. Dabei handelt es sich bei 7v# um die y-Matrizen in der Dirac-Pauli
Darstellung [6]. Diese lauten:

I 0 0 ¢ 0 I
0 5
V= <0 I> TS ( - 0> und v’ = (I 0> (A.3)

Wobeli es sich bei ¢ wiederum um die Pauli-Matrizen
0 1 0 —i 1 0
o1 = <1 0) , 09 = (z 0 > und o3 = <O _1) (A.4)
handelt.

Die ~-Matrizen erfiillen die algebraischen Bedingungen:
VI 4 AR =0 sowie A4V 4 AVAH = 2gH (A.5)

Des Weiteren werden in der Arbeit die Isospin Versionen der Pauli-Matrizen 7 verwendet:
0 1 0 —i 1 0
T = <1 O), T2 = <Z 0) und T3 = <O _1> (AG)

[Tj, Tk| = Q€T sowie Tj, T, = 20k Flavour (A.7)

Wobei gilt:
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A.2 Chirale Symmmetrie
Betrachtet man eine infinitesimale Transformation um 5, so lassen sich die Exponentialfunktio-
wobei x > 2,vernachlédssigbar sind, schreiben als

nen, da alle Terme mit (0)
e=i30 ~ (1-— i 9)
, g (A.8)
e 1520 ~ (1 — s 56)
2
Somit ergibt sich fiir die Vektortransformation
_iT§ T 2
Ay: U —e 2V~ (1-i-6)T
N 2 (A.9)
T - WS~ (14 i20)
und fiir die Axialtransformation
Apg: U —e 550y ~ (1- 17515)q/
] 2. (A.10)
U e 1530 ~ U(l— 1755 )
Um zu zeigen, dass es sich tatséichlich um die chirale Symmetriegruppe handelt, muss man
zuséatzlich die Transformationen folgender Terme untersuchen:
.= .= T = T =
Ay PPV — iU(1 + 159)ﬁ(1 —i=0)U
= DAY — 0TV — TH_W) + O(F°) (A1)
= i UIU
Daraus folgt die Erhaltungsgrofie:V17, = \iffyuglll.
Ag: iUIU — iU(1 — 17555)6(1 —iv5=0)¥
= 1D + FH(0,1"95 2 + 152 0,1") ¥ + O(F°) (A-12)
= iUIU
Daraus folgt die Erhaltungsgréfie: A1f, = Wy, y55 ¥
Ay : 7=iUFy0 —iP(1+ 159) Ty5(1 —i=0)¥
—Z\I/T’}/5\IJ 9\1/(2Tk75—Tk’}/52)\11+0(9_2)
iUl — o 5 (75 el + 0(6%)
(A.13)

\TM_: 5\11 — Zéjkla‘\ifﬂ’%\l’ + 0(9_2)
7 Y5W + Ejkle Z\Ika’}/5\IJ + 0(9—2)



Daraus folgt die Erhaltungsgrofie: V2, = eaberbre,

Aa: 7=iTfy0 — (1 — 175%5)?75(1 - 1'75%5)\1/
= - s T
= iUTy W + ‘1"93'(75%%75 + 75%5]75)‘1’ +0(6?)

- 1
=7+ 9]‘\1/(’}/557']‘,Tk’y5\11 + O(éQ)

=7+ 0;Ty575 o5 ¥+ O(6?)
~ (A.14)

=7+ 0o
= = T LT
o=VV - ¥(1- 27559)(1 + 27550)111
. 5@1752\11 +O6?)
—0— 07

Daraus folgt die Erhaltungsgréie: A2 = (0,0)7¢ — (0u7m%)0.
Des Weiteren werden folgende Terme auf ihre Transformation untersucht:

(A.15)

Ag: 72— (R+00)(7+00)
=72 4 2070 + O(6?)
= 7% 4 2007
0% = (0 — 07)(c — 07)
=02 — 2007 + O(6?)

=02 — 2007

(A.16)

= (2 4+ o)Ay, Ay (72 + 02) (A.17)

Ay : 8,00"0 4 9,RO'T — 0,000 + O, (T + 0 x T)O' (7 4 0 x 7)
= 0,00V 0 + 0, TO'T + 9, 70" (0 x 7) + 0,(0 x T)O'T + O(F%) (A.18)
= 9,00t 0 + 0, TOMT
Aa: 8,00"0 + 8,707 — 8,0 — OR) 0 (0 — OF) + O, (7 + 00)O"(7 + o)
= 90010 — 8,070 — 8,00"07 + OFMR + 0,000"7 + 9,70"00 + O(62)
= d,00ta + O, M7
(A.19)

x da: 8,700 x T) + 9,(0 x )7
0,70 % (9"7)] + (0 x 0,7)"#
€ijk0i(0') j (Opm)k + €1 0:(Op) (0T
€k (05 (0" 7) (Opm) e — 0:(9"m)(Ou)k)

(A.20)

0
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Man hat also gezeigt, dass alle Terme des Lagrangian des Quark-Mesonen-Modells sowohl unter
der Axial-, als auch unter der Vektortransformation invariant sind.

Dabei bleibt bei der Vektortransformation V' = \IIVM%\II + €®erbr¢ und bei der Axialtransfor-
mation Af, = Uy,75 5 + (9,0)7® — (9,70 erhalten. B

Bei den Umformungen wurden die Pion-artigen Zustdnde @ = i¥~;¥ und die Sigma-artigen
Zustinde o = V¥ als Kombinationen der Quark-Felder betrachtet.

Auflerdem wurde bei den Rechnungen von der Einsteinschen Summenkonvention Gebrauch ge-
macht.

A.3 Groflikanonisches Potential

Zur Berechnung des groflkanonischem Potentials wird die sogenannte Mean Field Néherung
verwendet. Das heifit, man integriert nur iber ¥ und ldsst o und 7 konstant (9,0 — 0 und
oy — 0).

Da es sich bei dem Quark-Spinor um ein Fermion handelt, kann man ¥(Z,7) durch Fourier-
Entwicklung in den Impulsraum umschreiben:

= 1 1(PT+wnT) T,
(7,7) = VZZQ (FEonT) G, () (A.21)
nop

mit w,=(2n+1) = T
Somit ergibt sich:

T, p) = I -m[/mf@\y exp(/ﬁ dT/d3.T V(i — g(o +ivs7 - 7) + py°)¥ — Ufo, ﬁ))}
;‘C [/HHH@\IIam@\Ilan exp</ dT/d3 ZZ —iPEenT)y ()
- (i gtﬂvv glo +iys7 - &) + pr°) e PFHm g (@)exp<—¥U(0, ﬁ))]
= _§ 'm[/HHH@@O‘v"@‘iav" exp (522&1&,"(]5)(70(—%” +p) — AP

glo+ W*))ifa,n(m)] LU0, 7)
(A.22)

Beim Umformen wurde 8 = &, 7 =i -t und ¥ = 4° - UT verwendet.
Die Grassman Algebra besagt dass [1]

pP= HHH/ DUy (F) DT (5) - €5 = det D (A.23)

wobei: N )
S=2_> Van(#)Dop¥an(p) (A.24)
nop
und:
YN o oy o [(—iwn ) —go op — igTw
D = B(v(—iwn+p) —Yp—g(o+ivs77)) = B < G —igiR —(—iwm + 1) — ga) . (A.25)
Mit (69)% = p? und (¢77)? = gm? ergibt sich:
det D = 52(((,0” +ip)? + p* + g*o? + g°n?) (A.26)
w2
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Da W nicht nur 4-dimensional sondern 4N ;N .-dimensional ist folgt:

In P =NNe Y > [ ((wn +ip)? +w?)]

n=—oo p

= NyN, Z Zln /6’2 w +w? u2—|—2iuwn)]

‘D

n=—oo

Aendert man die untere Grenze der Summe von — oo auf 0, so ergibt sich :

= NchZ Zln[ﬁ‘l((wz +w? — p?) + 2ipw,) (w2 + w? — p?) — 2iuw,) ]

n=0 p

Wendet man die dritte binomische Formel an, so erhaelt man :

= NyN, Z Zln (B (w2 + w? — p?)? + 4p’w?) |
n=0 p

= NyN, Z Z [ln(ﬂ2 (w,21 + (w4 p)?) + In(B* (w2 + (w — p)?)

n=0 ¢
(A.27)
mit:
ZZln (B wi + (wEp)?) =
B (wtp)? do2
22\ _
ZZ/ Ten e T Zn:ln(1+(2n+1)7r) -
kann man Wegl‘afssen7 da kein 6
Blwtp) 1 1
2 / 0 ) =
— 1 2 eV + 1 (A 28)
B8 1 0 Blwp) |
22(2(00:&#)2 + [In(e +1)79]1 H =
P
B wt —B(w=x 1
QZ (— 5(@) + 1) +ln(eﬁ( MY +1In(1 + e P@EDY _In(e — 1) + 5 )=
N———
P kann man weglassen
2 Z: <§(w +p) +In(1 + e’B(Wi“))>
P
Somit kommt man auf das Endergebnis von:
T
Q= —Vln P+ U(o, )
2N¢N. (A.29)
— _+ > [w+ Tin(1 + e P@H)) 4+ Tin(1 + e~ #@1)] + U (0, 7)

p
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