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Kapitel 1

Einleitung

Nichtabelsche Eichtheorien wie die Quantenchromodynamik (QCD) erfor-
dern den Einsatz nichtperturbativer Methoden fiir alle Prozesse mit ,klei-
nem® Impulstransfer, d.h. sobald die Region der asymptotischen Freiheit ver-
lassen wird. Wichtige Beispiele hierfiir sind der Confinement-Mechanismus,
eng verkniipft mit der Vakuumstruktur [1], sowie die Untersuchung von
Hadronenspektren und hadronischer Materie. Weitere Phanomene sind der
Deconfinement-Phaseniibergang, die Wiederherstellung der chiralen Symme-
trie, der Mechanismus der Hadronisierung in relativistischen Schwerionenkol-
lisionen und nichtperturbative Effekte in einem Quark-Gluon-Plasma ober-
halb der kritischen Temperatur 7. [2].

Neben numerisch sehr aufwendigen Rechnungen im Rahmen der Gitter-
eichtheorie [3] existieren derzeit nur vorlaufige Versuche einer nichtperturba-
tiven Beschreibung nichtabelscher Eichtheorien mit Hilfe von Dyson-Schwin-
ger-Gleichungen [4]-[10], diskretisierter Lichtkegelquantisierung [11], Variati-
onsrechnungen [12]-[16] und Transporttheorien auf der Basis von eichkovari-
anten Wigner-Funktionen mit oder ohne die Einschrankung auf den Grenzfall
gleicher Zeitargumente [17]-[21].

In dieser Arbeit wird ein anderes Verfahren verwendet, das sich an der Me-
thode der n-Punkt-Korrelationsdynamik [22]-[26] orientiert. Diese besteht in
einem Abschneiden der Hierarchie von Bewegungsgleichungen fiir gleichzei-
tige Greenfunktionen mit Hilfe einer Entwicklung in verbundene Greenfunk-
tionen bis zur Ordnung n. Im Gebiet der relativistischen Feldtheorien wurde
diese Methode bereits erfolgreich auf die ®*-Theorie in 0 + 1, 1 + 1 und
2 4+ 1 Raum-Zeit-Dimensionen [27]-[31] und auf die Yukawa-Theorie in 1 + 1
Raum-Zeit-Dimensionen [32] angewandt.

Hier wird die einfachste nichttriviale nichtabelsche lokale Eichtheorie un-
tersucht, d.h. die SU(2) Yang-Mills-Theorie in 241 Raum-Zeit-Dimensionen.
Dabei wird zur Formulierung der entsprechenden Gleichungen die temporale
Eichung verwendet. Die Theorie hat den Vorteil, nicht nur superrenormier-
bar, sondern sogar endlich zu sein [33].
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2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Das neue Phédnomen in der Anwendung der n-Punkt-Korrelationsdynamik
auf die Yang-Mills-Theorie in temporaler Eichung ist dadurch gegeben, daf
das GauB-Gesetz als Randbedingung an physikalische Zustédnde zu allen Zei-
ten zusidtzlich erfiillt sein mufl. Ob die Korrelationsdynamik unter diesen
Bedingungen noch eine konvergente Nédherung darstellt, ist die zentrale Fra-
gestellung dieser Arbeit, die sich wie folgt gliedert: In Kapitel 2 wird allge-
mein die Quantisierung nichtabelscher Eichtheorien diskutiert und die hier
verwendete Methode zur Fixierung der residualen rein raumlichen Eichfrei-
heitsgrade in temporaler Eichung vorgestellt. In Kapitel 3 wird die Herlei-
tung der korrelationsdynamischen Bewegungsgleichungen prasentiert, und in
Kapitel 4 wird die Hierarchie von Randbedingungen fiir gleichzeitige Green-
funktionen diskutiert, die aus dem Gauf-Gesetz folgen. In Kapitel 5 werden
numerische Resultate fiir die Propagation des Systems bei gegebenen An-
fangsbedingungen vorgestellt, und in Kapitel 6 wird die Methode der dyna-
mischen Generierung einer approximativen Grundzustandskonfiguration mit
der Methode des adiabatischen Einschaltens diskutiert. Kapitel 7 schlieit mit
einer Zusammenfassung der Arbeit und einem Ausblick.



Kapitel 2

Quantisierung in temporaler
Eichung

In diesem Kapitel werden die Quantisierung der SU(N) Yang-Mills-Theorie
in temporaler Eichung (Ag = 0) und der dazu korrespondierende freie Propa-
gator diskutiert. Der freie Propagator ist in diesem Zusammenhang von In-
teresse, da er zum einen ein instruktives Beispiel fiir das Auftreten expliziter
Zeitabhédngigkeiten in Gleichgewichtskonfigurationen liefert und zum anderen
fiir die Bestimmung perturbativer Anfangsbedingungen fiir die korrelations-
dynamische Propagation gleichzeitiger Greenfunktionen bendtigt wird. Die
Diskussion gliedert sich auf in einen Abschnitt {iber die kanonische Quanti-
sierung (die in dieser Arbeit verwendet wird) und einen Abschnitt iiber die
Pfadintegralquantisierung.

2.1 Kanonische Quantisierung

In diesem Abschnitt wird zunéchst die kanonische Quantisierung diskutiert.

Die Lagrangedichte der d + 1 dimensionalen SU(N) Yang-Mills-Theorie ist

L= —iijF“ WUEL = 0,AL — 9,AL 4+ gf*" AL AL (2.1)
wobei a, b, ¢ die Farbindizes in der adjungierten Darstellung der SU(N) sind
und die griechischen Indizes p, v iiber die d + 1 Raumzeit-Komponenten des
Eichfelds laufen. In der gesamten Arbeit wird iiber doppelt vorkommende
Indizes summiert. Die Lagrangedichte (2.1) ist invariant unter infinitesimalen
lokalen Eichtransformationen der Form

Al(z) — Al(z) + gf“bc(S@b(:z;)AZ(x) — 0,00%x) (2.2)

und unter den entsprechenden finiten Eichtransformationen. Fiir die kanoni-
sche Quantisierung wird zunéichst eine bestimmte Fichung ausgewahlt, d.h. es
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4 KAPITEL 2. QUANTISIERUNG IN TEMPORALER EICHUNG

wird versucht, iiber eine zusétzliche Randbedingung, die Eichfixierungsbedin-
gung, aus jedem Raum eichdquivalenter klassischer Feldkonfigurationen nur
einen moglichst kleinen Unterraum auszuwéahlen. Es ware wiinschenswert, ge-
nau eine solche Konfiguration auszuwéhlen, was sich jedoch in der Praxis als
recht schwierig und in einer kompakten Raumzeit sogar als unméglich erweist
[34, 35]. Die in dieser Arbeit zunichst gewéhlte Eichung ist die temporale
Eichung (auch Weyl-Eichung genannt) mit der Bedingung Aj = 0.

Der zu (2.1) korrespondierende quantenfeldtheoretische Hamiltonoperator

in AZ = 0-Eichung ist [36]

1 af = af = 1 a /= a /=
1= [t (SUE@UE) + S P@FD) (2.3)
und die kanonischen gleichzeitigen Kommutatorrelationen sind
[A2(Z,0),15(5,1)] = i6;;0"8(F — §) (2.4)

wobel nun die lateinischen Indizes 7, 7 nur iiber die d raumlichen Komponen-
ten des Eichfelds laufen und die II{ die konjugierten Feldimpulse bezeichnen.
Die Euler-Lagrange-Gleichungen fiir die raumlichen Komponenten des Eich-
felds A?, die aus (2.1) in der A% = 0-Eichung folgen, kénnen mit (2.3) und
(2.4) als die Heisenberggleichungen fiir die Operatoren A% und II¢ reprodu-
ziert werden. Im Gegensatz dazu ist die Euler-Lagrange-Gleichung fiir Ag,
das Gaup-Gesetz, nicht in der Dynamik enthalten, die von (2.3) generiert
wird. Es kann weiterhin nicht als eine Operatoridentitiat realisiert werden,
da dies im Widerspruch zu den Kommutatorrelationen (2.4) stehen wiirde.
Das GauB-Gesetz mufl daher als eine Randbedingung an die physikalischen
Zustande gefordert werden [37]:

G D) W) =0, G(F) = (0 111(F) + gf " AUDI(T)) - (2.5)

Die obige Formulierung der Yang-Mills-Theorie iiber die direkte Ableitung
aus der Lagrangedichte (2.1) ist lediglich eine mégliche Methode. Sie impli-
ziert, dafl der dazu einzufithrende Hilbert-Raum beziiglich seiner Darstellung
durch Schrodingersche Wellenfunktionale von Beginn an aus Wellenfunktio-
nalen besteht, die lediglich von den rdumlichen Komponenten des Eichfelds
abhéngen.

Es ist an dieser Stelle jedoch sinnvoll, darauf hinzuweisen, dafl man alter-
nativ genausogut von einer Lagrangedichte mit einem zuséatzlichen Eichfixie-
rungsterm (fiir kovariante Fichung) ausgehen kann, wobei dann zunéchst ein
Hilbert-Raum von Wellenfunktionalen eingefiithrt wird, die von allen d + 1
raumzeitlichen Komponenten des Eichfelds abhéngen. Diese Wellenfunktio-
nale miissen dann zusétzlich zum GauB-Gesetz (2.5) die Lorentz-Bedingung
erfiillen, welche dazu benutzt werden kann, die obige Formulierung in tem-
poraler Eichung durch eine Separation der Variablen zu erhalten [38].
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Die nichttrivialen Aspekte der obigen Formulierung in temporaler Ei-
chung entstehen nun dadurch, daf§ die Bedingung A§ = 0 die Eichung nicht
vollstindig fixiert, so daf} eine residuale Eichsymmetrie iibrigbleibt, die aus
der Untergruppe aller zeitunabhéngigen Eichtransformationen besteht. Die
Gaufl-Gesetz-Operatoren G*(%) (2.5) sind die Generatoren dieser residualen
Eichsymmetrie (wobei eine Einschrankung auf diejenigen Transformationen
vorgenommen werden muf, die beziiglich der rdumlichen Koordinaten im
Kontinuum im Unendlichen gegen 1 konvergieren bzw. auf einem Torus pe-

riodisch sind), d.h. es gilt
[G*(¥),H] =0 (2.6)
und fiir infinitesimales 60%(¥) (das im Kontinuum im rdumlich-unendlichen
gegen 0 konvergiert bzw. auf einem Torus periodisch ist)
[ Q] = ¢~iJ 1 90" @)
THIOJANDU[60] = g f*60"(#) AL (T) — 0,,00°(F)
OO (Z)U (0] = g f**60"(T)IL(T) . (2.7)

Die Bedingung (2.5) ist daher dquivalent zu der Forderung, daf} alle phy-

Y

sikalisch erlaubten Zustédnde invariant unter (vom Gaufl-Gesetz generierten)
Eichtransformationen sind, d.h.

UlO]|1Wyn) = [Wph) - (2.8)

Gleichung (2.8) mit (2.7) impliziert auflerdem, daf die physikalischen Zustande
nicht normierbar sind, da das Volumen der residualen Eichgruppe unendlich
grof} ist.

Das Problem der residualen (rein rdumlichen) Eichfreiheit kann nun mit
verschiedenen Methoden behandelt werden. Fine Moglichkeit besteht dar-
in, die verbleibenden unphysikalischen Freiheitsgrade zu eliminieren und die
Theorie ausschlieBlich mit randbedingungsfreien Gréflen zu formulieren. Dies
kann entweder durch eine Variablentransformation [36, 38] oder durch die
Anwendung einer unitdren Eichfixierungstransformation [39] erreicht wer-
den. Eine Formulierung mit randbedingungsfreien Freiheitsgraden als Aus-
gangspunkt fiir nichtperturbative Rechnungen hat den Vorteil, dafl das Gauf-
Gesetz (2.5) nicht als zusétzliche Randbedingung in einem Approximations-
schema beachtet werden muf}, da es bereits durch die Wahl der Variablen
implementiert ist. Weiterhin sind die entsprechenden Wellenfunktionale, die
beziiglich der randbedingungsfreien Variablen definiert sind, dann normier-
bar. Formulierungen dieser Art haben jedoch den Nachteil, zu sehr kompli-
zierten (im allgemeinen nicht-polynomischen) Ausdriicken fiir die entspre-
chenden quantenfeldtheoretischen Hamiltonoperatoren zu fithren [36]. Die
Anwendung der korrelationsdynamischen Methode ist aber auf Hamiltonope-
ratoren beschrankt, die eine einfache Struktur ausschliellich mit Polynomen
niedriger Ordnung in den Feldoperatoren aufweisen.
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2.1.1 Das Integralmafl

In dieser Arbeit wird daher eine andere Methode zum Umgang mit der
residualen Eichfreiheit (2.6), (2.7) angewandt, die in der Einfithrung eines
nichttrivialen Integralmafles fiir Matrixelemente zwischen physikalischen Zu-
stdnden, die (2.5) erfiillen, besteht. Dieses Integralmafl wird mit Hilfe der
Fadeev-Popov-Methode erzeugt (vergl. [40] und fiir ein einfaches quanten-
mechanisches Beispiel Anhang A), die zwar eine wohlbekannte Standard-
methode darstellt, deren Anwendung jedoch normalerweise im Rahmen der
Pfadintegralquantisierung nichtabelscher Eichfelder erfolgt (vergl. Abschnitt
2.2).

Als Ausgangspunkt sei das Matrixelement eines eichinvarianten Operators
Oiny (d.h. [Oipy, G*(Z)] = 0) zwischen zwei physikalischen Zustanden |®,;)
und |W,;,) betrachtet:

(@ul0inal Wot) = [ DULA] 97, [AJO%, W, [4]

k3%

Da der Integrand in (2.9) eichinvariant ist, ist es fiir den Erhalt eines wohlde-
finierten Resultats hinreichend, das Integralmafl Du[A] so zu wéhlen, daf es
einen Faktor des inversen (unendlichen) Volumens der residualen Eichgruppe

enthélt, d.h.
DulA] = (/ Dh”es[U])_l DA (2.10)

so dafl die Normierung der physikalischen Zustédnde wie folgt gewahlt werden
kann:

(W W) = [ DulA] W3, [A]W,]A]
- (/ DhMS[U])—l/DA W (AW, [A] = 1. (2.11)

Hierbei ist Dh"*[U] das Haar-Maf fiir die Integration iiber die residuale
Eichgruppe und (in formaler Schreibweise) DA = T[]z, , dA?(Z). Das Inte-
gralmafl DulA] fiihrt jedoch noch immer zu nicht wohldefinierten Matrixele-
menten fiir Operatoren, die nicht eichinvariant sind. Um die durch Du[A]
definierten Matrixelemente fiir eichinvariante Operatoren beizubehalten und
gleichzeitig wohldefinierte Matrixelemente fiir eichabhdngige Operatoren zu
erhalten, wird nun die Fadeev-Popov-Methode auf das Integral (2.9) ange-
wandt. Zunéchst sei eine Fadeev-Popov-Determinante A[A] definiert durch

| = A[A] / Dhes[U] §[F[AY]] (2.12)

wobei F'[A] eine beliebige, rein rdumliche Eichfixierungsbedingung ist und AY
das durch die Eichtransformation U (2.7) transformierte Feld A bezeichnet.
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Es sei darauf hingewiesen, dafl die hier verwendete Schreibweise fiir F[A]
als Abkiirzung fiir F*(Z,[A]) aufzufassen ist, d.h. F' bildet die klassischen
Eichfelder A?(&) auf farb- und ortsabhéngige Funktionen ab, wobei lediglich
iiber den raumlichen Vektorindex des Feldes kontrahiert wird. Die funktio-
nale ¢-Distribution in (2.12) steht entsprechend fiir [z, 6(F*(Z, [A])). Das
so definierte A[A] ist ein unter rein raumlichen Fichtransformationen invari-
antes Funktional, denn es gilt:

-1

ALY = ([ prre siFlAt) )

_ ( / DI (U] 5[F[AUU']])_1

-1

_ ( [ o 5[F[AU”]]) _ A4]. (2.13)
Man erhélt dann in der iiblichen Vorgehensweise

(@p] Oino [V )
= [ DulA] ALA] [ DR U] SLFAV)0G, A0, W A

k3%

k3%

_ / Dh*[U] / DuA] A[AVIS[F[AY)) @, [AV]O4, 0, [AY]

- / DA A[AJS[F[A]®7,[AJOA W[ A] . (2.14)
An dieser Stelle kénnte man die Methode noch weiter verallgemeinern, indem
man die funktionale d-Distribution durch Einfithrung einer Inhomogenitat
£(Z) in der Eichfixierungsbedingung und anschlieflende Funktionalintegrati-
on tiber £(¥) mit einem zu wahlenden Gewichtsfunktional ausschmiert (dies
ist die iibliche Methode, die bei der Pfadintegralquantisierung z.B. auf den
Eichparameter der kovarianten Eichungen fiithrt, vergl. Abschnitt 2.2). Dies
ist fiir die weitere Analyse in dieser Arbeit jedoch nicht erforderlich, da hier
jeweils die homogene Coulomb-Eichbedingung verwendet wird.
Gleichung (2.14) definiert ein Integralmaf}

Du[A] = DA A[AJS[F[A]], (2.15)

das dieselben Resultate wie Dyu[A] fiir die Matrixelemente von eichinvarianten
Operatoren liefert und gleichzeitig zu wohldefinierten endlichen Resultaten
fiir die Matrixelemente von eichabhéngigen Operatoren fiihrt.

2.1.2 Hermitezitit von Operatoren

Die Nichtnormierbarkeit der physikalischen Zustdnde und das aus diesem
Grund eingefithrte Mafl (2.15) fiir die Definition von Matrixelementen im
Raum der physikalischen Zusténde hat nun wichtige Auswirkungen auf die
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Hermitezitatseigenschaften von Operatoren, die im Raum der normierbaren
Zustdande hermitesch sind. Natiirlich bleiben entsprechende eichinvariante
Operatoren, z.B. der Hamiltonoperator (2.3) fiir sich allein betrachtet, im
Raum der physikalischen Zustiande weiterhin hermitesch [38, 40]. Steht ein
solcher Operator in einem Matrixelement jedoch links von einem eichabhdngi-
gen Operator (der aus dem Raum der physikalischen Zustande in den Raum
der eichabhéngigen nicht normierbaren Zustande fiihrt), so gehen die Hermi-
tezitatseigenschaften verloren (vergl. Anhang A).

Das in diesem Zusammenhang auftauchende Standardbeispiel fiir einen
Operator, der im Raum der normierbaren Zustédnde hermitesch ist und der
diese Eigenschaft im Raum der nicht normierbaren Zusténde verliert, ist der
Erwartungswert des Kommutators
[G*(Z), Ab(¥)] beziiglich eines physikalischen Zustands, bei dessen Berech-
nung die Annahme der Hermitezitét des (eichkovarianten) Gauf-Gesetz-Ope-
rators auf ein unsinniges Ergebnis fithrt [40, 41, 42]. Es ist dabei bereits aus-
reichend, dieses Beispiel im abelschen Grenzfall der Kopplung ¢ = 0 (d.h.
fiir ein freies Maxwell-Feld mit Farbfreiheitsgrad) zu betrachten. Unter Be-
nutzung der Kommutatorrelationen (2.4) erhdlt man

(Wi |G (2), AL DN o) gm0 = (ol [02, 113 (2), AL (][ W)
= —i8"0,,0(F — §) (V| Upn) - (2.16)

Unter der (falschen) Annahme, dafl G*(Z) stets seine Hermitezitatseigen-
schaften beibehélt, erhdlt man hingegen

(U |[G*(), ALy} = (V| G (D) AL W)
= (G (&)U | AUG)| W) = 0 (falsch) , (2.17)

was in offensichtlichem Widerspruch zu (2.16) steht. Der sich aus (2.16) und
(2.17) ergebende scheinbare Widerspruch hat interessanterweise noch in einer
Veroffentlichung im Jahre 1983 zu der fehlerhaften Schlufifolgerung gefiihrt,
dafl die kanonische Quantisierung in temporaler Eichung unter der Verwen-
dung der Kommutatorrelationen (2.4) eine unsinnige Vorgehensweise ist [43].

Um die oben erwdhnte Nicht-Hermitezitét des (eichinvarianten) Hamil-
tonoperators zu demonstrieren, soll die Zeitentwicklung des gleichzeitigen
Erwartungswertes

(01|05, AT (7)0y, AT ()W) (2.18)

im abelschen Grenzfall (¢ = 0) betrachtet werden. Unter der Annahme, daf}
das System in einem Eigenzustand des Hamiltonoperators ist, d.h.

H|Wyi) = E|W,p) & HAW[A] = BW,[A], (2.19)
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und bei Verwendung des Schrodingerbildes, d.h. bei Beschreibung der gesam-
ten Zeitentwicklung durch die Schrédingergleichung fiir den Zustand |W,,),
erhdlt man

at<q}ph|axi‘4?(f)ay] A?(g) |\I}ph> |S~p~
= [ DulA) (=i HA W A]) 0, A7)0y, AL A]
+ [ DuLAN (A1, A2(2)0,, AYG) (~iHA W, [4]) =0, (2.20)

wobei 0;+|s,. die Zeitableitung im Schrodingerbild bezeichnet (der Einfachheit
halber wird die gleiche Notation fiir klassische Felder und fiir Feldoperatoren
verwendet). Im Gegensatz dazu liefert das Heisenbergbild, d.h. die Beschrei-
bung der gesamten Zeitentwicklung durch die Heisenberggleichung fiir das

Operatorprodukt 0., Af(%)d,, A? (¥),

4 L 1 0= L
O W D AT () Dy, AWy 115, = (W | (0o, AT(F) Dy, AG(5), H] W)
= <\I}ph|axiﬂ?(f)ayj A?(g)|q}ph> + <\I}ph|awiA?(f)ayJH?(g)|q}ph>
= —i0,.0,,0(F — §)5°6,; = 0, (% — )6, (2.21)

wobei 0; - |, fiir die Zeitableitung im Heisenbergbild steht. In (2.21) wurden
(2.4) und der abelsche Grenzfall von (2.5) sowie die Normierung (V,;|V,;) =
1 verwendet.

Die Diskrepanz zwischen (2.20) und (2.21) kann in der Darstellung der
Theorie durch Schrédingersche Wellenfunktionale verstanden werden, indem
die Transformation vom Schrédingerbild in das Heisenbergbild zum Zeit-
punkt der Koinzidenz der beiden Bilder betrachtet wird: um von einem Bild
in das andere zu gelangen, mufl man die in der elektrischen Feldenergie

% / dia (D)D) = —% / A A;(:I;’) ; A?(:I;’) (2.22)

auftretenden Funktionalableitungen partiell integrieren, was zu zuséatzlichen
nichttrivialen Termen fithrt, wenn die Funktionalableitungen auf die A-ab-
héngigen Terme im Integralmaf (2.15) wirken:

/ DA ( / d'z A;E) ﬁ(g)%h[/x])* 0y, AL(T) D, ANG)Wpn[A]
_ /ddz/DA W [A] %
58

x (A[AVSLF[A]] 0y, AL(F)D,, AL(5) W[ A))

A (Z) 3A(Z)
— /ddz/DA Wou[A]" x
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X {(5[4;5) 5Ag(g)A[A]5[F[AH) al’l‘A?(f)ayj A?(g)\yph[A]

2 (AP (50 A0, AL L))

b [ DAl ([ s o, L))
(2.23)

Wihrend das Ausgangsintegral in (2.23) ein Baustein der Zeitentwicklung im
Schrédingerbild ist, korrespondiert lediglich der letzte Summand des FEnd-
ausdrucks zu dem entsprechenden Baustein im Heisenbergbild, den man bei
Hermitezitat der elektrischen Feldenergie erhalten wiirde, wahrend der Rest
des Endausdrucks aus den durch die Nichthermitezitat verursachten Zusatz-
termen besteht.

Eine andere Sichtweise, die zum gleichen Resultat fiihrt, ist die folgende
[44]: angenommen, anstatt (2.15) verwendet man (2.10) und regularisiert die
Matrixelemente eichinvarianter Operatoren, indem man nur iiber ein end-
liches Intervall von Feldamplituden integriert. Die oben erwdhnten nicht-
trivialen Zusatzterme entstehen dann bei der partiellen Integration durch
hermitezitatszerstorende Oberflichenbeitrage.

Allgemein kann dazu festgestellt werden, dafl die Heisenberg-Zeitentwick-
lung eichabhéngiger Groflen nicht die gleichen Resultate liefert wie die ent-
sprechende Schrodinger-Zeitentwicklung und daf} sie sogar dann Zeitabhangig-
keiten liefert, wenn sich das System in einer Gleichgewichtssituation befindet
(z.B. in einem Eigenzustand von (2.3)). Weiterhin ist im Schrédingerbild
die Eichfixierungsbedingung F[A] = 0 zu allen Zeiten erfiillt, wahrend sie
im Heisenbergbild nur zum Zeitpunkt der Koinzidenz mit dem Schrédinger-
bild erfiillt ist. Betrachtet man aber die Zeitentwicklung von eichinvarianten
GroBen, so liefern beide Bilder identische Resultate.! Da alle physikalischen
Observablen eichinvariant sind, sind das Schrédingerbild und das Heisenberg-
bild somit selbstverstdndlich immer noch dquivalent.

Um im Schrodingerbild Bewegungsgleichungen fiir nicht eichinvariante
Greenfunktionen zu erhalten, mufl man nun explizit die oben diskutierte
partielle Integration ausfithren, was zu zusdtzlichen nichttrivialen Termen
gegeniiber den entsprechenden Gleichungen im Heisenbergbild fithrt. Diese
Terme entsprechen dann denjenigen Termen, die man auch durch die nicht-
triviale Struktur des Hamiltonoperators im Rahmen einer Formulierung der
Theorie mit randbedingungsfreien Variablen erhalt. Durch entsprechendes
Umschreiben der Fadeev-Popov-Determinante als Funktionalintegral tiber
komplexe Grassmann-Variablen und durch gleichzeitiges Ausschmieren der

'Rekonstruiert man z.B. einen Gleichgewichts-Erwartungswert einer eichinvarianten
Grofle aus eichabhingigen Gréflen, so miissen sich alle im Heisenbergbild auftretenden
Zeitabhéngigkeiten gegenseitig wegheben.
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d-Distribution kann man die Terme in (2.15) auf Exponentialform bringen,
so daf} die zusétzlichen Terme in den Bewegungsgleichungen als Ankopplung
an Geistfelder und als Eichfixierungsterme auftreten (vergl. Abschnitt 2.2).
Dies wird hier jedoch nicht durchgefiihrt.

2.1.3 Der freie Propagator im Heisenbergbild

Eine unmittelbare Konsequenz der obigen Uberlegungen ist die explizite Bre-
chung der zeitlichen Translationsinvarianz im longitudinalen Anteil des freien
Propagators, der durch den abelschen Grenzfall der Heisenberggleichungen
definiert ist. Wird als Bedingung zur Fixierung der residualen Eichfreiheit

die Coulombeichbedingung gewéhlt, d.h.
F[A] = 0, A}(%) =0, (2.24)

so erhdlt man (im Kontinuum), falls das Heisenbergbild und das Schrodin-
gerbild zum Zeitpunkt ¢g zusammenfallen,

(Sab ddk ST 1 T 1 kk
TAYZ. OANT ) = R(E=2) | milklle=t] {5
< z(xv ) ](l‘, )> 9 (27T)d€ |k|€ 7 k2

_%(|t—t’|_|_(t—|-t’)—2t0) E—;] ) (2.25)

wobei T' den Zeitordnungsoperator bezeichnet. Die Herleitung dieses Re-
sultats im Rahmen der kanonischen Quantisierung erfordert nur einfaches
Einsetzen und kann z.B. in [44, 45] gefunden werden. Am Rande sei ange-
merkt, daf} (2.24) zu einem intermedidren Zeitpunkt o # +o00 moglicherweise
aufgrund von Gribov-Mehrdeutigkeiten [46] noch immer keine ausreichende
Eichfixierungsbedingung darstellt. Eine genaue Diskussion dieses Tatbestan-
des sprengt jedoch den Rahmen der vorliegenden Arbeit.

Die ersten Autoren, die einen longitudinalen Propagator der Form (2.25)
veroffentlichten, waren Carraciolo, Curci und Menotti [47], die ihr Resul-
tat auf eine eher heuristische Weise erhielten, indem sie zunéchst von der
allgemeinsten Losung der Bewegungsgleichung ausgingen. Diese Losung, die
zusatzlich symmetrisch in ¢ und ¢’ sein und die Bedingung

O T AL (T, )AL (T, )) = =000 (T AL (T, 1) AL, (T, 1)) (2.26)
erfiilllen muf, ist gegeben durch

(TAL(T, )AL (T 1))

ab d R e
5 / ki bik
> ] @n) i

In (2.27) steht der untere Index L fiir den longitudinalen Anteil des Eichfel-
des. Eine perturbative Berechnung eines Wilson-Loops bis zur Ordnung ¢*

— _%(|t—t’| +a(t+t)+7) (2.27)
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und ein Vergleich des Resultats mit dem in Feynman- und Coulomb-Eichung
erhaltenen Ergebnis fithrt iiber die Forderung nach Eichinvarianz auf die Be-
dingung o = +1, wihrend v keinen Beitrag zum Wilson-Loop liefert und
unbestimmt bleibt. Das Resultat a« = —1 erhdlt man in der oben erwdhn-
ten Herleitung im Rahmen der kanonischen Quantisierung, falls man anstatt

(2.5) die Bedingung
(U, |GH(F) =0 & GZ)T|W,,) =0 (2.28)

verwendet, die ebenfalls zu einer konsistenten Formulierung der Theorie fiihrt.?
Die Autoren in [47] schlieflen nun, daff ein Kontakt mit der Coulomb-FEichung
nur bei tg = oo (oder dquivalent an einem der Endpunkte eines endlichen
Zeitvolumens) moglich ist. Dies ist richtig, falls die Coulomb-Eichbedingung
tatsachlich das Verschwinden aller Greenfunktionen fordert, die ein longitu-
dinales Eichfeld A7 (7, t0) enthalten. Dies wiirde jedoch wiederum bedeuten,
dafl an irgendeinem Punkt jeder Rechnung der Grenziibergang |v| — oo vor-
genommen werden muf.

Um unter anderem auf den letzten Punkt n&her einzugehen, soll im nachsten
Abschnitt eine kurze Diskussion der Pfadintegralquantisierung in temporaler
Eichung gegeben werden.

2.2 Pfadintegralquantisierung

Sei finu[A] ein eichinvariantes Funktional des klassischen Eichfeldes Af ().
Man betrachte nun das Pfadintegral

N / DA fo[Alet) 48 = / DA fins[A]eSH (2.29)

wobei £ wie in (2.1) definiert ist, S[A] das klassische Wirkungsintegral be-
zeichnet und (formal) DA = T[], , ., dAf%(x) gilt. Die Normierungskonstante
N muf so gewihlt werden, daB (2.29) fiir fi.,[A] = 1 den Wert 1 ergibt:

N = (/ DA eiS[A])_l . (2.30)

Gleichung (2.29) beschreibt nun per Definition den Grundzustandserwar-
tungswert der zu f;,,[A] zugehorigen Grofe in der quantisierten Theorie.

Es sei angemerkt, daB fiir einfachere Feldtheorien (z.B. fiir die ®*-Theorie)
die Aquivalenz der Pfadintegralquantisierung und der kanonischen Quantisie-
rung relativ einfach zu zeigen ist, dies bei nichtabelschen Fichtheorien jedoch
eine nichttriviale Aufgabe darstellt. Dieses zeigt sich besonders bei nichtko-
varianten Eichungen, zu denen auch die hier verwendete temporale Eichung
gehort.

2Es sei angemerkt, dafl G4(F) # G*(£)" und dafl (2.5) und (2.28) nicht beide gleichzeitig

gefordert werden konnen, da dies im Widerspruch zu (2.4) stehen wiirde.
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Aufgrund der Eichinvarianz des Integranden und des Integralmafles in
(2.29) enthélt das Pfadintegral einen Faktor vom (unendlichen) Volumen der
lokalen Eichgruppe, der durch den entsprechenden inversen Faktor in der
Normierungskonstanten N wieder herausgekiirzt wird, so daf sich insgesamt
ein endliches Ergebnis ergibt. Es sei darauf hingewiesen, daf} es sich im Ge-
gensatz zu der Diskussion im vorhergehenden Abschnitt 2.1 an dieser Stelle
um die gesamte Fichgruppe und nicht nur um die Untergruppe der zeitun-
abhéngigen Eichtransformationen handelt.

Betrachtet man nun anstatt fi,,[A] ein eichabhéngiges Funktional (z.B.
um den zeitgeordneten Propagator des Eichbosonenfeldes zu berechnen), so
ist das durch A" bewirkte Herauskiirzen des Volumens der Eichgruppe nicht
mehr ausreichend, um ein wohldefiniertes Ergebnis zu erzeugen. Daher wird
nun mit Hilfe der Fadeev-Popov-Methode ein Pfadintegral hergeleitet, das
fiir eichabhéangige Groflen wohldefinierte endliche Resultate und fiir eichin-
variante Groflen die gleichen Ergebnisse wie (2.29) liefert.

Sei DLI'[U] das Haar-Maf fiir die Integration iiber die (gesamte) lokale
SU(N)-Eichgruppe. Die Fadeev-Popov-Determinante A[A] sei definiert durch

| = A[A]/Dhmw] S[F[AY]] (2.31)

wobei F'[A] eine beliebige Eichfixierungsbedingung ist und AY das durch die
Eichtransformation U transformierte Feld A bezeichnet. F[A] und §[-] sind
dabei als Abkiirzungen analog zu der in (2.12) eingefithrten Schreibweise auf-
zufassen. Das so definierte A[A] ist wiederum ein eichinvariantes Funktional;
der Beweis hierfiir verlauft analog zu (2.13). Das Pfadintegral (2.29) kann nun
analog zu der Vorgehensweise in (2.14) in Abschnitt 2.1 umgeformt werden:

N / DA fin[Ale™™M
=N [ DA ALA] [ DRU] SFIAY]] fina[ 4]
=N / DL U] / DAY A[AY)S[F[AY] fino[AV]e/51A7]
= X ([ Pre)) [ DA ALASFLAY 41
= N [ DA ALASLFA) fors[ 4] (2.3

Die Determinante A[A] kann nun noch weiter ausgewertet werden. Durch
Umformung von (2.31) erhalt man zunéachst

A[A] = { / DF (detgfi([);?(]]])_ 5[F]} = det ;SZ[Z?U]]

(2.33)

F[AU]:O

Die Eichinvarianz von A[A] kann nun vereinfachend ausgenutzt werden, in-
dem man A von vornherein so wahlt, daf} die Eichfixierungsbedingung erfiillt
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ist, so daB sich die Bedingung F[AY] = 0 auf U = 1 reduziert. Somit sind zur
weiteren Berechnung von (2.33) nur noch infinitesimale Eichtransformationen
zu betrachten, so dafl sich das Haar-Mafl auf das Produkt der Differentiale
der lokalen Eichwinkel reduziert:

Dh*' U] = DO = [[ dO“(2) . (2.34)
Man erhélt somit:
a U[e]
ALA] = g A D detM®(z,y,[A]); F[A]=0. (2.35)

30°(y)

Die Matrix M*(z,y, [A]) kann nun fiir praktische Berechnungen noch weiter

©=0

umgeformt werden. Unter Verwendung der infinitesimalen Eichtransformati-
n (2.2) erhalt man

ab( a1 x, [A]) 6 AL (%)
M*®(z,y,[A /d ’ 5AC (2) 00°(W) | ppap=o
/dd-l-l (x [A]) ( bedAd(Z) _9 5cb) 5z —y) (2.36)
= T 0A(z) Y - ! FlA=0 |

Eine weitere Verallgemeinerung der Fadeev-Popov-Eichfixierung erhélt man,
wie bereits in Abschnitt 2.1 avisiert, indem man die Eichfixierungsbedingung
mit einer Inhomogenitét versieht, d.h.

FIA] =0 — F[A] = &(2) (2.37)

wobei £(2) im Prinzip auch noch vom Farbindex der Eichfixierungsbedingung
abhdngen kann. Wie man anhand von (2.36) erkennt, ist A[A] offensichtlich
unabhéngig von der Wahl von £(x), d.h. (2.37) definiert eine Klasse von Eich-
fixierungsbedingungen, die jeweils die gleiche Fadeev-Popov-Determinante
haben. Darum kann (2.32) geschrieben werden als

N / DA fino[AleiSHA
=N / DA A[AS[F[A] — ()] fina[ Al S (2.38)

Da die rechte Gleichungsseite in (2.38) nicht von £(x) abhéngt, kann sie weiter
umgeformt werden, indem man sie mit einem frei wahlbaren Gewichtsfunk-
tional G[¢] iiber ¢(z) funktional integriert, wobei die gesamte Anderung des
Ausdrucks in einer Neudefinition der Normierungskonstanten absorbiert wer-
den kann. Dieses Vorgehen fiithrt zu einer Ausschmierung der funktionalen
d-Distribution entsprechend der Wahl der Gewichtsfunktion. Man erhélt also

N/DA fmv [A]eiS[A]
= N [ DE Gl [ DA ALARIFLA] = £(0)]frn [A]eS

- N / DA ALA] fim[AlSUG A (2.39)
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Ein weitverbreiteter Ansatz fiir G[¢] ist
Gle = ez J Ao e (2.40)

was dquivalent ist zu einer Ersetzung der urspiinglichen Lagrangedichte (2.1)

durch

1
L£L—L——F[A]P. 2.41
LA (2.41)
Um auch die Fadeev-Popov-Determinante in einen zusétzlichen Term in
der Lagrangedichte umzuwandeln, sei daran erinnert, dal man jede Deter-

minante der Form det M*(z,y, [A]) gemiB
detM“b(:L', Y, [A]) — C/ann*eifdd+ledd+ly U“(l’)*Mab(x,y,[A])nb(y) (242)

als Funktionalintegral iiber komplexe Grassmann-Variablen n(z) schreiben
kann, wobei C eine Normierungskonstante ist. Unter Verwendung von (2.40),
(2.41) und (2.42) kann (2.39) nun weiter umgeformt werden zu

N / DA fino[ Al = A7 / DADYDY" i | A]eiStcil A (2.43)
mit
Stot[A,m,n7] = S[A] + Sgial Al + Sgrost[As .07
Spiald] = - I/W%F%LWW(MM

Srost[ Ay = [ d e [ty o o) Moy, (A () - (244)

Stiz[A]in (2.44) ist der Eichfixierungsterm der Wirkung, wahrend Syp0s:[A, 0, n*]
die freie Wirkung der komplexen, antikommutierenden Hilfsfelder n®(x) (Geist-
felder) sowie deren Ankopplung an das Eichbosonenfeld enthélt.

Wahlt man F[A] als

Pz, [A]) = 0" Al (x) , (2.45)

so fithrt dies zur Klasse der kovarianten Eichungen. Besonders populdre
kovariante Eichungen erhélt man z.B. fiir die Wahl @ — 0 (Lorentz- oder
Landau-Eichung; hier geht das Gewichtsfunktional G[F[A]] wieder in eine
Darstellung der §-Distribution {iber) und fiir die Wahl @ = 1 (Feynman-
Eichung). Der Parameter o wird in diesem Zusammenhang als Eichparameter
der kovarianten Eichungen bezeichnet.

Die Wahl

F(x,[A]) = n* A% (x) (2.46)
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mit einem konstanten Vektor n* fithrt zur Klasse der (nichtkovarianten) axia-
len Eichungen. Diese Eichungen haben gegeniiber den kovarianten Eichun-
gen den Nachteil der expliziten Brechung der Lorentz-Kovarianz, was z.B.
storungstheoretische Rechnungen erschwert. Andererseits haben sie den Vor-
teil, zunéachst nicht zu einer Ankopplung der Geistfelder an die Fichboso-
nenfelder zu fithren. Dies sieht man anhand der expliziten Auswertung von

(2.36) mit (2.46):
M (x,y,[A])
= /dd"'lz n"6*(x — z) (ngbdAff(z) — 8Zu5Cb) iz —vy)

nk A3 =0
= """ é(x —y) . (2.47)
Da in (2.47) keine Abhéngigkeit von A auftritt, kann die gesamte Fadeev-

Popov-Determinante in die Normierung des Pfadintegrals absorbiert werden,
und man erhalt:

N / DA fiu[AleS) = A7 / DA fino[ Al SWliSrialA] (2.48)

Die in dieser Arbeit behandelte (reine) temporale Eichung A% = 0 ergibt sich
als Spezialfall aus der Klasse der axialen Eichungen fiir n* = §“° und fiir
a — 0, d.h. ohne Ausschmierung der ¢-Distribution fiir die Eichfixierungs-
bedingung. Fiir diesen Fall erhdlt man

N / DA fi[ Al = A7 / DA fin[A]e™HS[ A7)
_ / TT A () (fino[A]e™H)

1,a,7

, (2.49)

Ag=0

d.h. ein Funktionalintegral nur iiber die rdumlichen Vektorindizes des Eich-
bosonenfeldes und ohne Beitrége von Geistfeldern.

Wie jedoch bereits aus der Diskussion in Abschnitt 2.1 hervorgeht, ist
die Eichung in (2.49) noch nicht ausreichend fixiert, da als residuale Eich-
fretheit noch die Untergruppe aller zeitunabhédngigen Eichtransformationen
iibrigbleibt. Um diese residuale Eichfreiheit zu fixieren, kann man nun wie-
derum mit Hilfe der Fadeev-Popov-Methode eine zusatzliche Eichbedingung
auf einer Raumzeit-Hyperfliche konstanter Zeit implementieren. W&hlt man
hierzu die Coulomb-Eichbedingung zu fester Zeit ¢y, d.h.

0o, AL (T 10) =0, (2.50)

so erhdlt man nach einer zur bisherigen Betrachtung analogen Rechnung fiir
den longitudinalen Anteil des freien (abelschen) Propagators [48]

(TAL (T )AL (T, 1))

= 5 (=t = [t = to] = [t' — to]) =5 /(%)de’“( ) noo (281
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Weiterhin fithrt die Eichbedingung (2.50) in der nichtabelschen Theorie zu
einer Ankopplung an Geistfelder, die auf der Raumzeit-Hyperflache ¢t = ¢,
leben.

Der longitudinale Propagator (2.51) verschwindet, falls ¢, zwischen ¢ und ¢’
liegt; er stimmt mit (2.27) fiir « = —1 iiberein, falls ¢,#' > t; und fiir o = +1,
falls ¢, < to. Ubereinstimmung zwischen (2.51) und (2.25) kann daher nur
im Grenzfall |[tg| — oo erreicht werden. Die voneinander abweichenden Re-
sultate im Fall eines endlichen Wertes von ¢g kénnen jedoch leicht verstan-
den werden, wenn man sich vor Augen halt, dafl die Implementierung der
Coulomb-Eichbedingung in der kanonischen Quantisierung (vergl. Abschnitt
2.1) und in der Pfadintegralquantisierung vollig verschieden durchgefiihrt
wird. Die Verwendung des durch (2.24) induzierten Integralmafles (2.15) fiir
die Definition von Matrixelementen zwischen physikalischen Zusténden fiithrt
nur dann zu verschwindenden Greenfunktionen, wenn Aj ,(¥,%o) links von
allen anderen Operatoren steht, mit denen es nicht kommutiert (fiir ein ein-
faches Beispiel sei der Leser auf Anhang A verwiesen). Dagegen zwingt die
Implementation von (2.50) in der Pfadintegralformulierung ohne Riicksicht
auf die Operatorordnung (die durch das Ausfiithren der Zeitordnung entsteht)
alle Greenfunktionen zum Verschwinden, die ein longitudinales Eichbosonen-
feld Ag ;(Z,10) enthalten.

Es besteht daher kein a priori-Widerspruch zwischen (2.25) und (2.51),
da beide aus indquivalenten FEichfixierungsbedingungen hergeleitet wurden.
Dieser Punkt wird hier besonders hervorgehoben, da er in den zu diesem
Thema erschienenen Artikeln nicht klar herausgearbeitet wird und iiberdies
oft Anlal zu Mifiverstdndnissen gibt.

Zum Abschlufl der Diskussion der Pfadintegralquantisierung mufl noch
auf eine besondere Schwierigkeit im Hinblick auf die korrekte Operatorord-
nung im Pfadintegral hingewiesen werden. Das in diesem Zusammenhang
auftretende Problem liegt darin begriindet, dal bei einer formalen Rech-
nung, wie sie im Rahmen der oben erlauterten Fadeev-Popov-Eichfixierung
durchgefithrt wurde, keine Riicksicht auf die genaue Definition des Pfadin-
tegrals als Grenzwert beziiglich einer Zeitdiskretisierung genommen wird.
Bei der Zeitdiskretisierung kénnen verschiedene Vorschriften verwandt wer-
den, z.B. kénnen zeitliche Ableitungen durch verschiedene Formen von Dif-
ferenzenquotienten ersetzt werden, und Felder kénnen durch verschiedene
Linearkombinationen des Feldes an bestimmten Stellen des infinitesimalen
Zeitintervalls ersetzt werden. Diese Vorschriften sind jedoch nicht dquiva-
lent miteinander, sondern entsprechen in der Operatorsprache jeweils ver-
schiedenen Operatorordnungen. Dadurch kénnen bei der formalen Fadeev-
Popov-Eichfixierung Terme unterschlagen werden, die bei korrekter Behand-
lung vom Durchkommutieren von Feldimpulsen durch die Fadeev-Popov-
Determinante herriihren. In der normalen QQuantenmechanik treten analoge
Probleme bei der Verwendung von Feynman-Pfadintegralen fiir die Quan-



18 KAPITEL 2. QUANTISIERUNG IN TEMPORALER EICHUNG

tisierung von Systemen in krummlinigen Koordinaten auf [49, 50, 51]. Bei
SU(N) Eichfeldtheorien mu$ fiir eine korrekte Behandlung von der kanoni-
schen Quantisierung in temporaler Eichung ausgegangen werden (diese Ei-
chung entspricht den kartesischen Koordinaten in der Quantenmechanik),
und von dort aus miissen andere Eichungen durch Koordinatentransformatio-
nen erreicht werden. Wéhrend eine solche konsistente Betrachtung zeigt, daf3
die naive formale Vorgehensweise im Falle der kovarianten Eichungen korrek-
te Ergebnisse liefert, ergeben sich z.B. fiir den Fall der Coulomb-Eichung ge-
geniiber der formalen Rechnung zusitzliche Multi-Eichbosonen-Vertizes [52,
36]. Bei storungstheoretischen Rechnungen in der Coulomb-Eichung fithren
diese zusatzlichen Vertizes des weiteren zu bisher ungelésten Problemen bei
der Renormierung [53, 54|, so daB die Verwendung der Coulomb-Eichung fiir
nichtabelsche Eichtheorien im Gegensatz zur Situation in der Quantenelek-
trodynamik zur Zeit nicht als attraktive Alternative fiir praktische Rechnun-
gen erscheint.

Am Ende dieses Kapitels 1Bt sich fiir das weitere Vorgehen folgendes Fa-
zit ziehen: auf der einen Seite bietet der in Abschnitt 2.1 diskutierte Weg
der kanonischen Quantisierung die Moglichkeit, die einfachen Heisenberg-
gleichungen des Hamiltonoperators (2.3) fiir die Formulierung von Bewe-
gungsgleichungen fiir Greenfunktionen zu verwenden, ohne sich die (durch
die Fixierung der residualen Eichfreiheit) im Schrédingerbild entstehenden
Zusatzterme einzuhandeln, die als Fichfixierungsterme und eine Ankopplung
an Geistfelder geschrieben werden kénnen. Auf der anderen Seite hat diese
Vorgehensweise den Nachteil, daf eichabhidngige Grofien nun selbst in Gleich-
gewichtskonfigurationen explizite Zeitabhéngigkeiten aufweisen kénnen und
dafl das GauB-Gesetz nicht automatisch implementiert ist, sondern als zusétz-
liche Randbedingung beachtet werden mu#f.



Kapitel 3

Bewegungsgleichungen fiir
verbundene gleichzeitige
Greenfunktionen

In diesem Kapitel wird die Herleitung eines geschlossenen Satzes von Be-
wegungsgleichungen fiir verbundene gleichzeitige Greenfunktionen im Rah-
men des Approximationsschemas der Korrelationsdynamik prasentiert. Das
Kapitel gliedert sich auf in Abschnitte zur Herleitung der Hierarchie von
Heisenberg-Bewegungsgleichungen fiir volle gleichzeitige Greenfunktionen, zur
Diskussion der Clusterzerlegung voller Greenfunktionen in verbundene Green-
funktionen, zur Betrachtung des mit Hilfe der Clusterzerlegung generierten
Abschneideschemas fiir die Greenfunktionshierarchie und zur diagrammati-
schen Analyse der resultierenden Gleichungssysteme.

Es sei besonders darauf hingewiesen, daf} in der vorliegenden Arbeit nicht
auf das in [55, 56] vorgeschlagene Quantisierungsschema zuriickgegriffen wird,
das auf der ,schwachen® Version des Gauf}-Gesetzes basiert, welches lediglich

die Forderung (G*(&#)) = 0 beinhaltet.

3.1 Hierarchie von Bewegungsgleichungen fiir
volle gleichzeitige Greenfunktionen

Ausgangspunkt fiir die Herleitung in diesem Abschnitt sind die Bewegungs-
gleichungen fiir Operatoren, die sich im Heisenbergbild ergeben (falls nicht
explizit anders angegeben, beziehen sich von hier ab alle Zeitableitungen auf

das Heisenberg-Bild), d.h.

10,0(t) = [0(t), H] . (3.1)
Mit (3.1), (2.3) und (2.4) erhélt man
0,A1(7) = 15(2) (3.2

19
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und
QI (T) = (V20 — 00,00, ) AL(E)
+2g " AL(F) 00, ALT) + g f*CALT)0,, ALT) — g A(D) D, AL(F)
+g? f AT ALR) AL(T) (3.3)
wobei alle Operatoren zur gleichen Zeit ¢ genommen werden, die in der No-

tation unterdriickt wird. Auf die gleiche Art erhdlt man die Bewegungsglei-
chungen fiir Operatorprodukte héherer Ordnung, z.B.

O (AL AUD)) = (DAL@)AUG) + AU OAYUD)
= II(F) A} () + ANDIHG) (3.4)

0, (112(3) AL(F)) = (9112 () AYF) + 112() (D AL(H))
= {(V0u — 0.0, ) Ay(7)
+20./ AG(T)0,, AL(T) + g " AL (T) 0, AL(E) — g " A (T) s, AL(T)
FP I AR AL(F) AL (7)) A7)
I (DIL() (3.5)

0, (T (2)ITL (7)) = (D12 (D)) + IE(F) (IT(F))
= {(V0u — 0.0, ) Ay(7)
+20./ AG(T) 0, AL(T) + g AN (T) 0, AL(E) — g AY(T) D, AL(T)
+gP U A (E) A () AL () I3
+I2(E) { (V200 — 0,0y, ) AL
+29 /A0y, AUG) + 9" AL )y, ALG) — 9" AL() D, ALT)
+g” 1 AN AU AL} ete, (3.6)

Man erhalt somit eine unendliche gekoppelte Hierarchie von Operator-Bewe-
gungsgleichungen, wobei die Zeitableitung jedes Produkts von n Feldoperato-
ren, welches mindestens einen konjugierten Impuls enthalt, an Produkte von
n, n + 1 und n + 2 Feldoperatoren ankoppelt; die letzteren korrespondieren
zur freien Propagation und zur Selbstwechselwirkung der Eichbosonen iiber
den 3-Punkt-Vertex und den 4-Punkt-Vertex.

Die Gleichungen (3.2)-(3.6) und die entsprechenden Gleichungen fiir Feld-
operatorprodukte héherer Ordnung induzieren nun direkt eine unendliche
Hierarchie von Bewegungsgleichungen fiir volle gleichzeitige Greenfunktio-
nen, wobei die letzteren als Erwartungswerte der obigen gleichzeitigen Ope-
ratorprodukte definiert sind.
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Der allgemeinste Ausdruck fiir den Erwartungswert eines Operators O ist

(0) =Tr(0p) ,
p = ZP&P\PPh,a ) Zpa =1, po>0Va (3.7)

wobei Py, . den Projektionsoperator auf den physikalischen Zustand [W,p o)
bezeichnet und die Zustande {|¥,, )} 0.B.d.A. so gewéhlt sind, daf sie ei-
ne bezliglich (2.15) orthonormale Basis fiir den Raum der physikalischen
Zustande darstellen, beziiglich derer der statistische (Nichtgleichgewichts-)
Dichteoperator p diagonal ist. Die Spur Tr (-) wird nur {iber den Raum der
physikalischen Zustédnde ausgefiihrt, wobei jedes in der Spur auftretende Ma-
trixelement iiber das Integralmaf} (2.15) definiert ist. Die explizite Form von
(3.7) in der Formulierung mit Schrodingerschen Wellenfunktionalen lautet
dann

(0) = 3 pa [ DYIAI, [4J0 W0 A] (3.8)

Da die gegenwartige Betrachtung im Heisenbergbild durchgefiithrt wird,
ist p zeitunabhangig und es gilt

0,7 (O(t)p) = Tr (9:0(t)p) = Tr (%[O(t), H]p) (3.9)

fiir einen beliebigen Operator O(t). Die Bewegungsgleichungen fiir volle gleich-
zeitige Greenfunktionen, die zu (3.2), (3.3), etc. korrespondieren, sind daher
einfach gegeben durch

0i(A}(T)) = (I} (7)) , (3.10)

O (7)) = (V20ik — 00,0, ) (AL(E))
120 (AL(F) D AL(E)) + g (AT, ALE))
— g AL(E) D, AL(E)) + gE (AL ALE) AL(E)) , ete. (3.11)

Die aus (3.10), (3.11) und den entsprechenden Gleichungen hoherer Ord-
nung bestehende Hierarchie kann als das feldtheoretische Analogon zur
BBGKY!-Dichtematrixhierarchie der nichtrelativistischen Vielteilchenphysik
gesehen werden. Der einzige grundlegend neue Gesichtspunkt ist der bereits
in Kapitel 2 diskutierte Unterschied zwischen den im Heisenbergbild und im
Schrédingerbild hergeleiteten Hierarchien, wobei eine Moglichkeit zur Formu-
lierung der Schrédinger-Hierarchie in der expliziten Einfiihrung von Geist-
feldern zusammen mit zusétzlichen, vom Eichixierungsterm im Integralmafl
herrithrenden Termen in den Bewegungsgleichungen besteht.

!Born Bogoliubov Green Kirkwood Yvon
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Es sei als Nebenbemerkung erwéhnt, dafl die von Neumann-Gleichung im
Schrédinger-Bild auch im Falle der Beschreibung der Zeitentwicklung von
eichabhéngigen Operatoren O giiltig bleibt, da fiir ihre Herleitung nur die
Hermitezitat von H im Raum der physikalischen Zustidnde benétigt wird
(alle Manipulationen in der Herleitung werden rechts von O ausgefiihrt). Man
kénnte daher zu dem Fehlschluf} neigen, dafl die Heisenberg-Zeitentwicklung
aus dem Schrodingerbild einfach durch Verwendung der Invarianz der Spur
unter zyklischen Permutationen zuriickerhalten werden kann. Dies ist jedoch
inkorrekt, da die Spur im vorliegenden Fall ihre zyklische Invarianz verliert.
Dieser Verlust der zyklischen Invarianz liegt grob gesprochen daran, dafi die
Spur nur iiber den Unterraum der physikalischen Zustédnde lduft, und daf}
daher die im Invarianz-Beweis zur Umwandlung der urspriinglichen Summe
iiber Zustdnde in eine 1 benétigte Vollstandigkeitsrelation nicht angewandt
werden kann?.

3.2 Clusterzerlegung von Greenfunktionen

Fiir praktische Rechnungen muf} die unendliche gekoppelte Hierarchie von
Heisenberg-Bild-Bewegungsgleichungen fiir volle gleichzeitige Greenfunktio-
nen abgeschnitten werden, d.h. es mufl eine Ndherung gemacht werden, die
diese Hierarchie in einen geschlossenen, endlichen Satz von Gleichungen um-
wandelt. Bei dem in dieser Arbeit verwendeten Verfahren der Korrelationsdy-
namik (= Dynamik verbundener Greenfunktionen) wird dies durch Anwen-
dung der Clusterzerlegung von vollen n-Punkt-Greenfunktionen [26], d.h. de-
ren Zerlegung in Summen von Produkten von verbundenen Greenfunktionen,
erreicht.

Man erwartet eine gute Konvergenz der Clusterzerlegung beziiglich der
mitgenommenen Ordnung von verbundenen Greenfunktionen, falls das be-
trachtete Quantensystem sich in einer reinen Phase befindet (d.h. falls das
entsprechende Wellenfunktional in nur einem Gebiet im Raum der Feldkon-
figurationen lokalisiert ist), wobei die Konvergenz tendenziell um so bes-
ser ist, je besser sich der Zustand durch ein Gaufisches Wellenfunktional
anndhern 1a8t. Befindet sich das Quantensystem dagegen in einer Konfigura-
tion, die durch die Koexistenz verschiedener Phasen gekennzeichnet ist (z.B.
falls fiir das hier betrachtete Yang-Mills-System ein Grundzustandswellen-
funktional vorliegt, das durch Tunnelprozesse zwischen verschiedenen Mini-
ma der magnetischen Feldenergie stark delokalisiert ist), so erwartet man fiir
die verbundenen n-Punkt-Funktionen héherer Ordnung, dafl sie in der glei-

2Fiir eine genauere Betrachtung dieses Sachverhalts miifite im {ibrigen zusétzlich disku-
tiert werden, warum die Eigenschaft von p, auf den physikalischen Unterraum zu projizie-
ren, nicht zur Erweiterung der urspriinglichen Spur auf eine Summe {iber eine vollstdndige
Basis benutzt werden kann.
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chen Groéfenordnung zu den vollen n-Punkt-Funktionen beitragen wie die
entsprechenden unverbundenen Anteile. Fine eingehende Diskussion dieses
Sachverhaltes, speziell im Hinblick auf die Korrelationsdynamik-Naherung,
findet sich in [31].

Die explizite Form der Clusterzerlegung kann mit Hilfe der erzeugenden
Funktionale fiir volle und verbundene zeitgeordnete Greenfunktionen, Z[.J, o]
und W{[J, o], hergeleitet werden. Diese Funktionale sind im hier verwende-
ten kanonischen Formalismus in temporaler Eichung (vergl. Abschnitt 2.1)
gegeben durch

Z1J,0] = Tr { [Teifdd+1gg(Jf(x)Af(x)-I—af(x)Hf(x))] ,o}
— (T f 1 (@A @ +o @ )y
und Z[J,0] = ", (3.12)

wobei p ein beliebiger statistischer Dichteoperator (auch im Nichtgleichge-
wicht) ist, der den (reinen oder gemischten) Systemzustand beschreibt.

Im Pfadintegralformalismus (nach Fixierung einer bestimmten Eichung,
vergl. Gleichung (2.43)) konnen entsprechende erzeugende Funktionale fiir
den Spezialfall von Grundzustandserwartungswerten, die in der hier gegebe-
nen Formulierung jedoch keine direkte Erzeugung von Greenfunktionen mit
konjugierten Impulsen erlauben, geschrieben werden als

Z[J7 §7 C*] = N/DADnDn*eiStot[Avnvn*] X
s et J At e (@) A% @)+ @) (2)+C @)n ™ (=)

und Z[J] = "V (3.13)

Entsprechende erzeugende Funktionale mit Quellen fiir die konjugierten Im-
pulse erhilt man durch Ubergang zur Phasenraumdarstellung des Pfadinte-
grals, d.h. DA — DADII. Gleichung (3.13) ist zwar fiir viele formale Rech-
nungen besser geeignet als (3.12), kann jedoch im vorliegenden Fall aufgrund
der bei der Fixierung der residualen Fichfreiheit auftretenden Unterschiede
zwischen dem kanonischen und dem Pfadintegralformalismus (vergl. Kapitel
2) nicht direkt zur Anwendung gebracht werden.

Eine andere Schreibweise fiir die erzeugenden Funktionale (3.12) erhalt
man, indem man sie durch ihre Taylor-Entwicklung nach den Quellen J und
o ausdriickt. Wie an Gleichung (3.12) direkt abzulesen ist, treten dabei als
Entwicklungskoeffizienten fiir Z[.J, o] die vollen zeitgeordneten Greenfunktio-
nen auf, d.h. es gilt

Zl0)= 2] =Y —/dd+1x1 L da,x
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mit m; € {1,2} und Bi(l;2) = A%(x), BY(2;x) = H(x) sowie 3%(1;2) =
J2(z), 3225 7) = 02(2).

Fiir das in (3.12) als natiirlicher Logarithmus von Z[.J, o] definierte W{[.J, o]
bleibt zunéchst noch zu zeigen, daf} seine Entwicklungskoeffizienten tatsachlich
durch die verbundenen zeitgeordneten Greenfunktionen gegeben sind, d.h.

daf} gilt:

Wihol =Wl =3 =

!
n—o -

X(T B (may ). Bir(mpan))egi (may ) g8 (mns ), (3.15)

/dd"'l:z;l cdT g, %

wobei (-). fiir den verbundenen Anteil des Erwartungswertes (-) steht. Dazu
wird zunachst die Clusterzerlegungseigenschaft der vollen Greenfunktionen
betrachtet, die immer dann gilt, wenn im betrachteten System keine spon-
tane Symmetriebrechung vorliegt, d.h. wenn es einen eindeutigen Vakuum-
zustand gibt. Falls zq, ..., 2, und yq, ..., y, zwel Koordinatensatze sind, fiir
die jeweils x; — y; raumartig ist, so gilt in diesem Fall

a an . b . m .

<TBZ»11(k1; T)... By (kn; l’n)lel (li391) ... B?m (s Ym))
a an . b . m .
— <TBZ»11(k1; T)... B (kn; l’n)><B]11 (li;y1) ... B?m (s Ym))

falls |z, —y;| = o0 Vi, 5. (3.16)

Da die faktorisierte Form auf der rechten Seite von (3.16) per Definition
keinen verbundenen Anteil enthélt, gilt entsprechend

(TBY (kyyxq) ... B (ks l’n)Bbll (li391) ... Bb’"(lm; Ym))e = 0

J Jm

falls |z, —y;| = o0 Vi, 5. (3.17)

Seien nun die Quellen im Argument des erzeugenden Funktionals derart
gewahlt, daf} sie geméaf

gi (i) = ()i (n; @) + (G2)i (5 @) (3.18)

additiv in zwei Anteile zerlegt werden kénnen, deren jeweils kompakte Trager
durch einen hinreichend grofien raumartigen Abstand R voneinander getrennt
sind. Dann muf nach (3.16) gelten:

Z[J,0] = Z[j] = Z[js + js] — Z[1]Z[js] falls R — oo (3.19)

Entsprechend kann man fiir (3.15) schlielen, dafl in der Taylor-Entwicklung
von W[/, o] jeder Term additiv in 2 Anteile zerfallt, die jeweils nur j; oder
nur jz enthalten; alle Mischterme verschwinden aufgrund von (3.17). Es muf
somit gelten:

W[J,0)= W[j] = Wlji + jo] = W[ + Wja] falls B—o0o.  (3.20)
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Geht man nun davon aus, dal W[.J, o] als Funktion von Z[.J, o] geschrieben
werden kann, d.h.

WiJ, ol = f(Z[J],o]), (3.21)
so folgt aus (3.19) und (3.20) direkt
H4122) = [(Z0) + [(Z2) = [(Z) = aln(Z) . (3.22)

Die Integrationskonstante o kann nun aus der Bedingung, daf} die niedrigste
nichtverschwindende Ordnung voller n-Punkt-Funktionen gleich den verbun-
denen n-Punkt-Funktionen sein soll (da keine unverbundenen Anteile auftre-
ten) zu 1 bestimmt werden, womit die Giiltigkeit der Gleichung fiir W[.J, o]
in (3.12) gezeigt ist.

Eine andere Methode zur Herleitung der Beziehung Z[j] = "l ist durch
die Replika-Technik gegeben [28, 57]. W&hrend die oben diskutierte Betrach-
tung auf die Raumzeit-Struktur der vollen und verbundenen Greenfunk-
tionen abhebt, wird bei der Replika-Technik die diagrammatische Struktur
der Greenfunktionen zugrunde gelegt, d.h. deren Enwicklung in Feynman-
Graphen, die die eigentliche Grundlage fiir die Definition der verbundenen
Greenfunktionen darstellt. Die Bezeichnung ., verbunden® riithrt in diesem Zu-
sammenhang daher, daf} in den entsprechenden Greenfunktionen nur Dia-
gramme beriicksichtigt werden, die nicht in mehrere unverbundene Teile zer-
fallen. Fiir den in dieser Arbeit spater betrachteten Fall einer Theorie auf
einem Torus ist die diagrammatische Betrachtungsweise vorzuziehen, da eine
Diskussion fiir das Verhalten bei sehr grofien raumartigen Abstanden hier in
Ermangelung solcher Absténde nicht durchgefithrt werden kann. Da fiir eine
Diskussion der Replika-Technik im Rahmen der kanonischen Quantisierung
in temporaler Eichung zuerst eine Herleitung der Stérungstheorie in diesem
Formalismus durchzufithren wére, soll die Betrachtung an dieser Stelle auf
den einfacheren Fall der Pfadintegralquantisierung beschréankt bleiben. Dazu
sei zundchst das System p-fach repliziert, so dal Z[.J, (,(*]* als Funktional-
integral {iber p unterschiedliche Felder geschrieben werden kann:

21T =N [ (ﬁ DATDnTDn:) x

T=1

x ¢t Drm [Serldr et [ 4w (@A @+ @i+ @ @)] - (3.93)

Da der Exponent in (3.23) keine Kopplungsterme enthilt, die Felder mit ver-
schiedenem Index 7 koppeln, tragen alle ein- und auslaufenden Propagatoren
eines Vertex den gleichen Index 7. Somit kann auch in jedem verbundenen
Anteil eines Diagramms nur ein einziger Index 7 auftreten; ein solches Dia-
gramm muf} daher proportional zu p sein. Dementsprechend muf} ein un-
verbundenes Diagramm, das aus N, verbundenen Subdiagrammen besteht,
proportional zu p™e sein. Demzufolge werden aus der Taylor-Entwicklung von
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Z[J,(,(*]? nach den Quellen die verbundenen Beitrage zur Taylor-Entwick-
lung von Z[J,(,(*] isoliert, indem man den Grenziibergang

0

WILC.C] = lim 2 (Z0.0.CF) (324

vornimmt. Dies fithrt zusammen mit

pan C,C*])n

Z[J.C, P = e =1 4 pIn Z[, ¢, ¢ + Z (3.25)
auf
WIJ ¢, ¢T=mn Z[J,¢, ¢ (3.26)

Mit Hilfe von (3.12) wird nun zunéichst die explizite Form der Clusterzer-
legung fiir zeitgeordnete Greenfunktionen abgeleitet. Man erhélt:

(Aj(2)) = (A7 (2))e , (T (2)) = (T (2))e , (3.27)

o @ _ ) ) WlJ,o]
<TA21 (xl)AZé ($2)> - chl;-_>0 Z(Sjal(wl) Z(SJ ( )e

5 5
— 1 WiJ,o]
T 107 (1) 16T () Wil

() (s )
= (PAT ) AZ ) (A7 ()} A () (3.2

und analog dazu

(TG} (21) AT (22)) = (T (1) AT (2))e + (T (20)) (AT (22))

2

(TG () (22)) = (T ()T (2))e + (T (20)) (I (22))

(T AL (2 )A‘?;(@)A?;(x?)» (T AL (1) AT (22) AT (25)).
HTAL (@0 AZ (22)) (AL (25)) + (TAG (1) AL (3)) (AT (22))
+<TAG2($2)A%($3)>c<A?f(1‘1)> <Aa1($1)><Aq§($2)><Aa3($3)> :
ete. (3.29)

Die entsprechenden Ausdriicke fiir gleichzeitige Greenfunktionen ergeben sich
nach Durchfithrung des wohldefinierten Ubergangs zum gleichzeitigen Grenz-
fall, der die gewiinschte Operatorordnung in der Clusterzerlegung liefert. Auf
diese Art gelangt man zu

(AHT)) = (A¥(@))e . (T}(@)) = (ITF(@))e ,
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(AL (@) AZ(F2)) = (AR (T AT (F2))e + (AL (E)NAT (T2))
(I (20) AL (F2)) = (I () AT (F2))e + (I (E))(AZ (T2))
(I (@) (2)) = (I (O (F2))e 4 (T (&) (22))

(AL (@) AZ(F2) AL (T5)) = (AT (F)AZ (T2) AL (T3))e

3)) + (A7 (F1) A5 (T5)) (A (F2))

1)+ (AL (@0)){(AF (72))(A (T3))

. (3.30)

(#
(#

wobei alle Zeitargumente jetzt gleich sind und in der Notation unterdriickt
wurden. Die weiteren fiir diese Arbeit bendtigten Clusterzerlegungen sind in
Anhang B enthalten.

Es sei an dieser Stelle lediglich erwahnt, dal man anstatt von (3.12) aqui-
valent auch mit einem erzeugenden Funktional starten kénnte, das nur von
der Quelle J#(¥) abhdngt, wobei man dann Greenfunktionen, die konju-
gierte Impulse II¢(%) enthalten, durch Differentiation nach der entsprechen-
den Zeitkoordinate erhélt. Eine Alternative zur Herleitung von (3.30) ohne
den Umweg iiber zeitgeordnete Greenfunktionen stellt die Verwendung eines
gleichzeitigen erzeugenden Funktionals dar, wobei aufgrund der Abwesenheit
des Zeitordnungsoperators dem nichtverschwindenden Kommutator zwischen
A?(Z) und I1¢(Z) Rechnung getragen werden muf, indem man den die Quel-
len J und o enthaltenden Exponentialfaktor mit Hllfe der Campbell-Baker-
Hausdorff-Formel umschreibt [58].

3.3 Abschneideschema fiir die
Greenfunktionshierarchie

Ein Einsetzen der Clusterzerlegung in die Hierarchiegleichungen der Form
(3.10), (3.11), etc., fithrt zu einer unendlichen gekoppelten Hierarchie von
Bewegungsgleichungen fiir verbundene Greenfunktionen. Das in dieser Ar-
beit verwendete Approximationsschema besteht nun im Abschneiden dieser
Hierarchie durch Vernachlassigung aller verbundenen n-Punkt-Funktionen
mit n > N, was zu einem geschlossenen Satz von gekoppelten, nichtlinea-
ren Bewegungsgleichungen fiir die verbundenen Greenfunktionen bis zum N-
Punkt-Niveau fithrt. Dieser endliche Satz von Gleichungen wird dann als
N -Punkt-Korrelationsdynamik bezeichnet. Da die Zeitableitungen der vollen
N-Punkt-Funktionen maximal an volle NV + 2-Punkt-Funktionen ankoppeln,
werden fiir die Herleitung der N-Punkt-Korrelationsdynamik alle Clusterzer-
legungen bis zum N + 2-Punkt-Niveau benotigt.
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Als Beispiel sei hier die Ableitung der Bewegungsgleichungen fiir die ver-
bundenen 2-Punkt-Funktionen diskutiert. Obwohl sich spéater herausstellen
wird (vergl. Kapitel 4), daB aufgrund des Verschwindens der 1-Punkt-Funktion
die Gleichungen fiir die 2- und 3-Punkt-Funktion eine Sonderrolle einnehmen,
da ohnehin keine unverbundenen Anteile auftauchen, soll die Herleitung unter
Mitnahme der 1-Punkt-Funktion durchgefithrt werden, um so ein instrukti-
veres Beispiel fiir die Vorgehensweise bei héheren Ordnungen zu liefern. Aus-
gehend von (3.10) und den entsprechenden Gleichungen hoherer Ordnung
erhdlt man zunéchst:

D AL(E) ANG))e = O ((AF(F) AL
= (LX) A%(g)) + (AN

= (IX(Z) AYG))e + (A&

3.

Analog ergibt sich ausgehend von
chungen héherer Ordnung:

DI (Z) ANG))e = O ((I(F) AL()) — (LE(E))NAL(H)))
= (V20 — 00,0, ) (AL(F)AL(3))
+2g [* N AL(F) D, AL (@) ANG)) + 9" (AL (D) D, ALE) ANT))
— g A7)0, AL(E) AL(F))
g oI (AL(F) A(T) AL (D) AYD))
+(I1 ()11 (3)
~{(V*i — 0.,0,,) (A4())
+20./ "N AG(F) 00, AL(T)) + g /"N ALF) s, AL ()
—gf N AG(F) D0, AL(T)) + g o f1 (AG(F) AL(D) AL (2)) } (AL(5))
— (I (&))(I1(7)) - (3.32)

Nach Einsetzen der Clusterzerlegungen fiir die entsprechenden vollen Green-
funktionen auf der rechten Seite von (3.32) heben sich alle durch die Zeita-
bleitung des unverbundenen Anteils 0;(I1%(F))(A%(y)) erzeugten Terme gegen
entsprechende unverbundene Anteile der Zeitableitung der vollen Greenfunk-
tion Oy (I1¢(Z)A(i7)) weg. Man erhilt dadurch eine Bewegungsgleichung fiir

die verbundene 2-Punkt-Funktion, die auf ihrer rechten Seite wiederum nur

AN(F)) — (AH@DNAUD))
() — (T12(@))(AL()) — (A(@))ATL(3))
(7). - (3.31)

10), (3.11) und den entsprechenden Glei-

acd

verbundene Terme beinhaltet:
DI (@) A} = (T2, + (F200 — 00,02, ) (ALDAYT)).
+g = ([0, AL (ALE) ALT))e — (AG(D))e([00, AL AL (H)e

]
— (D) A0, ALT)])e + ([0, ALT)]) (AT (T) AS().
+2([0, AT (F)]){ AT A (D)) e + 2(AL(T)) ([0, AT (D) AS(3))e



3.3. ABSCHNEIDESCHEMA FUR DIE HIERARCHIE 29

g7 £ L {(ARE)) e ALE) e (AL () AL e

H(ALF) AL ()AL F) ALE))e + (AL (@) ALD)) AL (H) AXD))e
H(AL(E) AL(D) e (ALE) AL (@) + (AL (@) (ALE))( AL (F) AL (7))
H(ALE) AL (E) A ALE) AL e + (ALE)( AL (F) AL ALG)).
H(ALE))( A (D) ALUE) ALG)e + (A (@)e(ALF) ALUD) AUD))-

+ (AL (F) ALD ALUE) ALD))e } - (3.33)

Die Ableitung der Bewegungsgleichung fiir (I1¢(Z)11%(g)). verlauft analog und
wird hier nicht mehr explizit vorgefiihrt. Die Bewegungsgleichungen fiir ver-
bundene n-Punkt-Funktionen héherer Ordnungen ergeben sich ebenfalls ana-
log durch Subtraktion der Zeitableitung der unverbundenen Anteile der n-
Punkt-Funktion von der Zeitableitung der vollen n-Punkt-Funktion.

Im Abschneideschema mit N = 1 erhélt man fiir die Korrelationsdyna-
mik die klassischen Hamiltonschen Bewegungsgleichungen fiir die Yang-Mills-
Theorie in temporaler Eichung (die 1-Punkt-Funktionen sind identisch mit
klassischen (Hintergrund-)Feldern). Im Abschneideschema mit N = 2 erhélt
man dagegen die zeitabhidngigen Hartree-Fock-Bogoliubov-Gleichungen; die-
ses Abschneideschema korrespondiert zu einem Gauflschen Zustand und zu
einer Gaufischen Form des Integralmafes, was allerdings im Widerspruch zur
Eichinvarianz steht. Das N = 3-Abschneideschema ist die Approximation
niedrigster Ordnung, die den 3-Punkt-Vertex beriicksichtigt, falls das System
in einer (globalen) Farbsinglett-Konfiguration ist; falls das System nicht in
einer globalen Farbsinglett-Konfiguration ist, kann der 3-Punkt-Vertex iiber
die unverbundenen Anteile der vollen 3-Punkt-Funktion beitragen, die sonst
aufgrund des Verschwindens der 1-Punkt-Funktion ebenfalls verschwinden
miissen. Die 3-Punkt-Vertexfunktion, d.h. die Summe der amputierten, ein-
teilchenirreduziblen (1PI) 3-Punkt-Diagramme kann generell nur unter Mit-
nahme der verbundenen 3-Punkt-Funktionen beriicksichtigt werden.

Die Approximation der héchsten Ordnung, die in dieser Arbeit untersucht
wird, ist N = 4. Fiir die konzeptionell einfache, jedoch sehr lange Herlei-
tung der Gleichungen der 2-; 3- und 4-Punkt-Korrelationsdynamik wurden
im Rahmen dieser Arbeit unter Verwendung der Mathematica-Programmier-
sprache Computer-Algebra-Codes entwickelt, die gleichzeitig dazu dienen,
hochgradig optimierte Fortran-Routinen fiir die Zeitintegration der Gleichun-
gen in einem endlichen Satz von Einteilchenzusténden zu generieren. Als Fin-
teilchenzusténde werden dabei ebene Wellen auf einem Torus verwendet. Die
resultierenden Gleichungen werden aufgrund ihrer Lange in Anhang C an-
gegeben, wobei die Darstellung beziiglich einer beliebigen orthonormierten
Einteilchenbasis gewahlt wurde.
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3.4 Diagrammatische Analyse der Bewegungs-
gleichungen

Die Bewegungsgleichungen der Korrelationsdynamik, deren Herleitung in
den vorhergehenden Abschnitten diskutiert wurde, werden in diesem Ab-
schnitt nun beziiglich ihrer diagrammatischen Struktur analysiert. Dazu wer-
den die einzelnen Kopplungsterme der in Anhang C (beziiglich einer beliebi-
gen Einteilchenbasis) gegebenen Gleichungen in eine graphische Darstellung
iiberfithrt, wobei jeweils Termgruppen der gleichen topologischen Struktur
zusammengefafit werden. Es ist fiir diese Untersuchung ausreichend, nur die
Bewegungsgleichungen fiir n-Punkt-Funktionen mit genau einem konjugier-
ten Feldimpuls zu betrachten, da fiir den Fall mehrerer konjugierter Feldim-
pulse wiederum fiir jeden der Impulse ein Satz von Kopplungstermen der
gleichen Struktur entsteht.

Die Analyse wird im Rahmen des 4-Punkt-Abschneideschemas durch-
gefithrt; die diagrammatische Darstellung der 2- und 3-Punkt-Korrelations-
dynamik ergibt sich durch Weglassen der entsprechenden Diagramme. Wie
in Anhang C werden alle 1-Punkt-Funktionen aufgrund der vorliegenden glo-
balen Farbsinglett-Konfiguration Null gesetzt (vergl. Kapitel 4).

Bei der graphischen Darstellung werden die folgenden Konventionen gewéhlt:

e Verbundene 2-Punkt-Funktionen werden durch schattierte Kreise, ver-
bundene 3-Punkt-Funktionen durch schattierte Dreiecke und verbun-
dene 4-Punkt-Funktionen durch schattierte Vierecke reprasentiert.

o Vertizes werden durch einen schwarzen Punkt dargestellt, an dem die
entsprechende Potenz der Kopplungskonstanten steht.

e An den internen Linien der Diagramme stehen jeweils Indizes A;, die
geméf der Notation in Anhang C die entsprechenden Einteilchenba-
siselemente bezeichnen, iiber die summiert wird.

e An den externen Linien der Diagramme stehen jeweils Indizes «;, die
geméf der Notation in Anhang C die entsprechenden Einteilchenba-
siselemente bezeichnen, die zu den Operatoren auf der linken Seite der
Bewegungsgleichungen gehoren.

Auf eine explizite Darstellung von Farb- und Vektorindizes wurde verzich-
tet, wie auch auf eine diagrammatische Darstellung der freien Anteile der
Bewegungsgleichungen.

Die Termgruppen gleicher Struktur sind derart zusammengefafit, daf} sie
bis auf eine Permutation der Indizes A; und eine Permutation der Indizes «;,
J # 1 durch das gleiche Diagramm reprasentiert werden; der Index a4 gehort
jeweils zu dem Feldimpuls, dessen Zeitableitung die betrachteten Kopplungs-
terme generiert hat.
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Da in der vorliegenden Arbeit ein translationsinvariantes System auf ei-
nem Torus betrachtet wird, wobei als Einteilchenbasis ebene Wellen benutzt
werden, kénnen die griechischen Indizes «; und A; direkt als diskrete Impulse
betrachtet werden. Dabei treten dann sowohl fiir jeden Vertex ein Kronecker-
Delta der Form ¢ Fay 3, o, als auch fiir jede verbundene gleichzeitige Green-

g auf, was zu einem
?
entsprechenden Zusammenbrechen von intermedidren Summationen fiihrt.

Die resultierende Impulsstruktur der Diagramme ist (bei Abwesenheit eines

funktion ein Kronecker-Delta der Form 521' o, Y EA]

Cutoffs) die gleiche wie bei herkdmmlichen Feynman-Graphen, wobei ledig-
lich zu beachten ist, da} es sich im vorliegenden Fall aufgrund des Forma-
lismus gleichzeitiger Funktionen um rein rdumliche Impulse und nicht um
Energie-Impuls-Vektoren handelt.

3.4.1 Die Terme der 2-Punkt-Gleichungen

In diesem Unterabschnitt werden die Kopplungsterme in der Bewegungsglei-
chung fiir die verbundene 2-Punkt-Funktion (IIj! (a1) A (a2)). untersucht.
Uber den 3-Punkt-Vertex ergibt sich eine Ankopplung an die volle 3-
Punkt-Funktion, die aufgrund des Verschwindens der 1-Punkt-Funktion kei-
ne unverbundenen Anteile enthalt und somit mit der verbundenen 3-Punkt-
Funktion identisch ist. Die diagrammatische Struktur der entsprechenden

Terme (C.4a) ist in Abb. 3.1 dargestellt.

Abbildung 3.1: Ankopplung der verbundenen 2-Punkt-Funktion an die ver-
bundene 3-Punkt-Funktion tiber den 3-Punkt-Vertex
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Uber den 4-Punkt-Vertex ergibt sich eine Ankopplung an die volle 4-
Punkt-Funktion, die in Produkte aus 2 verbundenen 2-Punkt-Funktionen
und in eine verbundene 4-Punkt-Funktion zerfallt. Die diagrammatische Dar-
stellung der Terme (C.4b), die fiir die Kopplung an 2 verbundene 2-Punkt-
Funktionen verantwortlich sind, ist in Abb. 3.2 gegeben. Dieses Diagramm ist
das einzige Kopplungsdiagramm, das in der 2-Punkt-Naherung auftritt. Es
entspricht dem angezogenen Eichbosonen-Tadpole (=verbundene 2-Punkt-
Funktion in einer Summationsschleife) der herkdmmlichen Hartree-Fock-Dy-
son-Schwinger-Gleichung. Analog zu den Verhéltnissen bei einer stérungs-
theoretischen Entwicklung mit normalen Feynman-Diagrammen ist zu er-
warten, dafl die in Abb. 3.1 und in Abb. 3.2 dargestellten Terme beide fiir
sich genommen ultraviolette Divergenzen enthalten, die sich jedoch bei ei-
ner Gewdéhrleistung der Eichinvarianz — zumindest in der Zeitentwicklung
eichinvarianter Groflen — in einer 2 + 1-dimensionalen Raumzeit gegenseitig
wegheben sollten.® Entsprechende Ausléschungen von Divergenzen sollten
auch an anderer Stelle auftreten. Eine genauere Diskussion dieses Punktes
erfolgt im Rahmen der Prisentation der numerischen Ergebnisse in Kapitel

3.

O, 7»1: o,

Abbildung 3.2: Selbstkopplung der verbundenen 2-Punkt-Funktion an ein
Produkt aus 2 verbundenen 2-Punkt-Funktionen iiber den 4-Punkt-Vertex
(angezogener Tadpole-Term)

In Abb. 3.3 ist die Ankopplung an die volle 4-Punkt-Funktion iiber den
4-Punkt-Vertex gemif} (C.4c) dargestellt. Das entsprechende storungstheore-

3In 3 4+ 1 Raumzeit-Dimensionen entspricht dies der gegenseitigen Ausléschung nicht-
logarithmischer Divergenzen.
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tische Diagramm niedrigster Ordnung in g, das zu dieser Struktur beitragt,
ist das auch in der ®*-Theorie auftretende Setting Sun-Diagramm (vergl.
[28, 30]), das von der Ordnung ¢* ist. Im Gegensatz dazu enthalten die in
den Abb. 3.1 und 3.2 dargestellten Diagramme bei formaler stérungstheo-
retischer Betrachtung zu niedrigster Ordnung Beitrige der Ordnung ¢*. Es
ist jedoch darauf hinzuweisen, daf} eine solche formale stérungstheoretische
Betrachtung hier zwar fiir die diagrammatische Analyse gewisse Einsichten
liefert, da Vergleiche mit den Resummationsmethoden herkémmlicher Dyson-
Schwinger-Gleichungen moglich sind, daf} sie jedoch eigentlich nicht zuléssig
ist, da i) die Korrelationsdynamik fiir gleichzeitige Greenfunktionen formu-
liert ist und daher allenfalls zu einer dynamischen Resummation von Dia-
grammen im Rahmen der zeitlichen Evolution des Systems fithrt und ii) das
betrachtete System in Wirklichkeit keine perturbative Entwicklung in g um
den abelschen Grenzfall erlaubt, wie in Kapitel 5 eingehender diskutiert wer-
den wird.

Abbildung 3.3: Ankopplung der verbundenen 2-Punkt-Funktion an die ver-
bundene 4-Punkt-Funktion tiber den 4-Punkt-Vertex

3.4.2 Die Terme der 3-Punkt-Gleichungen

In diesem Unterabschnitt werden die Kopplungsterme in der Bewegungsglei-
chung fiir die verbundene 3-Punkt-Funktion (1L} (a1) A3 (a2)Af (as)). unter-
sucht.

Uber den 3-Punkt-Vertex ergibt sich eine Ankopplung an die volle 4-
Punkt-Funktion, die wiederum in Produkte aus 2 verbundenen 2-Punkt-
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Funktionen und in eine verbundene 4-Punkt-Funktion zerfallt.

In Abb. 3.4 ist die Ankopplung an ein Produkt aus 2 verbundenen 2-
Punkt-Funktionen geméaf den in (C.7a) enthaltenen Termen dargestellt. Im
Impulsraum brechen bei diesem Diagramm alle intermedidren Summatio-
nen zusammen, da keine Summationsschleifen (Loops) auftreten. Weiterhin
liegt hier nur eine Ankopplung an verbundene Greenfunktionen niedrigerer
Ordnung vor. Die Struktur kann in Analogie zu den in der NQCD und der
NCBCD auf dem 4-Punkt- (2-Kérper-) Niveau auftretenden Born-Termen
gesehen werden (vergl. [59, 60, 61, 27]). Zu niedrigster Ordnung in g liefern
diese Diagramme bei formaler stérungstheoretischer Betrachtung einen Bei-
trag der Ordnung g, was gleichzeitig die niedrigste beitragende Ordnung fiir
die verbundene 3-Punkt-Funktion ist.

Abbildung 3.4: Ankopplung der verbundenen 3-Punkt-Funktion an ein Pro-
dukt aus 2 verbundenen 2-Punkt-Funktionen tiber den 3-Punkt-Vertex

Die Ankopplung an die verbundene 4-Punkt-Funktion gemaf (C.7b) ist in
Abb. 3.5 dargestellt.

Uber den 4-Punkt-Vertex ergibt sich eine Ankopplung an eine volle 5-
Punkt-Funktion, die in Produkte aus einer verbundenen 2-Punkt-Funktion
und einer verbundenen 3-Punkt-Funktion und in eine verbundene 5-Punkt-
Funktion zerfillt, wobei die letztere jedoch im Rahmen der 4-Punkt-Korre-
lationsdynamik (und somit auch in den Ndherungen niedrigerer Ordnung)
vernachlassigt wird.

Fiir die Ankopplung an ein Produkt aus einer verbundenen 2-Punkt-
Funktion und einer verbundenen 3-Punkt-Funktion ergeben sich 2 Moglich-
keiten, die in Abb. 3.6 dargestellt sind. Zum einen kann gemaf} der in (C.7¢)
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oL,

Abbildung 3.5: Ankopplung der verbundenen 3-Punkt-Funktion an die ver-
bundene 4-Punkt-Funktion tiber den 3-Punkt-Vertex

aufgelisteten Terme eine Summationsschleife an der verbundenen 3-Punkt-
Funktion angreifen, wihrend die verbundene 2-Punkt-Funktion an einer ex-
ternen Linie auftritt, dargestellt in Teil a) von Abb. 3.6 a). Zum ande-
ren kann geméaf der in (C.7d) aufgelisteten Terme die verbundene 3-Punkt-
Funktion mit zwei externen Linien verbunden sein, wahrend die verbundene
2-Punkt-Funktion in einer Summationsschleife auftritt (analog dem Tadpole-
Diagramm in Abb. 3.2), was in Teil b) von Abb. 3.6) dargestellt ist.

Die in Abb. 3.5 und in Abb. 3.6 a) dargestellten Terme sorgen fiir ei-
ne dynamische parquet-artige Resummation von Diagrammen, wobei die in
Abb. 3.4 dargestellten (Born-) Terme die unterste Stufe der Resummation
bilden.

Die in Abb. 3.6 b) dargestellten Terme konnen, wiederum in Analogie
zur Betrachtung bei der NQCD und der NCBCD, als Mean-Field-Terme an-
gesehen werden. Es ist hierbei jedoch zu beachten, daf im Gegensatz zur
normalen Vielteilchentheorie hier zwischen den Mean-Field-Diagrammen und
den fiir die parquet-artige Resummation zusténdigen Diagrammen {iber die
Forderung nach Eichinvarianz, d.h. iiber das Gauss-Gesetz, ein nichttrivialer
Zusammenhang besteht, der u.a. zur gegenseitigen Ausléschung von ultra-
violetten Divergenzen fiithren sollte.
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Abbildung 3.6: Ankopplung der verbundenen 3-Punkt-Funktion an ein Pro-
dukt aus einer verbundenen 2-Punkt-Funktion und einer verbundenen 3-
Punkt-Funktion iiber den 4-Punkt-Vertex
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3.4.3 Die Terme der 4-Punkt-Gleichungen

In diesem Unterabschnitt werden die Kopplungsterme in der Bewegungsglei-
chung fiir die verbundene 4-Punkt-Funktion (II5! (o ) A72 (a2) AT (as) Afl (a4))e
untersucht.

Uber den 3-Punkt-Vertex ergibt sich eine Ankopplung an die volle 5-
Punkt-Funktion, in deren Clusterzerlegung wiederum nur Produkte aus einer
verbundenen 2-Punkt-Funktion und einer verbundenen 3-Punkt-Funktion
mitgenommen werden, wiahrend die verbundene 5-Punkt-Funktion vernach-
lassigt wird. Die entsprechenden Terme (C.11a) sind in Abb. 3.7 diagramma-
tisch dargestellt. Im Impulsraum brechen bei diesem Diagramm, analog zum
Verhalten in Abb. 3.4, alle intermedidren Summationen zusammen. Auch hier
liegt lediglich eine Ankopplung an verbundene Greenfunktionen niedrigerer
Ordnung vor.

Abbildung 3.7: Ankopplung der verbundenen 4-Punkt-Funktion an ein Pro-
dukt aus einer verbundenen 2-Punkt-Funktion und einer verbundenen 3-
Punkt-Funktion iiber den 3-Punkt-Vertex

Uber den 4-Punkt-Vertex ergibt sich eine Ankopplung an die volle 6-
Punkt-Funktion, die in Produkte aus 3 verbundenen 2-Punkt-Funktionen,
Produkte aus 2 verbundenen 3-Punkt-Funktionen und Produkte aus einer
verbundenen 2-Punkt-Funktion und einer verbundenen 4-Punkt-Funktion
zerféllt. Die daneben auftretende verbundene 6-Punkt-Funktion wird in der
4-Punkt-Korrelationsdynamik wiederum vernachléssigt.

Die Ankopplung an Produkte aus 3 verbundenen 2-Punkt-Funktionen, die
durch die in (C.11b) enthaltenen Terme gegeben ist, ist in Abb. 3.8 diagram-
matisch dargestellt. Wie bei dem vorhergehenden Diagramm aus Abb. 3.7
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sind auch hier keine Summationsschleifen vorhanden, so daff im Impulsraum
alle intermediaren Summationen zusammenbrechen; daneben handelt es sich
wiederum nur um eine Ankopplung an verbundene Greenfunktionen niedri-
gerer Ordnung.

M

Abbildung 3.8: Ankopplung der verbundenen 4-Punkt-Funktion an ein Pro-
dukt aus 3 verbundenen 2-Punkt-Funktionen tiber den 4-Punkt-Vertex

Die in den Abb. 3.7 und 3.8 diagrammatisch dargestellten Terme kénnen,
wie die in Abb. 3.4 dargestellten Terme der 3-Punkt-Bewegungsgleichung,
in Analogie zu den Born-Termen der NQCD und der NCBCD gesehen wer-
den. Sie liefern bei formaler stérungstheoretischer Betrachtung jeweils zu
niedrigster Ordnung in ¢ einen Beitrag der Ordnung ¢*, was gleichzeitig die
niedrigste beitragende Ordnung fiir die verbundene 4-Punkt-Funktion ist.

Die Ankopplung an ein Produkt aus 2 verbundenen 3-Punkt-Funktionen,
gegeben durch die Terme in (C.11c), ist in Abb. 3.9 dargestellt. Hierbei
greift jeweils eine Summationsschleife an einer der verbundenen 3-Punkt-
Funktionen an, die mit einer externen Linie verbunden ist, wéhrend die an-
dere verbundene 3-Punkt-Funktion mit 2 externen Linien verbunden ist.

Fiir die Ankopplung an ein Produkt aus einer verbundenen 2-Punkt-
Funktion und einer verbundenen 4-Punkt-Funktion ergeben sich 2 Moglich-
keiten, die in Abb. 3.10 dargestellt sind. Zum einen kann gemé&f der in
(C.11d) aufgelisteten Terme eine Summationsschleife an der verbundenen 4-
Punkt-Funktion angreifen, die mit 2 externen Linien verbunden ist, wéhrend
die verbundene 2-Punkt-Funktion an einer externen Linie auftritt, darge-
stellt in Abb. 3.10 a). Zum anderen kann geméf der in (C.11e) aufgelisteten
Terme die verbundene 4-Punkt-Funktion mit 3 externen Linien verbunden
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Abbildung 3.9: Ankopplung der verbundenen 4-Punkt-Funktion an ein Pro-
dukt aus 2 verbundenen 3-Punkt-Funktionen {iber den 4-Punkt-Vertex

sein, wihrend die verbundene 2-Punkt-Funktion in einer Summationsschlei-
fe auftritt (wiederum analog dem Tadpole-Diagramm in Abb. 3.2), was in
Abb. 3.10 b) dargestellt ist. Wahrend die in Abb. 3.9 und in Abb. 3.10
a) dargestellten Terme fiir eine parquet-artige Resummation von Diagram-
men auf dem 4-Punkt-Niveau zustdndig sind, wobei die (Born-) Terme aus
den Abb. 3.7 und 3.8 als unterste Resummationsstufe fungieren, besitzt das
Diagramm von Abb. 3.10 b) die Struktur eines Mean-Field-Beitrags, so wie
bereits die Diagramme in Abb. 3.2 und in Abb. 3.6 b). Hierbei ist jedoch
wiederum zu beachten, dafl zwischen den verschiedenen Termgruppen durch
die Forderung nach Eichinvarianz nichttriviale Abhangigkeiten auftreten.
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Abbildung 3.10: Ankopplung der verbundenen 4-Punkt-Funktion an ein Pro-
dukt aus einer verbundenen 2-Punkt-Funktion und einer verbundenen 4-
Punkt-Funktion iiber den 4-Punkt-Vertex



Kapitel 4

Hierarchie von
Randbedingungen aus dem

Gaul3-Gesetz

Zusétzlich zu den aus dem Heisenbergbild folgenden Bewegungsgleichungen,
die im vorangehenden Kapitel 3 diskutiert wurden, miissen die gleichzeitigen
Greenfunktionen noch die Bedingungen erfiillen, die aus dem Gauf-Gesetz
(2.5) abgeleitet werden kénnen. Dieses ist, wie in Kapitel 2 festgestellt, nicht
automatisch in der Hamiltonschen Dynamik der Theorie enthalten. Dieses
Kapitel dient dazu, die aus dem Gauss-Gesetz folgenden Bedingungen auf-
zustellen und zu diskutieren.

4.1 Hierarchie von Gauf3-Gesetz-Bedingungen
fiir volle Greenfunktionen

Es sei zuerst bemerkt, dal aus (2.5) unmittelbar folgt
OG*(Z)|W,n) =0 (4.1)

fiir ein beliebiges Produkt von Feldoperatoren O and fiir jeden physikalischen
Zustand |U,;). Fiir jeden gemaf (3.7) definierten Erwartungswert gilt daher

(0G*(7)) =0, (4.2)

was 1m Prinzip bereits den kompletten Satz von Gleichungen fiir gleichzeiti-
ge Greenfunktionen beinhaltet, die aus dem Gauf-Gesetz abgeleitet werden
konnen. Es ist dabei wichtig, darauf hinzuweisen, daf} in (4.2) G*(Z) rechts
von allen anderen Operatoren steht, und daff die Operatorordnung nicht um-
gedreht werden kann, indem mit der Hermitezitét der beteiligten Operatoren

41
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argumentiert wird (obwohl der Gauf-Gesetz-Operator im Raum der normier-
baren Zustédnde hermitesch ist, verliert er diese Eigenschaft im vorliegenden
Fall von physikalischen Zustanden, vergl. Kapitel 2 und [40, 41, 42]).

Ersetzt man O in (4.2) durch ein Produkt von n Feldoperatoren, dann
erhdlt man aufgrund der Struktur von G*(¥) eine Relation zwischen einer
gleichzeitigen vollen n 4+ 1- und einer gleichzeitigen vollen n + 2-Punkt-
Funktion. Daher ergibt sich insgesamt, genau wie im Fall der Heisenberg-
Bewegungsgleichungen, eine unendliche gekoppelte Hierarchie von Gleichun-
gen. Im einfachsten Fall, O =1 (n = 0), erhdlt man eine Beziehung zwischen
1- und 2-Punkt-Funktionen:

(G(@)) = 05, (I (D)) + g f*(AUDIT(F)) = 0. (4.3)
Auf dem néchsthéheren Niveau, mit O = A;l(y_’) und O = H;l(y_’), fiihrt

das GauB-Gesetz auf 2 verschiedene Beziehungen zwischen 2- und 3-Punkt-
Funktionen:

0w (AF (DI (F)) + g (AN AL DIT(E)) = 0, (4.4)

0w (G (D)) + g () AUDI(E)) = 0 . (4.5)

Auf dem wiederum nachsthéheren Niveau ergeben sich 3 verschiedene Bezie-
hungen zwischen 3- und 4-Punkt-Funktionen, indem man O = A;l(y_’)AZ(Z),
0 = H;l(y_’)Az(Z), und O = H;l(y_’)HZ(Z) wahlt (O = A;l(y_’)HZ(Z) ist redun-

dant, da es {iber Vertauschungsrelationen erhalten werden kann):

0w (AT (DAL + g (AL(G) AL(Z) AL (F)ITE(F)) = 0, (4.6)
0w (I () AL (D)) + g f*** (I () AL AL (D)) = 0, (4.7)
O (I (P2 () + g f (T (TIL(Z) AL (F)ITF (7)) = 0. (4.8)

Fiir die hoheren Ordnungen ist das Vorgehen analog.

Im Rahmen der hier verwendeten Formulierung in temporaler Eichung
sind (4.3)-(4.8) und die entsprechenden Gleichungen hoherer Ordnung die
Slavnov-Taylor-Identititen fir gleichzeitige Greenfunktionen und miissen er-
fiillt werden, um Fichinvarianz zu garantieren.

Betrachtet man die Zeitableitung (im Heisenberg-Bild) einer der obigen
Slavnov-Taylor-Identitéten, so erhdlt man

O{OG () = {+[0, HIG*(®) + (01G" (), H)) = 0. (4.9)

Fiir den Fall, da O ein n-Punkt-Operator ist, verschwindet der erste Term
in (4.9) aufgrund der Slavnov-Taylor-Identitaten, die jeweils die gleichzeiti-
gen Greenfunktionen der Ordnungen n+ 1 und n+ 2, n 4+ 2 und n + 3 sowie
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n + 3 und n + 4 miteinander in Beziehung setzen, da die Zeitableitung eines
n-Punkt-Operators im allgemeinen an n-, n+ 1- und n+ 2-Punkt-Operatoren
koppelt. Der zweite Term verschwindet aufgrund von (2.6). Daher reduziert
sich im Prinzip die Bedingung, die Hierarchie von Slavnov-Taylor-Identitdten
zu allen Zeiten zu erfiillen, auf eine entsprechende Wahl von Anfangsbedin-
gungen fiir die Hierarchie von Heisenberg-Bewegungsgleichungen.

Die letztere Eigenschaft bleibt jedoch nur giiltig, wenn man eine exakte
Losung der Hierarchie von Bewegungsgleichungen betrachtet; sie bricht in
dem hier betrachteten Naherungsschema der Korrelationsdynamik in einer
endlichen Einteilchenbasis zusammen. Dieser Zusammenbruch der FEichin-
varianz hat zwei verschiedene Griinde:

Einerseits wird die Identitat (2.6) verletzt, da fiir die numerische Integra-
tion der Bewegungsgleichungen die Theorie auf einem Torus betrachtet wird,
wo nur eine endliche Anzahl ebener Wellen als Einteilchenbasis berticksichtigt
wird (vergl. Kapitel 5); d.h., wenn H und G*(%) durch die entsprechenden
Ausdriicke in einer endlichen Impulsbasis ersetzt werden, verschwindet ihr
Kommutator nicht mehr. Dies ist nichts als der wohlbekannte Tatbestand,
daB jeder einfache Impulscutoff die lokale Fichinvarianz verletzt. In Kapitel 5
wird diskutiert, wie dies teilweise behoben werden kann, indem im Rahmen
des 3-Punkt-Abschneideschemas verschiedene Impulscutoffs fiir die 2- und
die 3-Punkt-Funktionen verwendet werden.

Andererseits ist das Abschneiden nach der Ordnung der verbundenen
Greenfunktionen ebenfalls nicht konsistent mit der Hierarchie der aus dem
GauB-Gesetz folgenden Randbedingungen, so daf} sogar im Falle einer Lésung
der korrelationsdynamischen Gleichungen mit einem eichinvarianten Regula-
risierungsschema nicht alle Slavnov-Taylor-Identitaten zeitlich erhalten sein
kénnen.

Um den letzten Punkt fiir den Fall der SU(2)-Theorie genauer zu unter-
suchen, sei zundchst bemerkt, dafl die Gleichungen der 2-, 3- und 4-Punkt-
Korrelationsdynamik — auch in einer endlichen Impulsbasis — die folgende
globale Farbsinglett-Struktur fiir verbundene gleichzeitige Greenfunktionen
zeitlich erhalten (O bezeichnet Felder A und/oder konjugierte Impulse 11):

(01(#) =0, (1.10)
(03 (#)0% (#2)). = 647201 (#1) 04 (#)). (1.11)
(O3 (#)0% (#2) 0% (F)). = £ (04, (1) 04 (£2) 0 (#2))e . (4.12)

wobei f®¢ = £%¢ fiir die SU(2)-Theorie gilt. Die doppelten spitzen Klam-
mern ((-)) bezeichnen dabei eine farbunabhéngige Funktion, die nur von den
rdumlichen Koordinaten und von den Vektorindizes der entsprechenden Feld-
operatoren abhédngt. Die Notation unter Verwendung von Operatoren ohne
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Farbindizes innerhalb der doppelten spitzen Klammern ist als rein symbo-
lisch zu verstehen und dient lediglich dazu, die Art des Operators (A oder
IT) zu kennzeichnen, zu dem die rdumlichen Koordinaten und Vektorindizes
gehoren!'. Wihrend fiir die 2-Punkt-Funktionen gilt

({Ai (F1)Ai, (72))e = (An (T2) Ai (F1))e
(1L, (F0)1s, (72))e = (I, (22)11, (F1)))e (4.13)
und
(Ai (T, (72) ) = (M, (F2) Ai (F1))e + 100,00 (F1 — T2) (4.14)

ist die farbunabhéngige 3-Punkt-Funktion (aufgrund der Antisymmetrie der
SU(2)-Strukturkonstanten) antisymmetrisch beziiglich des Austauschs zweier
beliebiger Felder bzw. Impulse, d.h. es gilt

(0: (#1) 05, (2:)0s (75)))
= =05 (2:)04,(71)0i,(F3))) = ={0:, (1) 05, (23) O, (72))) - (4.15)

Die Farbstruktur der verbundenen 4-Punkt-Funktionen ist komplizierter und
wird daher im Anhang D angegeben.

Da die in dieser Arbeit verwendete Bedingung zur Fixierung der residualen
Eichfreiheit (2.24) keine Richtung im Farbraum bevorzugt, liegt hier stets die
obige Farbsinglettstruktur vor, so daff man (4.10), (4.11), (4.12), und (D.1)-
(D.4) fiir eine explizite Reduktion der Anzahl von Freiheitsgraden in den
korrelationsdynamischen Gleichungen verwenden kann. Dies, genauso wie der
Beweis fiir die zeitliche Erhaltung der obigen Farbsinglett-Struktur, verlangt
recht umfangreiche Rechnungen und wurde im Rahmen dieser Arbeit mit
computeralgebraischen Methoden ausgefiihrt.

Eine unmittelbare Konsequenz von (4.10) besteht darin, dafi die vollen 2-
und 3-Punkt-Funktionen keine unverbundenen Anteile besitzen und daher
identisch mit den verbundenen 2- und 3-Punkt-Funktionen sind. Weiterhin
ist (4.3) im Rahmen der Korrelationsdynamik stets trivial erfiillt, da fiir alle
Zeiten gilt

(G*(3)) = 05, (ITF(T)) + ge™*(ANDT(T))
= e 8" (Ai(D)IL(F) ). = 0 . (4.16)

Ebenso verwandeln sich die Identitédten (4.4) und (4.5), die volle 2- und
3-Punkt-Funktionen miteinander in Beziehung setzen, aufgrund der globa-
len Farbsinglett-Struktur direkt in Identitéten fiir verbundene Greenfunk-
tionen. Die Gauf}-Gesetz-Randbedingungen hoéherer Ordnung, die volle n-
und n + 1-Punkt-Funktionen verbinden, gehen im allgemeinen in Identitdten

Insbesondere sollte die Notation nicht mit der von matrixwertigen Feldern in der
fundamentalen Darstellung der SU(2) verwechselt werden.
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iiber, die verbundene n- und n + 1-Punkt-Funktionen und Produkte aus
allen gleichzeitigen verbundenen Greenfunktionen niedrigerer Ordnung bis
hinunter zur 2-Punkt-Funktion verbinden. Daher bleiben in einem N-Punkt-
Abschneideschema alle Identitdten bis zur denjenigen, die volle N — 1- und
N-Punkt-Funktionen verbinden, unverdndert, wédhrend die Identitdten, die
volle N- und N + 1-Punkt-Funktionen verbinden, durch das Vernachlassigen
der verbundenen N + 1-Punkt-Funktion abgeschnitten werden; z.B. im 3-
Punkt-Abschneideschema hat man Relationen zwischen verbundenen 2- und
3-Punkt-Funktionen und Identitidten, die verbundene 3-Punkt-Funktionen
mit Produkten von 2 verbundenen 2-Punkt-Funktionen verbinden.

Da die zeitliche Erhaltung einer gleichzeitigen Slavnov-Taylor-Identitét,
wie oben diskutiert, die zeitliche Erhaltung der entsprechenden Identitidten
der 2 nachsthéheren Ordnungen voraussetzt, fithrt ein Abschneiden beziiglich
der Ordnung der mitgenommenen verbundenen Greenfunktionen im allge-
meinen zu einer Nicht-Erhaltung der Relationen (4.4)-(4.8) und der Randbe-
dingungen hoéherer Ordnung.

Eine Untermenge von erhaltenen Identitdten bekommt man jedoch, in-
dem man, anstatt G*(Z) von links mit einem beliebigen Operatorprodukt
zu multiplizieren, Erwartungswerte von Produkten mehrerer Gau-Gesetz-
Operatoren betrachtet. Im allgemeinen enthédlt ein Produkt aus n Gauf}-
Gesetz-Operatoren Produkte von bis zu 2n Feldern oder konjugierten Impul-
sen, und sein Erwartungswert ist daher in einem 2n-Punkt-Abschneideschema
erhalten, solange [G*(¥), H] = 0 gilt [26]. Die zeitliche Erhaltung dieser Iden-
titdten wird allerdings ebenfalls zerstort, sobald man in einer endlichen Im-
pulsbasis arbeitet.

An dieser Stelle ist es erwdhnenswert, dal im Rahmen der Korrelations-
dynamik fiir nichtrelativistische Fermionensysteme eine dhnliche Randbedin-
gung existiert, die auf die gleiche Art durch das N-Punkt-Abschneideschema
verletzt wird wie das GauB-Gesetz im vorliegenden Fall der Korrelations-
dynamik fiir eine nichtabelsche Eichtheorie. Diese Randbedingung ist die
Forderung, dafl das System ,gute“ Teilchenzahl hat, d.h. wenn Ng..,; =
> alaa der Teilchenzahloperator ist und Hp.,,,; der Hamiltonoperator, wo-
bei [Hrermis NFermi] = 0 gilt, und wenn |Wp,,.,;) der Zustand ist, der das
System im Fockraum beschreibt, dann lautet die entsprechende Randbedin-

gung

(NFermi - <NF6rmi>) |q}F6rmi> =0 ) (417)
woraus man flir einen beliebigen Operator O direkt erhalt
<O (NFermi - <NF6rmi>)> =0. (418)

Durch Einsetzen aller denkbaren Produkte von Erzeugungs- und Vernich-
tungsoperatoren fiir O erhdlt man aus (4.18) nun eine Hierarchie von Rand-
bedingungen &hnlich der Hierarchie von Slavnov-Taylor-Identitéten, die oben
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aus dem Gauf-Gesetz gewonnen wurden. Diese Hierarchie von Randbedin-
gungen ist nichts anderes als der Satz von Spurrelationen, der die n-Teilchen-
(2n-Punkt-) und die n + 1-Teilchen-(2n 4+ 2-Punkt-)Dichtematrizen einer rei-
nen M-Teilchen-Wellenfunktion verbindet. Die Verletzung dieser Spurrela-
tionen ist eines der wohlbekannten konzeptionellen Probleme des Korrelati-
onsdynamik-Zugangs. Genau wie im Fall des Gauf}-Gesetzes kann eine Un-
termenge von erhaltenen Identitédten gefunden werden, indem man die Er-
wartungswerte von Nf_ .k < N/2 betrachtet (z.B. (N2, .) ist in einem
2-Teilchen-(4-Punkt-)Abschneideschema erhalten).

Es existiert jedoch auch ein qualitativer Unterschied zwischen dem Gauf}-
Gesetz der Yang-Mills-Theorie und den Spurrelationen der fermionischen
Vielteilchentheorie. Wahrend das Gaufl-Gesetz (2.5) von einer lokalen Eich-
symmetrie herriithrt, wird die Bedingung (4.17), oder die Bedingung, in einem
Ladungseigenzustand des Systems zu sein?, von einer globalen Symmetrie
des Systems induziert. Dadurch sind z.B. die Spurrelationen nicht bereits
auf dem Operatorniveau verletzt, wenn man die Theorie in einer endlichen
Einteilchenbasis betrachtet.

Obwohl bisherige Analysen ergeben haben, daf§ zumindest fiir die Anwen-
dung der nichtrelativistischen fermionischen Korrelationsdynamik (NQCD)
auf leichte Kerne die Verletzung der Spurrelationen nur schwach ist und keine
signifikanten Auswirkungen auf die zeitliche Evolution des Systems hat [59],
ist es nicht a priori klar, ob dies im Fall der Verletzung des Gauf}-Gesetzes
genauso sein wird.

4.2 Clusterzerlegung und diagrammatische
Analyse

In die Identitdten (4.4)-(4.8) werden an dieser Stelle zundchst die Clusterzer-
legungen der entsprechenden vollen Greenfunktionen eingesetzt, wobei das
Vorliegen der im vorangehenden Abschnitt erlduterten Farbsinglett-Struktur
bereits ausgenutzt wird.

Wie im vorangehenden Abschnitt erlautert, enthalten die vollen 2- und 3-
Punkt-Funktionen aufgrund des Verschwindens der 1-Punkt-Funktion keine
unverbundenen Anteile, so dafl aus (4.4) und (4.5) direkt folgt:

0o (AJ(GID))e = —g [ (AP AUDILHD)). , (4.19)

Ou, (I (DI (E))e = —g (I () A (F)IF(D))e - (4.20)

*Hier wird noch einmal die Ahnlichkeit beider Randbedingungen deutlich, denn die
beiden Anteile von G?(Z) entsprechen dem Farbladungsdichteoperator der Eichbosonen
und der Divergenz des von der Farbladung erzeugten farbelektrischen Feldes.
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Die jeweils auf der rechten Seite von (4.6)-(4.8) auftauchenden vollen 4-
Punkt-Funktionen zerfallen nach Einsetzen der Clusterzerlegung in Produkte
aus 2 verbundenen 2-Punkt-Funktionen und in eine verbundene 4-Punkt-
Funktion. Man erhélt:

Do (AN ALATE))e = =g { (AT AUT)) (AL ETID)).
+ (ANPIE)(ALE)AND))e + (AND AL ANDIT@)). | 5 (4.21)

Do (AP AL E))e = =g/ { (TG AUT))( AL ETIED)).
+ (I(PI(E)o(ALE)AND))e + (DAL AUDIT@)). | 5 (4.22)

O (T ()T ()12 (3)) = —gf** { (T () AN(E)e (T3 (2)TI5 ().
+ (I (PIE(E)o (I () AND))e + (DI ANDI@)). | 5 (4.23)

wobei die Farbdiagonalitat der verbundenen 2-Punkt-Funktion in Verbin-
dung mit f*¢6* = 0 verwendet wurde.

Die Identitaten (4.19)-(4.23) werden nun noch in einer Einteilchenbasis
entwickelt, um einerseits die bei der numerischen Analyse in Kapitel 5 ver-
wendete diskretisierte Form zu erhalten und um andererseits zu einem ge-
eigneten Ausgangspunkt fiir eine diagrammatische Analyse (analog zu Ab-
schnitt 3.4) zu gelangen. Dabei wird die Notation aus Anhang C verwendet,
d.h. die Feldoperatoren und die konjugierten Feldimpulse werden gemé&fl

ANT) = ZA“ (Z), HT) = ZH“ 7) (4.24)

entwickelt, wobei {U,} eine orthonormale Einteilchenbasis ist. Analog zu
(C.2) sei weiterhin definiert

(al3) = [ de W3 (@) (0.,95(7) .
(a|fy) = /dw DU (2)0, () . (4.25)

Nach Ausfiihren der Operation [ dx [ dy W (Z)W5(i) (-) auf (4.19) und (4.20)

erhalt man

> (Y AFBIIIN))e = —gf™ 3 (alMA)(AT(B) AT (A2))e

A A2
(4.26)

D (N WIG (A (N))e = —gf* D {alAA){(IT5(8) AL (AT (X)) -

A A1A2

(4.27)
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Die Ausfithrung von [ dx [ dy [ dz W} (Z)V5(§)W5(2) (+) auf (4.21)-(4.23) lie-

fert entsprechend
%:<a|Ai><A?(5)AZ(7)H?(A)>c
=~/ 3 (oA {(A5(B) AT AL M)

A1A2

+ (LB D)) AL AL A2))e + (ATB) AL AL A2))e |

(4.28)
;<a|Ai><H§<ﬁ>Az<v>H?<A>>c
= —gf™ § (A ) {IY(B) AL (AL (V)T (N2) e
+ (IT(B)TIEA) Do AR (7) AL (A2))e + (TT(3) AG(7) AL (A2))e
(4.29)
;<a|Ai><n;?<ﬁ>nz<v>nw>>c
= —gf § (A ) {(14(3) AL ) e (LI ()T (N ) e
+ (LB () (LI (1) AP (A2))e + (LA(B)IIE () AL (AN | -
(4.30)

Wahlt man fiir {U,} eine Basis von ebenen Wellen auf einem Torus, d.h.

U, (7) = Lvelkax, wobei V' das Quantisierungsvolumen ist, so muf analog zur

Diskussion in Abschnitt 3.4 bei einem translationsinvarianten System in jeder
nichtverschwindenden Greenfunktion die Summe der Impulse Null ergeben.
Weiterhin gilt fiir diesen Fall (a|3%) = ik, 0.5 und (a|3v) = \/LV(SEQ,%-I—EW
d.h. auf der linken Seite von (4.26)-(4.27) bricht jeweils die intermediére Sum-
mation zusammen, und es bleibt lediglich ein Skalarprodukt mit dem Impuls-
vektor l;a stehen, so daf} dort auf den longitudinalen Anteil des Feldimpulses
1% («) projiziert wird, wahrend auf der rechten Seite jeweils zunéachst noch
eine Summation tibrigbleibt.

Die diagrammatische Darstellung der Identitaten (4.26)-(4.30) findet sich
in Abb. 4.1. Dabei werden fiir die graphische Darstellung die gleichen Kon-
ventionen verwendet wie in Abschnitt 3.4, wobei zuséatzlich ein hellgrauer
Kreis mit einem k fiir das durch (a|A*) beschriebene Skalarprodukt mit ko
steht.

Fiir die durch (4.26) und (4.27) gegebenen 2-Punkt/3-Punkt-Identitéten,

dargestellt in Abb. 4.1 a), ergibt sich jeweils eine Beziehung zwischen einer
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0(.@7\.%[3

A, ¥

Abbildung 4.1: a) diagrammatische Darstellung der 2-Punkt/3-Punkt Gauf-
Identitdat b) diagrammatische Darstellung der 3-Punkt/4-Punkt GauB-
Identitét

verbundenen 2-Punkt-Funktion mit einem longitudinalen Feldimpuls und ei-
ner verbundenen 3-Punkt-Funktion, an die eine Schleifensummation angreift.
Fiir die durch (4.28)-(4.30) gegebenen 3-Punkt/4-Punkt-Identitéten, dar-
gestellt in Abb. 4.1 b), ergibt sich jeweils eine Beziehung zwischen einer
verbundenen 3-Punkt-Funktion mit einem longitudinalen Feldimpuls, einem
Born-artigen Diagramm entsprechend der Diskussion in Abschnitt 3.4 und ei-
ner verbundenen 4-Punkt-Funktion, an die eine Schleifensummation angreift.
Wihrend der in den Heisenberg-Bewegungsgleichungen von Kapitel 3 auf-
tauchende 3-Punkt-Vertex rdaumliche Ableitungen enthélt, ist dies bei dem
im GauB-Gesetz auftretenden 3-Punkt-Vertex nicht der Fall. Im Gegenzug ist
hier jedoch jeweils ein konjugierter Feldimpuls II? mit einer internen Sum-
mationslinie verbunden, wahrend bei den Heisenberg-Gleichungen dort aus-
schlielich Felder A¢ zu finden sind. Dies kommt dadurch zustande, dafy im
Gauss-Gesetz, d.h. der Euler-Lagrange-Gleichung fiir A§ in temporaler Ei-
chung, gegeniiber den {ibrigen Euler-Lagrange-Gleichungen im Kopplungs-
term rdumliche Ableitungen durch zeitliche Ableitungen ersetzt werden.
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Kapitel 5

Numerische Propagation der
SU(2) Yang-Mills-Theorie in

241 Dimensionen

Fiir die folgenden numerischen Untersuchungen wird die Gruppe SU(2) be-
ziiglich der inneren Farbstruktur zugrunde gelegt, und die Felder und konju-
gierten Impulse werden gemaf}

1 - pd . —
A7) = Y peanE) , 1(F) = 3 eI (5.1)

-

in ebene Wellen auf einem Torus in 241 Raumzeit-Dimensionen! entwickelt,
wobei [ die Kantenlange der 2-dimensionalen Box ist und die diskreten Im-
pulsvektoren k sich aus der Forderung nach Periodizitat zu

2T,

E:Ln,ﬁeZQ (5.2)

ergeben.

In diesem Kapitel wird das Verhalten des Systems im Grenzfall schwacher
Kopplung untersucht, indem bestimmte Anfangsbedingungen gewéhlt wer-
den und die verbundenen gleichzeitigen Greenfunktionen dann gemifl der
korrelationsdynamischen Bewegungsgleichungen im Rahmen verschiedener
Approximationsschemata propagiert werden.

Der Grenzfall schwacher Kopplung wird zur Untersuchung herangezogen,
da die Eigenschaften des regularisierten Systems mit einer gegebenen Anzahl
von Basiszustinden eindeutig durch die dimensionslose GréBe gL'/? determi-
niert sind (in 2+ 1 Dimensionen hat g* die Dimension Energie); der Grenzfall
gL'? = 0 ist daher dquivalent zum Grenzfall kleiner Quantisierungsvolumi-
na. Dies sollte wiederum sicherstellen, daff die verschiedenen Basisgrofien, die

1d.h. in einer 2-dimensionalen raumlichen Box mit periodischen Randbedingungen und
mit einer unbeschrinkten Zeitachse

51
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fiir die numerische Propagation verwendet werden kénnen, ausreichend sind,
um das asymptotische Verhalten der Theorie fiir einen gegen oo gehenden
ultravioletten Cutoff zu untersuchen.

Um die nichtabelschen Aspekte zu untersuchen, wird weiterhin mit pertur-
bativen Anfangsbedingungen gearbeitet, die nahe an der durch den gleichzei-
tigen Grenzfall von (2.25) bei t = t, gegebenen Konfiguration sind. Der Vor-
teil dieser Vorgehensweise liegt darin begriindet, daf fiir (2.25) bei t =t nur
die Kopplungsterme in den Bewegungsgleichungen beitragen, wiahrend die
freien (abelschen) Terme verschwinden (bis auf die expliziten Zeitabhéngig-
keiten, die bereits im Falle der abelschen Grundzustandslésung vorhanden
sind; vergl. Kapitel 2). Andernfalls ist die zeitliche Evolution im Grenzfall
schwacher Kopplung (¢ — 0) durch die (uninteressante) Propagation eines
freien Feldes dominiert. Der gleichzeitige Grenzfall von (2.25) bei t = t, fiihrt
auf

(A (R)AUD). = 861,15 (%‘ - %) ﬁ ) (5.3)
(I (R)TIH))e = 665, 75 (%‘ - %) V;j : (5.4)
D). = 575cy55 (85— 2] 5 na (5.5
(12 (k) A%()). = 56z, - (&j + %) _7@ ; (5.6)

alle verbundenen Greenfunktionen héherer Ordnung verschwinden. Man be-
achte, dafl (AA)., (IIIl)., und (AIl). aufgrund der Eichfixierungsbedingung
(2.24) und des abelschen Grenzfalls des GauB-Gesetzes (2.5) rein transversal
sind, dies jedoch fiir (IIA). nicht der Fall ist.

Wihrend im Prinzip die Kantenlénge L der Box eine infrarote Skala in die
Theorie einfiihrt, enthélt (5.3) — aufgrund der periodischen Randbedingungen
— noch immer eine infrarote Singularitat, die regularisiert werden muf}. Die
Aufgabe, eichinvariante infrarote Regularisierungen fiir Yang-Mills-Theorien
zu finden, ist nichttrivial [62], und die resultierende Theorie wiirde im allge-
meinen sehr schwer im Rahmen der Korrelationsdynamik zu behandeln sein.
Daher werden hier zwei verschiedene Wege beschritten, mit diesem Problem
umzugehen, ohne dafl von Hand eine zusétzliche Massenskala eingefiithrt wer-
den muf}: entweder die Impulsmode mit k=0 (die Null-ITmpuls-Mode) wird
aus der Einteilchenbasis weggelassen (was keine eichinvariante Vorschrift ist)
oder es wird selbstkonsistent eine Masse fiir die Anfangsbedingung generiert,
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indem das quantenmechanische Problem ausschlielich fiir die Null-Impuls-
Mode gelost wird.
Die Dynamik der Null-Impuls-Mode wird durch den Hamiltonoperator
H = 1HaHa 92 abc adeAbAcAdAe 5.7
—§iz"|‘@55 (AGA AL (5.7)
mit A¢ = A?(l_ﬂ) =0), ¢ = Hf(lg = 0) und [A?, I1°] = i6*°6;; beschrieben. Der
GauBsche Ansatz

v =TT (22) " e (5.8)

. T
1,0

liefert die Konfiguration niedrigster Energie im 2-Punkt-Abschneideschema

. 1 2/3 o pe )
fir a = 3 (%) und somit fiir eine effektive Masse
g\2/3
Meg = 200 = (Z) . (5.9)

j—y

Daher wird anstatt von (5.3) und (5.4) nun (w(E) =\ k2 4+ mZ;)

€

> kik; 1
a b _ gab . . My
a7 . kik; \ w(k
(T ). = 55 (55— 22 ) 25 5.11)

zusammen mit (5.5) und (5.6) als Anfangsbedingung benutzt, wobei dann die
k = 0-Mode mitgenommen wird, so daf} sich bei ¢t = #; die Terme der freien
Propagation und die Terme, die die Kopplung an die Null-Impuls-Mode iiber
den 4-Punkt-Vertex beschreiben, gegenseitig wegheben. Da die Masse nur im
transversalen Sektor auftritt, liegt bei ¢ = ¢ty immer noch ein Zustand vor,
der das abelsche Gauf-Gesetz erfiillt und der somit nicht normierbar ist.

Bevor mit den weiteren Untersuchungen begonnen wird, soll noch festge-
stellt werden, dafl nach allen bisherigen Erfahrungen die Losungen der Glei-
chungen der n-Punkt-Korrelationsdynamik fiir n > 3 (im Rahmen jeder bis-
her untersuchten Theorie) zu einem bestimmten Zeitpunkt instabil werden,
was sich darin &uflert, daB die Absolutwerte der gleichzeitigen Greenfunktio-
nen beginnen, als Funktion der Zeit sehr stark anzusteigen. Dies scheint kein
numerischer Effekt zu sein, da die entsprechenden Lésungen unverédndert blei-
ben, wenn hohere Mantissenldngen und kleinere Zeitschrittweiten verwendet
werden. Im folgenden werden daher diejenigen Zeitintervalle betrachtet, in
denen die Losungen stabil sind.
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5.1 Infraroteigenschaften und Eichinvarianz

Es wird nun entweder

e die Null-Impuls-Mode weggelassen und (5.3)-(5.6) als Anfangsbedin-

gung initialisiert oder

e die Null-Impuls-Mode mitgenommen und (5.10), (5.11),(5.5), und (5.6)

initialisiert.

Beginnend bei ¢t = t; = 0 werden dann die in Anhang C gegebenen korrelati-
onsdynamischen Gleichungen —im jeweiligen Abschneideschema — numerisch
in der Zeit integriert.

Abb. 5.1 zeigt die resultierende elektrische Feldenergie (ReEo L, ImFE.L),

Ba = (Ba) = 5 [ @) (5.12)

als Funktion der Zeit, wobei der Wert bei ¢ = 0 nach Null verschoben ist. Da
B, ein eichinvarianter Operator ist, der hermitesch im Raum der physikali-
schen Zustande ist, sollte E.; eine rein reelle Grofle sein. Die Darstellungen in
der rechten Spalte zeigen jedoch, dafl in allen Abschneideschemata (erste Zei-
le: 2-Punkt; zweite Zeile: 3-Punkt; dritte Zeile: 4-Punkt) ein Imaginérteil auf-
tritt, der in etwa die gleiche Gréfle wie der Realteil besitzt. Diese Oszillationen
von K in der komplexen Ebene sind in einer Verletzung der Eichinvarianz
begriindet, die dazu fithrt, dafl bei der Rekonstruktion der Zeitableitung von
eichinvarianten Groflen aus gleichzeitigen Greenfunktionen die gegenseitige
Ausléschung der Terme in (2.23), die in der Propagation von eichabhéngigen
Groflen zwischen dem Heisenberg- und dem Schrodinger-Bild differenzieren,
nicht stattfindet. Wahrend es klar ist, dafl im 2-Punkt-Abschneideschema
(erste Zeile) die Eichinvarianz verletzt werden muf, da der 3-Punkt-Vertex
vernachléssigt wird, zeigt die vorliegende Rechnung, daff im 3- und 4-Punkt-
Abschneideschema (zweite und dritte Zeile) diesbeziiglich keine wesentliche
Verbesserung eintritt. Die Tatsache, daff die Mitnahme hoherer verbundener
Greenfunktionen keine Verbesserung der Eichinvarianz mit sich bringt, deutet
darauf hin, dafl der aufgrund der endlichen Basis vorliegende nicht eichinvari-
ante UV-Cutoff eine wesentliche Rolle bei der Verletzung des Gauf}-Gesetzes
spielt.

Man konnte argumentieren, dafl die verwendeten Anfangsbedingungen
ebenfalls eine Ursache fiir das Problem sein kénnten, da sie das Gauf-Gesetz
nur im abelschen Grenzfall erfiillen, d.h. wéhrend bei ¢t = 0 die Gauss-Gesetz-
Identitaten (4.4) und (4.5) erfiillt sind (da die 3-Punkt-Funktionen verschwin-
den), sind (4.6)-(4.8) verletzt. Man kann jedoch numerisch nachpriifen, daf
sich bei einer Wiederherstellung von (4.6)-(4.8) bei t = 0 (vergl. die Diskus-
sion im Zusammenhang mit Abb. 5.10) keine nennenswerte Verdanderung der
Resultate ergibt. Dies ist in Abb. 5.2 fiir den Fall der 3-Punkt-N&herung mit
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Abbildung 5.1: Elektrische Feldenergie . = %Zﬁﬂf(%)ﬂf(—l_{))} als Funk-
tion der Zeit in 2-Punkt- (Zeile 1), 3-Punkt- (Zeile 2) und 4-Punkt-N&herung
(Zeile 3) mit 8 Impulszustdnden (k = 0-Mode vernachldssigt) und 9 Impuls-

zustdnden (E = 0-Mode mitgenommen); linke Spalte: Realteil, rechte Spalte:
Imaginarteil
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Abbildung 5.2: Realteil der elektrischen Feldenergie als Funktion der Zeit
in 3-Punkt-N&dherung mit 21 Zusténden mit und ohne Wiederherstellung
der 2-Punkt/3-Punkt- und 3-Punkt/4-Punkt-Gaufl-Gesetz-Identitaten; links:
t/L=0...90, rechts: t/L = 50...55

21 Zustanden gezeigt; im linken Teil (Zeitintervall t/L = 0...90) liegen die
beiden verglichenen Kurven im Rahmen der Darstellungsgenauigkeit aufein-
ander; im rechten Teil (Zeitintervall ¢/L = 50...55) zeigen sich bei hoherer
Auflésung lediglich minimale Unterschiede in den der globalen Kurvenform
iiberlagerten hochfrequenten Schwingungen.

Das folgende Resultat ergibt sich beziiglich der infraroten Konvergenz:
Abb. 5.1 zeigt, dafl im Rahmen der 2- und 4-Punkt-Korrelationsdynamik
(erste und dritte Zeile) die Mitnahme der k = 0-Mode (wobei die 9 niedrigst-
liegenden Impulszustéande als Basis verwendet werden) zu einer signifikanten
Reduktion der Amplituden der Oszillation im Vergleich zu der Vernachlassi-
gung der k = 0 -Mode fithrt (wobei die restlichen 8 niedrigstliegenden Impuls-
zustande als Basis verwendet werden); im 4-Punkt-Fall werden die Amplitu-
den sogar um fast eine Groflenordnung reduziert. Im Gegensatz dazu fiithrt im
Rahmen der 3-Punkt-Korrelationsdynamik die Mitnahme der Null-Impuls-
Mode lediglich zu einem signifikanten Anstieg von schnellen Oszillationen
mit vergleichsweise kleinen Amplituden, die hauptséachlich im Realteil von
E.; auftreten, und deren Frequenzen durch die Dynamik des freien Feldes ge-
geben sind. Die Form der Kurve beziiglich der langsamen Oszillationen mit
grofler Amplitude — die die Eichinvarianz verletzen — ist fast invariant unter
der Mitnahme oder der Vernachléssigung von k = 0. Dies kann als ein Anzei-



5.1. INFRAROTEIGENSCHAFTEN UND EICHINVARIANZ 57

chen fiir infrarote Konvergenz im Rahmen des 3-Punkt-Abschneideschemas
angesehen werden, wéhrend auf dem 2- und 4-Punkt-Niveau keine infrarote
Konvergenz vorliegt.

In Abb. 5.3 sind der transversale und der longitudinale Beitrag zum Re-
alteil von F.; fiir die gleiche Rechnung wie in Abb. 5.1 gezelgt die linke
Spalte zeigt die Resultate bei Vernachlassigung der k=0 Mode, die rech-
te Spalte zeigt diejenigen bei Mitnahme der k = 0-Mode. Im Rahmen des
2-Punkt-Abschneideschemas (erste Zeile) ergibt sich, dafi die Oszillationen
ohne die Null-Impuls-Mode fast vollstandig (bis auf kleine Abweichungen
innerhalb der Linienbreite) im longitudinalen Sektor der Theorie auftreten.
Die Mitnahme der Null-Tmpuls-Mode fiithrt dann ebenfalls zu Oszillationen
im transversalen Sektor. Dies ist jedoch lediglich darauf zuriickzufiihren, daf
die hier verwendete Vorschrift, dafl der longitudinale Projektor bei k=0 ver-
schwindet, auf eine vollstandig transversale Null-Impuls-Mode fiihrt; die be-
obachteten transversalen Schwingungen sind fast auschlieflich die der k= 0-
Mode. Im Rahmen der 3-Punkt-Korrelationsdynamik 148t die Mitnahme der
Null-Impuls-Mode den longitudinalen Sektor fast vollsténdig unberiithrt und
fithrt lediglich zu einer Verstarkung der schnellen Oszillationen, die bereits
in der Diskussion von Abb. 5.1 erwéhnt wurden. Diese Oszillationen erschei-
nen offensichtlich nur im transversalen Sektor; eine Kopplung zwischen dem
transversalen und dem longitudinalen Sektor tritt nur insofern auf, daf eine
Amplitudenmodulation fiir die schnellen transversalen Schwingungen gene-
riert wird; die transversalen Moden haben im Gegenzug fast keinen Einflufl
auf die longitudinalen Moden. Im Rahmen der 4-Punkt-Korrelationsdynamik
ist ein &hnliches Verhalten wie bei der 2-Punkt-Korrelationsdynamik zu beob-
achten, d.h. langsame Oszillationen der Null-Impuls-Mode tauchen im trans-
versalen Sektor auf, wobei wie im 3-Punkt-Abschneideschema zusétzlich eine
Verstéarkung der schnellen transversalen Oszillationen auftritt.

Um die Natur der hochfrequenten Oszillationen im transversalen Sektor
naher zu untersuchen, ist in Abb. 5.4 die Fouriertransformierte des transver-
salen Anteils der elektrischen Feldenergie in 3-Punkt-N&dherung ohne Null-
Impuls-Mode (links) und mit Null-Impuls-Mode (rechts) aufgetragen. Zusatz-
lich sind die der mitgenommenen Impulsbasis entsprechenden Ein- und Zwei-
teilchen-Energien im transversalen Sektor w = |k| (fiir 21 Zusténde:
wL/(2r) =1, V2, 2, V/3) und w = 2|];| (fiir 21 Zustéande: wl/(27) =
2, 2v/2, 4, 2¢/3) als senkrechte gepunktete Linien dargestellt. Fiir den Fall
der Vernachlédssigung der k = 0-Mode erhiilt man sowohl fiir 8 Zusténde
(oben) als auch fiir 20 Zustéande (unten) jeweils Peaks, die den transversalen
freien Einteilchenenergien entsprechen; es tritt lediglich eine minimale Ver-
schiebung zu kleineren Frequenzen auf. Fiir den Fall der Mitnahme der k=0-
Mode erhdlt man sowohl fiir 9 Zustdnde (oben) als auch fiir 21 Zustande
(unten) zusétzlich wesentlich starkere Peaks bei den entsprechenden Zweiteil-
chenenergien, wihrend die Einteilchenmaxima etwas abgeschwacht werden.
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Abbildung 5.3: Realteil des transversalen und des longitudinalen Anteils

ir

der elektrischen Feldenergie, E.] =

—

L5 (8 — L (k) (T (k)12 (—k)), B =

L L (R) (T (RIS (=), L (k) = Kiky /R2(k # 0), Ly(k) = 0(k = 0), als
Funktion der Zeit in 2-Punkt- (Zeile 1), 3-Punkt- (Zeile 2) und 4-Punkt-Nahe-

rung (Zeile 3); linke Spalte: 8 Impulszustédnde (k = 0-Mode vernachlassigt),
rechte Spalte: 9 Impulszustande (k = 0-Mode mitgenommen )
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Abbildung 5.4: Betrag der Fouriertransformierten des transversalen Anteils
der elektrischen Feldenergie | [ dt ¢! E%(¢)| in 3-Punkt-Né&herung; links: oh-
ne Null-Impuls-Mode, rechts: mit Null-Impuls-Mode; oben: 8/9 Zustinde
(t/L = 0...110), unten: 20/21 Zustande (/L = 0...90); senkrechte ge-
punktete Linien: freie transversale 1- und 2-Teilchen-Energien entsprechend
der mitgenommenen Impulszustiande
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An den Zweiteilchenpeaks tritt dabei keine minimale Verschiebung wie bei
den Einteilchenmaxima auf.

Die Verletzung der Eichinvarianz im Rahmen der hier diskutierten Néhe-
rungen kann direkt beobachtet werden, indem die Verletzung des Gauf-
Gesetzes mithilfe der in Kapitel 4 hergeleiteten Gauss-Gesetz-Identitaten
quantifiziert wird. Der obere Teil von Abb. 5.5 zeigt die Grofle

D [RRGIEEHIE (5.13)

die ein Maf} fiir die Verletzung der entsprechenden Identitdt zwischen 2-
Punkt-Funktionen der Form (AIl) und 3-Punkt-Funktionen der Form (A AII)
ist (vergl. Gleichung (4.4)). Die zugrundeliegenden Rechnungen sind die glei-
chen wie in den Abb. 5.1 und 5.3, wobei die Null-Impuls-Mode jeweils mit-
genommen wird. Bis etwa ¢/L = 100, wo die betrachteten Losungen noch
stabil sind, fiihren alle Abschneideschemata zu einer Verletzung in etwa der
gleichen Gréflenordnung.

Die Grofie

Z 5E1+E2+E3

k1 ,ka,k3,1,0

(5.14)

Y

(A (Fy ) Ab () G (Fs)

[=2 N

die im unteren Teil von Abb. 5.5 dargestellt ist, mifit die Verletzung der ent-
sprechenden Identitat zwischen 3-Punkt-Funktionen der Form (AAII) und
vollen 4-Punkt-Funktionen der Form (AAAII) (vergl. Gleichung (4.6)). Sie
wird im Gegensatz zu (5.13) mit steigender Ordnung des Abschneidesche-
mas wesentlich grofler. Beide Resultate zeigen wiederum, dafl die Strategie
der Verbesserung des Naherungsverfahrens durch Mitnahme hoherer Ord-
nungen von verbundenen Greenfunktionen alleine nicht zu einer Reduktion
der Verletzung der Eichinvarianz fiithrt.

Weiterhin soll am Ende dieses Abschnitts noch gezeigt werden, daff im
Rahmen der 3-Punkt-Né&herung in den Bewegungsgleichungen fiir die 3-Punkt-
Funktionen der Beitrag der Terme, die iiber den 4-Punkt-Vertex an ein Pro-
dukt aus 2- und 3-Punkt-Funktionen koppeln, zumindest im Anfangsstadium
der zeitlichen Evolution in guter Naherung vernachléssigt werden kann. Die
so entstehende Niherung kann in Ubereinstimmung mit der Klassifizierung
der Terme in Abschnitt 3.4 als 3-Punkt-Born-Approximation bezeichnet wer-
den. In Abb. 5.6 ist der Realteil der elektrischen Feldenergie im Rahmen der
vollen 3-Punkt-Approximation und der 3-Punkt-Born-Approximation fiir 20
Zustande (ohne k= 0, links) und fiir 21 Zustdnde (mit k= 0, rechts) dar-
gestellt. In beiden Féllen fithrt die Mitnahme der zusétzlichen Terme in der
vollen Néherung lediglich zu einer langeren Stabilisierung des Systems, das
in der Born-Né&herung jeweils durch das Anwachsen der Amplitude der hoch-
frequenten Schwingungen instabil wird. Dabei wird das System fiir den Fall
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Abbildung 5.5: Verletzung der Gauf-Gesetz-Identitéten, gemessen durch
%Z;;i <Af(k)G“(—k)>‘ (oberer Teil) und

éza&)’%ﬂ.’j 51314-1324-133 5“bC<A?(E1)A?(zg)GC(E3)>‘ (unterer Teil) als Funktion
der Zeit in 2-Punkt-, 3-Punkt- und 4-Punkt-N&dherung mit 9 Impulszustanden
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Abbildung 5.6: Realteil der elektrischen Feldenergie in voller 3-Punkt-Nahe-
rung und in 3-Punkt-Born-Naherung mit 20 Zustdanden (ohne & = 0, links)
und 21 Zustanden (mit k = 0, rechts)

der Mitnahme der k& = 0-Mode in der Born-Né&herung frither instabil, was
sich durch die — durch ein zusédtzliches Auftreten von Zweiteilchenfrequen-
zen — ohnehin erhéhte Starke der hochfrequenten transversalen Oszillationen

erklart (vergl. Abb. 5.4).

5.2 Skalierungsverhalten und UV-Konvergenz

Um die FEigenschaften der Theorie im Rahmen der Korrelationsdynamik bes-
ser zu verstehen, wird das System nun beziiglich seines Verhaltens fiir ver-
schiedene Werte der dimensionslosen Kopplung ¢L'/? und fiir verschiedene
Anzahlen von ebenen Wellen in der Einteilchenbasis untersucht.

In der linken Spalte von Abb. 5.7 wird der Realteil der elektrischen Felden-
ergie als Funktion der Zeit fiir 3 verschiedene Werte von gL'/? gezeigt, wobei
fiir die 2- und 3-Punkt-N&herung die 21 niedrigstliegenden Impulszustéande
und fiir die 4-Punkt-Naherung die 9 niedrigstliegenden Impulszustande (in-
klusive k = 6) mitgenommen werden. In jedem der 3 Abschneideschemata
haben die Kurven fiir die verschiedenen Werte der Kopplung offensichtlich
(bis auf die schnellen transversalen Oszillationen in der 3- und 4-Punkt-
Korrelationsdynamik, zweite und dritte Zeile) die gleiche Form und sind nur
in Richtung der Achsen relativ zueinander gestreckt bzw. gestaucht. Dies deu-
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Abbildung 5.7: Realteil der elektrischen Feldenergie als Funktion der Zeit
in 2-Punkt- (Zeile 1), 3-Punkt- (Zeile 2) und 4-Punkt-N&herung (Zeile 3)
mit 21 Impulszustédnden fiir verschiedene Kopplungen (linke Spalte); Kurven

. 2/3 2/3
reskaliert auf gL'/? = 0.01 entsprechend E.i(gs,1) = (z—?) Ea(gr, (g—f) 1)
(rechte Spalte)
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tet darauf hin, dafl im longitudinalen Sektor (zuziiglich der entsprechenden
Anteile der Null-Impuls-Mode) die Theorie ein bestimmtes Skalierungsver-
halten beziiglich der Kopplung aufweist. Eine genauere Analyse zeigt, dafl
die entsprechenden Frequenzen sowie die Amplituden der Dimension Energie
sich wie w oc ¢¥/? verhalten, wie in der rechten Spalte von Abb. 5.7 gezeigt
wird, indem alle Kurven entsprechend dem Skalierungsgesetz

Ealga.t) = (9—2) " Eu(qn, (9—2) 2/3t) (5.15)

g1 g1

reskaliert werden. Nach dieser Reskalierung zeigen alle Kurven eine sehr gute
Ubereinstimmung.

Das Skalierungsgesetz (5.15) erweist sich nun als eine generelle Eigenschaft
fiir Systeme mit einer rein quartischen Kopplung. Dies kann wie folgt gesehen
werden: Man betrachte einen Hamiltonoperator der Form

o=ty Ca (5.16)

2 4 ’ '
wobei dies als rein formale Notation gemeint ist, d.h. alle Indizes oder Raum-
zeit-Koordinaten sind unterdriickt. Man kann nun eine kanonische Transfor-
mation

A=g A" | T =g, [A 0 =[A,117, (5.17)

durchfithren, was auf

1 1
H = 92/3 <§H/2 —|— ZAA) (518)

fithrt und damit auf eine ¢*/®

-Skalierung aller Figenwerte des Hamiltonope-
rators.

Im Fall der 2-Punkt-Korrelationsdynamik fiir die Yang-Mills-Theorie kann
ein solches ¢%/*-Skalierungsgesetz in der Tat fiir den longitudinalen Sektor der
Theorie erwartet werden (falls dieser vom transversalen Sektor entkoppelt),
da der 3-Punkt-Vertex nicht berticksichtigt wird und da die 2-Punkt-Terme
x A? einen transversalen Projektor enthalten. Die Tatsache, daff die ¢/3-
Skalierung in 3- und 4-Punkt-Korrelationsdynamik trotz der Beriicksichti-
gung des 3-Punkt-Vertex iiberlebt, ist jedoch in Ubereinstimmung mit dem
von Liischer [63] erhaltenen Resultat, dafl alle Eigenwerte des (rein diskre-
ten) Spektrums der Yang-Mills-Theorie auf einem Torus in eine Potenzreihe
beziiglich des Entwicklungsparameters A = g2/ entwickelt werden kénnen.

Um das asymptotische Verhalten des Systems zu untersuchen, wenn der
ultraviolette Cutoff gegen oo geht, wird in der linken Spalte von Abb. 5.8 der
Realteil der elektrischen Feldenergie als Funktion der Zeit fiir verschiedene

Anzahl von Impulszustdnden gezeigt. In der ersten Zeile ist das entsprechende
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Abbildung 5.8: Realteil der elektrischen Feldenergie als Funktion der Zeit in
2-Punkt-Niherung ohne die & = 0-Mode (Zeile 1), in 2-Punkt-Naherung mit
der k = 0-Mode (Zeile 2) und in 3-Punkt-Naherung mit der k = 0-Mode
(nur der longitudinale Anteil von E.;, Zeile 3) fiir verschiedene Anzahl n von
Impulszustanden (linke Spalte); Kurven reskaliert auf die niedrigste Zahl von

Zustanden entsprechend F.(ng,t) = (”—2)4/3 Ea(ny, (”2 ) o t) (rechte Spalte)

ni ni
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Resultat im Rahmen des 2-Punkt-Abschneideschemas bei Vernachlédssigung
der Null-Impuls-Mode gezeigt. Alle Kurven haben offensichtlich wiederum die
gleiche Form und sind lediglich relativ zueinander in Richtung der Achsen
gestreckt bzw. gestaucht. In der rechten Spalte wird gezeigt, dafl die Kurven
die Relation

Eo(ng,t) = (E)MS Ee(ny, (E)l/g t) (5.19)

ny ny

erfiillen, indem sie entsprechend reskaliert werden; n; bezeichnet dabei die
Anzahl der Basiszustdnde. Wie im Fall von Abb. 5.7 zeigen die reskalierten
Kurven sehr gute Ubereinstimmung. Dies bedeutet jedoch, daf die Frequen-
zen und die Amplituden der Dimension Energie divergieren, wenn der ultra-
violette Cutoff gegen oo geht — was ein unerwiinschtes Verhalten darstellt,
da die Yang-Mills-Theorie in 2+ 1 Raumzeit-Dimensionen endlich sein sollte.

In der zweiten Zeile sind die entsprechenden Resultate ebenfalls im Rah-
men des 2-Punkt-Abschneideschemas gezeigt, wobei die k = 0-Mode nun mit-
genommen wird. Wahrend die Frequenzen immer noch entsprechend (5.19)
wie w o n'/? skalieren, wird die n*/3-Skalierung der Amplitude von F; durch
die Mitnahme der Null-Impuls-Mode zerstort.

In der dritten Zeile sind die entsprechenden Resultate in 3-Punkt-N&he-
rung dargestellt, wobei die k = 0-Mode mitgenommen wird; dabei wird nur
der longitudinale Anteil gezeigt, um die schnellen Oszillationen im transver-
salen Sektor (die nicht entsprechend (5.19) skalieren) abzuspalten. Aus den
Abb. 5.1 und 5.3 ist bereits bekannt, dafl die Resultate fiir diesen Fall im
wesentlichen identisch sind, wenn die Null-Impuls-Mode vernachléssigt wird.
Die Reskalierung der Kurven fithrt auf eine sehr gute Ubereinstimmung in
der ersten Hilfte des gezeigten Zeitintervalls; in der zweiten Hélfte fithrt die
Anwendung von (5.19), obwohl sie die richtige Tendenz aufweist, nicht zu
einer wirklich beeindruckenden Ubereinstimmung der reskalierten Kurven.

Weiterhin macht es bei der hier erreichten Genauigkeit der Ubereinstim-
mung nach erfolgter Reskalierung nur einen kleinen Unterschied, ob in (5.19)
die Null-Impuls-Mode mitgezahlt wird oder nicht. Dabei fithrt jedoch ten-
denziell die Reskalierung ohne Mitzdhlen der Null-Impuls-Mode auf eine
bessere Ubereinstimmung, was einen weiteren Hinweis auf das Entkoppeln
der Nullmode von der Dynamik im longitudinalen Sektor im Rahmen der
3-Punkt-Korrelationsdynamik liefert. Der Vergleich zwischen beiden Reska-
lierungsvorschriften ist in Abb. 5.9 gezeigt.

Das Skalierungsgesetz (5.19) kann a priori im Rahmen der 2-Punkt-N&he-
rung erwartet werden, da sich dort der longitudinale Sektor (falls er vom
transversalen Sektor entkoppelt) im wesentlichen wie eine ®*-artige Theorie
mit einer rein quartischen Kopplung verhélt, d.h. wie ein System, das durch
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Abbildung 5.9: Links: gleiches Bild wie in Abb. 5.8 unten rechts; rechts: glei-
ches Bild, jedoch wird die & = 0-Mode im Skalierungsgesetz nicht mitgezahlt

den (Impulsraum—) Hamiltonoperator

ZHE

_,

2
D I NS AL ICALIESL AR (5.20)
N
beschrieben wird, wobei V' das Quantisierungsvolumen beziiglich beliebig
vieler rdumlicher Dimensionen beschreibt. Die Berechnung des Erwartungs-
wertes von (5.20) mit einem Hartree-Fock-Bogoliubov-Ansatz mit effektiven
Einteilchenenergien Q(E) liefert das Energiefunktional

<Hmzmm=§29®+ﬁ$(z %), (5.21)
das durch

(g = Z—— (5.22)

minimiert wird. Gleichung (5.22) impliziert direkt, dal ©(§) unabhéngig von
¢ ist und fiithrt daher auf

1/3 1/
UG =0 = g1 (Z) (%) , (5.23)
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was die Frequenz-Skalierung ist, die in (5.15) und in (5.19) enthalten ist. Mit

4/3
E ZEZQ(;;’):} 23 (5 : (i)l/?) (5.24)
Tz 19 \Z 2V '
erhédlt man ebenfalls die entsprechende Abhangigkeit fiir die Amplituden.

Das Ergebnis, dafl (5.19) im 3-Punkt-Abschneideschema naherungsweise
giilltig bleibt, zeigt, dal im Gegensatz zum Verhalten des Systems im In-
fraroten die Ausloschungen zwischen Divergenzen, die fiir die ultraviolette
Konvergenz benétigt werden, nicht stattfinden. Dies ist wiederum eine Kon-
sequenz der Verletzung der Eichinvarianz.

5.3 Wiederherstellung des Gauf3-Gesetzes

In den Abschnitten 5.1 und 5.2 wurde eine Verletzung des Gauf-Gesetzes
beobachtet, die unphysikalische Imaginérteile fiir eichinvariante hermitesche
Groflen und die Nicht-Ausléschung von ultravioletten Divergenzen zur Folge
hatte.

Daher soll nun versucht werden, das Naherungsschema der Korrelations-
dynamik dadurch zu verbessern, dafl die dynamischen Bewegungsgleichun-
gen teilweise durch die Randbedingungs-Gleichungen ersetzt werden, die aus
dem GauB-Gesetz folgen (vergl. Kapitel 4). Die dabei zu verwendende Vor-
gehensweise ist keineswegs eindeutig, da man zunachst auswahlen muf}, nach
welcher der beteiligten Greenfunktionen die jeweilige Gauss-Gesetz-Identitat
aufgelost werden soll. In dieser Arbeit soll das Gauf}-Gesetz mithilfe der Fr-
setzung

R D DU HUAL HTAR (5.25)
1

implementiert werden, d.h. in einer gleichzeitigen Greenfunktion, die einen
longitudinalen Feldimpuls enthélt, wird dieser nach rechts durchkommutiert,
und die resultierende n-Punkt-Funktion wird dann entsprechend (5.25) durch
eine Summe iiber n 4+ 1-Punkt-Funktionen ersetzt.? Dies wird wahrend der
gesamten Zeitintegration durchgefiithrt, wéhrend die verbleibenden Green-
funktionen wie vorher unter Verwendung der korrelationsdynamischen Bewe-
gungsgleichungen propagiert werden. Natiirlich kann (5.25) nicht fiir k=10
angewandt werden; es stellt sich jedoch heraus, dafl das Gauf}-Gesetz fiir
die Null-Tmpuls-Mode im Rahmen der hier durchgefithrten Untersuchungen
automatisch erfiillt ist.

2Da in dieser Arbeit die Vorschrift nur zur Ersetzung von 2- und 3-Punkt-Funktionen
verwendet wird, die keine unverbundenen Anteile besitzen, mufl kein Unterschied zwischen
vollen und verbundenen gleichzeitigen Greenfunktionen auf der linken Seite von (5.25)
gemacht werden.
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Die obige Methode wird im 3-Punkt-Abschneideschema angewandt, wobei
die Auswirkungen

o der Wiederherstellung der Gauf}-Gesetz-Identitéten, die 2- und 3-Punkt-
Funktionen verkniipfen (4.4), (4.5) und

o der Wiederherstellung sowohl dieser als auch der Identitaten, die 3- und
volle 4-Punkt-Funktionen verkniipfen (4.6)-(4.8)

untersucht werden. Im letzteren Fall ist die volle 4-Punkt-Funktion jeweils
durch ein Produkt aus zwei 2-Punkt-Funktionen gegeben (vergl. Abschnitt
4.2), so daB ein gekoppeltes Gleichungssystem fiir 2- und 3-Punkt-Funktionen
vorliegt, das durch Iteration gel6st wird.

Bei dem verwendeten Verfahren tritt noch das folgende Problem auf:
Immer wenn eine Greenfunktion mehr als einen longitudinalen Feldimpuls
enthélt, ergibt sich eine Mehrdeutigkeit in der Anwendung von (5.25). Im
Fall der 2-Punkt/3-Punkt-Identitaten, d.h. fiir eine 2-Punkt-Funktion mit
2 longitudinalen Feldimpulsen, stellt dies kein Problem dar, da aufgrund
der Symmetrien des Systems beide Méoglichkeiten fiir die Anwendung von
(5.25) auf das gleiche Resultat fiithren. Fiir den Fall der 3-Punkt/4-Punkt-
Identitaten ist dies jedoch nicht der Fall, und daher wird hier jeweils die Wahl
getroffen, zwischen den verschiedenen Moglichkeiten zu symmetrisieren; die
stationdre Losung des Iterationsverfahrens kann dann die entsprechenden
Identitaten nicht exakt erfiillen. Es zeigt sich jedoch, daf} die verbleibende
Verletzung der 3-Punkt/4-Punkt-Identitaten im Vergleich mit der urspriing-
lichen Verletzung nur sehr klein ist.

Abb. 5.10 zeigt die elektrische Feldenergie E.; und die magnetische Feld-

energie
Frag = { /d2 (Fo(F) () (5.26)

als Funktion der Zeit, berechnet im obigen Schema fiir 21 Impulszustiande
(inklusive k= 6) Dabei wurden bis auf die Wiederherstellung der Gauf}-
Gesetz-Identitaten die gleichen Anfangsbedingungen wie in den Abschnitten
5.1 und 5.2 verwendet. Wahrend die Rechnung, in der nur die 2-Punkt/3-
Punkt-Identitdten implementiert werden (oberer Teil), bei etwa ¢/L = 40
instabil wird, ist der Haupteffekt der zusdtzlichen Wiederherstellung der 3-
Punkt/4-Punkt-Identitaten (unterer Teil) eine Stabilisierung des Systems.
In beiden Rechnungen sinkt der Realteil von F£,,,, im Mittel mit der Zeit
ab, wihrend der Realteil von F.; im Mittel konstant bleibt (linke Spalte);
beide weisen zusétzliche schnelle Schwingungen auf, deren Frequenzen im
wesentlichen durch die Dynamik des freien Feldes gegeben sind.

Da die Gesamtenergie durch Ey,; = FE.+E,,,, gegeben ist, impliziert dieses
Resultat, dal durch die hier verwendete Methode zur Wiederherstellung des
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Abbildung 5.10: Elektrische und magnetische Feldenergie als Funktion der
Zeit in 3-Punkt-Ndherung mit 21 Zustdnden unter Verwendung der 2-
Punkt/3-Punkt-Gauf-Identitdten (oberer Teil) und unter Verwendung der
2-Punkt/3-Punkt- und der 3-Punkt/4-Punkt-Identitaten (unterer Teil); lin-
ke Spalte: Realteil, rechte Spalte: Imaginérteil
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GauB-Gesetzes die Energieerhaltung verletzt wird; der Grund hierfiir ist die
Ersetzung der 2-Punkt-Funktion mit zwei longitudinalen Feldimpulsen, die
zu E beitragt, mithilfe von (5.25). Die Energieerhaltung kann im Prinzip
wiederhergestellt werden, indem stattdessen die entsprechende 2-Punkt/3-
Punkt-Identitdat zur Modifikation der 3-Punkt-Funktionen verwendet wird
(diese tauchen in der Gesamtenergie nicht auf). Eine solche Vorschrift miifite
jedoch relativ willkiirlich konstruiert werden, da auf der rechten Seite von
(5.25) eine Impulssummation und eine Kontraktion iiber Vektorindizes steht.
Dariiberhinaus haben die im Rahmen dieser Arbeit durchgefithrten Versuche
in diese Richtung jeweils auf Bewegungsgleichungen gefiihrt, die wesentlich
frither als die urspriinglichen Gleichungen instabil werden und die noch im-
mer grofle Imaginérteile fiir die magnetische und die elektrische Feldenergie
generieren.

Die Imaginérteile von E. und Fy,., (rechte Spalte) bleiben beide bis etwa
t/L = 10 sehr klein, worauf sich dann schnelle Oszillationen aufbauen; werden
diese subtrahiert, so bleiben die Imaginérteile sehr klein, was als Verbesserung
gegeniiber der unmodifizierten Korrelationsdynamik angesehen werden kann.
Dabei sollte noch erwahnt werden, dafl bei Vernachlassigung der Null-Impuls-
Mode die schnellen Oszillationen fast vollsténdig verschwinden.

In Abb. 5.11 wird die Verletzung der 3-Punkt/4-Punkt-GauB-Gesetz-Iden-
titdten fiir 3 verschiedene Naherungen verglichen, wobei die gleichen Para-
meter wie in Abb. 5.10 verwendet werden:

e ohne Wiederherstellung des Gauf-Gesetzes,
e mit Wiederherstellung der 2-Punkt/3-Punkt-Identitaten und

e mit zusitzlicher Wiederherstellung der 3-Punkt/4-Punkt-Identitaten.
Im linken Bild ist, wie in Abb. 5.5, die Groie (5.14) dargestellt. Da hier

keine Mehrdeutigkeiten beziiglich mehrerer longitudinaler Feldimpulse auf-
treten konnen, verschwindet (5.14) fiir das Naherungsschema, in dem die
3-Punkt/4-Punkt-Identitaten gemaf (5.25) implementiert werden. Wéhrend
die Stérke der Verletzung der entsprechenden Relation (4.6) ohne jegliche
Wiederherstellung des Gaufl-Gesetzes oszilliert, steigt sie in der Néherung,
in der die 2-Punkt/3-Punkt-Identitdten implementiert werden, monoton an,
bis das System bei etwa /L = 40 instabil wird.? Das gleiche Verhalten kann
fiir die GroBlen

1 anc a 7 7 C 7
6 Snhen [ () A () G (Rs))| (5.27)
F1.ka ke iy
(mittleres Bild) und
1 anc a 7 7 C 7
62 Snhen [ (RIS () G (Ry))| (5.28)
F1.ka ke iy

3Die Kurve verliaft den dargestellten Bereich vorher
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Abbildung 5.11: Verletzung der Gaufl-Gesetz-Identitaten, gemessen durch
LD S ‘5“6C<A?(k1)A?(kz)Gc(k3)>‘ (linker Teil),

e (112 () A (kz) G ()| (mittlerer Teil),

und ézaﬁk%m 51314-1324-133 5“bC<H?(E1)H?(zg)GC(E3)>‘ (rechter Teil) als Funk-
tion der Zeit in 3-Punkt-Ndherung mit 21 Impulszustdnden i) ohne jeg-
liche GauB-Identitéten, ii) unter Verwendung der 2-Punkt/3-Punkt-Gauf-

Identitaten und iii) unter Verwendung der 2-Punkt/3-Punkt und der 3-
Punkt/4-Punkt-Identititen

1
6 Zkl ko ks 1,5 5k1 +ka+ks

(rechtes Bild) beobachtet werden, wobei das Zeitintervall fiir die Darstel-
lung nun grofer gewéhlt wurde. Ohne jegliche Wiederherstellung des Gauf-
Gesetzes bleiben die Bewegungsgleichungen bis etwa ¢/L = 100 stabil. Im
mittleren und rechten Teil von Abb. 5.11 kann zusétzlich die kleine Verlet-
zung der entsprechenden Relationen (4.7) und (4.8) gesehen werden (punk-
tierte Linie), die bei einer Implementierung des Gaufl-Gesetzes mithilfe von
(5.25) aufgrund der oben diskutierten Mehrdeutigkeit fiir den Fall mehrerer
longitudinaler Feldimpulse auftritt; das hierbei verwendete Gleichungssystem
wird bei etwa /L = 70 instabil.

In Abb. 5.12 wird die zeitliche Entwicklung des Realteils der magnetischen
Feldenergie, berechnet mit einer Implementierung sowohl der 2-Punkt/3-
Punkt- als auch der 3-Punkt/4-Punkt-GauB-Identitéten, fiir verschiedene
Werte der Kopplung verglichen (oberer Teil). Nach der Reskalierung beider
Achsen wie in Abb. 5.7 zeigen alle Kurven eine sehr gute Ubereinstimmung,
was die Giiltigkeit des ¢%/*-Skalierungsgesetzes (5.15) impliziert. Man erhélt
das gleiche Resultat, wenn nur die 2-Punkt/3-Punkt-Identitaten wiederher-
gestellt werden.

Abb. 5.13 zeigt den entsprechenden Vergleich fiir feste Kopplung und



5.3. WIEDERHERSTELLUNG DES GAUSS-GESETZES 73

60
gL'?=0.01
—————— gL'?=0.02
40 e gLY?=0.04
21 states
20 - 3-point approximation

+ 2p/3p-id. + 3p/4p-id.

_80 T T T T T T T T T 1
0 10 20 30 40 50
time t/L
40
gL'?=0.01
3044 T~ —- gL1/2:0.02
--------- gL'?=0.04
20

21 states
3-point approximation
+ 2p/3p-id. + 3p/4p-id.

[
(@]
|

o
|

rescaled Re Emag L
Noob
(@] (@]
1 1

W
@]
1

I
o
1

|

9

(@]
1

1
(o))
o

10 20 30 40 50
rescaled time t/L

(@]

Abbildung 5.12: Realteil der magnetischen Feldenergie als Funktion der Zeit
in 3-Punkt-Naherung mit 21 Zusténden unter Verwendung der 2-Punkt/3-
Punkt- und der 3-Punkt/4-Punkt-Gaufl-Identitaten fiir verschiedene Kopp-
lungen (oberer Teil); Kurven reskaliert auf gL'/? = 0.01 entsprechend

Erag(g2,1) = (g—z’) e Erag(a1, (g2)2/3 t) (unterer Teil)

g1 g1
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Abbildung 5.13: Realteil der magnetischen Feldenergie als Funktion der
Zeit in 3-Punkt-Ndherung unter Verwendung der 2-Punkt/3-Punkt- und
der 3-Punkt/4-Punkt-Gauf-Identitdten fiir verschiedene Anzahl n von Im-
pulszustanden (oberer Teil); Kurven reskaliert auf 9 Zustédnde entsprechend

Erag(ne,t) = (”_2)4/3 Erag(n1, (Z—?) e t) (unterer Teil)

ni
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verschiedene Anzahlen von Impulszustdnden in der Einteilchenbasis (oberer
Teil). Nach einer Reskalierung beider Achsen wie in Abb. 5.8 liegen alle Kur-
ven néherungsweise aufeinander (unterer Teil), was ebenfalls die Giiltigkeit
des (Yz)'/*-Skalierungsgesetzes (5.19) impliziert. Dieses Resultat kann eben-
falls reproduziert werden, wenn nur die 2-Punkt/3-Punkt-Identitdten wie-
derhergestellt werden. Das ultraviolette Konvergenzverhalten ist somit un-
verdndert; die Wiederherstellung des Gauf-Gesetzes hat nicht dazu gefiihrt,
daf die notwendigen gegenseitigen Ausléschungen zwischen divergenten Ter-
men stattfinden. Es tritt nun jedoch anstatt ultraviolett-divergenter Schwin-
gungen ein ,ultraviolett-divergentes® Absinken der Gesamtenergie auf, das
alleine durch ein entsprechendes Absinken der magnetischen Energie bei im
Mittel konstanter elektrischer Energie bewirkt wird.

Das in den Abb. 5.10-5.13 beobachtete Verhalten kann wiederum durch
die Betrachtung eines vereinfachten Modells fiir die 2-Punkt-Dynamik des
longitudinalen Sektors der Theorie reproduziert werden, das sich ebenfalls,
wie schon bei der Diskussion in Abschnitt 5.2, aus dem ®*-artigen Hamil-
tonoperator (5.20) ergibt. Im Rahmen des 2-Punkt-Abschneideschemas re-
duzieren sich die GauB-Gesetz-Identitéten (4.4) und (4.5) aufgrund der Ver-
nachlassigung der 3-Punkt-Funktionen auf das abelsche Gauf-Gesetz; im hier
verwendeten Schema, das durch (5.25) gegeben ist, korrespondiert dies zum
Nullsetzen aller 2-Punkt-Funktionen mit einem rechtsstehenden longitudi-
nalen Feldimpuls. Um das daraus resultierende Verhalten im Rahmen des
d*-artigen Modells zu untersuchen, werden daher die Bedingungen

—

(®(k)II(=k)) = (I(R)IL(=k) = 0, (HL(k)@(—k)) = —i (5.29)

wahrend der zeitlichen Evolution implementiert. Die einzige verbleibende
Bewegungsgleichung lautet dann

0,(®(k)D(—k)) = (I(F)B(—k)) + (®(k)II(~k)) = —i

= (O(k)D(—k)) = —it . (5.30)
Der Erwartungswert von (5.20) wird nun geméaf
1 . .

Fa = LS

E

2

g = = = =
Epag = 4V . Z;* 5E1+E2+E3+E4,6<q)(k1)q)(k2)q)(k3)q)(k4)> (5.31)

k1koksky

in einen Teil ., der der elektrischen Feldenergie im longitudinalen Sektor
entspricht, und einen Teil E,,,,, der der magnetischen Feldenergie im longi-
tudinalen Sektor entspricht, aufgeteilt. Einsetzen von (5.29) und (5.30) im
Rahmen des 2-Punkt-Abschneideschemas liefert dann

2
3g°t?
Eel =0 5 Emag = - ZV (Z) . (532)

-
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Gleichung (5.32) stellt eine besonders einfache Losung dar, die das ¢%/°-
Skalierungsgesetz (5.15) und das (3;)"/3-Skalierungsgesetz (5.19) erfiillt, und
die dariiberhinaus keine Imaginérteile fiir F.; und E,,,, zur Folge hat.

In der Tat erfiillen die in Abb. 5.10 dargestellten magnetischen Feld-
energien trotz der zusdtzlichen Mitnahme der 3-Punkt-Funktion im Mittel
Eag o< —t%, wihrend die elektrischen Feldenergien im Mittel konstant blei-

ben.
60 —
i 2-point approximation
+ abelian id.,
40 20 states (zero mode not incl.)
504 ~TT77C 3-point approximation
+ 2p/3p-id. + 3p/4p-id.,
] 21 states (zero mode incl.)
—1 0 -
S
LL] -
X -20-
-40 -
-601  gLY2=0.01
_80 ! | ! | ! | ! | ! 1
0] 10 20 30 40 50
time t/L

Abbildung 5.14: Realteil der Gesamtenergie als Funktion der Zeit in 2-Punkt-
Néaherung mit 20 Zusténden (l; — 0-Mode vernachldssigt) unter Verwendung
des abelschen GauB-Gesetzes und in 3-Punkt-N&herung mit 21 Zusténden
(k = 0-Mode mitgenommen) unter Verwendung der 2-Punkt/3-Punkt- und
der 3-Punkt/4-Punkt-GauB-Identitéten

Um den Effekt der 3-Punkt-Funktion zu zeigen, ist in Abb. 5.14 der Re-
alteil der Gesamtenergie im Rahmen des 2-Punkt-Abschneideschemas mit
Implementierung des abelschen Gauf}-Gesetzes dargestellt, und im Vergleich
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dazu der Realteil der Gesamtenergie im Rahmen des 3-Punkt-Abschneide-
schemas mit Implementierung der 2-Punkt/3-Punkt- und der 3-Punkt/4-
Punkt-Identitaten. Im Falle der 2-Punkt-N&herung wird dabei die k=0
Mode vernachlassigt, da sonst die zeitliche Evolution durch Oszillationen
dominiert wird, die von der Dynamik der Null-Impuls-Mode herriithren. Die
Mitnahme der 3-Punkt-Funktion fithrt zu einer signifikanten Reduktion der
Verletzung der Energieerhaltung; sie fithrt jedoch nicht zu einer vollstandi-
gen Ausléschung der entsprechenden Terme. Die Mitnahme der Null-Impuls-
Mode hat dabei keinen wesentlichen Einflufl auf das Frgebnis in der 3-Punkt-
Néherung.

5.4 Eine erweiterte Impulsbasis

Nach dem Studium der Konsequenzen einer Wiederherstellung des Gauf-
Gesetzes mittels (5.25) soll in diesem Abschnitt nun eine andere Methode
zur Verbesserung der 3-Punkt-Korrelationsdynamik untersucht werden, die
in einer Verdanderung der Impulsbasis besteht.

In einer endlichen Impulsbasis tritt die Verletzung der Eichinvarianz be-
reits auf dem Operatorniveau auf, d.h. der Kommutator zwischen dem Gauf}-
Gesetz-Operator und dem Hamiltonoperator verschwindet nicht. Dies liegt
darin begriindet, daf} fiir eine Anzahl von Termen, die den Projektionsope-
rator im Impulsraum ¢ |l_€)><l_€)| enthalten, die Vollstdndigkeitsrelation nicht
anwendbar ist, da die Summe von 2 oder mehr Impulsen aus dem mitgenom-
menen (endlichen) Impulsraum herausfithren kann.

Durch Betrachtung der Zeitableitung einer der Gauf-Gesetz-Identitéten,
die 2- und 3-Punkt-Funktionen verkniipfen, kann man erkennen, daf fiir diese
speziellen Relationen das Problem der Eichinvarianz zumindest teilweise da-
durch gelost werden kann, daff auch 3-Punkt-Funktionen mitgenommen wer-
den, bei denen einer der Impulse aulerhalb des fiir die 2-Punkt-Funktionen
erlaubten Impulsraums liegt. Daher wird der erlaubte Impulsraum fiir die 3-
Punkt-Funktionen nun entsprechend vergroflert. Die Erwartung ist, daff die
verbleibende Verletzung der 2-Punkt/3-Punkt-Identitaten, die dann auf das
3-Punkt-Abschneideschema zuriickzufithren ist, d.h. auf die Verletzung von
Identitédten héherer Ordnung, einen kleineren Effekt auf die zeitliche Evolu-
tion hat als die urspriingliche Verletzung.

Es soll am Rande bemerkt werden, dafl ebenfalls im Rahmen dieser Ar-
beit durchgefithrte Rechnungen, bei denen auch 3-Punkt-Funktionen mit 2
oder 3 Impulsen oberhalb des 2-Punkt-Cutoffs zugelassen werden, keinen
signifikanten Unterschied zu den Rechnungen mit nur einem solchen Impuls
zeigen. Dies hdangt damit zusammen, daf} die Zeitableitungen dieser 3-Punkt-
Funktionen keine Beitrdge vom 3-Punkt-Vertex-Term erhalten, der den do-
minanten nichtabelschen Beitrag darstellt (vergl. die Bemerkung am Ende
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von Abschnitt 5.1).

Die Ndherung mit der vergréflerten Impulsbasis fiir die 3-Punkt-Funktion
kann nun ebenfalls mit der Implementierung des Gauf-Gesetzes gemaf} (5.25)
kombiniert werden, die in Abschnitt 5.3 diskutiert wurde.

Abb. 5.15 zeigt die elektrische Feldenergie F.; (oberer Teil) und die magne-
tische Feldenergie F,,,, (unterer Teil) als Funktion der Zeit, die man mit der
oben beschriebenen Methode erhidlt. Dabei werden die 9 niedrigstliegenden
Impulse fiir die 2-Punkt-Funktionen mitgenommen, was dann durch Aufsum-
mation zweier solcher Impulse in einer 3-Punkt-Funktion zu einem erlaubten
Raum von 25 Impulsen fiir den dritten Impuls fithrt (die Summe aller 3 Im-
pulse muf} aufgrund der raumlichen Translationsinvarianz verschwinden). Es
werden jeweils die Resultate in 3 N&herungen verglichen:

e ohne eine zusatzliche Implementierung des Gauf-Gesetzes,

e mit einer zusétzlichen Implementierung der 2-Punkt/3-Punkt-Identitét
und

e mit einer zusatzlichen Implementierung der 2-Punkt/3-Punkt- und der

3-Punkt/4-Punkt-Identitat.

Fiir sowohl den Realteil (linke Spalte) als auch den Imaginarteil (rechte
Spalte) von FE,,,, sind die Resultate ohne Gauf-Identitdten und die unter
Verwendung der 2-Punkt/3-Punkt-Identitat fast identisch. Bis etwa /L = 10
gilt das gleiche fiir ;. Wahrend fiir beide Naherungen das Gleichungssystem
bei etwa ¢/L = 25 instabil wird, stabilisiert die zusdtzliche Implementierung
der 3-Punkt/4-Punkt-Identitidten das System bis etwa t/L = 80.

Im Rahmen aller drei Néherungen findet im Mittel, d.h. bei Weglassen
der schnellen Oszillationen, ein starkes Absinken des Realteils von E.; und
ein vergleichsweise schwaches Absinken des Realteils von F,,,, statt, was
impliziert, dafl wiederum die Energieerhaltung verletzt wird. Die Situation
ist dhnlich der in Abschnitt 5.3, nur dafl nun die Rollen von E, und E,,,,
vertauscht sind.

Die Imaginérteile von E. und E,,,, bleiben bis etwa t/L = 10 sehr klein.
Falls keine oder nur die 2-Punkt/3-Punkt-Gauf-Identitaten implementiert
werden, beginnt der Imaginérteil von F.; danach, sowohl schnelle (durch die
freie Dynamik dominierte) Oszillationen mit kleinen Amplituden als auch ei-
ne langsame Schwingung hoher Amplitude aufzubauen. Werden zuséatzlich die
3-Punkt/4-Punkt-Identitaten implementiert, dann verschwindet die langsa-
me Schwingung. Im Imaginérteil von F,,,, bauen die schnellen Oszillationen
nach t/L = 10 vergleichsweise groe Amplituden auf, die durch die Wieder-
herstellung der 3-Punkt/4-Punkt-Identitaten signifikant reduziert werden.

In Abb. 5.16 wird demonstriert, daf} die zeitliche Evolution des Realteils
der elektrischen Feldenergie wieder dem ¢?/3-Skalierungsgesetz fiir Frequen-
zen und Amplituden folgt; das obere Bild zeigt die entsprechenden Kurven in
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Abbildung 5.15: Elektrische Feldenergie (oberer Teil) und magnetische Feld-
energie (unterer Teil) als Funktion der Zeit in 3-Punkt-Naherung mit 9 Im-
pulszustdnden fiir die 2-Punkt-Funktionen und 25 Impulszustanden fiir die
3-Punkt-Funktionen i) ohne Verwendung von Gauf-Identitéten, ii) unter Ver-
wendung der 2-Punkt/3-Punkt-Identitdten und iii) unter Verwendung der 2-
Punkt/3-Punkt und der 3-Punkt /4-Punkt-Identititen; linke Spalte: Realteil,

rechte Spalte: Imaginérteil
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Abbildung 5.16: Realteil der elektrischen Feldenergie als Funktion der Zeit
in 3-Punkt-N&herung mit 9 Zustdnden fiir die 2-Punkt-Funktionen und 25
Zustanden fiir die 3-Punkt-Funktionen unter Verwendung der 2-Punkt/3-
Punkt- und der 3-Punkt/4-Punkt-Gaufl-Identitaten fiir verschiedene Kopp-
lungen (oberer Teil); Kurven reskaliert auf gLY?* = 0.01 entsprechend
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Erag (gg,t) = (g_2) Emag(g1, (i—?) t) (unterer Tell)
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dem Approximationsschema, das sowohl die 2-Punkt /3-Punkt- als auch die 3-
Punkt/4-Punkt-Gauf-Identitidten wiederherstellt, fiir verschiedene Werte der
Kopplung. Das untere Bild zeigt, daf} dieselben Kurven, die wie in Abb. 5.7
und 5.12 entsprechend (5.15) reskaliert sind, sehr gut iibereinstimmen. Das
gleiche Resultat kann auch im Rahmen der beiden anderen in Abb. 5.15
untersuchten Nidherungen erhalten werden.

Eine Untersuchung des ultravioletten Verhaltens fiir die hier betrachtete
Néaherung ist gegenwértig nicht moglich, da nicht genug Basiszustédnde fiir
die 3-Punkt-Funktion mitgenommen werden kénnen.

Abb. 5.17 vergleicht die Verletzung des Gauf-Gesetzes, gemessen durch
(5.13) und (5.14) wie in Abb. 5.5, fiir alle 3 in diesem Abschnitt diskutierten
Néaherungen, und fiir die in den Abschnitten 5.1 und 5.2 diskutierte unmo-
difizierte Korrelationsdynamik. Am Anfang fithrt die Mitnahme hoherer Im-
pulszustande fiir die 3-Punkt-Funktionen zu einer signifikant kleineren Verlet-
zung der 2-Punkt/3-Punkt-Identitat (4.4) (oberes Bild) als im unmodifizier-
ten Fall. Die Starke der Verletzung nimmt ab, wenn mehr Gauf-Identitéten
implementiert werden, aber es gibt selbst dann einen nichtverschwindenden
Wert fiir (5.13), (der jedoch erst groff wird, wenn das System instabil wird)
wenn die 2-Punkt/3-Punkt-Identitidt implementiert wird. Dies rithrt daher,
dafl das Gaufl-Gesetz fiir die Null-Impuls-Mode, das nicht explizit wiederher-
gestellt wird, nicht mehr wie im Falle von Abschnitt 5.3 automatisch erfiillt
ist.

Die 3-Punkt/4-Punkt-Identitat (4.6) zeigt, sofern sie nicht explizit wieder-
hergestellt wird, eine steil ansteigende Verletzung (unteres Bild), die wesent-
lich starker ist als in der unmodifizierten Korrelationsdynamik (Abschnitte
5.1 und 5.2). Werden die 3-Punkt/4-Punkt-Identitaten jedoch gemaf (5.25)
wiederhergestellt, so gibt es nur eine sehr kleine Verletzung aufgrund der Null-
Impuls-Mode. Angesichts der gewaltigen Unterschiede zwischen den drei in
diesem Abschnitt diskutierten N&herungen in Abb. 5.17 ist es bemerkens-
wert, wie insensitiv die in Abb. 5.15 dargestellten Resultate insbesondere in
der frithen Phase der Propagation gegeniiber der zusétzlichen Wiederherstel-
lung von Gauf-Gesetz-Identitaten sind.
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Abbildung 5.17: Verletzung der Gaui-Gesetz-Identitaten, gemessen durch
%Zﬁ,i <Af(k)G“(—k)>‘ (oberer Teil) und

ézﬁlﬁmﬁsm 5,;1“;2_'_,;3 €abc<A?(E1)A?(E2)GC(l_€)3)>‘ (unterer Teil) als Funktion
der Zeit in 3-Punkt-Naherung mit 9 Zustdnden und in 3-Punkt-N&dherung mit
9 Zusténden fiir die 2-Punkt-Funktionen und 25 Zustanden fiir die 3-Punkt-
Funktionen i) ohne Verwendung von Gauf-Identitéten, ii) unter Verwendung
der 2-Punkt/3-Punkt-Identitidten und iii) unter Verwendung der 2-Punkt/3-

Punkt und der 3-Punkt/4-Punkt-Identitéten




Kapitel 6

Adiabatische Erzeugung einer
Grundzustandskonfiguration

In der Yang-Mills-Theorie ist es — wie in jeder Feldtheorie — von zentra-
ler Bedeutung, eine gute Néherung fiir den Grundzustand zu besitzen. In
diesem Kapitel wird daher darauf abgezielt, im Rahmen der Korrelations-
dynamik eine approximative Losung fiir die gleichzeitigen Greenfunktionen
im Grundzustand der SU(2) Yang-Mills-Theorie auf einem Torus in 2 + 1
Raumzeit-Dimensionen zu berechnen.

Bei den bisherigen Anwendungen der n-Punkt-Korrelationsdynamik auf
das nukleare Vielteilchenproblem [59, 64, 61] und auf die ®*-Theorie in 041,
14+ 1 und 2 4+ 1 Raumzeit-Dimensionen [29, 30, 31] ergab sich hierbei das
Problem, daf} die Gesamtenergie der betrachteten Systeme im Raum der sta-
tiondren Losungen der Korrelationsdynamik im allgemeinen nicht von unten
beschrankt ist. Dies impliziert, dafl die korrelationsdynamischen Gleichungen
nicht ohne zusétzliche Randbedingungen dazu verwendet werden kénnen, die
gleichzeitigen Grundzustands-Greenfunktionen mittels einer Variationsrech-
nung zu ermitteln.

In dem in dieser Arbeit betrachteten Fall von Bewegungsgleichungen fiir
die Yang-Mills-Theorie, die im Heisenbergbild definiert sind, ist die Situation
sogar noch komplexer, da in einem Gleichgewichtszustand nur Erwartungs-
werte von eichinvarianten Operatoren stationédr sein miissen, und somit die
Aufgabe, den Raum der Gleichgewichtslosungen zu bestimmen, wesentlich
komplizierter ist als in einer Theorie ohne lokale Eichsymmetrie.

In den dieser Arbeit vorangehenden Untersuchungen [64, 61, 29, 30, 31]
wurde daher, um den mit einer Variationsrechnung verbundenen Schwierig-
keiten aus dem Weg zu gehen, erfolgreich ein anderer Weg beschritten, der in
der Methode des adiabatischen Einschaltens besteht. Diese Methode basiert
auf dem Theorem von Gell-Mann und Low, dessen Aussage wie folgt lautet:
Sei H(t) ein zeitabhangiger Hamiltonoperator der Form

H(t) = Hy + e~ (6.1)

83
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und sei |Wy) ein Eigenzustand von Hy, d.h.
H0|\I}0> — E0|\I}0> . (62)

Man betrachte Hy als ungestérten Anteil und e=IlH; als Stérungsanteil von
H(t) und definiere entsprechend das Diracbild (Wechselwirkungsbild) der
Theorie, so daf fiir die Zeitentwicklung von Zustanden im Diracbild [V (1)) p.,.

OO (t))p. = eV HI W (1)), (6.3)
gilt. Sei weiterhin UP-(¢5,;) der zu (6.3) korrespondierende Diracbild-Zeit-

entwicklungsoperator mit

(W(t2))pp. = UP P (tay 1) W (t1)) Doy, - (6.4)
Existiert nun der Zustand

) = fim e (0, =20) [ W) (6.5)
T =0 (W |UP (0, —00) | Wy) '

in jeder Ordnung Stoérungstheorie, so ist er ein Eigenzustand des zeitun-
abhéngigen Hamiltonoperators H = Hy + Hp, d.h. es gilt

H|W) = (Ho + H;) |U) = E|U) . (6.6)

Der Grenziibergang ¢ — 0 in (6.5) entspricht einem unendlich langsamen
Einschalten der Stérung H; in der Zeit, wobei H(—oo) = Hy und H(0) =
H gelten. Dabei dient der Nenner in der Definition von |¥) in (6.5) dazu,
divergierende Phasen herauszukiirzen. Der Beweis fiir das Theorem von Gell-
Mann und Low kann z.B. in [65] gefunden werden.

Die auf dem Theorem von Gell-Mann und Low aufbauende Methode, die

in der Korrelationsdynamik fiir Vielteilchen- und Feldtheorien ohne lokale
Eichsymmetrie jeweils erfolgreich war und deren Anwendbarkeit auf Yang-
Mills-Systeme in diesem Kapitel getestet werden soll, 1t sich wie folgt for-
mulieren:
Sei H(b) ein von dem Parameter b abhéngiger Hamiltonoperator, und sei
b wiederum gemafl b = b(¢) mit b(0) = b; und b(ty) = by zeitabhéangig
parametrisiert. Das System wird nun zum Zeitpunkt ¢ = 0 jeweils in ei-
nem Eigenzustand von H(b;) initialisiert. Ist eine adiabatische Propagation
moglich, so bewegt sich das System im Grenzfall einer unendlich langsamen
zeitlichen Variation des Parameters b entlang einer Trajektorie von Figen-
zustanden von H(b) mit b € [b;, bs]. Fiir praktische Anwendungen im Rah-
men der Korrelationsdynamik muf} also zunéchst untersucht werden, ob die
propagierten Grofien, aufgetragen gegen b(t), fiir eine Folge zeitabhéngiger
Parametrisierungen mit gegen Null strebendem sup, o, 1 |0:b(¢)|" gegen eine
asymptotische Trajektorie konvergieren.

'D.h. ¢y muB gegen oo streben, was den Rechenzeitaufwand ebenfalls gegen oo streben

148¢.
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In den vorangehenden Untersuchungen [64, 61, 29, 30, 31] wurden drei
Verfahren herausgearbeitet, um mit der oben beschriebenen Methode eine
korrelationsdynamische Naherung fiir den Grundzustand zu berechnen:

o startend vom Grundzustand der freien Feldtheorie wird die Kopplungs-
konstante adiabatisch eingeschaltet oder

e startend von einer Hartree-Fock-Bogoliubov-Loésung (d.h. im Rahmen
der Korrelationsdynamik einer 2-Punkt-Losung) fiir den Grundzustand
wird die Restwechselwirkung adiabatisch eingeschaltet oder

o startend von einer semiklassischen oder einer 2-Punkt-Losung fiir den
Fall eines hohen klassischen Hintergrundfeldes wird das klassische Feld
adiabatisch abgeschaltet.

Dabei ist zu beachten, daf jeweils fiir ¢ = 0 ein ungestérter Hamiltonoperator
gefunden werden muB, dessen Grundzustandslésung bekannt bzw. analytisch
berechenbar ist.

Es soll im folgenden jedoch demonstriert werden, daff im Rahmen der in
dieser Arbeit untersuchten Approximationsschemata die Methode der adia-
batischen Erzeugung einer Grundzustandskonfiguration fiir den Fall der Yang-
Mills-Theorie in temporaler Fichung auf schwerwiegende Probleme st6ft.

Zunéchst ist klar, dal eine Methode analog dem Abschalten eines klas-
sischen Hintergrundfeldes hier nicht anwendbar ist, da ein solches Feld in
einer SU(N) Yang-Mills-Theorie stets durch eine Eichtransformation besei-
tigt werden kann. Im hier betrachteten Fall der in Kapitel 2 beschriebenen
Quantisierungsprozedur ist dies durch die Wahl der Eichfixierung bereits ge-
schehen.

Dariiber hinaus ist klar, dafl eine Vorgehensweise analog dem Einschal-
ten der Restwechselwirkung ebenfalls zum Scheitern verurteilt ist, da der
entsprechende Startzustand, d.h. der Grundzustand beziiglich einer Hartree-
Fock-Bogoliubov-Naherung, nicht nur das GaufB-Gesetz nicht erfiillen kann,
sondern — was entscheidend ist — ein normierbares Wellenfunktional besitzt.
Da der gesuchte Grundzustand das Gau-Gesetz erfiillen soll und somit nicht
normierbar sein kann, ist also keine kontinuierliche Deformierung des Hartree-
Fock-Bogoliubov-Grundzustandes in den gesuchten Grundzustand moglich.
Dies aber ist eine Voraussetzung fiir einen adiabatischen Ubergang, da hier-
bei die beiden Zustande durch den adiabatischen Grenzfall eines Zeitentwick-
lungsoperators ineinander iiberfithrt werden sollen.

Im Rahmen der Beschreibung mit gleichzeitigen Greenfunktionen duflert
sich dies wie folgt: Im Hartree-Fock-Bogoliubov-Grundzustand liegt eine voll-
standig stationdre Konfiguration auch fiir Erwartungswerte von eichabhéngi-
gen Operatoren vor. Bei einer adiabatischen Propagation fithrt dies zwangs-
laufig zu einer ebensolchen Konfiguration fiir den so generierten korrelierten
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Zustand, was das fiir eine Erfilllung des Gauf}-Gesetzes erforderliche Auftre-
ten expliziter Zeitabhingigkeiten fiir eichabhangige Erwartungswerte nicht
zulaft.

Es soll daher im folgenden das Verfahren untersucht werden, bei dem
startend von der freien Theorie die Kopplung adiabatisch eingeschaltet wird.
Im 2 + 1-dimensionalen Kontinuum ohne Anwesenheit von Regulatoren ist
es offensichtlich, dafl die adiabatische Methode nicht funktionieren kann, da
die Kopplung ¢ in diesem Fall der einzige dimensionsbehaftete Parameter
ist, und da das System somit einen diskontinuierlichen Ubergang zum abel-
schen Grenzfall (¢ = 0) aufweisen muf. Fiir den Fall der Theorie auf einem
Torus kann im Rahmen der Implementierung einer rein rdumlichen axialen
Eichbedingung gezeigt werden, dafl die Theorie ebenfalls einen solchen dis-
kontinuierlichen Ubergang aufweist, obwohl hier die Seitenlinge L der Box
als weiterer dimensionsbhehafteter Parameter auftritt. Dies liegt daran, daf
das abelsche GauBl-Gesetz und das nichtabelsche Gaufl-Gesetz eine verschie-
dene Zahl unabhdingiger Nullmoden besitzen [39]. Man kénnte nun trotzdem
hoffen, dafl bei Verwendung einer zusétzlichen infraroten Regularisierungs-
vorschrift (z.B. gegeben durch das Weglassen der Null-Impuls-Mode), dieses
Verhalten eine Anderung erfihrt. Da weiterhin der Zustand niedrigster Ener-
gie im gesamten Hilbertraum (ohne Gauf-Randbedingung) automatisch das
Gaufl-Gesetz erfiillen sollte [33], kénnte man hoffen, dafl in einem mogli-
chen adiabatischen Grenzfall fiir die Propagation keine zusatzlichen Schwie-
rigkeiten dadurch auftreten, daff die Propagation mit einer zeitabhangigen
Kopplung durch die zwangsléaufig auftretende explizite Zeitabhéngigkeit des
GauB-Gesetz-Operators die Eichinvarianz nicht erhilt.

Zunichst wird nun die Kopplung gemiB g(1)L'/? = at zeitabhiingig para-
metrisiert. Als Anfangsbedingung wird die freie Losung (5.3)-(5.6) verwendet.
Die Null-Impuls-Mode wird vernachlassigt, da bei ¢ = 0 die Kopplung und
somit die effektive Masse der Null-Impuls-Mode (5.9) verschwindet, so daf
die urspriingliche Infrarotsingularitat des freien Propagators auftritt. Fiir den
Fall, daf die adiabatische Methode funktioniert, sollte das System, wie oben
beschrieben, im Grenzfall al. — 0 entlang einer adiabatischen Trajektorie
propagieren. Um dies zu untersuchen, ist in Abb. 6.1 der Realteil der Ge-
samtenergie als Funktion der Kopplung fiir verschiedene Werte von o aufge-
tragen, wobei zur Berechnung die unmodifizierten korrelationsdynamischen
Gleichungen verwendet wurden (vergl. Abschnitte 5.1 und 5.2). * In allen
drei Naherungen — 2-Punkt (erste Zeile), 3-Punkt (zweite Zeile) und 4-Punkt
(dritte Zeile) — zeigen die dargestellten Kurven, anstatt fiir kleiner werdendes
« gegen eine asymptotische Kurve zu konvergieren, ein Skalierungsverhalten
beziiglich «, das dem in Kapitel 5 diskutierten Skalierungsverhalten beziiglich
der Kopplung bzw. beziiglich des UV-Cutoffs dhnelt (linke Spalte). Das dem

2Es tritt auch ein Imaginirteil auf, was wie in Kapitel 5 auf eine Verletzung der Eich-
invarianz zuriickzufiihren ist.
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Abbildung 6.1: Realteil der Gesamtenergie als Funktion der zeitabhadngigen
Kopplung in 2-Punkt-Naherung (Zeile 1) und 3-Punkt-Naherung (Zeile 2)
mit 20 Zustdnden und in 4-Punkt-Ndherung mit 8 Zustédnden (Zeile 3), k= 0-
Mode jeweils vernachléssigt (linke Spalte); Kurven reskaliert auf o, = 0.01

entsprechend Fiy(as, g)

O

= (3—?)2/5 Fiot(on, (%)3/5 g) (rechte Spalte)
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beobachteten Verhalten zugrundeliegende Skalierungsgesetz lautet

Etot(a27g) = <%)2/5 Etot(ah (ﬂ)?)/5 9) ) (6-7)

aq az

was durch entsprechende Reskalierung der Achsen verifiziert werden kann
(rechte Spalte); die reskalierten Kurven zeigen in der Tat eine sehr gute Uber-
einstimmung.

200+ 200
3-point approximation | 3-point approximation
+ 2p/3p-id. + 2p/3p-id.
100 100
20 states 20 states
O ] 0 -
s
L
—1 (<]
=3 - o -
ui- -100 = 100
<5} <
o [+
(&)
-2004 & -200+
aL=0.01 «L=0.01
-300 —-o---- olL=0.005 -3004q ------ alL=0.005
......... «lL=0.0025 eeseeess @L=0.0025
400 T T -400 T T
0.00 0.05 0.10 0.00 0.05 0.10
. 1/2_ . 1/2_
coupling gL “=at rescaled coupling gL"“=ot
2000 3000 4
1500 . . . . . .
1 3-point approximation 2000 4 3-point approximation
10004 * 2p/3p-id. + 3p/4p-id. i + 2p/3p-id. + 3p/4p-id.
500 20 states 10007 20 states
i —
0 - § 0 —
E L
—1 -500- [<F)
i) ] O~ _1000 -
L =
@ -1000 + @
o 1 [
1500 4 & -2000
4 [<5)
[
-2000 H -3000 -
] . 3
2500 4 J al=0.01
i oalL=0.01 40004 T00-- oL=0.005
3000 T oL=0.005 T aL=0.0025
1 e «L=0.0025 1
_3500 . . . T T -5000 T T T T 1
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.00 0.05 ©0.10 0.15 0.20 0.25
coupling gLY?=at rescaled coupling gLY?=at

Abbildung 6.2: Realteil der Gesamtenergie als Funktion der zeitabhadngigen
Kopplung in 3-Punkt-Ndherung unter Verwendung der 2-Punkt/3-Punkt-
Gaufl-Identitaten (Zeile 1) und unter Verwendung der 2-Punkt/3-Punkt- und
der 3-Punkt/4-Punkt-GauB-Identitaten (Zeile 2) mit 20 Zustéanden (E = 0-
Mode vernachléssigt (linke Spalte); Kurven reskaliert auf o, = 0.01 entspre-

chend Fiy(ag,g) = (%)2/5 Fiot(on, (ﬂ)3/5 g) (rechte Spalte)

= a2

Abb. 6.2 zeigt das gleiche Skalierungsverhalten fiir die Naherungen, bei de-
nen das Gaul-Gesetz mittels (5.25) wiederhergestellt wird (vergl. Abschnitt
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Abbildung 6.3: Realteil der Gesamtenergie als Funktion der zeitabhéngi-
gen Kopplung in 3-Punkt-Ndherung (Zeile 1), in 3-Punkt-Naherung un-
ter Verwendung der 2-Punkt/3-Punkt-GauB-Identitaten (Zeile 2) und in
3-Punkt-Naherung unter Verwendung der 2-Punkt/3-Punkt- und der 3-
Punkt/4-Punkt-Gauf-Identitaten (Zeile 3) mit 8 Zustanden fiir die 2-Punkt-
Funktionen und 24 Zusténden fiir die 3-Punkt-Funktionen (E — 0-Mode ver-
nachléssigt) (linke Spalte); Kurven reskaliert auf o, = 0.01 entsprechend

2/5 3/5
Eioi(az, g) = (&) Fiot(on, (a—;) g) (rechte Spalte)

(e 5] x
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5.3), und Abb. 6.3 zeigt wiederum das gleiche Verhalten fiir die Naherungen,
bei denen eine vergroferte Impulsbasis fiir die 3-Punkt-Funktionen bertick-
sichtigt wird, mit und ohne zusétzliche Verwendung von (5.25) (vergl. Ab-
schnitt 5.4).

Alle dargestellten Resultate implizieren, dafl die Methode des adiabati-
schen Einschaltens der Kopplung im vorliegenden Fall nicht konvergent ist.

Die Skalierungsgesetze (5.15) und (5.19) konnten in Kapitel 5 jeweils
im Rahmen der Betrachtung einfacher Modellsysteme mit rein quartischer
Kopplung reproduziert werden. Um auf diesem Wege ebenfalls ein vertief-
tes qualitatives Verstandnis fiir das Auftreten des Skalierungsgesetzes (6.7)
zu erlangen, soll an dieser Stelle das einfache Beispiel eines quantenmecha-
nischen Systems in einer Raumdimension betrachtet werden, das durch den
(rein quartischen) zeitabhéngigen Hamiltonoperator

4

2
P T
Holz,p,t) = 5 + (Oét)zz : (6.8)

beschrieben wird. Es sei zundchst angenommen, daf eine Lésung der zeitab-
hangigen Schodingergleichung fiir o = 1 bereits gefunden ist:

[i0y — Hi(x,p,t)] Vq(x,t)=0. (6.9)
Mit Hilfe von (6.9) soll nun eine entsprechende Losung fiir o # 1 durch den
Ansatz

U, (2,t) = Wy (2!, yt) (6.10)

konstruiert werden, wobei a2’ durch die kanonische Transformation

. p=p"% (6.11)

gegeben ist. Einsetzen von (6.10) in die zeitabhéngige Schrodingergleichung
liefert

T = 6_1/31;/

[i0y — Ho(,p, t)] Uala,t)

I P S S CARPT
_lwayt_ﬂ {2+5 "

/2 o 2 x/4 1
— 52/3 {% n (E) tZI} =y Hy(2',p',yt)
:>7:ﬁ2/37 7:%:>7:a2/5, (6.12)

was unmittelbar ein Skalierungsverhalten wie in (6.7) impliziert. Falls die
Anfangsbedingung unabhingig von o gewahlt ist, gilt weiterhin

Uy (2, 4t) =0

U (z,t=0)=U(z,t=0)=U,(57%,0) = U, (z,0) = const , (6.13)
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so daf} die obige Betrachtung nur fiir die ebene Welle mit Impuls Null giiltig
ist, was genau der Initialisierung des freien Grundzustandes entspricht. Fiir
ebene Wellen mit Impulsen # 0 schlieit die hier gezeigte Ableitung jedoch
(6.7) nicht aus, da die Wellenfunktionen bei ihrer Zeitentwicklung immer
komplexe Phasen bekommen koénnen, die sich bei der Berechnung von Er-
wartungswerten herauskiirzen.

Es ist a priori klar, daf} fiir das obige Beispiel die Methode des adiabati-
schen Einschaltens nicht konvergieren kann, da ein nicht normierbarer Streu-
zustand (z.B. eine ebene Welle) nicht kontinuierlich in einen normierbaren
gebundenen Zustand eines quartischen Potentials transformiert werden kann.
Fiir das dargestelle einfache Beispiel besteht ein sofort einsichtiger Weg zur
Umgehung dieses Problems darin, einen Massenterm (d.h. ein harmonisches
Oszillatorpotential) einzufithren, der adiabatisch abgeschaltet wird, wéhrend
die quartische Kopplung eingeschaltet wird. Im Fall der Yang-Mills-Theorie
ist die Situation jedoch anders gelagert: beide Zusténde, der ungestorte (freie,
abelsche) und der gestorte (nichtabelsche) sind nicht normierbar aufgrund ih-
rer Invarianz unter abelschen bzw. nichtabelschen Eichtransformationen. Da-
her ist auch die Finfithrung eines Massenterms fiir die longitudinalen Eichfel-
der keine Loésung fiir das vorliegende Problem, da dann der Anfangszustand
ebenfalls normierbar wire. Die Situation ist qualitativ die gleiche wie die wei-
ter oben diskutierte, die beim Verfahren des adiabatischen Einschaltens der
Restwechselwirkung auftritt; dort ware der Anfangszustand eine normierbare
Hartree-Fock-Bogoliubov-Lésung.
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Kapitel 7

Zusammenfassung und Ausblick

7.1 Zusammenfassung

Ziel der vorliegenden Arbeit war es, die Methode der Korrelationsdynamik,
die bisher fiir Vielteilchensysteme und Feldtheorien ohne lokale Eichsymme-
trie eingesetzt wurde, auf SU(N) Yang-Mills-Theorien anzuwenden und ihre
Konvergenzeigenschaften zu untersuchen.

In Kapitel 2 wurde zunéchst die Quantisierung von SU(N) Yang-Mills-
Theorien diskutiert, wobei besonderes Augenmerk auf die in dieser Arbeit
verwendete kanonische Quantisierung in temporaler Fichung gelegt wurde.
Dabei wurde demonstriert, da} aufgrund der durch das GauB-Gesetz be-
dingten Nichtnormierbarkeit der physikalischen Zustinde die Erwartungs-
werte von eichabhdngigen Operatoren im Heisenbergbild und im Schrodinger-
bild verschiedene Zeitentwicklungen erfahren, wohingegen fiir eichinvariante
Operatoren beide Bilder das gleiche Ergebnis liefern. Als besondere Kon-
sequenz ergab sich hieraus das Auftreten expliziter Zeitabhadngigkeiten fiir
eichabhéngige Erwartungswerte im Heisenbergbild auch fiir Gleichgewichts-
zustdnde des Systems. Da bei einer Formulierung der Dynamik im Rah-
men des Schrédingerbildes gegeniiber den Heisenberg-Bewegungsgleichungen
nichttriviale Zusatzterme auftreten, die z.B. im Rahmen der Fixierung der
residualen Eichfreiheit mit Hilfe eines Integralmafles im Raum der physika-
lischen Wellenfunktionale hergeleitet werden kénnen, wurde fiir das weitere
Vorgehen die Formulierung im Rahmen des Heisenbergbildes zugrundegelegt.

In Kapitel 3 wurden die Gleichungen der Korrelationsdynamik hergeleitet,
die durch das Abschneiden der Hierarchie von (Heisenberg-)Bewegungsglei-
chungen fiir gleichzeitige Greenfunktionen beziiglich der Ordnung der bertick-
sichtigten verbundenen Greenfunktionen entstehen. Dabei wurden zunéchst
zum einen die Hierarchie fiir gleichzeitige volle Greenfunktionen analog der
BBGKY-Dichtematrixhierarchie und zum anderen die Clusterzerlegung der
vollen Greenfunktionen in verbundene Greenfunktionen (unabhéngig von-
einander) hergeleitet. Nach Einsetzen der Clusterzerlegung in die BBGKY-
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artige Hierarchie und Vernachldssigung aller verbundenen Greenfunktionen
mit n > N ergab sich schlieBlich die als N-Punkt-Korrelationsdynamik be-
zeichnete Naherung.

In Kapitel 4 wurde die Hierarchie von Randbedingungen diskutiert, die
zusitzlich aus dem GaufB-Gesetz folgen. Die Gleichungen dieser Hierarchie
stellen im Rahmen der Formulierung mit gleichzeitigen Greenfunktionen die
Slavnov-Taylor-Identitdten der Theorie dar, und ihre Verletzung im Rah-
men einer Naherung ist gleichbedeutend mit der Verletzung der Fichinvari-
anz. Bei der Diskussion wurde besonders auf die strukturelle Ahnlichkeit
der Gauf}-Gesetz-Hierarchie zu den aus der Korrelationsdynamik fiir fermio-
nische Systeme bekannten Spurrelationen hingewiesen, wobei letztere jedoch
nicht auf eine lokale, sondern auf eine globale Symmetrie des Systems zuriick-
zufithren sind. Wahrend sowohl die Spurrelationen als auch die Gau-Gesetz-
Hierarchie durch das Abschneideschema der Korrelationsdynamik verletzt
werden, ergibt sich aufgrund des lokalen Charakters der Symmetrie im Fal-
le des GauB-Gesetzes zusétzlich eine Verletzung der Eichinvarianz durch die
verwendete endliche Finteilchenbasis.

In den Kapiteln 5 und 6 wurde schlielich die SU(2) Yang-Mills-Theorie
auf einem Torus in 2 + 1 Raumzeit-Dimensionen numerisch untersucht. Um
dabei mit der durch die numerische Realisierung erzwungenen Maximal-
zahl von Impulszustdnden bereits das ultraviolette Verhalten untersuchen zu
kénnen, wurden die Untersuchungen in Kapitel 5 jeweils im Grenzfall schwa-
cher Kopplung durchgefithrt, was zum Grenzfall kleiner Quantisierungsvolu-
mina aquivalent ist. Die Theorie in 2+ 1 Raumzeit-Dimensionen zeichnet sich
in diesem Zusammenhang dadurch aus, dafl sie keine ultravioletten Diver-
genzen besitzt! und dafi daher aufler der Renormierung der kosmologischen
Konstanten keine weiteren Wellenfunktions- oder Kopplungsrenormierungen
notig sind.? Die Resultate der numerischen Untersuchungen lassen sich wie
folgt zusammenfassen:

o Die Verletzung des GauB-Gesetzes im Rahmen der 2-, 3- und 4-Punkt-
Korrelationsdynamik fithrt zu grofien Imaginéarteilen fiir die elektrische
und die magnetische Feldenergie — was eindeutig ein ,unphysikalisches“
Resultat darstellt — wéhrend die Gesamtenergie erhalten ist.

o Die Frequenzen der niederfrequenten Oszillationen im longitudinalen
Sektor der Theorie skalieren wie ¢*/® wie bei einem rein quartischen
Oszillator.

'Bei einer stérungstheoretischen Entwicklung in einer dafiir angemessenen Eichung
kénnen dabei durchaus einzelne divergente Feynman-Diagramme auftreten, die Divergen-
zen miissen sich jedoch bei der Berechnung von Observablen alle gegenseitig ausldschen.
Die Situation ist analog zur Ausléschung nichtlogarithmischer Divergenzen in 3 + 1
Raumzeit-Dimensionen.

?Eine Massenrenormierung fiir SU(N)-Eichbosonenfelder wiirde die Eichinvarianz der
Lagrangefunktion bzw. des Hamiltonoperators verletzen.
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e Im Rahmen der 2- und 3-Punkt-Korrelationsdynamik ergibt sich au-

1/3
Berdem eine Skalierung dieser Frequenzen gemaf (E E) / wie bei einer

¢*-artigen Theorie, die durch einen Hamiltonoperator der Form H =
[dix (%H2 + %@4) beschrieben wird. Dieses Resultat zeigt, daf} die fiir
die ultraviolette Konvergenz erforderliche gegenseitige Ausléschung von
Divergenzen auf dem 3-Punkt-Niveau nicht auftritt, was ebenfalls der
Verletzung der Eichinvarianz zugeschrieben werden kann.

e Im Rahmen der 3-Punkt-Ndherung zeigt sich, dafl das Verhalten der
niederfrequenten Oszillationen im longitudinalen Sektor durch die Mit-
nahme oder Vernachlédssigung der Null-Impuls-Mode nicht beeinflufit
wird, was als ein Anzeichen von Infrarotkonvergenz gedeutet werden
kann. Dabei tritt sowohl in der 2-Punkt- als auch in der 4-Punkt-N&he-
rung keine solche Infrarotkonvergenz auf.

e Die Modifikation des 3-Punkt-Abschneideschemas durch die Wieder-
herstellung der Gau-Gesetz-Identitaten verschiedener Ordnungen fiihrt
zu keiner Anderung des Verhaltens beziiglich der Kopplungsskalierung
oder der ultravioletten Skalierung des Systems; sie resultiert jedoch
in einer Reduktion der unphysikalischen Imaginéarteile der elektrischen
und der magnetischen Feldenergie. Allerdings tritt in dieser Naherung
auch eine Verletzung der Gesamtenergieerhaltung auf, was wiederum
ein neues unerwiinschtes Verhalten darstellt.

e Durch die Beriicksichtigung einer vergroflerten Impulsbasis fiir die 3-
Punkt-Funktionen erhédlt man qualitativ &hnliche Resultate wie im Fal-
le der oben diskutierten Wiederherstellung von Gaufl-Gesetz-Identitéten
bei gleichem Impulscutoff fiir 2- und 3-Punkt-Funktionen, wobei aller-
dings die Rollen der elektrischen und der magnetischen Feldenergie bei
der Verletzung der Gesamtenergieerhaltung in etwa vertauscht sind. Die
zusdtzliche Implementierung von Gauf-Identitéten stabilisiert zwar das
System, fithrt jedoch nicht zu einer signifikanten Anderung des Verhal-
tens der elektrischen und der magnetischen Feldenergie, speziell in der
Frithphase der zeitlichen Propagation.

o Die adiabatische Erzeugung einer Naherung fiir den Grundzustand aus-
gehend vom freien (abelschen) Grundzustand ist in keinem der oben
diskutierten Approximationsschemata méoglich, da beziiglich der Ein-
schaltgeschwindigkeit fiir die Kopplung das gleiche Skalierungsverhal-
ten auftritt, das auch ein rein quartischer Oszillator in einem entspre-
chenden Prozef} zeigt.

Aus den aufgelisteten Ergebnissen kann geschlossen werden, dafl eine Ent-
wicklung in verbundene Greenfunktionen niedriger Ordnung — obwohl diese
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sich fiir das nukleare Vielteilchenproblem und fiir die ®*-Theorie als sehr er-
folgreich herausgestellt hat — im Rahmen der vorliegenden Formulierung ke:-
ne Berechnung der Niederenergie-Response von nichtabelschen Eichtheorien
erlaubt, was letztendlich in der Verletzung der Eichinvarianz begriindet ist.
Diese duflert sich jeweils in der Verletzung der Gauf-Gesetz-lIdentitaten, der
Verletzung der Energieerhaltung und/oder im Nichtverschwinden der Ima-
gindrteile von Erwartungswerten eichinvarianter hermitescher Operatoren so-
wie in der nicht vollstdndigen Ausléschung ultravioletter Divergenzen.

Mit Blick auf die beteiligten Terme in den Bewegungsgleichungen 1483t
sich fiir alle betrachteten Approximationsschemata feststellen, dafl das be-
obachtete dynamische Verhalten im wesentlichen auf die nicht vollsténdige
Ausléschung zwischen den Divergenzen in den 3-Punkt-Vertex-Termen und
in den Hartree-Fock-Bogoliubov-Beitrdgen zu den 4-Punkt-Vertex-Termen
(dem angezogenen Eichbosonentadpole) zuriickzufiihren ist.

7.2 Ausblick

Fiir das mogliche weitere Vorgehen bieten sich hier 3 Verfahren an, die auch
miteinander kombiniert werden kénnen.

Verfahren 1:

Anstatt die Theorie in einer endlichen Impulsbasis zu betrach-
ten, kann auch durchgehend eine eichinvariante Regularisierung
verwendet werden. Fine solche Vorgehensweise erscheint ohnehin
wiinschenswert, da nichtabelsche Eichtheorien streng genommen
nur im Rahmen des entsprechenden Grenziibergangs einer eich-
invariant regularisierten Theorie wohldefiniert sind. Zum einen
kénnte man dabei versuchen, das Verfahren der Korrelationsdy-
namik im Rahmen der Gittereichtheorie anzuwenden. Zum an-
deren kénnte man versuchen, zundchst bei einer kontinuierlichen
Formulierung zu bleiben und z.B. Schwingers Proper time-Re-
gularisierung (Operator-Regularisierung), ¢(-Funktions-Regulari-
sierung oder dimensionale Regularisierung auf die Theorie anzu-
wenden [66]. Dabei bleibt jeweils genauer auszuarbeiten, wie dies
technisch im einzelnen zu geschehen hat, damit das Verfahren
der Korrelationsdynamik fiir gleichzeitige Greenfunktionen zum
Einsatz kommen kann.

Speziell im Rahmen der temporalen Eichung erscheint in diesem
Zusammenhang zundchst die Methode der Heat-Kernel-Regula-
risterung [67, 68] fiir die elektrische Feldenergie als Methode der
Wahl. Die Notwendigkeit der ultravioletten Regularisierung ent-
steht im Hamiltonschen Formalismus in temporaler Eichung da-
durch, daf} die elektrische Feldenergie ein Produkt aus zwei Funk-
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tionalableitungen am gleichen Ort enthélt, wodurch sie in ihrer
Wirkung im Raum der Summen von Produkten rdumlicher Inte-
grale iiber lokale Funktionen von A¢ mit endlichen Koeffizienten
nicht wohldefiniert ist. Z.B. erhélt man

5[ de s [ ARG = [ds0), @)

was nicht sinnvoll definiert ist. Die elektrische Feldenergie kann
nun mit Hilfe des Heat-Kernels K “b(:zj v, t,[A]) gemaB

)
== /d/d K7, 5,1, [A]) — e 2
el € y(SAa A ( ' Y, 7[ D(SA?(?]) (7 )
regularisiert werden, wobei die Randbedingung
lm K57, .1, [4]) = 6(F — 705 (73)

zu fordern ist. Die Forderung nach Eichinvarianz von Eél fiihrt
dann auf die Heat-Kernel-Gleichung

0K (E, 4.1, [A)) = [0 D (F) D (%)
—DE(F) DEE) + 2B ()] K2(E, 7,1, [4]), (74)

wobei D#(F) eine kovariante Ableitung bezeichnet. Gleichung
(7.4) fithrt jedoch auf eine extrem nichttriviale (nichtpolynomi-
sche) funktionale Abhéngigkeit des Heat-Kernels vom Eichfeld
A?, was die Anwendung der Korrelationsdynamik in diesem Kon-
text auf fundamentale Schwierigkeiten stoflen 1a83t.

Verfahren 2:

Die in Abschnitt 5.4 untersuchte Methode der Erweiterung der
Impulsbasis fiir die 3-Punkt-Funktion wird systematisch fiir héhe-
re Ordnungen verbundener Greenfunktionen fortgesetzt, mogli-
cherweise ebenfalls unter gleichzeitiger Wiederherstellung der Gauf-
Gesetz-Identitaten bis zu einer gewissen Ordnung mit Hilfe von
(5.25). Dieser Ansatz geht in eine &hnliche Richtung wie die Ver-
wendung einer eichinvarianten Regularisierung, da hier versucht
wird, die Effekte eines nicht eichinvarianten scharfen Impulscut-
offs zu umgehen. Es ist jedoch keineswegs a priori klar, ob die so
gewonnene systematische Entwicklung gegen ein korrektes Ergeb-
nis konvergiert. Auflerdem steigt mit jeder Ordnung verbundener
Greenfunktionen die fiir die numerische Integration der gekop-
pelten Differentialgleichungen benétigte Rechnerleistung enorm
an.



98 KAPITEL 7. ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK

Verfahren 3:
Die expliziten Zeitabhéngigkeiten von z.B. Propagatoren fiir Gleich-
gewichtszustdnde werden beseitigt. Dies kann zum einen durch
die Verwendung einer anderen Eichung — z.B. einer kovarian-
ten Eichung — geschehen, wobei dann zusétzliche Geistfelder mit-
propagiert werden miissen. Zum anderen kann dies auch in der
temporalen Eichung geschehen, indem die Bewegungsgleichun-
gen im Schrodingerbild betrachtet werden. Dabei erscheint es am
sinnvollsten, im Integralmaf (2.15) die Eichfixierungsbedingung
GauBférmig auszuschmieren und die Fadeev-Popov-Determinante
dahnlich wie bei der Pfadintegralquantisierung durch ein Funktio-
nalintegral tiber komplexe Grassmann-Variablen auszudriicken,
was ebenfalls zu einer Ankopplung an entsprechende Geistfelder

fithrt.

Der Vorteil einer solchen Vorgehensweise lige zum einen in ei-
nem leichteren Zugang zum Raum der Gleichgewichtszustidnde,
welche dann den vollstandig stationdren Zustdnden entsprachen.
Zum anderen wére es denkbar, daf} sich aufgrund der verdnderten
Struktur generell eine Verbesserung der Eigenschaften der korre-
lationsdynamischen Néherung ergibt.

Neben den vorgeschlagenen Erweiterungen, deren Ergebnisse erst noch ab-
zuwarten sind, kénnte das Scheitern der Korrelationsdynamik auch generell
mit speziellen Vakuumeigenschaften nichtabelscher Yang-Mills-Theorien in
Verbindung stehen. Falls das Vakuum einer Vielzahl von Konfigurationen
entspricht, zwischen denen das System tunnelt, so kann ein solcher Zustand
nicht erfolgreich mit einer endlichen Ordnung von verbundenen Greenfunk-
tionen beschrieben werden, da die Clusterentwicklung in diesem Fall nicht
konvergiert [31]. Es gibt mittlerweile Hinweise aus Gitter-QCD-Rechnungen,
dafl Instantonen in euklidischer Raum-Zeit eine bedeutende Rolle spielen
[69, 70]. Diesen Instantonen entsprechen in der Minkowski-Raumzeit gera-
de die Tunnelamplituden, zu deren Beschreibung die Korrelationsdynamik
ungeeignet ist.



Anhang A

Ein einfaches
quantenmechanisches Beispiel
fiir die Fixierung der
Eichfreiheit in kanonischer
Quantisierung

In diesem Anhang soll ein einfaches Beispiel diskutiert werden, das der nor-
malen Quantenmechanik in 1 + 1 Raumzeit-Dimensionen entnommen ist.
Dieses Beispiel ist hervorragend dazu geeignet, die wesentlichen Eigenschaf-
ten des Ansatzes von Abschnitt 2.1 zur Eichfixierung im kanonischen For-
malismus zu préasentieren, ohne dafl explizit die komplizierte Struktur der
Yang-Mills-Theorie betrachtet werden muf}. Das gleiche Beispiel wurde auch
in [44] verwendet, um eine andere Regularisierungsprozedur fiir Matrixele-
mente zwischen physikalischen Zusténden zu illustrieren, die die Boxnormie-
rung von ebenen Wellen als quantenmechanisches Analogon hat. Diese Re-
gularisierungsprozedur fithrt zum gleichen Ergebnis wie die in dieser Arbeit
verwendete Eichfixierung.

Der Hamiltonoperator sei der eines freien, nichtrelativistischen Teilchens
mit Masse 1:

A

0= %2, H°U(z) = (2| H|T) = — =20 () (A1)

(um Verwirrung zu vermeiden, werden in diesem Anhang Operatoren jeweils
durch * bezeichnet, ihre Ortsraumdarstellung wird in Analogie zu Kapitel 2
mit -* bezeichnet). Die Eigenzustdnde von (A.1) sind die nichtnormierbaren
ebenen Wellen (Impulseigenzustande) [p) mit

(z|p) = Net™ . (A.2)

99
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Man kann nun p als das Analogon zum Gauf-Gesetz-Operator (2.5) anse-

hen, d.h. es gilt

A

[p, H] =0 (A.3)
und die von p generierten ., Eichtransformationen® sind die Translationen

U(0) =%, U(0)¥(z) = V(z+0),
U-1©)20(0)=2—-0, U (0)pU®)=5). (A.4)

Definiert man einen Raum von ,,physikalischen® Zustdnden durch die Bedin-
gung der Eichinvarianz (=Translationsinvarianz), so ist der einzige iiberle-

bende Zustand die ebene Welle mit Impuls Null, d.h.
PlWpn) =0 < [Wp) = [p=0) . (A.5)

Fiir die anderen ebenen Wellen kann der Impulseigenwert p als das Analogon
zu einer statischen Hintergrundladungsverteilung gesehen werden.

Sel Oinv ein translationsinvarianter Operator, d.h. [Omv,ﬁ] = 0. Um den
Erwartungswert von Ojpy Im physikalischen Zustand zu erhalten, wird zunachst
ein Integralmaf eingefithrt, daff zu (2.10) korrespondiert, indem das Volumen
der Translationsgruppe herausdividiert wird:

dufe) = ([ d©)d .
(W] O | W)
= [ dule)¥34(2)05, Won(w) = ([ d0)™" [ dw 07,1, (A.6)

wobei die Konstante N durch die Forderung (1) = 1 zu 1 bestimmt wurde.
Jedoch fithrt du(x) noch immer zu nicht wohldefinierten (unendlichen) Er-
wartungswerten fiir nicht translationsinvariante Operatoren, wie z.B. z2. In
Analogie zur Herleitung von (2.15) wird daher geschrieben

= A(:z;)/d@)é(f(:z; —0)),
[ dute) ¥ (20, W)
= [ 46 [ du(z — ©)A(z — ©)3 (f(x — ©)) W}, (¢ — ©)0% Wy (v — ©)

= [ ded@)5 (f(2)) 03,1 (A7)

und dv(z) = deA(x)é (f(x)) als neues Integralmaf definiert, welches im Fall

einer Funktion f(z) mit genau einer einfachen Nullstelle = xq iibergeht in

dv(z) = dx §(x — x0) . (A.8)
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D.h., anstatt die rdumliche Dichteverteilung fiir eine translationsinvariante
Grofle zu berechnen, indem zuerst iiber den gesamten Raum integriert und
dann durch das Volumen dividiert wird, kann man adquivalent einfach den
Wert der Grofle an einem bestimmten Punkt auswéhlen.

Die Nichthermitezitidt des Hamiltonoperators (A.1), falls er nach einem
nicht translationsinvarianten Operator wirkt, kann mit Hilfe der durch (A.8)
gegebenen Regularisierung z.B. einfach fiir den Fall des Operators 7% disku-
tiert werden:

(Wl HE20,0) = [ dia) Wy, () HO 22 ()
= /d:z;5(:1; — o) (—%az) ? = /d:z;5(:1; —x9)(—1) = -1

P 1., .
# (W00 = [ dule) (=S0205,(0) ) P Wpnfe) =0 (A9)
Ebenso kann ein einfaches Beispiel gegeben werden, um zu illustrieren, dafl
die Eichfixierungsbedingung @ — 2o = 0 nur dann zu verschwindenden Fr-
wartungswerten fithrt, wenn (¢ = 0) — 29 = & — x¢ links von allen anderen
Operatoren auftaucht, mit denen es nicht kommutiert:

(W (2 — o) W) = [ (e — o)z — z0) = 0

4

# (Wl — o)) = [ ded(e — o) Lo —wo) = Lo, (AL10)

7 7
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Anhang B

Clusterzerlegung bis zur
6-Punkt-Funktion

Zur Bestimmung der Bewegungsgleichungen fiir die SU(N) Yang-Mills-Theorie
bis zum 4-Punkt-Niveau werden die Clusterzerlegungen bis zur vollen 6-
Punkt-Funktion benétigt (vergl. Kapitel 3), wobei die verbundenen 5- und 6-
Punkt-Funktionen vernachlassigt werden. Bezeichnen die Buchstaben A, ..., F
jeweils Felder A? oder konjugierte Impulse I1? (mit gleichem Zeitargument),
so erhdlt man mittels der in Abschnitt 3.2 dargestellten Vorgehensweise:

(4) = (A). (B.1)

(AB) = (A)(B)e + (AB). (B.2)
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Anhang C

Die Bewegungsgleichungen der
Korrelationsdynamik

Dieser Anhang enthélt die Bewegungsgleichungen fiir verbundene gleichzei-
tige Greenfunktionen, die sich im 4-Punkt-Abschneideschema der Korrela-
tionsdynamik fiir die SU(N) Yang-Mills-Theorie in temporaler Eichung im
Heisenbergbild ergeben (cf. Kapitel 2, 3). Die entsprechenden Gleichungen
im 2- und 3-Punkt-Abschneideschema erhdlt man durch Weglassen der Terme
bzw. Bewegungsgleichungen von zu hoher Ordnung.

Da in der vorliegenden Arbeit jeweils globale Farbsinglett-Konfigurationen
betrachtet werden, werden in samtlichen Bewegungsgleichungen die 1-Punkt-
Funktionen auf Null gesetzt. Auf eine dariiber hinausgehende explizite Eli-
mination der Farbfreiheitsgrade unter Zuhilfenahme von (4.11), (4.12) und
(D.1)-(D.4) wird jedoch in diesem Anhang verzichtet, um einerseits nicht
auf den SU(2)-Spezialfall eingeschrankt zu sein und um andererseits kei-
ne Vervierfachung der Anzahl der darzustellenden 4-Punkt-Gleichungen zu
bekommen'.

Die Gleichungen werden in ihrer Darstellung beziiglich einer beliebigen or-
thonormierten Einteilchenbasis {WU,} angegeben, wobei die folgende Notation
verwendet wird:

AY(E) = 2 AN ) Wo(7) , T}(F) = D11} (a)Wa(F) . (C.1)

!Daher werden noch einzelne Terme mit aufgefiihrt, die im Farbsinglett ohnehin
verschwinden.
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(a]37) /d:z; V() (01,0, Wa(7)) -
Mit (C.1) und (C.2) lauten die Gleichungen:

D A7 () A (a2))e
= (Af} ()2 (a2))e + (115} (1) A (a2))e

(1L (ar) A (az))e |
= (o [\ ) (A (M) AZ (@2))e — (an | AFFWAT (A1) AZ (a2))e
(1L} (01 )11 (a2))e
Fgfr iy x

< { 2(aa MAENAS (00) AL (M) A2 (Vo))
Hon M)A () AL () A2 (M)
—{on | MA (AT (a2) AL (M) AL () }
SR fRE ST (A A a)

< AL (M) AZ (a2))e{ AL (A2) AL (As))e
HAL A AL (Xa)) (AL (A2) A7 (02))e
FAL A AL (A2))e (Al (A3) A7 (a2))e }
P N fRI TN (g [ A A As) X

A1A2As

(A2 (o) AL (M) AL (A2) A2 (X3)).

DI (0 I (). |
= (A (A )T () — (o AR ()T (02))e
o M ITE () AZ ) — (an AR (00) A7 ().
FglhE Y

< 2 MBI () A2 () A2 ).
Han NI () AF () A7 ().
(el (an) A2 )AL (). )
ol Y

AlAQ
% { 20z | AT () AL (M) AZ (A2))e
M ANIIE (1) AL (A1) AL (Xa)).

(C.2)

(C.4a)

(C.4b)

(C.4c)
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—(aa AR (an) AL (M) AR (A2))e }
_|_92f01f1f2ff2f3f4 Z <a1|A1A2A3> %

< AAL DI (a2)) AR (A2) AL (M)
(AL )AL Aa)) (AL (A1 (a2)).
(AL DAL (h2))e (AT )T (a2
(12 (a2) AL (M) AP (Ao) AL (M) }
+g? [N RN (s M A As)

<L AR (A2) AL (Aa)o(T15 (1) AL (M)
H(AL ()AL () (IS (an ) A (A2))e
H(AL ()AL (A))e (T3 (1) AL (X))
(I () AL (M) AL (M) AL (As))e }

= (I (as) Aj} (1) A3 (a2))e + (I (@2) Al (1) A (@5))e

(C.6)

/\
A
b“
—~
>/
\_/
D>
W w
Q
w

\_/ \_/

Je } (C.7a)
_I_gf01f1f2 Z %

AlAQ
% { 2(a1 AN (AZ (02) A (a3) AZ (M) AZ (A
Flar [ MA) (AP (a2) AP (az) AL (M) ALZ ()

Nt
o >
N
Nt
)
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— ([ A AR (A () AP (a3) AL (M) AL (M) }
_|_92f01f1f2ff2f3f4 Z <a1|A1A2A3> %

< L (A (Na) A2 (05)) (A2 (a) AL (M) AL (M)
+( AL (X)) AZ (02))o( AT (az) AL (A AT (X))
H(AL (M) AP () (A2 (a2) A (A1) AL (s)).
H(AL (M) AP (02))e (AT (as) A (A1) AL (As)).
H(AL (M) AP (03))e(AZ (a2) AR (A2) AL (As)).
(AL (A1) AR (2))e (AT (as) AL (A2) AL (Aa))e }
gt feri fraleds (ar[A1A2Az) ¥

<A (AP (M)A () <A?§(az)A5§(a3)A?(M)>c
HAL (M)A (s
(AL (M )AfS(Az

\_/\_/
\/\/

O(ILG; ()1 () A (as))e

= (an AV )(IEEZ () A (M) AT (05) ).
+(ag AP)(IL (Oél)AQ()\l)Afi(OéB e
<041|)\’1k><H( 2) AL (M)A (as))e
—(aa | APFVILE (01) AR (A1) AE (as)).
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+2(0n | A AL (AR (M)A (02))o{ AT (A2) I (02))
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—(an | MAZ (AL (AT (02)) (AR (A2) AT (a3))e
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+2(an |\ Ag) (I3 (@ 2)A§’(a3)Af1( DAL ()
(o M AL (2) AZ (as) AL () AL (2)).
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(I (o) AL (M) (T2 (0 ) I () AL (Ag) AT (X3))e
HAL ()AL (Xa))(TT5 (T2 ()T (03) AL (X))
HAL ()AL (A2))TI5 (T2 ()T (03) AL (X))
(C.14)



Anhang D

Erhaltene Farbstruktur der
4-Punkt-Funktionen

In diesem Anhang wird die Farbstruktur der verschiedenen verbundenen 4-
Punkt-Funktionen aufgefiihrt, die zu einer globalen Farbsinglett-Struktur
korrespondiert und die von den Bewegungsgleichungen der 4-Punkt- Kor-
relationsdynamik in der Zeit erhalten wird.

In einer entsprechenden Konfiguration gilt:

(AL (T AZ(F2) A7 (F3) AL (T4))e

= (L= 8 (A () Ay (T2) A () A (7))
U g (1 — 51 (1) Ay () Ay () A, (72) )2
UG (1 — 5 A (1) A () Aig () A () )2
UGS (4 (1) Ay () A () A ()20 (D.1)

(I (20) A (F2) AL (3) AL (T

2%1
\_/
\/

g (1 ) (1L (1) A (b v () A ) )2
e g (1 — 571 ) (T, (1) Asy () Ay (7) A, (22))2
UG (1 — 5 (T, (1) A, () Aig () A () )2
U000 (T (1) Ay (2) A () A (22))20 (D.2)

(I (@) (F2) AT (F3) AL (T4)).

= U (1 — 5 )T (7 )T (72) A (75) A, (7))
s gesen (1 — g (I, (7T, () A (7) A (7)) 20
pgunegeses (1 — g (I, (7 () Ay (7) A (55))20
U (T (7 T () A () A (7)) (D.3)

(I (@) (#2115 (3) A7 (7))
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= gorazgaea (] §uos) (T, ()11, (7)1, (T3) A, (24) )0
O (1 = 640 ) TT (7 i (Fo) L (72) A, (7))
FEm 5 (1 — 502 ) (T, (F2) I, (F3) 1T, (71) Ay (F4) )2
e gee g (I, (7)WL () (T A (1) )2 (D-4)

Fir (IT IT 11 IT). gilt die gleiche Struktur wie fir (A A A A).. Wie bei den
verbundenen 2- und 3-Punkt-Funktionen bezeichnen die doppelten spitzen
Klammern ((-)). eine Funktion, die unabhéangig von Farbfreiheitsgraden ist.
Die hochgestellten Indizes -*9, .92 ynd -#%%® hegiehen sich auf die Konfi-
guration von Farbindizes, die auf der linken Gleichungsseite auftreten mu8,
damit die entsprechenden Terme beitragen; die Reihenfolge der Farbindizes
bezieht sich dabei auf die Reihenfolge, in der die entsprechenden Operatoren
n (O O O O)),. auf der rechten Gleichungsseite auftreten (die Notation ist
selbsterkldrend, wenn man die Kronecker-Deltas vor den farbunabhéngigen
Funktionen betrachtet).

Im Falle einer Farbsinglett-Konfiguration, wie er in der vorliegenden Ar-
beit untersucht wird, sind daher 11 verschiedene 4-Punkt-Funktionen zu be-
trachten, die nur von den rdumlichen Koordinaten und von den Vektorin-
dizes der entsprechenden Feldoperatoren A; und Feldimpulse II; abhangen.
Wihrend die urspriinglichen farbabhédngigen verbundenen gleichzeitigen 4-
Punkt-Funktionen invariant unter einer beliebigen Vertauschung von Opera-
toren sind (man beachte, dal A?(#) und H;’(y_’) in allen verbundenen Green-
funktionen der Ordnung > 3 vertauschen), sind die entsprechenden farbun-
abhéngigen Funktionen invariant unter einem simultanen Austausch zweier
Felder und der zugehérigen hochgestellten Farbindizes.
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