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Kapitel �

Einleitung

��� Motivation

Die Suche nach den fundamentalen Strukturen der Materie und ihren Ei�
genschaften geh�ort zu den Hauptaufgaben der modernen Physik� Die heute
allgemein akzeptierte Theorie der elementaren Bausteine der Materie ist die
Quantenchromodynamik �QCD�� Sie besagt� da� alle stark wechselwirkenden
Teilchen� wie zum Beispiel Neutronen und Protonen� aus Quarks und Gluo�
nen zusammengesetzt sind� Die QCD ist eine lokale Eichfeldtheorie� �ahnlich
der Quantenelektrodynamik �QED�� die die Wechselwirkung zwischen elek�
trisch geladenen Teilchen �Elektronen� Atomkerne� beschreibt� Die Rolle der
elektrischen Ladung spielt in der QCD die Farbe� die man den Quarks zu�
ordnet� ein Quark kann rot� gr�un oder blau sein� ein Antiquark ist antirot�
antigr�un oder antiblau� Die Rolle des Photons als Wechselwirkungsboson der
QED �ubernimmt in der QCD das Gluon� das in acht verschiedenen Ladungs�
zust�anden vorliegen kann�
Der entscheidende Unterschied zwischen der QED und der QCD ist� da� man
bis heute keine freien Farbladungen gefunden hat� sondern alle physikalisch
beobachtbaren Teilchen eine Kombination aus mehreren Quarks sind� die
gemeinsam einen farbneutralen Zustand bilden� Man klassi�ziert diese zu�
sammengesetzten Teilchen� die sogenannten Hadronen� in Baryonen� die aus
drei Quarks verschiedener Farbe bestehen und in Mesonen� die aus einem
Quark und Antiquark der entgegengesetzten Farbladung gebildet werden�
Diese Eigenschaft der QCD� die Quarks in Hadronen einzuschlie�en nennt
man Con�nement� Der genaue Mechnismus des Con�nements und der Be�
weis� da� die QCD genau diese Eigenschaft hat� ist noch ungekl�art und wird
sicher noch einige Zeit Gegenstand der Forschung sein�
Die theoretischen M�oglichkeiten zur Untersuchung des Con�nements sind
zur Zeit sehr begrenzt� Der exakte Weg� die sogenannte Gitter�QCD� ist
numerisch extrem aufwendig und die Ergebnisse sind mit den zur Zeit zur
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Verf�ugung stehenden Rechnern noch mit gro�en statistischen Fehlern verse�
hen� Trotzdem vermutet man aufgrund solcher Rechnungen �
� ��� in denen
das Verhalten von Farbfeldern bei hoher Temperatur untersucht wurde� da�
bei �Uberschreitung einer kritischen Temperatur oder einer kritischen Mate�
riedichte ein Phasen�ubergang statt�nden k�onnte� Die Hadronen verdampfen
gewisserma�en und geben ihre Bestandteile� die Quarks und Gluonen� frei�
Das dadurch entstehende �Gas� aus Quarks und Gluonen nennt man das
Quark�Gluon�Plasma� den Phasen�ubergang nennt man Decon�nement� Vor�
hersagen f�ur die kritische Temperatur liegen bei 

�MeV � ���MeV � die
kritische Dichte wird bei etwa 
 � 	GeV�fm� vermutet� In Abbildung 
�

sieht man drei m�ogliche Szenarien� in denen ein Quark�Gluon�Plasma vor�
kam oder erzeugt werden kann� Beim Urknall lag die Materie bei sehr hoher
Temperatur� aber bei geringer Netto Baryonendichte vor� Durch den thermi�
schen Gasdruck expandierte das Quark�Gluon�Plasma und kondensierte zu
Hadronen� als die kritische Temperatur unterschritten wurde� Einen weite�
ren m�oglichen Weg zum Quark�Gluon�Plasma bieten die sogenannten Neu�
tronensterne� Diese erfahren nach Beendigung der nuklearen Fusion einen
Gravitationskollaps� was zur Formierung eines Quarksterns mit sehr hoher
Dichte f�uhrt�
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Eine dritte M�oglichkeit zur Erzeugung eines Quark�Gluon�Plasmas� die insbe�
sondere auch experimentell untersucht werden kann� sind ultrarelativistische
Schwerionenkollisionen� In solchen Experimenten sind sowohl hohe Tempe�
raturen als auch hohe Materiedichten zu erreichen� allerdings nur auf sehr
kleinem Raum und f�ur sehr kurze Zeit� Das Quark�Gluon�Plasma ist daher
nicht direkt� sondern nur indirekt durch die w�ahrend der Kollision erzeugten
Teilchen zu identi�zieren� Wie unterscheidet man allerdings anhand der ge�
messenen Teilchenspektren� ob nun wirklich ein Quark�Gluon�Plasma vorlag�
oder eine Mischphase aus Plasma und hadronischer Phase oder eine reine ha�
dronische Phase�
Es gibt verschiedene Vorschl�age f�ur Signaturen des Quark�Gluon�Plasmas�
Da sind zun�achst die Spektren von elektromagnetisch wechselwirkenden Teil�
chen �Leptonen� Photonen� zu nennen� Da die mittlere Wegl�ange dieser
Teilchen gro� im Vergleich zur Ausdehnung des Plasmas ist� verlassen die�
se Teilchen die Reaktionszone unver�andert� Dadurch sind sie gut geeignet�
um beispielsweise die Temperatur der Reaktionszone zu bestimmen� Ein
Nachteil bei diesen Teilchen ist der starke Untergrund� der von zerfallen�
den Hadronen stammt� die um Gr�o�enordnungen h�au�ger produziert wer�
den� Reine Hadronenspektren hingegen� also Spektren stark wechselwirken�
der Teilchen� werden wesentlich mitbestimmt durch die sp�ate Reaktionspha�
se� wenn die Quarks wieder kondensieren� und Endzustandswechselwirkun�
gen� Dadurch sind Hadronenspektren erheblich schwieriger zu berechnen und
modellabh�angig� Trotz dieser bekannten Probleme erho�t man durch Mes�
sung hadronischer Spektren weitere Aufschl�usse �uber die Eigenschaften des
Quark�Gluon�Plasmas zu erlangen�

� W�ahrend des Decon�nements erh�oht sich die Zahl der Freiheitsgra�
de des Systems erheblich� Dadurch �andern sich thermodynamische
Gr�o�en� wie beispielsweise die Energiedichte� der Druck und die Ent�
ropiedichte als Funktion der Temperatur� Observablen� die auf diese
�Anderungen sensitiv sind� sind die Rapidit�atsverteilung der Hadronen�
sowie transversale Impuls� und Energiespektren�

� Es wird eine Unterdr�uckung der J���Teilchen im Vergleich zu Teilchen
mit o�enem charm �	� erwartet� Rechnungen mit Hilfe der Gittereich�
theorie ��� 
� sagen voraus� da� dieser E�ekt bereits wenig �uberhalb der
Decon�nement�Temperatur einsetzen soll�

� Die Produktion von Teilchenmit strangeQuark Anteil werden in hadro�
nischen Reaktionen ebenfalls unterdr�uckt� Im Falle eines Quark�Gluon
Plasmas mit einer Temperatur von ca� ��� MeV �andert sich dieser Ef�
fekt� da strange Quarks mit einer Masse von 

� MeV sehr schnell �uber
Gluonfusion in s�s�Produktion entstehen und sich thermisch �aquilibrie�
ren� Das Plasma dient daher als Katalysator zur erh�ohten Produktion
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von Teilchen mit strange Quark Anteil� Insbesonders exotische strange
Quark Teilchen� wie z� B� Antihyperonen werden verst�arkt durch diesen
Mechanismus erzeugt�

��� Modellbeschreibung

Die vollst�andige dynamische Beschreibung einer Schwerionenkollision im
Rahmen der QCD ist aufgrund der Komplexit�at der Gleichungen mit zur
Zeit bekannten Methoden und Computern nicht m�oglich� Die Aufgabe des
theoretischen Physikers besteht nun darin� anhand relativ einfacher Model�
le� die die wichtigsten Eigenschaften der QCD beinhalten� Vorhersagen zu
erstellen� um im Vergleich mit den experimentellen Daten ein konsistentes
Bild �uber die Dynamik einer Schwerionenreaktion zu erhalten� Den Ablauf
der Reaktion kann man demzufolge in drei Abschnitte unterteilen�
In der Anfangsphase �nden verst�arkt hochenergetische Zweiteilchenkollisio�
nen statt� die daf�ur sorgen� da� die Nukleonen durch Austausch von Gluonen
eine e�ektive Farbladung erhalten� Da diese durch die K�urze der eigentlichen
Reaktionszeit nicht mehr neutralisiert werden k�onnen� kommt es zur Formie�
rung eines hochangeregten Vakuums� den Flux�tubes �oder auch Strings�� die
die Farbladungen verbinden� In der zweiten Phase zerfallen die Flux�tubes
durch Produktion von Quark�Antiquark� und Gluonen�Paaren� wobei es bei
einer hohen Dichte der Strings zur Entstehung des Quark�Gluon�Plasmas
kommen kann� Durch die thermische Expansion des Plasmas kondensieren
die Quarks und Gluonen schlie�lich wieder zu Hadronen �Hadronisierung
oder freeze�out�� die im Detektor nachgewiesen werden�
Die zur Zeit erfolgreichsten Modelle zur Beschreibung des obigen Reaktions�
verlaufs basieren alle auf kinetischen Ans�atzen� Diese sogenannten String�
und Partonenkaskaden�modelle �Fritjof ���� Venus ���� RQMD �
��� HIJING
�

�� parton cascade �
��� beruhen aber entweder auf der Annahme� da� man
die Dynamik des QCD�Vakuums perturbativ behandeln kann� oder auf rein
ph�anomenologischen Argumenten f�ur den Stringzerfall und die Endzustands�
dynamik� Eine konsistente Beschreibung der Schwerionenreaktion im Rah�
men eines Modells ist daher nicht gew�ahrleistet� da es sich dabei um einen
�Ubergang der nichtperturbativen QCD �Con�nement� hadronische Phase�
zum Quark�Gluon�Plasma und zur�uck handelt� Insbesondere die Endphase
der Reaktion� die Hadronisierung� wird im Rahmen der Partonenkaskaden
mit Hilfsmodellen wie zum Beispiel dem Koaleszenzmodell �
	� 
�� beschrie�
ben� Eine konsistente Modellierung der Reaktion erfordert zumindest eine
e�ektive Behandlung der Dynamik des nichtperturbativen QCD�Vakuums�
Leider ist zur Zeit unbekannt� welches die entscheidenden Freiheitsgrade sind�
die die Vakuumdynamik steuern� Es gibt mehrere Vorschl�age� wie zum Bei�
spiel Gluonen Kondensate� Quark Kondensate oder Kondensate magnetischer
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Monopole �

��
In dieser Arbeit werden die nichtperturbativen E�ekte der QCD durch ein
skalares Feld modelliert� wie es im Friedberg�Lee Solitonen Modell vorge�
schlagen wurde �
��� Sie basiert auf den Vorarbeiten meiner Kollegen Ulf
Kalmbach �
�� und Thomas Vetter �
��� in denen eine Quark Transporttheo�
rie im Rahmen des Friedberg�Lee Modells entwickelt wurde� allerdings unter
Vernachl�assigung expliziter Farbfreiheitsgrade� Es wurden Nukleon�Nukleon
Kollisionen pr�asentiert und gezeigt� wie durch die Vakuumdynamik das Con�
�nement der Quarks in diesen Reaktionen beibehalten wird� Das Ziel dieser
Arbeit ist die Beschreibung der Formierung und des Zerfalls von Flux�tubes
im Rahmen des vollst�andigen Friedberg�Lee Solitonen Modells mit Farbcon�
�nement� umweitere Aufschl�usse �uber den Mechanismus des Quarkeinschlus�
ses zu erhalten� die insbesondere zur sp�ateren Beschreibung von relativisti�
schen Schwerionenkollisionen dienen k�onnen�

��� Gliederung der Arbeit

Im zweiten Kapitel werden wir auf die wichtigsten Eigenschaften der QCD
eingehen� Es wird plausibel gemacht� wie das QCD�Vakuum eine Antiab�
schirmung von Farbladungen hervorruft und somit f�ur den Quarkeinschlu�
in Farbsingletts verantwortlich ist� Anschlie�end untersuchen wir das Ver�
halten von klassischen Farbladungen und Farbfeldern und werden feststellen�
da� unter dieser N�aherung� also der Vernachl�assigung quantenmechanischer
Fluktuationen� der Quarkeinschlu� nicht erkl�art werden kann� da die Mittel�
feldn�aherung zu einer Abschirmung der Farbladungen f�uhrt�
Durch diese Erkenntnis motiviert� wird in Kapitel 	 das Friedberg�Lee Solito�
nenmodell vorgestellt� in dem das Farbcon�nement und alle weiteren nicht�
perturbativen E�ekte der QCD ph�anomenologisch mit Hilfe eines skalaren
Feldes modelliert werden� Es wird im wesentlichen auf Arbeiten im Gluonen�
sektor des Modells eingegangen� da der �farbneutrale� Quarksektor bereits
sehr ausf�uhrlich in �
�� ��� behandelt wurde�
In Kapitel � wird schlie�lich eine Ableitung der Transportgleichungen f�ur
Quarks im Rahmen des Wignerfunktionsformalismus dargestellt� Diese be�
ruht auf den Arbeiten von Elze und Heinz ��
�� die ebenfalls die Konsistenz
der semiklassischen Entwicklung der Transportgleichungen gezeigt haben� Es
wird eine Erweiterung der Gleichungen auf das Friedberg�Lee Modell darge�
legt�
Im Ergebniskapitel werden zun�achst die Grundzustandseigenschaften des
Modells untersucht� Es werden baryonische sowie mesonische Grundzu�
standsl�osungen �Solitonl�osungen� der Gleichungen konstruiert� wobei die
Konstituenten sowohl leichte Quarks �up�down�� als auch schwere Quarks
�charm� sind� Weiterhin wird die Farbkopplungskonstante der QCD anhand
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der Stringspannung festgelegt durch dynamische Separation der Quarks des
Mesons� Die auf diese Weise dynamisch formierten Flux�tubes werden wir
verwenden� um die Wechselwirkung zweier Strings zu untersuchen und ein
String�String�Potential zu berechnen� Es werden Anregungszust�ande des Me�
sons �Isovektorielle Moden� dargestellt� sowie der Ein�u� des Farbcon�ne�
ments auf die Bewegung der Quarks� Abschlie�end beschreiben wir den Kern�
punkt dieser Arbeit� n�amlich die dynamische Formierung und den Aufbruch
eines Strings durch Produktion von leichten� als auch von schweren Quark�
Antiquark Paaren� Nach der Zusammenfassung und demAusblick auf weitere
Vorhaben folgt schlie�lich der Anhang� in dem auf verwendete mathematische
und numerische Techniken genauer eingegangen wird�



Kapitel �

Eigenschaften der QCD

In diesem Kapitel wird auf die grundlegenden Eigenschaften der Quarks
und Gluonen eingegangen� sowie auf die Theorie zu ihrer Beschreibung� die
Quantenchromodynamik �QCD�� Es wird eine kurze Motivation der QCD
als Quantenfeldtheorie gegeben� Da allerdings eine exakte Beschreibung in
diesem Rahmen zur Zeit nicht m�oglich ist� handelt der wesentliche Teil dieses
Kapitels von der Frage� ob die QCD als Feldtheorie von klassischen Farbla�
dungen und Farbfeldern bereits die wichtigste Eigenschaft der Theorie� das
Farbcon�nement� beinhaltet�

��� Die QCD als Quantenfeldtheorie

Der historische Beginn der QCD ist das sogenannte  ���R�atsel� Um dieses
Teilchen im statischen Quarkbild beschreiben zu k�onnen� mu�te eine neue
Quantenzahl� genannt Farbe� eingef�uhrt werden� da sich die drei Quarks des
 ���Teilchens ohne eine Farbklassi�zierung in einem total symmetrischen
Zustand bez�uglich des Austauschs ihrer Spin�� Flavor� und Ortskoordinaten
be�nden w�urden� Um eine Verletzung des Pauliprinzips zu vermeiden� ordnet
man jedem Quark eine bestimmte Farbladung �rot� gr�un� blau� zu und ver�
langt� da� die Gesamtwellenfunktion antisymmetrisch in dieser neuen Quan�
tenzahl Farbe ist� Die zugrundeliegende Symmetrie der Wechselwirkung� die
zur Erhaltung dieser Farbladung f�uhrt� ist die lokale Farb�SU�	��Symmetrie�
Im Gegensatz zur elektrischen Ladung� die aus einer lokalen U�
��Symmetrie
folgt� ist die Farbladung aber nicht einfach additiv� sondern ergibt sich aus
der Algebra der zugeh�origen Symmetriegruppe�
Die Lagrangedichte der QCD kann man durch die Forderung der lokalen
Eichinvarianz gegen�uber Rotationen im 	�dimensionalen Farbraum motivie�
ren� Die Quarks werden dabei durch einen dreikomponentigen Farbvektor
beschrieben� der sich unter einer Farbrotation transformiert wie

� ! ��r�g�b� �� "U�x�� � ���
�

�
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wobei "U ! exp��i"L� ist� mit "L ! "Ly� Matrizen� die diese Forderung erf�ullen�
lassen sich durch die acht Gell�Mann�Matrizen darstellen

"L !



�

�X
a��

#a"�a � �����

mit den Entwicklungskoe$zienten #a� Die Kommutatorrelationenh
"�a� "�b

i
! �ifabc"�c ���	�

und
n
"�a� "�b

o
!

�

	
�ab % �dabc"�c �����

de�nieren die Strukturkonstanten fabc und dabc der Lie�Gruppe SU�	�� Die
lokale Farbrotation "U�x� l�a�t sich damit als

"U�x� ! exp ��i

�

�X
i��

#a�x�"�a� ���
�

schreiben� Damit ergibt sich die �Anderung der partiellen Ableitung von � in
der zu konstruierenden Lagrangedichte�

��� �� ��� "U�� ! "U���% ��� "U �� ! "U
h
���% "U

y��� "U ��
i

�����

Um die Invarianz zu garantieren� mu� man ein hermitesches Farbpotential

"A��x� !



�

�X
a��

Aa
��x�"�a �����

einf�uhren� das minimal an die Quarks gekoppelt wird� Transformiert sich das
Farbpotential unter "U�x� gem�a�

"A� �� "Uy "Aa
�
"U � ig��v

"Uy��� "U� � �����

so bleibt der Term der Lagrangedichte� der die Dynamik der Quarks be�
schreibt

�� "D�� ! ����� � igv "A��� � �����

invariant unter Eichtransformationen� Der Feldst�arketensor f�ur das Farbfeld

"F�� !
h
"D�� "D�

i
� ���
��

hat dann in Komponentenschreibweise die Form

F a
�� ! ��A

a
� � ��A

a
� % gvfabcA

b
�A

c
� � ���

�

Damit gilt� "F�� �� "Uy "F�� "U � Die gesamte Lagrangedichte der QCD ergibt
sich als�

LQCD ! ���i�� "D� �m��� 

�
"F�� "F

�� � ���
��
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Die Forderung der lokalen Eichinvarianz f�uhrt daher nicht nur zur Existenz
zus�atzlicher Felder "A�� die man Gluonen nennt� sondern bestimmt auch die
Kopplung der Quarks mit den Gluonen sowie die Kopplung der Gluonen
untereinander mit einer universellen Kopplungskonstante gv� Der nichtabel�
sche Charakter der Theorie ist daf�ur verantwortlich� da� die Eichbosonen der
QCD� die Gluonen� selbst eine Farbladung tragen� was man anhand der zu
den Maxwellgleichungen analogen Yang�Mills�Gleichungen leicht einsieht�

��F
��
a !




�
gv ���

��a�� gvfabcA
b
�F

��
c � ���
	�

In diesen Gleichungen treten sowohl die Quarks als auch die Gluonen selbst
als Quellen des Farbfeldes auf� Aus dieser Tatsache ergeben sich zwei v�ollig
neue� scheinbar widerspr�uchliche Eigenschaften der Theorie� die man am ein�
fachsten durch Betrachtung des Vakuumzustands einsehen kann�
Wie aus der QED bekannt� ist der Vakuumzustand nicht teilchenlos� sondern
gef�ullt mit virtuellen Photonen� die insbesondere auch als virtuelle Elektron�
Positron�Paare vorliegen k�onnen� was zu einer Polarisierbarkeit des Vakuums
f�uhrt� Dadurch wird die Wechselwirkung zweier Teilchen� dargestellt in Ab�
bildung ��
 �linke Seite� insofern ver�andert� da� zum gesamten Wirkungs�
querschnitt auch die Vakuumpolarisationsdiagramme �Abbildung ��
� rechte
Seite� beitragen� Der E�ekt der Vakuumpolarisation ist daher� da� die vir�
tuellen Elektron�Positron�Paare die eigentliche &nackte& Ladung abschirmen�
Das Ma� der Abschirmung h�angt nun vom Abstand der beiden Ladungen ab�
das hei�t von ihrem Impuls�ubertrag Q�� und man erh�alt eine impulsabh�angi�
ge renormierte Kopplungskonstante 	� die mit zunehmendem Impuls�ubertrag
ansteigt� Bildlich gesprochen kann man sagen� da� reelle Ladungen von ei�
ner virtuellen Elektron�Positron�Wolke umgeben sind� so da� die vollst�andige
Ladung erst bei sehr kleinen Abst�anden sichtbar wird�
Stellt man eine analoge �Uberlegung f�ur die QCD an� so �ndet man� da�

Abb� ���� Wechselwirkung zweier Elektronen durch Austausch eines Photons

�links�� sowie durch ein intermedi�ares Elektron�Positron�Paar �rechts��

zur Wechselwirkung zweier Quarks zus�atzliche Vakuumpolarisationsdiagram�
me beitragen� die durch die Selbstwechselwirkung der Gluonen verursacht




� KAPITEL �� EIGENSCHAFTEN DER QCD

q

qq

q

g

g

Abb� ���� Wechselwirkung zweier Quarks durch Gluon�Austausch mit interme�

di�arer Gluon Selbstwechselwirkung�

werden� also durch die Tatsache� da� die Gluonen selbst eine Farbladung
tragen� Der Vakuumzustand der QCD besteht daher nicht nur aus virtuel�
len Quark�Antiquark�Paaren� sondern auch aus sogenannten Gluonenpaaren
�Abbildung ����� Die renormierte Kopplungskonstante der QCD hat dann
ein zur QED gegens�atzliches Verhalten� Bei sehr hohen Impuls�ubertr�agen�
also bei geringen Abst�anden� wird 	s sehr klein� so da� die Quarks praktisch
nicht miteinander wechselwirken� Dieses Verhalten wird als asymptotische
Freiheit bezeichnet� Bei geringen Impuls�ubertr�agen bzw� gro�en Abst�anden
steigt die Kopplungskonstante mit dem Quadrat des Abstandes an� was ei�
nem linear ansteigenden Potential entspricht� Eine Farbladung im Vakuum
der QCD wird daher nicht abgeschirmt wie in der QED� sondern es �ndet
eine Antiabschirmung statt� die man bildlich dadurch erkl�aren kann� da� die
Quarks ihre Farbladung auf die virtuelle Gluonenwolke verteilen k�onnen� da
diese selbst eine Ladung tr�agt�
Man glaubt� da� diese Erscheinung f�ur den Einschlu� �Con�nement� der
Quarks in farbneutrale Objekte verantwortlich ist und da� sie damit die
experimentelle Evidenz bisher nicht beobachteter freier Farbladungen wider�
spiegelt� In statischen Gitterrechnungen �
� konnte unter gro�em numerischen
Aufwand das Con�nement�Potential bestimmt werden� Da der Ursprung des
Con�nements aber ein dynamischer ist� steht ein absoluter Beweis� da� die
QCD dieses beinhaltet� noch aus�
Um weitere Einsichten in den Mechanismus des Con�nements zu erhalten�
stehen uns momentan zwei M�oglichkeiten zur Wahl� Zun�achst kann man die
QCD im Limes sehr gro�er Quantenzahlen �Feldst�arken� betrachten� wo�
bei die Theorie in eine Beschreibung klassischer Farb�Ladungen und �Felder
�ubergeht� Die Eigenschaften dieses Grenzfalls der Theorie wird im Rest die�
ses Kapitels erl�autert� Wir werden zu der erstaunlichen Erkenntnis gelangen�
da� die nichtabelsche Theorie klassischer Fabladungen eine st�arkere Abschir�
mung dieser hervorruft� als beispielsweise von der QED bekannt ist� Weiterhin
werden wir zeigen� da� nichtabelsche E�ekte in diesem Grenzfall weitgehend
vernachl�assigt werden k�onnen� womit sich die klassische Farbdynamik auf
die klassische Elektrodynamik reduziert� Das Con�nement ist daher eine rei�
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ner Quantene�ekt� und es bleibt nur der zweite Weg der Modellbildung der
QCD� wobei wir ab Kapitel 	 das Friedberg�Lee Modell ���� verwenden wer�
den� das auf den ph�anomenologischen Eigenschaften des QCD Vakuums als
Dielektrikum beruht�

��� Die QCD als klassische Feldtheorie

In diesem Kapitel wird die QCD als Feldtheorie klassischer Farbladungen in
Analogie zur klassischen Elektrodynamik behandelt� Diese N�aherung ist dann
gerechtfertigt� wenn man Prozesse betrachtet� in denen gro�e Feldst�arken
auftreten� das hei�t eine gro�e Anzahl von Eichbosonen �Gluonen� vorhan�
den ist� In diesem Fall reduzieren sich die Beitr�age von quantenmechani�
schen Fluktuationen� die � 
�

p
NG sind� Ein m�ogliches Szenario� in dem

diese Bedingung gut erf�ullt ist� ist das Quark�Gluon�Plasma �QGP�� wobei
die hohe Energiedichte des Plasmas zur zahlreichen Produktion von Gluo�
nen verwendet werden kann� Im weiteren werden wir aber ohne zus�atzliche
Rechtfertigung die Theorie in dieser N�aherung untersuchen� F�ur Notationen
und Konventionen wird auf den Anhang A verwiesen�
Betrachtet man die Eichpotentiale als klassische Felder und die Quellen als
klassische Ladungs�dichten und �str�ome� so lassen sich die Bewegungsglei�
chungen der Farbfelder� die Yang�Mills Gleichungen� in Analogie zu den Max�
wellgleichungen schreiben�

��F
��
a ! j�a � gvfabcA

b
�F

��
c � ���
��

Setzt man die eichinvariante De�nition des Feldst�arketensors F ��
a aus ���

�

ein� so erh�alt man die Bewegungsgleichungen f�ur die Eichpotentiale

���
�A�

a � j�a � J�a ! ���

�

j�a � gvfabc ����A
�
b �A

�
c % �A

�
b ���A

�
c ��Ab���

�A�
c � % gvfcdeAb�A

�
dA

�
e � �

die durch die nichtabelsche Struktur der Theorie von zweiter bzw� dritter
Ordnung in den Eichpotentialen sind� Die Quellen dieser Eichfelder spalten
sich auf in �au�ere Quellen j�a �Quarks� und Beitr�age von den Gluonen J�a �
die in Gleichung ���

� de�niert werden� Dieses gekoppelte System von 
�
Gleichungen ��Raum�	Farbe� wird vervollst�andigt durch die kovariante Form
der Stromerhaltung

"D�
"j� ! ��"j

� % gv
h
"A�� "j

�
i
! � � ���
��

die aus ���
�� durch Anwenden des Vierergradienten �� folgt�
Wir betrachten zun�achst nur statische Quellen� Die Wechselwirkung zwischen
diesen beschr�ankt sich dann auf physikalische �on�shell� E�ekte� Weiterhin
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bleibt die volle Nichtlinearit�at der Gleichungen erhalten� sowie eine Farbdy�
namik� dargestellt durch Eichtransformationen �Rotationen im Farbraum��
Verwendet man eine Vielzahl von statischen Quellen� so werden dadurch in�
frarote Singularit�aten reguliert ��	�� Wegen der lokalen Eichinvarianz existiert
f�ur jede solche statische �au�ere Quelle "j� ! 
a "T a eine eindeutige Eichtrans�
formation so� da� die eichtransformierte Ladung


a ! �U�x�
�a ! ja� � �U�x�J��a ! �a�Q�x� ���
��

im Farbraum in eine Richtung ausgerichtet ist ��	�� Der Ansatz

Aa
� ! �a�C� ���
��

f�ur das Eichpotential f�uhrt auf die Maxwellgleichungen f�ur C�� C� hei�t Cou�
lombl�osung zur Quelle j�� Es besteht die Frage� ob diese Coulombl�osung
stabil bleibt unter der �Anderung von �au�eren Parametern� Mandula ��	�
und auch Magg ���� haben den Ein�u� schwacher zeitlicher Fluktuationen
des Coulomb�Potentials untersucht und fanden heraus� da� diese stabil sind�
solange die starke Kopplungskonstante 	s � 
�� bzw� 	s � 	�� ist� mit
	s ! g�v���� Diese Tatsache liefert eine Best�atigung daf�ur� da� die niede�
renergetische QCD durch nichtabelsche E�ekte bestimmt wird� w�ahrend die
hochenergetische QCD rein abelscher Natur ist� Um die Eigenschaften der
nichtabelschen L�osungen zu bestimmen gelang es zun�achst Cahill ��
� und
Arod'z ���� und sp�ater auch Freedman et al� ���� f�ur einige spezielle Ladungs�
kon�gurationen� diese zu bestimmen� Das generelle Verhalten der Eichpo�
tentiale deutet darauf hin� da� ab einem bestimmten kritischen Wert von
	s die nichtabelsche Kon�guration bevorzugt wird� und da� diese die Eigen�
schaft hat� die �au�eren Ladungen abzuschirmen� statt wie erwartet zu einer
Antiabschirmung zu f�uhren�

��� Nichtabelsche E�ekte

Wir wollen nun mit numerischen Methoden untersuchen� ob der unerwar�
tete Abschirmungse�ekt der klassischen Chromodynamik f�ur �im Prinzip�
beliebige Ladungskon�gurationen und St�arke der Kopplung 	s best�atigt wer�
den kann� Insbesondere werden wir Ladungsverteilungen mit verschwinden�
der Gesamtladung betrachten� die den physikalisch beobachtbaren Hadronen
am n�achsten kommen�
Die � Ladungen berechnen sich aus den SU�	��Quarkspinoren zu

qa !
Z
d�x�y "T a� !

Z
d�x
a � ���
��

Ein ein farbneutraler Zustand unterliegt der Bedingung� da� alle diese La�
dungen verschwinden� qa ! �� da diese unabh�angig voneinander sind� Wir
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w�ahlen als Ansatz f�ur die Komponenten der Farbdichtematrix


a�
r� ! N exp���r�r����xa
r

a ! 
� �� 	 � ������


a�
r� ! � a ! �� ���� � � ����
�

jia�
r� ! � a ! 
� ���� � i ! 
� �� 	 � ������

der die obige Bedingung o�ensichtlich erf�ullt� Die Ausdehnung der Ladung
ist durch r� bestimmt und N ist ein �beliebig� w�ahlbarer Normierungsfaktor�
In diesem Ansatz werden die Farbfreiheitsgrade der Ladungsdichte 
a mit
den Raumfreiheitsgraden xa verkn�upft� was zu nichtabelschen Feldkon�gu�
rationen f�uhrt� wie wir im folgenden zeigen werden�
Zur L�osung der Yang�Mills Gleichungen

�k "F
k� % gv� "Ak� "F

k�� ! gv "
 � ����	�

�k "F
ki % gv� "A�� "F

�i� % gv� "Ak� "F
ki� ! �gv"ji ������

mit

"F k� ! ��k "A� � gv� "A
k� "A�� ! "Ek � ����
�

"F ki ! �k "Ai � �i "Ak % gv� "A
k� "Ai� � ������

"Bk !



�
�kij "F ij ������

machen wir einen perturbativen Ansatz f�ur "A� und "Ai� Wir entwickeln diese
Gr�o�en in eine Potenzreihe nach der starken Kopplungskonstante gv

"A� ! gv "A
��	
� % g�v

"A��	
� % g
v

"A�
	
� % � � � � ������

"Ai ! g�v
"A
��	
i % g�v

"A
��	
i % � � � � ������

Durch die spezielle Wahl der Quelle ������ � ������ mit verschwindenden
Vektorkomponenten tragen nur ungerade Potenzen von gv zu "A� und nur
gerade Potenzen zu "Ai bei ����� Setzt man diesen Ansatz in die Yang�Mills
Gleichungen ����	� ein und ordnet die Terme nach gleichen Potenzen von gv�
so ergibt sich

r
� "A��	

� ! �"
 � ���	��

r
� "A��	

� ! ��� "A��	
k � �k "A

��	
� � � ���	
�

r
� "A�
	

� ! ��� "A��	
k � �k "A

��	
� �� �� "A��	

k � �k "A
��	
� �� � "A��	

k � � "A��	
k � "A��	

� �� ����	��
���

f�ur die nullte Komponente des Farbfeldes und

r
� "A��	

i ! �� "A��	
� � �i "A

��	
� � � ���		�

r
� "A

��	
i ! � "A

��	
� � � "A

��	
i � "A

��	
� ��� � "A��	

� � �i "A
��	
� �� � "A��	

� � �i "A
��	
� � ���	��

%� "A��	
k � �i "A

��	
k �� �� "A��	

k � �k "A
��	
i � �

���
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f�ur die drei Vektorkomponenten� Diese Methode sollte schnell zur exakten
L�osung der Yang�Mills Gleichungen konvergieren� wenn die Kopplungskon�
stante gv einen &kleinen& Wert hat� so da� die Terme zu hohen Potenzen von
gv vernachl�assigbar sind�
Hat man die Coulombl�osung gem�a� ���	�� bestimmt� so berechnet man die
rechte Seite von Gleichung ���		� und erh�alt einen vom Gluonfeld induzier�
ten Farbstrom als Quelle des Vektorfeldes� sofern der Kommutator in ���		�

nicht verschwindet� Ist die L�osung von ���		� "A
��	
i bekannt� so kann man die

rechte Seite von ���	
� berechnen� also den gluonischen Korrekturterm zur

Farbdichte in zweiter Ordnung� Die L�osung "A
��	
� verwendet man schlie�lich

f�ur ���	�� u�s�w� � Das Verfahren wird solange fortgesetzt� bis die jeweiligen
Korrekturterme vernachl�assigbar sind�
Man sieht anhand der Komplexit�at der Gleichungen� da� man hier mit nume�
rischen Methoden arbeiten mu�� da man mit analytischen Verfahren selbst
f�ur Punktladungen maximal den ersten Korrekturterm berechnen kann� Wei�
terhin erkennt man an der Summation �uber verschiedene Raumindices in den
Kommutatoren von ���	
� � ���	��� da� statische Quellen in der Chromody�
namik Farbstr�ome induzieren und da� diese zu einer Mischung von Farb� und
Raumfreiheitsgraden f�uhren �	���
Als erste Anwendung untersuchen wir nun die Eigenschaften der L�osung der
Yang�Mills Gleichungen mit der statischen Quelle ������������� in verschie�
denen N�aherungsordnungen in Abh�angigkeit von der Kopplungskonstanten�
Wir berechnen die Poissongleichungen� die in jeder N�aherungsordnung zu
l�osen sind �siehe ���	�� � ���	���� mit einem numerischen Verfahren von Feld�
meier und Danielewicz �����
In Abbildung ��	 ist die Gesamtenergie der Farbfelder

Etot !
Z
d�r ��
r� !

Z
d�r



�
� 
Ea 
Ea % 
Ba 
Ba� ���	
�

in den verschiedenen Iterationsschritten aufgetragen� Man erkennt� da� f�ur
gv ! ��	� bereits mit der ersten Korrektur die exakte L�osung bestimmt ist�
w�ahrend man f�ur gv ! ��� bereits bis zur vierten Ordnung gehen mu�� da�
mit sich die Gesamtenergie nicht mehr �andert� Bei gv ! 
�
 ist bereits keine
Konvergenz mehr zu erreichen� sondern das System pendelt zwischen zwei
verschiedenen Kon�gurationen� die jedoch energetisch noch dicht nebenein�
ander liegen� F�ur gv ! 

��
 �ndet keine Konvergenz statt� Das eindeutige
Kennzeichen der nichtabelschen L�osungen ist aber� da� sie die Energie des
System verringern� also auch im Bereich schwacher Kopplung stets bevorzugt
werden gegen�uber der Coulombl�osung�
Diese generelle Tendenz soll nun mit einem numerischen Verfahren� das es
gestattet� die Kopplung &zeitabh�angig& zu erh�ohen� weiter untersucht wer�
den� Dabei dienen die perturbativ mit gv ! gp ! ��	� berechneten Potentiale
und Felder als Startkon�guration f�ur ein gekoppeltes &staggered leapfrog&�
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Näherungsordnung
Abb� ���� Gesamtenergie der Farbfelder f�ur verschiedene N�aherungsordnungen

des perturbativen Verfahrens�

Verfahren ����� mit dem die Kopplungskonstante

gv�t� ! gp % 	t � ���	��

adiabatisch ge�andert wird� In Abbildung ��� ist das Verhalten des far�
belektrischen Feldes E�

z ��� y� �� entlang der y�Achse dargestellt� Die durchge�
zogene Linie kennzeichnet das mit dem perturbativen Verfahren berechnete
Feld bei gv ! ��	� und die unterbrochene Linie das Resultat des adiabati�
schen Verfahrens� also gv ! 
���� was einer starken Kopplungskonstante von
	s � ��� entspricht� Man erkennt� da� sich die Feldst�arke �uber diesen sehr
gro�en Bereich der Kopplungskonstante kaum ge�andert hat� sondern ledig�
lich eine Abschw�achung der Maximalwerte eingetreten ist� also eine weiterere
Abschirmung der Farbladungen� Ein anderes Verhalten weist allerdings das
Magnetfeld B�

z ��� y� �� auf �Abbildung ��
�� das unter Erh�ohung von gv auf
mehr als den zweifachen Wert anw�achst� Die Aussagekraft der �Anderung des
elektrischen und magnetischen Feldes ist in diesem Zusammenhang allerdings
gering� da diese Gr�o�en eichabh�angig sind� Als eigentliches Ma� f�ur den Ein�
�u� der nichtabelschen Terme ist die Energiedichte ��
r� ! �

�
� 
Ea 
Ea % 
Ba 
Ba�

als eichunabh�angige Gr�o�e besser geeignet� Sie ist in Abbildung ��� aufgetra�
gen� weist aber eine weitaus geringere� vernachl�assigbare �Anderung auf� Die
nichtabelschen E�ekte lassen sich daher folgenderma�en klassi�zieren�

� eichabh�angige Gr�o�en
Diese sind in abelsche �
a � 
Ea� und nichtabelsche oder induzierte
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Gr�o�en � 
Ja � 
Ba� zu unterteilen� Die abelschen Gr�o�en erfahren eine
geringe �Anderung� der Abschirme�ekt w�achst mit der St�arke der Kopp�
lung� Die nichtabelschen Gr�o�en skalieren ebenfalls mit der Kopplung�
Betrachtet man aber die absoluten Gr�o�en der Felder� so bleibt die
Kon�guration abelsch dominiert�

� eichunabh�angige Gr�o�en
Diese verringern sich ebenfalls nur geringf�ugig� wie man an der Ener�
giedichte in Abbildung ��� und auch an dem entsprechenden zeitlichen
Verhalten der Gesamtenergie der Felder in Abbildung ��� erkennt� Die
stete Reduktion der Gesamtenergie weist darauf hin� da� nichtabelsche
Kon�gurationen bevorzugt werden und diese die Eigenschaft haben� die
wahren Farbladungen abzuschirmen�

Weitere Untersuchungen von Gato� et� al haben gezeigt� da� auch im Fal�
le von sich �mit relativistischer Geschwindigkeit� bewegenden Ladungen die
nichtabelschen E�ekte stets gering sind� zu einer Abschirmung der Ladungen
und Str�ome f�uhren und die Gesamtenergie des Systems verringern �	
� 	���
Um daher Aussagen �uber das �dynamische� Verhalten des Quark Con�ne�
ments zu erhalten ist die Chromodynamik als Theorie klassischer Felder und
Ladungen vollkommen inad�aquat� und man ist daher gezwungen auf Mo�
delle mit e�ektivem Con�nement zur�uckzugreifen� Ein Beispiel eines solchen
Modells� das auf den Eigenschaften des QCD�Vakuums als ideales Farbdi�
elektrikum beruht� wird im n�achsten Kapitel vorgestellt�



Kapitel �

Das Friedberg�Lee Modell

In diesem Kapitel werden wir die in Abschnitt ��
 erl�auterten Eigenschaften
der QCD ph�anomenologisch modellieren und zeigen� da� ein �hypothetisches�
Medium mit verschwindender Dielektrizit�atskonstanten den Einschlu� von
Farbladungen hervorruft� Es wird schlie�lich ein auf dieser Idee beruhendes
Modell vorgestellt� das sogenannte Friedberg�Lee Modell� auf dem alle weite�
ren Rechnungen� sowohl statisch als auch dynamisch� basieren� Die bisher in
der Literatur ver�o�entlichten Ergebnisse werden diskutiert und gezeigt� da�
die dort verwendeten Techniken nicht ausreichen� um dynamische Prozesse
zu beschreiben� wie beispielsweise Bag�Bag Kollisionen oder Stringformie�
rung und Stringfragmentation�

��� Ph�anomenologie des Farbcon�nements

In Abschnitt ��
 wurde gezeigt� da� das Vakuum der QED die Eigenschaft
hat� durch die Erzeugung von virtuellen Elektron�Positron Paaren� Ladun�
gen abzuschirmen � Im Vakuum der QCD hingegen k�onnen analog nicht nur
virtuelle Quark�Antiquark Paare existieren sondern auch Gluonenpaare �s�
Abbildung ����� wodurch die wahren Ladungen antiabgeschirmt werden� Wir
versuchen nun durch ein hypothetisches Modell aus der klassischen Elektro�
dynamik zu einer Beschreibung von �Anti��Abschirmungsprozessen zu gelan�
gen� Dazu betrachten wir eine Ladung in einer Kavit�at vom Radius R mit
Dielektrizit�atskonstante �� Das Verschiebungsfeld 
D betr�agt


D ! 
E % �� 
P � � 
E � �	�
�

wobei 
E das elektrische Feld und 
P die Polarisationsdichte darstellen� Da in
gew�ohnlichen Medien die Polarisation und das elektrische Feld gleichgerich�
tet ist� ist stets � 	 
� Die Annahme� die wir hier machen wollen� ist die�
da� es ein �durch Quantene�ekte hervorgerufenes� Medium mit � �� 
 gibt�


�
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Wie wir im weiteren zeigen werden� verursacht eine Ladung q in diesem Me�
dium die Formierung einer Kavit�at mit dem Radius R und � ! 
 innerhalb
und � ! �med �� 
 au�erhalb� da die erzeugten Polarisationsladungen an
der Ober��ache der Kavit�at wegen �	�
� das gleiche Vorzeichen wie q haben
�Abbildung 	�
�� Somit sto�en sich die wahre Ladung q und die Polarisations�
ladungen ab� und durch den Druck des Vakuums auf diese Kavit�at entsteht
bei einem bestimmten Radius ein Gleichgewichtszustand� Quantitativ kann

κ=1

κ=κmed<<1q+

+

+
++

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

Abb� ���� Ein
u� einer Ladung auf ein hypothetisches Dielektrikum in der klas�

sischen Elektrodynamik�

man diesen E�ekt durch Betrachtung der Energiebilanz einer solchen Ka�
vit�at� U ! Uel % Ukav erkl�aren �		�� Es tragen einerseits die elektrostatische
Energie

Uel !
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Z
d�x 
D � 
E �	���

und die Volumenenergie der Kavit�at

Ukav 
 ��
	
R�p �	�	�

bei� wobei p den Druck des Vakuums auf die Kavit�at darstellt� Uel berechnet
sich aus den Feldst�arken innerhalb und au�erhalb der Kavit�at� 
Din ! 
Ein !

Dout ! q�R�
er und 
Eout ! q��R��med�
er� womit sich

Uel !
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ergibt� Bestimmt man das Minimum von U als Funktions des Radius und
setzt diesen wieder in U ein� so erh�alt man

Umin !
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Daraus folgern wir imGrenzfall �med � �� da� jede beliebige einzelne Ladung
innerhalb dieses Mediums zu einer Kon�guration mit unendlicher Energie
f�uhrt� diese also nicht existieren kann�
Essentiell f�ur das obige Ergebnis ist die Tatsache� da� eine einzelne Ladung
nach dem Gau�schen Gesetz nur ein radiales Feld erzeugen kann und somit
die Feldlinien senkrecht auf der Ober��ache der Kavit�at stehen� F�ur eine La�
dungskon�guration mit verschwindender Gesamtladung ist es jedochm�oglich�
da� die Feldlinien stets parallel zur Ober��ache des Mediums liegen� womit

Din ! 
Ein� 
Dout ! � und an der Ober��ache 
Eout ! 
Ein gilt� Die Gesamten�
ergie bleibt also endlich auch f�ur �med � �� Diese Tatsache� da� Ladungen
nur in neutralen Kon�gurationen vorliegen k�onnen� liefert eine anschauliche
Erkl�arung f�ur die experimentelle Evidenz bisher nicht beobachteter einzelner
Farbladungen in der QCD� Ein Mediummit verschwindender Dielektrizit�ats�
konstante dient daher als Modell f�ur das Vakuum der QCD und liefert eine
nat�urliche Beschreibung f�ur die Struktur der Hadronen als Farbsingletts� wie
in Abbildung 	�� gezeigt� Ein Meson besteht demnach aus einem Quark�
Antiquark Paar� wobei jede Feldlinie� die von dem Quark ausgeht und bei
dem Antiquark endet� An der Ober��ache verlaufen die Feldlinien parallel
zum Medium� Eine �ahnliche Situation ergibt sich f�ur Baryonen� die aus drei
Quarks bestehen �Abbildung 	�� rechts��
Im n�achsten Abschnitt werden wir ein Modell vorstellen� das die hier be�

κ=0κ=1

q

q

κ=1

q

q

q

Abb� ���� Struktur von Meson �links� und Baryon �rechts�� sowie der Verlauf der

Feldlinien innerhalb der Kavit�at�

schriebenen physikalischen Eigenschaften beinhaltet und es gestattet� Hadro�
nen als dynamische und selbstkonsistente Solitonen zu bescheiben� Es bildet
die Grundlage f�ur die weiteren Untersuchungen �uber das dynamische Verhal�
ten des Farbcon�nements in den weiteren Kapiteln�
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��� Die Lagrangedichte

Das nicht�topologische Solitonen�Modell wurde erstmals 
��� von Friedberg
und Lee ���� 	�� 	
� vorgeschlagen� Doch erst nach der Weiterentwicklung
durch die Arbeitsgruppe um Wilets in Seattle �
�� 	�� 	�� 	�� 	�� ��� �
� ���
�	� ��� �
� ��� ��� erlangte es die heutige Popularit�at als e�ektives Modell zur
Beschreibung von Nukleonen� Im Mittelpunkt des Modells steht das nicht�
topologische Solitonen�� oder ��Feld� welches eine ph�anomenologische Be�
schreibung f�ur die komplexe nichtperturbative Struktur des QCD�Vakuums
�Antiabschirmung� Farbcon�nement� etc�� darstellt� Das Friedberg�Lee Mo�
dell erlaubt die dynamische Beschreibung von Hadronen als Solitonen� die
im skalaren ��Feld gebunden sind� Die Lagrangedichte ist dabei durch

LFL ! Lq % Lq� % L� % LG �	���

gegeben� wobei
Lq ! ���i�� "D� �m�� �	���

den Dirac�Term�

L� ! 

�
�������

���� U��� �	���

den Anteil des skalaren Feldes�

Lq� ! g�� ��� �	���

die Quark���Kopplung und der letzte Term

LG ! �

�
����F a

��F
��
a �	�
��

den gluonischen Anteil der Lagrangedichte beschreibt�
Der Dirac�Term ist identisch mit dem der QCD und beschreibt die Quarks
als Spin�
(��Teilchen mit der Stromquarkmasse m � 
�MeV � Die Fermion�
wellenfunktion � hat � �Dirac� mal 	 �Farbe� mal n �Flavor� Komponenten
und die Form der kovarianten Ableitung ist

D� ! �� � igv�
�a

�
�A�

a � �	�

�

A�
a sind die Gluonenfelder� die minimal an die Quarks gekoppelt werden�
Der Term �	��� beschreibt die Kopplung der Quarks an das skalare ��Feld
und wirkt als Massenterm f�ur diese� so da� das Modell nicht chiral invariant
ist� Der kinetische und der potentielle Anteil f�ur das ��Feld enth�alt das
Selbstwechselwirkungspotetial U���� das �ublicherweise in vierter Ordnung in
� angenommen wird

U��� !
a

�)
�� %

b

	)
�� %

c

�)
�� %B � �	�
��
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Die Konstanten in �	�
�� werden so gew�ahlt� da� U��� ein lokales Minimum
an � ! � hat� sowie ein energetisch tieferes �globales� Minimum an einem
nichtverschwindenden Vakuumerwartungswert �vac� an dem U��� ! � ange�
nommen wird� Die Konstante B wird so eingestellt� da� U��vac� ! � und
U��� ! B� so da� man B mit der sogenannten Bag�Konstante� also der Vo�
lumenenergiedichte der Kavit�at� identi�zieren kann� Gluonische Farbfelder
werden wie in der reinen QCD eingef�uhrt� bis auf eine indirekte Wechsel�
wirkung mit dem skalaren ��Feld durch eine dielektrische Funktion ����
mit ���� ! 
 und ���vac� ! �� ���� wird in diesem Modell nicht eindeutig
vorgeschrieben� und man mu� eine Wahl bez�uglich der funktionalen Form
tre�en� In der Vergangenheit wurden einige Vorschl�age gemacht� die man
folgenderma�en zusammenfassen kann�

�nm��� ! j
� � �

�vac
�njm#��vac � �� � �	�
	�

Friedberg und Lee schlugen urspr�unglich n ! m ! 
 vor� w�ahrend andere
��
� ��� n ! 
� m ! � oder sogar �n�m� ! ��� 
�� ��� 	��� und ��� �� �	��
benutzten� Wir bevorzugen die Parameter �n�m� ! �
� ��� womit garantiert
wird� da� ����vac� ! � ist�
Weil man annimmt� da� das ��Feld alle nichtperturbativen und somit lang�
reichweitigen E�ekte der QCD modelliert� vernachl�assigt man die Beitr�age
der Selbstwechselwirkung der Gluonenfelder und behandelt diese konsisten�
terweise als klassische Maxwell�Felder� mit

����F a
��� ! ja� � �	�
��

und F a
�� ! ��A

a
� � ��A

a
� � �	�

�

Die anderen beiden Feldgleichungen� die aus der Lagrangedichte folgen� ha�
ben die Form

����i�� � igv
�a
�
Aa
���m� � g���� ! � f�ur � � �	�
��

���
�� % U ���� %




�
�����F a

��F
��
a % g� ��� ! � f�ur � � �	�
��

wobei die Ableitungen von U und � als Ableitungen nach � zu verstehen sind�
Die Gleichungen �	�
��� �	�
�� und �	�
�� bilden die Grundgleichungen des
Modells� deren selbstkonsistente L�osung gesucht wird� Dieses Vorgehen wird
durch die Tatsache erschwert� da� die Gleichungen gekoppelt und hochgradig
nichtlinear in den Feldern sind� Man macht daher zun�achst die vereinfachende
Annahme� da� man von allen Feldern nur ihre Erwartungswerte betrachtet�
und die quantenmechanischen Fluktuationen vernachl�assigt� Dieses Vorgehen
wird als Mittelfeldn�aherung bezeichnet� Weiterhin wird angenommen� da�
die Grundzustandseigenschaften des Modells im wesentlichen durch Quark�
Wellenfunktionen und ��Feld gegeben sind� Der Ein�u� des Gluonenfelds
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wird anschlie�end in niedrigster Ordnung St�orungstheorie auf den �farbneu�
tralen� Grundzustand berechnet� Unter diesen Pr�amissen wurden von vielen
Autoren Solitonl�osungen der statischen Gleichungen

�i
�r%m� % g���� ! � �	�
��

r
�� � dU

d�
� g� ��� ! � �	�
��

berechnet und versucht� die wichtigsten Eigenschaften des Hadronenspek�
trums mit zwei Quarksorten �up und down�� also von N � und 
 � � zu
reproduzieren� was unter einer geeigneten Wahl der Modellparameter stets
m�oglich ist� Eine gute �Ubersicht �uber diese Arbeiten �ndet man in �
�� ����
Im weiteren wollen wir aber auf den weniger gut dokumentiertenGluonensek�
tor des Modells eingehen und die bisherigen in der Literatur ver�o�entlichten
Rechnungen zusammenfassen�

��� Der Gluonenpropagator im Medium

Betrachtet man die gebundenen Solitonzust�ande niedrigster Masse ohne ex�
plizite Farbfreiheitsgrade� so sind alle zwei Quarkzust�ande �Pion und Rho�
Meson� sowie alle drei Quarkzust�ande �Nukleon und  � entartet� Somit
ist der Quark�Antiquarkzustand� der gew�ohnlich bei � ��
MeV festgelegt
wird� eine Mischung aus 
� und ��Meson und der drei Quarkzustand �bei
� 
���MeV � eine Mischung aus Nukleon und  �
��� Eine Aufspaltung
dieser wird erreicht durch die Wechselwirkung des Spins der Quarks �farb�
magnetische Hyperfeinaufspaltung�� Zur Berechnung dieses Energiebeitrages

EM ! �
X
ckk�

X
i�j

Z
d�r

Z
d�r�Jkci �
r�G

kk��
r� 
r��� ! ��Jk
�c

j �
r
�� � �	����

mit den Quarkstr�omen

Jkci �
r� ! �gu�
r�v�
r��yi�c�klmxl�m�i �	��
�

ben�otigt man den Gluonenpropagator G���
r� 
r���� des Modells� Dieser wur�
de von Bickeboeller et al� ��
� ��� durch eine Entwicklung in Kugel��achen�
funktionen erstmals konstruiert� Wir beschreiben nun kurz die Ableitung
des skalaren G���Propagators� Die entsprechende Ableitung von Gkk� durch
Entwicklung nach Vektor�Kugel��achenfunktionen ist etwas aufwendiger aber
verl�auft analog�
W�ahlt man die Coulombeichung im Medium r � �� 
A� ! �� so k�onnen die
Maxwellgleichungen �	�
�� in

r � ��rA�� ! �j� � �	����

����t 
A%r�� 
A�r� �� 
A� r�
�
� ! �
j % �r�tA� � �	��	�
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umgeschrieben werden� Diese Gleichungen sind die Bestimmungsgleichungen
f�ur die Greenfunktionen� Den skalaren Anteil der Greenfunktion G�
r� 
r�� �
G���
r� 
r�� erh�alt man durch

r��
r�rG�
r� 
r�� ! ���
r � 
r�� � �	����

Um Divergenzen im Limes �� � zu vermeiden� de�niert man

�G�
r� 
r�� !
q
��
r�G�
r� 
r��

q
��
r�� � �	��
�

Somit mu� �G
�r� �W �
r�� �G�
r� 
r�� ! ���
r � 
r�� �	����

erf�ullen mit dem &Potentialterm&W �
r�� der durch

W �
r� !



�
jr�log���
r���j� % 


�
r

� log���
r�� �	����

gegeben ist� Die Greenfunktion �G� den Potentialterm W � sowie die
��Funktion werden nun nach Kugel��achenfunktionen

W �
r� ! W �r�LMYLM �*� � �	����

���
r � 
r�� !



r�
��r � r��Yl�m��*�Y �

l�m��*�� und �	����

�G�
r� 
r�� ! c���




r�
j�lm�r��Ylm�*���




r�
n�

�

l�m��r��Y
�
l�m��*�� � �	�	��

entwickelt� wobei �uber wiederholte Indices automatisch summiert wird und
die Gr�o�en �r��*�� sich auf �r�*� beziehen f�ur r � r�� sowie auf �r��*��
f�ur r � r�� �r��*�� ist analog de�niert� Durch Multiplikation von �	�	��
mit Y �

lm�*� und Integration �uber die Winkelkoordinate * reduziert die obige
Entwicklung die homogene partielle Di�erentialgleichung �	���� auf Di�eren�
tialgleichungen f�ur die radialen Funktionen j�lm�r� und n

��

l�m��r�����
� d�

dr�
%
l�l% 
�

r�

�
�ll��mm� %WLM �r� � lmjYLM jl�m� �

�
�
�
j�l�m�

n�l�m�

�
! � �

�	�	
�
Der Satz von Funktionen� der regul�ar im Ursprung ist� ist durch j�lm�r� gege�
ben und derjenige� der regul�ar im Unendlichen ist� durch n�

�

l�m��r���
Betrachten wir nun zun�achst den Fall� da� das Medium und somit W �
r� !
W �r�Y�� sph�arische Symmetrie besitzt� Dann gilt f�ur die Matrixelemente

� lmjYLM jl�m� �!
Z
d*Y �

lm�*�YLM �*�Yl�m��*� � �ll��mm� � �	�	��

da in der Entwicklung von W nur der Term mit L ! � und M ! � beitr�agt�
Somit bricht die Summe �uber die Matrixelemente in �	�	
� zusammen und
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die Winkelanteile entkoppeln� Das verbleibende Gleichungssystem kann je�
doch nicht weiter analytisch vereinfacht werden� da die radiale Abh�angigkeit
von W �r� in �	���� f�ur eine realistische funktionale Form von ��
r� zu kom�
plex ist� Man mu� daher mit numerischen Methoden die Radialfunktionen
bestimmen�
Die Berechnung der Radialfunktionen stellt sich weitaus komplexer dar� wenn
das Medium keine sph�arische Symmetrie besitzt� In diesemFall hat man nicht
mehr den Vorteil� da� man zu gegebener Symmetrie der Quarkstr�ome �bei�
spielsweise einen dipolartigen Strom mit l ! 
� nur die zugeh�orige Green�
funktion berechnen mu�� sondern es werden verschiedene Drehimpulse l� l�

und m�m� gemischt� so da� man immer einen vollst�andigen Satz von Radi�
alfunktionen ben�otigt� Hat man es dar�uberhinaus mit einem sich dynamisch
ver�anderden Medium zu tun� so m�ussen diese Funktionen stets neu berechnet
werden� was zu einem sehr gro�en numerischen Aufwand f�uhrt� Da weiter�
hin nach Bestimmung der Greenfunktion noch die Potentiale durch Raum�
integration bestimmt werden m�ussen� eignet sich dieses Verfahren nicht f�ur
dynamische Simulationen� sondern lediglich zur Berechnung statischer Eigen�
schaften der Gluonen imRahmen dieses Modells� Diese Eigenschaften werden
nun im folgenden Abschnitt kurz beschrieben�

��� Statische Gluonenfelder

In diesem Abschnitt beschreiben wir den Ein�u� der Quark�Gluon Wechsel�
wirkung auf die Massen der Hadronen� Wie im vorangegangenen Abschnitt
erw�ahnt� haben die niedrigstliegenden �s���� Zust�ande aus zwei Quarks �Me�
sonen�� sowie die aus drei Quarks �Baryonen� ohne Ber�ucksichtigung der
Farbwechselwirkung dieselbe Masse� Diese Entartung wird aufgehoben durch
die von den Quarks erzeugten Gluonenfelder� die man in niedrigster Ordnung
St�orungstheorie� also unter Vernachl�assigung der Gluonselbstwechselwirkung
und des Ein�usses der Gluonenfelder auf die Quarkwellenfunktionen bzw� das
��Feld� berechnet� Der Beitrag der Gluonen zur Energiedichte des Systems
betr�agt daher ����

HG !
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Verwendet man die Feldgleichung �	�
��� so kann durch Integration von �����
der Energiebeitrag des Gluonenfeldes bestimmt werden�

HG !
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Aufgrund der Tatsache� da� das elektrische Feld im Grundzustand aus
Gr�unden der Farbsymmetrie verschwindet ���� 
�� und nur der magneti�
sche Anteil zur Gesamtenergie beitr�agt� erh�alt man aus �	�	�� den Ausdruck
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�	����� Setzt man die Quarkstr�ome �	��
� in �	���� ein und beachtet� da� f�ur
Quarks im s��� Grundzustand nur die l ! 
�Komponente des Gluonenpro�
pagators beitr�agt� so ergibt sich

EM ! ��
	
	s
X
i�j

� 
�i � 
�j 
�i � 
�j �M � �	�	
�

wobei

M !
��r��

W �r��

Z
r�dr

Z
r��dr�

�
u�r�v�r�

r��r�
f��r��g��r��

u�r��v�r��

r���r��

�
�	�	��

den �Uberlapp der radialen Quarkwellenfunktionen u und v mit den radia�
len Funktionen f� und g� des Gluonenpropagators beschreibt� Die Farb� und
Spinmatrixelmente in �	�	
� kann man faktorisieren und man erh�alt f�ur Ba�
ryonen

� 
�i � 
�j � ! ���	 �	�	��

� 
�i � 
�j � !

� �
 f�ur das Nukleon

 f�ur das Delta�

�	�	��

sowie f�ur die Mesonen

� 
�i � 
�j � ! �
��	 �	�	��

� 
�i � 
�j � !

�
�	 f�ur das Pi�Meson

 f�ur das Rho� oder Omega�Meson�

�	����

Daher ergibt sich als Energiedi�erenz

E� �� E�N� !
	�

	
	sM�Baryon� �	��
�

E�
� �E��� !

��

	
	sM�Meson� � �	����

Die bisher unbestimme starke Kopplungskonstante kann daher benutzt wer�
den� um beispielsweise die experimentell bekannte Energiedi�erenz zwischen
 und Nukleon von � ���MeV festzulegen und mit dem bestimmten Wert
die Aufspaltungsenergie zwischen 
� und ��Meson vorherzusagen�
Die in der Literatur ver�o�entlichten Ergebnisse ��
� �	� sind in Abbildung 	�	
aufgef�uhrt� Dabei wurden die Parameter des Modells� also a� b� c aus U����
sowie die Kopplungsparameter g� und 	s ! g�v����� wie folgt festgelegt� Man
�ttet die Masse des Nukleons ��	�MeV �� die Masse des  �
�	�MeV �� so�

wie den Ladungsradius des Protons �� r� �
���
N ! ���	fm�� wodurch 	s� g�

und ein Potentialparameter bestimmt sind� Die physikalischen Eigenschaf�
ten der Solitonl�osungen des Modells werden mit den verbleibenden Para�
metern c� f ! b��ac� sowie den unterschiedlichen Parametrisierungen von
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Abb� ���� Parameter des Friedberg�Lee Modells und einige physikalische Eigen�

schaften der Solitonl�osungen f�ur verschiedene Parametrisierungen der

Dielektrizit�atskonstanten ����� Die Tabellen sind aus ���� entnommen�
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�� � �� untersucht� Die Ergebnisse sind in Abbildung 	�	 zu sehen� die aus
��
� entnommen wurden� Man erkennt in Table �� da� der Wert der starken
Kopplungskonstante 	s in den meisten F�allen zwischen ��� � 	s � 
�� liegt�
also insbesondere recht gro�e Werte annimmt� In Table 	 �Auszug aus ��	��
ist die Masse des Pions aufgetragen� wobei ��� die hier beschriebene per�
turbative Rechnung wiedergibt� Man sieht� da� die Aufspaltung der Ener�
gieniveaus f�ur die Mesonen viel zu gering ist mit dem Wert von 	s� mit
dem die Aufspaltung der Baryonen ge�ttet wird� Die Werte liegen zwischen
�	�MeV � m	 � ���MeV � sowie ���MeV � m
 � ���MeV f�ur Pion
und Rho�Meson� Selbst eine selbstkonsistente Berechnung des Solitons� die
die R�uckkopplung der Gluonfelder auf Quarkverteilungen und ��Feld bein�
haltet� ist nicht in der Lage� die korrekte Pionenmasse von � 
��MeV zu
reproduzieren� Der Grund daf�ur liegt wohl in der Tatsache� da� das Pion nicht
als eigenst�andiges Teilchen betrachtet werden kann� sondern als Goldstone�
Boson der chiralen Symmetrie�
In Table � % 
 ist das magnetische Moment des Protons

�p !
	Z

d�r�
r �
j�
r��z
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und der Quotient aus axialer und Vektorkopplungskonstante

ga
gv
!� p � j"��"+�j � p �! 


	

Z �

�
dr r��u��r�� 


	
v��r�� �	����

aufgetragen� wobei "�� ! "���� die Gell�Mann Matrix und "+� die � � � Spin�
matrix darstellen� Beide Gr�o�en k�onnen im Rahmen des Modells und un�
abh�angig von den verbleibenden Parametern gut reproduziert werden�
Mit diesem Modell ist man also in der Lage� die statischen Eigenschaften der
Hadronen gut darzustellen� Allerdings sind bis heute nur wenige Versuche
unternommen worden� auch dynamische Prozesse zu beschreiben� Das liegt
zum einen an den oben dargestellten Schwierigkeiten� den Gluonenpropagator
f�ur deformierte Bagzust�ande zu berechnen und zum anderen daran� da� eine
dynamische Zeitentwicklung der Quarks mit Hilfe der Diracgleichung oder
einer zeitabh�angigen Hartree�Fock�Rechnung zu Instabilit�aten f�uhrt� Diese
werden durch Diracseebeitr�age hervorgerufen� die sich aufgrund der geringen
Current�Quarkmasse leicht beimischen �
	�� Das erste Problem der L�osung
der Gluonenfeldgleichungen werden wir umgehen� indem wir mit Hilfe eines
numerischen Verfahren �Finite Elemente� diese Gleichungen direkt im Orts�
raum l�osen� Eine detaillierte Beschreibung der numerischen Techniken be�n�
det sich in Anhang B�� Die Zeitentwicklung der Quarks beschreiben wir mit
einer semiklassischenTransportgleichung f�ur die Phasenraumverteilungen der
Quarks� In diesem Modell kann man auf Zust�ande mit wohlde�nierter Ener�
gie projizieren� was eine getrennte Behandlung von Quarks und Antiquarks
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erm�oglicht� Weiterhin ist die Erhaltung der Baryonenzahl ein fundamenta�
ler Bestandteil des Modells ����� so da� ein Zerfall der Quarkzust�ande nicht
m�oglich ist� Mit der Ableitung und Darstellung eines solchen Transportmo�
dells besch�aftigen wir uns im folgenden Kapitel�



Kapitel �

Das Friedberg�Lee

Transportmodell

In diesem Kapitel werden wir die Entwicklungen auf dem Gebiet der Trans�
porttheorien f�ur Quarks und Gluonen darstellen� W�ahrend f�ur Transport�
theorien mit Nukleonen als fundamentalen Freiheitsgraden Modelle wie bei�
spielsweise das RBUU� �
�� oder das RQMD�Modell �

� l�angst etabliert
sind� sind quarkbasierte Transportmodelle noch heute Gegenstand von For�
schungsarbeiten� Die Hauptschwierigkeiten bei der Formulierung liegen zum
einen an der geringen Quarkmasse und an der Tatsache� da� die Wech�
selwirkung zwischen Quarks und Gluonen durch eine nichtabelsche SU�	��
Eichtheorie beschrieben wird� Um die Eichinvarianz zu garantieren� mu� da�
her die De�nition der quantenmechanischen Phasenraumverteilung �Wigner�
funktion� modi�ziert werden� was zu Komplikationen in der semiklassi�
schen Entwicklung der Gleichungen f�uhrt� Andererseits gibt es bislang keine
vollst�andige Ableitung eines Kollisions� oder Paarproduktionsterms� so da�
die f�ur hochenergetische Reaktionen eminent wichtige Produktion neuer Teil�
chen weiterhin ein o�enes Problem bleibt�
Der folgende Abschnitt zeigt die Ableitung von kinetischen Gleichungen f�ur
klassische Farbladungen unter der Wechselwirkung von nichtabelschen Farb�
feldern� In Abschnitt ��� wird skizziert� wie diese mit Hilfe eines wohlde�ner�
ten N�aherungsschemas aus den exakten quantenmechanischen Bewegungs�
gleichungen hervorgehen� Im letzten Abschnitt dieses Kapitels werden wir
schlie�lich diese in der abelschen N�aherung betrachten und anschlie�end auf
das Friedberg�Lee Modell erweitern�
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��� Kinetische Theorie klassischer Farbla	

dungen

Der Ausgangspunkt der Ableitung kinetischer Gleichungen f�ur Quarks bildet
die Einteilchen�Phasenraumfunktion f�ur Teilchen mit Farbladung f�x� p�Q�
��
�� wobei x ! x� die Raum�Zeit�� p ! p� die Energie�Impuls� und Q ! Qa

die Farbladungs�Abh�angigkeit von f bestimmen� Q ist ein ��komponentiger
Farbvektor� dessen Komponenten komplexwertig sind� Ein eich� und lorentz�
invarianter Ausdruck f�ur die Zeitentwicklung von f ist durch die totale Ab�
leitung nach der Eigenzeit gegeben�

m
df

d�
�
�
p�

�f

�x�
%m ,p�

�f

�p�
%m ,Qa �f

�Qa

�
f�x� p�Q� ! C�x� p�Q� � ���
�

mit dem Kollisionsterm C� der die kurzreichweitigen Zweiteilchenst�o�e be�
schreibt� Die Zeitableitungen auf der rechten Seite von ���
� beziehen sich
ebenfalls auf die Eigenzeit � der Teilchen� Unter der Annahme� da� die Farb�
ladungen an ein klassisches SU�	��Farbfeld koppeln� ist ,Qa ! dQa�d� durch
die Wong�Gleichung �
��

m ,Qa ! �gvfabcp�Ab
�Q

c �����

bestimmt und ,p� ! dp��d� durch

m ,p� ! �gvQaF ��
a p� � ���	�

Setzt man diese Relationen in ���
� ein� so ergibt sich

p�
�
�� � gvQaF

a
���

�
p � gvfabcA

b
�Q

c�aQ
�
f�x� p�Q� ! C�x� p�Q� � �����

Aa
� und F a

�� sind die klassischen SU�	��Eichpotentiale und Eichfelder� Ei�
ne analoge Gleichung f�ur Antiteilchen erh�alt man durch Ersetzung von Qa

durch �Qa in ������ Diese werden durch die Yang�Mills Gleichungen f�ur die
Farbfelder abgeschlossen�

D�F a
�� ! �ja� ! �

Z
p�Q

a
h
f�x� p�Q�� �f�x� p�Q�

i
dPdQ � ���
�

Die Erweiterung der gew�ohnlichen Vlasovgleichung auf Farbfreiheitsgrade
besteht nun darin� da� die Mean�Field�Terme auf der linken Seite von ������
durch einen Driftterm erweitert werden� der durch die Farbabh�angigkeit von
f und die nichtabelsche Wechselwirkung gegeben ist�
Ausgehend von ����� k�onnen nun mehrere Hierarchien von Momentenglei�
chungen abgeleitet werden� indem man Momente bez�uglich Potenzen von
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Qa und(oder p� bildet� Die Momentengleichungen bez�uglich des Farbvek�
tors erweisen sich dabei als sehr n�utzlich im Vergleich zur quantenmecha�
nischen Ableitung� Im folgenden Abschnitt wird n�amlich gezeigt� da� man
die niedrigsten Farbmomente von f�x� p�Q� mit den Farbkomponenten der
Wignermatrix identi�zieren kann� wenn diese im semiklassischen Grenzfall
berechnet werden� Wir de�nieren daher die klassische Phasenraumverteilung
f�ur Farbsinglett� Farboktett� u�s�w� durch

f��x� p� !
Z
f�x� p�Q�dQ � �����

fa�x� p� !
Z
Qaf�x� p�Q�dQ �

fab�x� p� !
Z
QaQbf�x� p�Q�dQ � etc�

Integriert man die Transportgleichung ����� �uber den Farbraum� so erh�alt
man unter Verwendung von �����

p���f��x� p� ! gvp
�F a

���x��
�
pfa�x� p� %

Z
C�x� p�Q�dQ �����

p�
h
���ac % gvfamcA

m
� �x�

i
fc�x� p� ! �����

gvp
�F b

���x��
�
pfab�x� p� %

Z
QaC�x� p�Q�dQ

p�
h
���ac�bd % gv ��acfamc % �bdfamc�A

m
� �x�

i
fcd�x� p� ! �����

gvp
�F c

���x��
�
pfabc�x� p� %

Z
QaQbC�x� p�Q�dQ � etc�

Diese Hierarchie von Momentengleichungen kann f�ur klassische Farbladun�
gen nicht abgeschlossen werden� da die Farbmomente unabh�angig sind� El�
ze und Heinz �
�� argumentieren mit Hilfe von Analogiebetrachtungen� da�
man die Farbalgebra der quantenmechanischen Farboperatoren "Qa ! ��

�
"�a

auf die klassischen Farbvektoren �ubertragen kann� Insbesondere wird die
Antikommutator�Relation f "Qa� "Qbg ! �

�
�ab� dabc "Qc verwendet� um die Hier�

archie der Farbmomente nach dem zweiten Term durch �
��

fab !



�
�abf � 


�
dabcfc ���
��

abzubrechen� Durch Einsetzen dieser Annahme kann die Gleichung ����� in

p�
�
���ac % gvfamcA

m
� �x� %

gv
�
damcF

m
���x��

�
p

�
fc�x� p� ! ���

�

%
gv
�
p�F a

���x��
�
pf

��x� p� %
Z
QaC�x� p�Q�dQ

umgeschrieben werden� Das abgeschlossene System von Gleichungen �����
und ���

� beschreibt die Zeitentwicklung der Phasenraumverteilungen von
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Farbladungen unter dem Ein�u� von nichtabelschen Farbfeldern� Im n�ach�
sten Abschnitt werden wir zeigen� da� diese Gleichungen im semiklassischen
Grenzfall einer quantenmechanischenAbleitung im Rahmen des Wignerfunk�
tionsformalismus exakt reproduziert werden k�onnen�

��� Kinetische Theorie der Quarks

Da die Ableitung der Bewegungsgleichung der QCD Wignerfunktion sehr
umfangreich und auch technisch involviert ist� geben wir hier nur einen sche�
matischen Abri� derselben� Eine detaillierte Beschreibung be�ndet sich in
��
� 
���
Das quantenmechanische Analogon zur klassischen Phasenraumverteilung ist
die Wignerfunktion� die durch

"W���x� p� �
Z

d�y

�����
e�ipy ����x�e

�y��	 �Dy
x � e��y��	 �Dx���x� ���
��

de�niert ist� wobei 	� � die Quantenzahlen des Zustandes kennzeichnen und
"Dx ! �x� ig "A die eichkovariante Ableitung ist� Man beachte� da� nur unter
Verwendung von "Dx statt �x in der De�nition der Wignermatrix diese sich un�
ter Eichtransformationen kovariant verh�alt� Ist daher "S�x� ! exp �i#a�x� "T a�
eine beliebige lokale SU�	��Eichtransformation mit ��x�� "S�x���x�� so gilt

"W���x� p�� "S�x� "W���x� p� "S
���x� � ���
	�

Da weiterhin "D� � "S�x� "D� "S���x� gilt� transformieren sich auch der
Feldst�arketensor "F�� ! � "D�� "D� � und die Farbstr�ome

"j� !
Z
d�p "Tatr��

� "T a "W �x� p�� ���
��

eichkovariant� Eine weitere Motivation f�ur die De�nition der Wignermatrix
���
�� erh�alt man durch formale Auswertung der Fouriertransformation

"W���x� p� ! ����x���p� "�����x� � ���

�

wobei die Phasenraumdynamik durch den kinetischen Impuls "�� ! "p�%gv "A�

bestimmt wird und nicht durch den kanonischen Impuls p��
Eine Bewegungsgleichung f�ur "W wird gew�ohnlich abgeleitet� indem man den
Driftoperator p��� auf die Wignerfunktion anwendet und unter Verwendung
der Diracgleichung eine geschlossene Gleichung f�ur die Wignermatrix er�
stellt� Diese wird dann einer semiklassischen Entwicklung unterzogen� die
f�ur abelsche� oder Nichteichsystemeunter der BezeichnungWigner�Kirkwood
Entwicklung bekannt ist� Sie besteht formal in einer Entwicklung nach Poten�
zen in �h und wird generiert durch die Ersetzung y � i�h�p in den Shift� oder
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Paralleltransport�Operatoren von "W � also in einer Taylorentwicklung von
exp�i�h���x�p�� In einer nichtabelschen Eichtheorie ist diese Entwicklung je�
doch nicht m�oglich� da der Paralleltransportoperator die eichkovariante Form
der Ableitung

exp�i�h����x � ig

�h
"A�x���p� ���
��

enth�alt� Daher existieren zu jeder Ordnung von �h abz�ahlbar viele Terme� die
nicht als geschlossener Ausdruck darstellbar sind�
Eine M�oglichkeit� dieses Problem zu umgehen� bietet dieWahl einer bestimm�
ten Eichung� der sogenannten Fock�Schwinger �FS� Eichung� die an einem
bestimmten Raum�Zeit Punkt �xiert wird�

�x� Z�� "A
�
Z�x� � � mit "A�

Z�Z� ! � ���
��

als Randbedingung� Der Index Z markiert die Wahl einer festen Eichung f�ur
die indizierte Gr�o�e� Die Wignerfunktion reduziert sich in dieser Eichung auf
den bekannten Ausdruck

"W���x� p� !
Z

d�y

�����
e�ipy ��Z��x�e

�y��	�x � e��y��	�x�Z��x� � ���
��

Wendet man den eichkovarianten kinetischen Driftoperator p � � "DZ�x�� �� auf
���
�� an und f�uhrt die semiklassische Entwicklung durch� so erh�alt man nach
etwas Algebra

p� "D�
"W �x� p� %

gv
�
fp� "F�� � ��p "W �x� p�g ���
��

�igv
��h
�S�� "F��� "W �x� p��

�g
�
f "D��x��S

�� "F���x��� �
�
p
"W �x� p�g ! C�x� p� �

wobei f�ur die auftauchenden Gr�o�en wieder die feste Wahl der Eichung zu be�
achten ist� Man erkennt an ���
��� der semiklassischen Bewegungsgleichung
der QCD Quark�Wignerfunktion� da� die relativistische und nichtabelsche
Struktur der Theorie neue Kopplungsterme generiert� die sich durch
�Anti��Kommutatoren und die Kopplung des Spins S�� ! �

��h�
�� an die Farb�

felder manifestieren�
Die Gr�o�en in Gleichung ���
�� sind nach wie vor Quantenfeldoperatoren�
die� um Observable berechnen zu k�onnen� �uber wohlde�nierte Ensembles
gemittelt werden m�ussen� Zur Zeit kann man diese jedoch nur f�ur speziel�
le Szenarien bestimmen �Hochtemperaturentwicklung� etc� �� weil daf�ur das
Problem des Con�nements der QCD gel�ost sein m�u�te� Um daher die Glei�
chung ���
�� weiter zu vereinfachen� wird bez�uglich des �Uberganges zu einer
Gleichung in Mittelfeldn�aherung ein Ansatz gemacht� der in der Literatur als



	� KAPITEL �� DAS FRIEDBERG�LEE TRANSPORTMODELL

Abelsche Dominanz Approximation bekannt ist� Man orientiert sich dabei an
den im Rahmen der Gittereichtheorie recht gut untersuchten Eigenschaften
von Flu�schlauchkon�gurationen� in denen der Feldst�arketensor � "F���x� �
sehr gut durch ein schwach variierendes� im Farbraum diagonales Mittelfeld
beschrieben werden kann� Ist daher "S�x� eine Eichtransformation so� da�

� "F���x� �! "S�x�F
a
���x�"ta "S

���x� ������

diagonal �abelsch� ist� so besteht die Annahme der abelschen Dominanz dar�
in� da�

� "W �x� p� �! "S�x�
�
W a"ta %W �

�
"S���x� ����
�

ebenfalls diagonal in dieser Eichung ist� �Daher tragen in der Summe �uber
die Farbindices nur noch die Terme zu kommutierenden Generatoren der
Farbgruppe "t�� "t� und der Einheitsmatrix bei� w�ahrend die anderen Entwick�
lungskoe$zienten verschwinden��
Wir zeigen im Folgenden� da� unter dieser Annahme die Gleichung ���
�� in
die Gleichungen ����� und ���

� f�ur die klassischen Farbmomente �ubergeht�
Wegen der Diagonalit�at von "F und "W verschwinden die Kommutatoren der
beiden� wodurch sich unter Ausnutzung der Antikommutatorrelationen der
"ta� n

"ta� "tb
o
!



	
�ab � dabc"tc � ������

ergibt�

p����W��x� p� %Wa�x� p�"t
a� %

gv
�
fp�F a

��
"ta� ��p �W��x� p� %Wb"t

b�g

!


p���W��x� p�� 


�
gvp

�F a
���

�
pWa

�
%

"ta



p���Wa�x� p�� gvp

�F a
���

�
pW� � 


�
gvdabcp

�F b
���

�
pWc

�
! � � ����	�

Durch Spurbildung erh�alt man die Gleichungen

p���W��x� p� !



�
gvp

�F a
���

�
pWa�x� p� ������

p���Wa�x� p� ! gvp
�F a

���
�
pW� %




�
gvdabcp

�F b
���

�
pWc � ����
�

Die Korrespondenz zwischen den klassischen Farbmomenten und den Ent�
wicklungskoe$zienten der Wignermatrix ist nun durch den �Ubergang von
dem Integral �uber den Farbraum d�Q in eine quantenmechanische Spurbil�
dung Z

d�Q� trf � g und
Z
d�QQa � trf"ta � g ������
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gegeben� Durch Ausnutzung der Spurrelation trf"ta"tbg ! �
�
�ab �ndet man

schlie�lich die Entsprechungen

W��x� p� "!



	
f�x� p� und Wa�x� p� "!�fa�x� p� � ������

wodurch nach Einsetzen in die Gleichungen ������ und ����
� die gew�unschte
�Aquivalenz gezeigt ist� Die Bewegungsgleichungen f�ur die �abelschen� Farb�
komponenten der Wignermatrix folgen daher denselben Gleichungen wie die
entsprechenden Komponenten der klassischen Phasenraumverteilungen fa�
Wir beschreiben nun die weitere Reduktion der Transportgleichung ���
��
durch die abelsche Annahme� Eine diagonale und spurlose N � N�Matrix
kann man stets durch die N � 
 kommutierenden Generatoren der SU�N�
darstellen� die durch

"hj ! ��j�j % 
��
����diag�
� � � � � 
��j� �� � � � � �� � j � �
� N � 
� ������

gegeben sind� wobei �j in der j%
�ten Zeile auftaucht� Wir schreiben daher
������ und ����
� um in

� "F���x� � ! "S�x�F j
���x�

"hj "S
���x� � ������

� "W �x� p� � ! "S�x�
�
W j"hj %W �

�
"S���x� � ���	��

Die Verbindung zu den klassischen Phasenraumverteilungen fj ist in diesem
Fall durch

� "W �ij! �W
k"hk %W ��ij ! �ij�W

k��k�j %W �� � �ijfj ���	
�

gegeben� wobei die Ladungsvektoren 
�j durch die "hj ausgedr�uckt werden
k�onnen�


�j � �
h�jj ! ��h��jj� � � � � �hN���jj� � ���	��

Mit Hilfe dieser De�nitionen kann die Gleichung ���
�� auf die wesentlich
intuitivere Form

�
p��� � gv
�jp

� 
F���
�
p

�
fj�x� p� !

igv
�

�j 
F�� ��

�� � fj�x� p�� ���		�

gebracht werden� wobei die linke Seite die Struktur einer gew�ohnlichen Vla�
sovgleichung hat� w�ahrend die rechte Seite einen spinabh�angigen Korrektur�
term darstellt�
Die Reduktion der Farbfreiheitsgrade besteht nun in einer dimensionalen
Reduktion der Ladungsvektoren von der Farb�SU�	� auf die skalare U�
��
Diese Reduktion hat zur Folge� da� man in der Gleichung ���		� die Farb�
ladungsvektoren durch 
�j � 
 und die Phasenraumverteilungen durch eine
skalare Funktion f�x� p� ersetzen mu� ��
�� Eine entsprechende Gleichung
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erh�alt man f�ur Antiteilchen� indem man entsprechend den Ladungsvektor
durch 
�j � �
�j � �
 ersetzt� Somit entsprechen also die Bewegungsglei�
chungen f�ur Quarks und Antiquarks denselben Gleichungen wie die eines
Elektron�Positron Plasmas� die durch

�
p��� � gvp

�F���
�
p

�
f�x� p� !

igv
�
F�� ��

�� � f�x� p�� � ���	��

�
p��� % gvp

�F���
�
p

�
�f �x� p� ! �igv

�
F�� ��

��� f�x� p�� ���	
�

gegeben sind �
��� Vernachl�assigt man zus�atzlich die Spinkorrekturen� so han�
delt es sich hierbei um ein gekoppeltes System von Vlasovgleichungen� wobei
die Kopplung indirekt� also �uber das von Quarks und Antiquarks gemeinsam
erzeugte Vektorfeld F�� vermittelt wird� Dieses berechnet sich analog zu ���
�
als

��F�� ! �j� !
Z
p�
h
f�x� p�� �f�x� p�

i
d�p � ���	��

Die Dynamik klassischer Farbladungen wird somit vollst�andig durch das
gekoppelte System von partiellen Di�erentialgleichungen ���	��� ���	
� und
���	�� beschrieben�

��� Das Friedberg	Lee Transportmodell

Im weiteren wollen wir die f�ur die Dynamik klassischer Farbladungen erhalte�
nen Ergebnisse ���	��� ���	
� und ���	�� auf das Friedberg�Lee Modell �uber�
tragen� Der Unterschied zwischen beiden besteht in der zus�atzlichen Kopp�
lung der Quarks an das skalare ��Feld� wodurch in den Transportgleichungen
���	�� und ���	
� ein weiterer Kraftterm F� ! m���m��p� hinzugef�ugt werden
mu��

�p��� �m���m��p��f�x� p� ! gvp
�F���x��

�
pf�x� p� � ���	��

�p��� �m���m��p�� �f �x� p� ! �gvp�F���x���p �f�x� p� � ���	��

Dabei ist m� ! m�%g�� die durch die Quark���Kopplung erzeugte e�ektive
Masse der Quarks� Weiterhin f�uhrt die zus�atzliche Abh�angigkeit des Farbfel�
des von der dielektrischen Konstanten ���� zu einer modi�zierten Maxwell�
gleichung in einem dielektrischen Medium �siehe �	�
����

�������F���x�� ! �j� !
Z
p�
h
f�x� p� � �f �x� p�

i
d�p � ���	��

Die Gleichungen ���	��� ���	�� und ���	�� werden durch eine Klein�Gordon
Gleichung� die die Eigendynamik des ��Feldes beschreibt� vervollst�andigt
�siehe �	�
����

���
�� % U ���� %




�
�����F��F

�� % g�
s ! � � ������
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Dabei sind die Ableitungen von U und � bez�uglich � zu verstehen und

s ! ��� stellt die skalare Quarkdichte dar�
Die Transportgleichungen ���	�� und ���	�� lassen sich nun weiter vereinfa�
chen unter Ber�ucksichtigung der sogenannten Massenschalenbedingung ��
�

�p�p
� � �m����f�x� p� ! � � ����
�

wodurch sich der achtdimensionale Phasenraum durch Eliminierung der
Energieabh�angigkeit von f�x� p� und �f�x� p� auf die sieben �ublichen Pha�
senraumkoordinaten x� p und t reduzieren l�a�t�

���t % pi�i % gv�F
i��pi � gvpjF

ij�pi �m��xim
��pi �f�x�p� t� ! � � ������

���t % pi�i � gv�F
i��pi % gvpjF

ij�pi �m��xim
��pi � �f�x�p� t� ! � � ����	�

Man erkennt wieder� da� sich die Gleichungen f�ur Quarks und Antiquarks
nur durch das Vorzeichen der Vektorkopplungskonstante gv unterscheiden�
Der Zusammenhang der Transportgleichungen mit den Feldgleichungen ist
�uber die Berechnung der Dichten und Str�ome gegeben ����


s�x� t� !
�

�����

Z
d�pm�

�
�f�x�p� t� % �f �x�p� t�� � ������


�x� t� !
�

�����

Z
d�p�f�x�p� t�� �f�x�p� t�� � ����
�

j�x� t� !
�

�����

Z
d�p

�
p�f�x�p� t�� �f�x�p� t�� � ������

�Q�x� t� !
�

�����

Z
d�p��f�x�p� t� % �f�x�p� t�� � ������

mit � !
q
p� % �m���� Hierbei wurde der Entartungsfaktor � eingef�uhrt�

der sich ergibt� falls man die inneren Freiheitsgrade mitber�ucksichtigt� �Wir
werden bei der Konstruktion der Hadronenzust�ande noch genauer auf die
Normierung der Verteilungsfunktionen eingehen��
Wir beschreiben nun ein intuitives Verfahren zur L�osung der Transportglei�
chungen ������ und ����	�� Dazu bringen wir die Vlasovgleichung auf die
Form eines totalen Di�erentials

d

dt
f�x�t��p�t�� !

�
�xi

�t
�xi %

�pi

�t
�pi

�
f�x�t��p�t�� ! � � ������

wobei man sowohl dem Impuls� als auch die Ortskoordinate als Funktion
eines Parameters t �Zeit� betrachtet� Ein Vergleich mit ������ liefert die Ge�
schwindigkeit

dx

dt
!
p

�
������
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sowie den Kraftterm

dp

dt
! �m

�

�
rxm

� %
gv
�
��E� p�B� � ���
��

Die Bewegungsgleichungen der Koordinaten der Phasenraumverteilungen
entsprechen daher denjenigen klassischer Teilchen� wodurch man eine an�
schauliche Motivation f�ur die numerische L�osung der Vlasovgleichung erh�alt�
Es handelt sich dabei um die sogenannte Testteilchenmethode� die erstmals
von Wong ��	� vorgeschlagen wurde� Die Phasenraumverteilung wird durch
ein Ensemble von Testteilchen dargestellt

f�x�p� t� !
NTX
i��

��x� xi�t����p� pi�t�� � ���

�

mit der Anzahl der Testteilchen NT � Setzt man diesen Ansatz in die Vla�
sovgleichung ������ ein� so sieht man� da� die Testteilchen�Koordinaten und
�Impulse den Hamiltonschen Bewegungsgleichungen

dxi
dt

!
pi

�i
� ���
��

dpi
dt

! �m
��xi�

�i
rxm

��xi� %
gv
�i
��E�xi�� pi �B�xi�� ���
	�

folgen� Entsprechende Gleichungen erh�alt man auch f�ur ein weiteres Ensemble
von Testteilchen� welches die Antiquarkverteilung beschreibt

�f �x�p� t� !
NTX
i��

��x� �xi�t����p� �pi�t�� � ���
��

die mit ���
�� und ���
	� identisch sind� bis auf die �ubliche Ersetzung gv �
�gv� Aus diesen Ensembles von Testteilchen lassen sich die skalare Dichte
und die Ladungsdichte wie folgt berechnen�


s�x� t� !



NT

NTX
i��

m�
i

�i
���x� xi�t�� % ��x� �xi�t��� � ���

�


�x� t� !



NT

NTX
i��

���x� xi�t��� ��x� �xi�t��� � ���
��

wobei die ��Funktionen folgenderma�en auszuwerten sind�

��x� xi�t�� !

�

�� x�� falls xi � �x� 
x

� �x%

x
� �

� falls xi � �x� 
x
�
�x% 
x

�
�

�
� ���
��

 x stellt die Gr�o�e einer Zelle dar� �uber die gemittelt wird�
Das dynamische Problem der Zeitentwicklung reduziert sich also auf die
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gleichzeitige L�osung der Hamilton&schen Bewegungsgleichungen ���
�� und
���
	� f�ur das Ensemble der Testteilchen �und entsprechend f�ur das Ensem�
ble der Antiquarks�� sowie der L�osung der Klein�Gordon Gleichung ������
f�ur das skalare ��Feld und der Maxwellgleichung ���	�� f�ur das �abelsche�
Farbfeld� Dieses System von Gleichungen ist gekoppelt und nichtlinear in
den Feldern� so da� man f�ur s�amtliche Rechnungen auf numerische Metho�
den zur�uckgreifen mu�� Diese sind in Anhang B erl�autert� Die Ergebnisse
dieser Simulationsrechnungen sind der Inhalt des folgenden Kapitels� wobei
wir zun�achst den statischen Grenzfall des Modells untersuchen wollen um die
Grundzustandseigenschaften des Modells zu �nden�
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Kapitel �

Ergebnisse

In diesem Kapitel zeigen wir die Ergebnisse der Rechnungen und Simula�
tionen im Rahmen des Modells� In Abschnitt 
�
 konstruieren wir stati�
sche Solitonl�osungen und legen die Modellparameter fest� indem wir die
Eigenschaften der leichtesten Hadronen reproduzieren� Mit einem adiaba�
tischen Verfahren werden wir aus den leichten Mesonenzust�anden schwere
�J�� und D� �D� erzeugen und deren physikalische Observablen bestimmen�
Anschlie�end werden wir die dynamische Formierung von Strings beschrei�
ben� was es uns gestattet� den Wert des letzten Parameter des Modells� die
starke Kopplungskonstante 	s ! g�v����� zu ermitteln� indem wir die aus
dem q�q�Potential bekannte Stringspannung einstellen� Weiterhin beschrei�
ben wir die Fusion zweier Strings mit entweder paralleler oder antiparalle�
ler Ausrichtung und extrahieren aus den Energiebilanzen ein String�String
Wechselwirkungspotential �Abschnitt 
���� In Abschnitt 
�	 untersuchen wir
Farbanregungsmoden der Hadronen und somit das dynamische Verhalten
der Quarks in einem Medium mit Con�nement� Der letzte Abschnitt dieses
Kapitels besch�aftigt sich schlie�lich mit der sehr wichtigen Frage der Ha�
dronisierung von Strings� Wir werden den Proze� der Hadronisierung durch
Produktion von q�q�Paaren innerhalb der Strings behandeln� wobei wir so�
wohl die Dynamik leichter Quark�Antiquark�Paare beschreiben� als auch die
Dissoziierung von schweren Quarkonium Zust�anden �J����


�� Hadronische Grundzust�ande

In diesem Abschnitt konstruieren wir statische Solitonl�osungen des Modells�
die wir an die physikalischen Eigenschaften der niedrigstliegenden Hadronen
durch geeignete Wahl der Modellparameter anpassen� Die Berechnung dieser
wird zun�achst vereinfacht durch die SU�	��Farbsymmetrie� die daf�ur sorgt�
da� die Ladungs� und Stromdichte lokal verschwindet ���� 
�� �siehe auch

�	
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Kapitel 	�� Daher gilt wegen


�x� !
Z
d�p�f�x�p� � �f�x�p�� � � �
�
�

!
 f�x�p� ! �f�x�p� � �
���

Somit verschwinden auch die elektrischen und magnetischen Felder� wodurch
sich das gekoppelte Gleichungssystem ���	��� ������ und �����������	� auf

prxf�x�p��m�
rxm

�
rpf�x�p� ! � �
�	�

r
�
x� ! U ���� % g�
s �
���

f�x�p� ! �f�x�p� �
�
�

reduziert� Man beachte� da� im statischen Grenzfall die Zeitableitungen der
Verteilungsfunktionen und der Felder verschwinden� Die Gleichungen �
�	�
und �
��� sind mit den Gleichungen ���
�� und ���
�� aus ���� identisch� Dort
wird gezeigt� da� die Vlasovgleichung �
�	� in diesem Grenzfall durch jede

beliebige Funktion der Energie f��� mit � !
q
p� % �m��� gel�ost wird� Dies

schr�ankt den Raum der m�oglichen Verteilungsfunktionen bereits stark ein�
l�a�t uns aber noch die betr�achtliche Freiheit in der Wahl der funktionalen
Form derselben� Um zu einer weiteren Einschr�ankung zu gelangen� wird ab�
geleitet� da� aus der Idempotenz des quantenmechanischen Dichteoperators
"
�� !� �

y
��� ��

�"
�� ! "
 � �
���

unter einer Wignertransformation und anschlie�ender semiklassischer Ent�
wicklung ��h� �� folgt�

f��x�p� ! f�x�p� � �
���

Dieser Zusammenhang bedeutet aber� da� die Verteilungsfunktion nur die
Werte � und 
 annehmen kann� Zusammen mit der Bedingung� da� f nur
eine Funktion der Energie � sein kann� wird man zwangsl�au�g auf

f��� ! #��� �� �
���

gef�uhrt� Die semiklassische Entwicklung hat daher die Konsequenz� da� die
Phasenraumfunktionen lokale Thomas�Fermi Verteilungen sind� wobei � die
Fermienergie ist� Durch Einsetzen dieser Identit�at in die Gleichungen ������
� ������ k�onnen die Integrale analytisch ausgewertet werden� und man erh�alt
die Skalardichte 
s� die vektorielle Dichte 
v und die fermionische Energie�
dichte �Q als Funktion von �� bzw� als implizite Funktion von m����� Die
Dichten h�angen dabei parametrisch von der Fermienergie � ab�
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�����
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�
�f�x�p� t� % �f�x�p� t�� �
���
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�
�pf % �m

��� log�
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�% pf
�

�
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v�m
�� !

�

�����

Z
d�p�f�x�p� t� % �f �x�p� t�� �
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�����

Z
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�
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#���m�� �

wobei wir den Fermiimpuls pf !
q
�� � �m��� und die vektorielle Dichte 
v

de�niert haben� Man beachte� da� der Fermiimpuls implizit ortsabh�angig ist�
da m� eine ortsabh�angige Gr�o�e ist� Der Entartungsfaktor � beschreibt die
Spin� und Flavorentartung der Grundzust�ande und betr�agt deshalb

� ! �F lavor � �Spin ! � � �
�
��

im Gegensatz zu ����� wo die explizite Farbentartung des Nukleonenzustan�
des zu einer dreifachen Gesamtentartung f�uhrt� also � ! 
�� In unserem Fall
m�ussen wir zwischen dem mesonischen und dem baryonischen Grundzustand
unterscheiden� Da es sich bei Mesonen um ein Zwei�Quark�System handelt�
normieren wir die vektorielle Dichte auf NQ !

R
d�r
v ! �� w�ahrend Baryo�

nen aus drei Quarks zusammengesetzt sind� also NQ !
R
d�r
v ! 	�

Die Kenntnis der funktionalen Abh�angigkeit der skalaren Dichte von � er�
laubt es nun die statischen Gleichungen �
�	� und �
��� zu entkoppeln� Das
statische Problem reduziert sich auf die L�osung der Gleichung

r
�� ! U ���� % g�
s��� � �U �eff��� � �
�
	�

wobei 
s implizit �uber m� von � abh�angt� Weiterhin haben wir ein &e�ektives
Potential& Ueff ��� eingef�uhrt� Die Bedeutung dieses Potentials wird verst�and�
lich� wenn man sich die Gleichung �
�
	� in einer Dimension betrachtet� wobei
diese die Form einer Newton&schen Bewegungsgleichung annimmt

��x� ! �U �eff��� � �
�
��

falls man � mit dem Ort eines Teilchens und x mit der Zeit identi�ziert�
Daher beschreibt diese Gleichung die Bewegung eines �ktiven ��Teilchens
mit Einheitsmasse in einem Potential Ueff���� Auch in drei Dimensionen
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kann man bei sph�arischer Symmetrie des Problems die Gleichung �
�
	� auf
die Form einer Newton&schen Bewegungsgleichung bringen� wobei allerdings
aufgrund des Laplaceoperators in drei Dimensionen ein &Reibungsterm& �
d��dr auftaucht�

d��

dr�
! �U �eff ����

�

r

d�

dr
� �
�

�

Unter Verwendung von �
��� und der De�nition des e�ektiven Potentials
�
�
	� kann dieses nun berechnet werden �����

Ueff ! �U��� % �

�����
��

	

Z m���vac	

m���	
d� ��� � �m�������f��� � �
�
��

Mit Hilfe der lokalen Thomas�Fermi Verteilung �
��� kann man das Integral
analytisch ausf�uhren und erh�alt den Ausdruck

Ueff ��� ! �U��� % ��

	�����
#���m�� �
�
��

�
�p�f �

	

�
��m���pf � 	

�
�m��� log�

m�

�% pf
�

�
�

wobei die gleichen De�nitionen wie in den Gleichungen �
�����
�

� verwen�
det wurden�
Wir wollen nun im folgenden die solitonischen L�osungen der Gleichung �
�

�
diskutieren� Dabei werden die drei Parameter des Selbstwechselwirkungspo�
tentials U��� und die Kopplungskonstante g� so eingestellt� da� die experi�
mentell bekannte mittlere Masse von Nukleon und Delta� der mittlere Radius
des Nukleons �rms�� sowie die Anzahl der Quarks NQ ! 	 m�oglichst genau
reproduziert werden k�onnen�
Die verwendeten Parameter� die Ergebnisse des Fits und die bekannten expe�
rimentellen Daten f�ur Baryonen sind in den Tabellen 
�
 und 
�	 aufgef�uhrt�
Die entsprechenden physikalischen Eigenschaften der mesonischen L�osung�
die mit denselben Parametern berechnet wurden� ist in 
�� aufgetragen� Um
die unterschiedlichen Quarkzahlen f�ur Meson NQ ! � und Baryon NQ ! 	 zu
erhalten� mu� lediglich die Fermienergie � angepa�t werden� Man erkennt�
da� es m�oglich ist� die meisten experimentell bekannten Daten sowohl der Ba�
ryonen als auch der Mesonen mit Hilfe eines einzigen Parametersatzes zu re�
produzieren� Dabei sollte beachtet werden� da� die Bindungsenergie des skala�
ren Feldes� also die Di�erenz von der Vakuummasse der Quarksmvac ! g��vac
und der Fermienergie nur ca� 
�MeV beim Baryon und sogar nur 

MeV
beim Meson betr�agt� Diese Teilchen w�aren daher in einem Modell ohne ex�
plizite Farbfreiheitsgrade nur sehr schwach gebunden� Weiterhin ist der Wert
der Bagkonstanten mit B ! 
�MeV�fm� ebenfalls sehr gering im Vergleich
zu anderen Bagmodell�Rechnungen �
�� mit B ca� 
� � 
��MeV�fm�� oder
zu Rechnungen im Rahmen der Gittereichtheorie mit B � ���MeV�fm�
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�

��
Die einzige gr�o�ere Abweichung von den experimentellen Daten �ndet man
bei der Mesonenmasse� was man darin begr�unden kann� da� die sehr geringe
Pionmasse stark vom Mesonen�Massenspektrum abweicht� da das Pion auch
als Goldstone�Boson der chiralen Symmetrie der QCD verstanden werden
kann� was bereits in Kapitel 	 diskutiert wurde�
Das e�ektive Potential f�ur die mesonische Kon�guration ist in der Abbil�

Parametersatz
a �fm��� ���
b �fm��� ��
��	
c �
� ���	��

B �fm��� ����	
g� �
� ���

m� �fm��� ����

� �fm��� 
���� ( 
��
��

� �
�vac �fm��� ���
	

Tabelle ���� Die Tabelle zeigt die verwendeten Parameter zur Konstruk�

tion der mesonischen �� � ������ fm��� und baryonischen

�� � ����� fm��� Solitonl�osung der ��Feldgleichung�

Modellergebisse Experimentelle Daten
E �MeV � ��� ��

RMS �fm� ���
	 ����

Glueballmasse �GeV � 
���
 
 � �

Tabelle ���� Die Tabelle zeigt die Modellergebnisse f�ur die mesonische L�osung

verglichen mit den experimentellen Daten� die aus ���� entnommen

wurden�

dung 
�
 als Funktion von ���vac dargestellt� Die gepunktete Linie markiert
den Beitrag von U��� zum e�ektiven Potential� w�ahrend die gestrichelte Linie
den Beitrag der skalaren Dichte kennzeichnet� Man erkennt� da� der Beitrag
der skalaren Dichte �also die Anwesenheit von Quarks� zu einer Anhebung
des e�ektiven Potentials f�uhrt� Eine solitonische L�osung der Gleichung �
�

�
in diesem Potential ist dadurch de�niert� da� sie r�aumlich lokalisiert ist� es
also einen �Ubergang zweier Vakua geben mu�� Diese entsprechen dem per�
turbativen Vakuum bei Anwesenheit der Quarks und dem nichtperturbativen
Vakuum� welches beim Grenz�ubergang r�� erreicht werden mu�� Es mu�
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Modellergebisse Experimentelle Daten
E �MeV � 
��� 
���
RMS �fm� ����	 ���	

Glueballmasse �GeV � 
���
 
 � �

Tabelle ���� Die Tabelle zeigt die Ergebnisse des Fits f�ur die baryonische L�osung

verglichen mit den experimentellen Daten� die aus ���� entnommen

wurden�
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Abb� ���� Das e�ektive Potential als Funktion von ���vac �durchgezogene Lin�

ie�� Die gepunktete Linie kennzeichnet den Beitrag von U��� zum

e�ektiven Potential� wohingegen die gestrichelte Linie den Beitrag der

skalaren Dichte markiert�

daher gelten� limr�� ��r� ! �vac� Die Bewegung des �ktiven ��Teilchens
in diesem Potential endet daher genau bei �vac� Da aber� wie erw�ahnt� &Rei�
bungsterme& auftreten und das Teilchen keine &Anfangsgeschwindigkeit& hat
wegen d��dr�r ! �� ! �� mu� es mit einer relativ hohen potentiellen Energie
bei � � � starten� um schlie�lich bei � ! �vac zum Stillstand zu kommen�
Aus dieser Diskussion ergibt sich die numerische Methode zur L�osung der
Gleichung �
�

�� n�amlich die sogenannte &shooting method&� Dabei gibt man
einen Startwert �� ! ��r ! ��� sowie d��dr�r ! �� ! � vor� und integriert
die Bewegungsgleichung des ��Teilchens im e�ektiven Potential bis zu ei�
nemWert rmax auf� Der Anfangswert �� wird schlie�lich so lange variiert� bis
gilt ��rmax� ! �vac� Weiterhin werden die Parameter des e�ektiven Poten�
tials so modi�ziert� bis die Observablen des Solitons mit den physikalischen
Eigenschaften von Meson bzw� Baryon �ubereinstimmen� Zur L�osung der Be�
wegungsgleichung �
�

� verwenden wir einen klassischen Runge�Kutta Al�
gorithmus und die Modi�zierung des Anfangswertes geschieht mit der
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Van Wijngaarden�Dekker�Brent Methode ���� 
���
Die radiale Abh�angigkeit des ��Feldes� der skalaren Dichte 
s� sowie der
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Abb� ���� Die Abbildung zeigt das ��Feld �durchgezogene Linie�� die skalare

Dichte multipliziert mit g� �gepunktete Linie�� sowie die vektorielle

Dichte �gestrichelte Linie� eines Solitons mit den physikalischen Eigen�

schaften eines Mesons�
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Abb� ���� Die Abbildung zeigt das ��Feld �durchgezogene Linie�� die skalare

Dichte multipliziert mit g� �gepunktete Linie�� sowie die vektorielle

Dichte �gestrichelte Linie� eines Solitons mit den physikalischen Eigen�

schaften eines Baryons�

vektoriellen Dichte 
v innerhalb des Solitons ist f�ur die mesonische L�osung in
Abbildung 
�� gezeigt� Zur besseren �Ubersicht wurde das ��Feld mit einem
Faktor 
 skaliert� Man erkennt anhand der Form des ��Feldes� wie die oben
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erw�ahnte Bewegung des ��Teilchens vonstatten geht� Durch den bei r � �
sehr gro�en Ein�u� des &Reibungsterms& des Laplaceoperators �

r
d��dr bleibt

der Wert des ��Feldes im Innern des Solitons lange in der N�ahe des Start�
wertes �� � � um schlie�lich an der Ober��ache stetig auf seinen Vakuumwert
zu steigen� Das Verhalten der vektoriellen Dichte ist dem sehr �ahnlich� also
relativ konstant im Innern des Solitons �bis r � ��
 fm� und f�allt dann im
Bereich der Ober��ache auf Null ab� Im Gegensatz zur volumenzentrierten
vektoriellen Dichte ist die skalare Dichte ober��achenzentriert� da sie im Ko�
ordinatenursprung proportional zur e�ektiven Masse m� ! m� % g�� ist� 
s
nimmt daher den Maximalwert erst bei ca� r � ��
 fm an� Die Abbildung 
�	
zeigt f�ur die baryonische Kon�guration qualitativ �ahnliche Eigenschaften wie
die mesonische� Man erkennt aber die gr�o�ere Ausdehnung der Dichten und
des ��Feldes f�ur den 	�Quark Zustand� woraus sich die unterschiedlichen
physikalischen Eigenschaften von Meson und Baryon ergeben�

����� Das J��� und D� �D�Meson

In diesem Abschnitt beschreiben wir die Konstruktion von Mesonen
mit schweren Quarks �charme�Quarks�� Die entsprechenden Teilchen�
die modelliert werden sollen� sind das J���Meson als gebundener
�c�c��Quarkoniumzustand und die D� �D�Mesonen als gebundener �u�c��
bzw� ��uc��Zustand� Die hier verwendeten Current�Quarkmassen f�ur die ver�
schiedenen Quark�Flavor sind in der Tabelle 
�� aufgetragen� wobei wir wie
gesagt nur Teilchen mit bis zu charm�Quark Inhalt behandeln wollen� man
glaubt� da� das J���Meson in hochenergetischen Schwerionenreaktionen ei�
ne m�ogliche Signatur f�ur das Quark�Gluon�Plasma ist� Wir werden darauf
im weiteren noch zur�uckkommen�
Zur Bestimmung der physikalischen Eigenschaften der Mesonen aus schweren

Quark Flavor K�urzel Masse �MeV�
Up�Quark u ���
Down�Quark d 
�


Strange�Quark s 
���	��
Charm�Quark c 
����
���
Bottom�Quark b �
����
��
Top�Quark t 

�����������

Tabelle ���� Current�Quarkmassen der verschiedenen Quark Flavor� Die Werte

sind aus ��	� entnommen�

Quarks verwenden wir das gleiche Verfahren wie in Kapitel ��	� wo wir uns
f�ur das nichtabelsche Verhalten der Eichfelder unter adiabatischer Erh�ohung
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der starken Kopplungskonstante interessiert hatten� Hier werden wir dieses
numerische &staggered leapfrog&�Verfahren dazu benutzen� um die Current�
Quarkmasse zeitabh�angig zu ver�andern� Dieses Verfahren besitzt zwei ent�
scheidende Vorteile� zum einen werden die restlichen Parameter des Modells
automatisch beibehalten� w�ahrend man mit der im vorigen Abschnitt be�
schriebenen &shooting method& immerwieder in Bereiche des Parameterraums
gelangen kann� in dem es keine Solitonl�osungen gibt und man zur Variation
der restlichen Parameter gezwungen wird� Zum anderen reduziert sich die
Zahl der Solitonl�osungen drastisch� da beim zeitabh�angigen Verfahren die
Anzahl der �Anti��Quarks festgelegt ist� im Gegensatz zum statischen Ver�
fahren�
Wir starten daher mit der im vorangegangenen Abschnitt bestimmten Soli�
tonl�osung der Feldgleichung �
�

� die die physikalischen Eigenschaften ei�
nes Rho� bzw� Pi�Mesons hat� Wir simulieren die Phasenraumverteilung der
Quarks f�x� p� und �f �x� p� durch ein Ensemble von Testteilchen gem�a� ���

�
und ���
��� wobei wir� um eine gute Statistik zu bekommen� die Anzahl der
Testteilchen auf NT ! 
���� festlegen� Mit diesem Anfangszustand wird das
Verhalten der Teilchen und des ��Feldes unter der fest vorgegebenen Zeit�
abh�angigkeit der Current�Quarkmasse

m��t� ! mc � �mc �m� � �t�#�mc� �t� �
�
��

untersucht� Als Anfangsmasse w�ahlen wir m� ! 
�MeV und die Endmasse
legen wir zun�achst auf mc ! 
�
�GeV fest ��
�� Da die Masse des charm�
Quarks experimentell nicht exakt bestimmt ist� sondern einen Wert im Be�
reich vonmc � 
���
��GeV annehmen kann ����� verwenden wir diese Masse
sp�ater als Parameter zur bestm�oglichen Bestimmung der Gesamtmasse des
Solitons�
Der Massen�anderungsparameter � mu� zuerst so eingestellt werden� da� das
��Feld der ge�anderten Quarkbewegung adiabatisch folgen kann� Wir verwen�
den daher zun�achst Werte zwischen 	�MeV�fm und 

�MeV�fm� In Ab�
bildung 
�� sehen wir den rms�Radius des Mesons als Funktion der Current�
Quarkmasse f�ur die verschiedenen Werte von �� Man erkennt� da� zwar bei
allen Werten von � leichte Oszillationen der Quarkverteilungen auftreten�
aber der rms�Radius des Endzustands in allen F�allen gleich ist� Wir setzen
daher im weiteren � ! 
��MeV�fm und betrachten unser Verfahren als
unabh�angig von diesem Parameter�
Weiterhin sehen wir in Abbildung 
��� da� ein Vergr�o�ern der Current�
Quarkmasse bewirkt� da� sich der Radius des Mesons verringert� Diesen
E�ekt kann man qualitativ durch die thermodynamische Energiebilanz der
Testteilchen erkl�aren�

PV !
�

	
U !

�

	
NTm � v� � �� � �
�
��
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P ist der Druck des Vakuums auf die Quarks� der durch die Bagkonstante
B festgelegt ist und � v� � die mittlere quadratische Geschwindigkeit der
Teilchen� F�ur sehr leichte Quarks ist � v �! p�E � 
� w�ahrend f�ur schwere�
also nichtrelativistische Quarks � v �! p�m ist und somit U � 
�m� Da der
Vakuumdruck festliegt� mu� sich das Volumen des Objektes verringern�
Weiterhin sieht man anhand der Abbildung� da� nach Erreichen der Charm�
Quarkmasse mc ! 
�
�GeV der Radius f�ur alle Werte von � gleich ist und
da� dieser gut mit dem aus anderen Quarkmodellen bekannten Radius des
J�� von � ��	 fm �ubereinstimmt �����
In Abbildung 
�
 ist die radiale Abh�angigkeit des ��Feldes und der vek�
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Abb� ���� Die Abbildung zeigt die zeitliche Entwicklung des rms�Radius des

Mesons unter Erh�ohung der Current�Quarkmasse von �	MeV auf

mc � ����GeV f�ur verschiedene Werte des Massen�anderungsparame�

ters ��

toriellen Dichte entlang der x�Achse aufgetragen� Die gepunkteten Linien
markieren den Anfangszustand mit m ! m�� w�ahrend die durchgezogenen
Linien den Endzustand mit m ! mc kennzeichnen� Man sieht deutlich das
sich verringernde Volumen des Zustandes� wobei die Endzustandsdichte aus
Gr�unden der �Ubersicht noch um einen Faktor � reduziert wurde� Das Zentrie�
ren der Quarkdichte hat zur Folge� da� auch das ��Feld sich zusammenzieht
und insbesondere im Innern des Solitons stark negative Werte annimmt� Ein
�ahnliches Bild ergibt sich f�ur das D� �D�Meson �Abbildung 
���� das aus einer
Kombination von Charm� und Up�Quark besteht� �D ! �u� �c��D ! ��u� c�� Zur
Konstruktion dieses Zustand wurde nur die Current�Quarkmasse der Quark�
bzw� Antiquark�Verteilung erh�oht� Der Endzustand ist daher ein heteroge�
nes Gemisch aus zwei Teilchensorten unterschiedlicher Masse� Man kann sich
aber auch f�ur diesen Fall klar machen� da� der rms�Radius des Gesamtzustan�
des sich verringert� Allerdings reicht die Verteilung der leichten Quarks im
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Endzustand noch weiter nach au�en als die der charm�Quarks� und auch das
��Feld ver�andert sich nicht so stark� Die Abh�angigkeit der rms�Radien von
J�� und D� �D von der Current�Quarkmasse sind in Abbildung 
�� gezeigt�
Daraus ergibt sich im Falle von mc ! 
�
�GeV f�ur das D� �D ein zu erwar�
tender Radius von ���� fm und f�ur das J�� von ���
 fm� Die Abbildung 
��
zeigt die entsprechende Abh�angigkeit der Gesamtmasse Etot

Etot !
Z �




�
�r��� % �Q�r�

�
d�r �
����

der Mesonenzust�ande von der Current�Quarkmasse� So ergibt sich f�ur das
J���Meson eine Masse von � �
��MeV und f�ur das D� �D�Meson �
��
�MeV � Der Wert des J�� liegt etwa 
���MeV �uber dem experimen�
tellen Wert von MJ�
 ! 	���MeV und der des D� �D etwa 	
�MeV �uber
MD� �D ! 
�
�MeV � Diese absoluten Massen der Mesonen haben daher zwar
eine relative Abweichung von ca� �� Prozent� aber das Modell sagt in etwa
die korrekte Massendi�erenz der charm�Quark Mesonen � �MD� �D �MJ�
 �
���MeV voraus� wobei der experimentell exakte Wert bei ���MeV liegt�
�Diese Massendi�erenz ist experimentell von gro�er Bedeutung� da sie er�
kl�art� da� der Zerfall des J���Mesons energetisch unterdr�uckt ist und somit
eine gro�e Lebensdauer hat��
Da wie bereits erw�ahnt die Current�Quarkmasse des charm�Quarks mc ex�
perimentell nicht exakt bekannt ist� sondern zwischen 
� 
��GeV variieren
kann ����� sieht man anhand der Abbildung 
��� da� man f�ur einen Wert
der Current�Quarkmasse von mc � 
��
GeV eine bessere �Ubereinstimmung
der Gesamtmassen der charm�Quark Mesonen erh�alt und sich der relative
Fehler auf ca� 
 Prozent verringert� Auch die rms�Radien der Mesonen liegen
nach der Neubestimmung der charm�Quarkmasse noch immer im Bereich
der Vorhersagen anderen Charmoniummodelle� beispielsweise rJ�
rms � ��	 fm
����� Diese Neubestimmung der charm�Quarkmasse kann man auch durch
das Fehlen der Coulombkr�afte in den lokal farbneutralen �semklassischen�
Grundzust�anden unseres Modells motivieren� Betrachtet man die Quarks als
Punktteilchen� was die g�angige Annahme in vielen anderen Charmonium�
modellen ist� so f�uhrt die attraktive Coulombkraft zu einer Verringerung
der Gesamtenergie des Charmoniumzustandes um ca� 
GeV ����� so da�
in diesen Modellen eine gr�o�ere Current�Quarkmasse angenommen werden
mu�� um die Gesamtmasse korrekt zu reproduzieren� Wir betrachten die
charm�Quarkmassemc ! 
��
GeV als optimalen Fit f�ur die Grundzustands�
eigenschaften der Mesonen� arbeiten aber im weiteren mit der Masse von
mc ! 
�
�GeV ��
�� da diese Wahl auf die in Abschnitt 
�
�� vorgestellten
Ergebnisse nur einen geringen Ein�u� hat�
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�� Eigenschaften von Flux	Tubes

Wie wir bereits mehrfach erw�ahnt haben� verschwinden aufgrund der Farb�
symmetrie der Quarks im Grundzustand die farbelektrischen und farbmagne�
tischen Felder� Es ist daher noch nicht m�oglich gewesen� den letzten Para�
meter des Modells� die starke Kopplungskonstante 	s ! g�v����� festzulegen�
Experimentell wird der Wert dieser Konstanten ermittelt durch einen Ver�
gleich der Anregungsspektren schwerer Mesonen� also des J�� ! �c�c� oder
des - ! �b�b� mit dem ph�anomenologischen q�q�Potential

Vq�q ! ��
	

	s
r
% �r � �
��
�

wobei � ! 
GeV�fm durch die Stringspannung festgelegt ist� Diese Spektren
k�onnen mit einem Wert von 	s 
 
 erkl�art werden �����
Auf der theoretischen Seite hat man im Rahmen von Bag�Modellen �MIT�
Bag� �
��� Friedberg�Lee� ��
� und Nielsen�Patkos�Modell ��	������� die star�
ke Kopplungskonstante bestimmt� in dem man die farbmagnetische Hyper�
feinaufspaltung des baryonischen Grundzustandes in Nukleon und Delta be�
rechnet hat �siehe Kapitel 	���� Die typischen Werte von 	s liegen zwischen

 � 	s � �� Weiterhin hat man in diesen Modellen auch Flux�tube Kon�
�gurationen untersucht ��
� ��� ��� �
�� bei denen Quark und Antiquark
einen sehr gro�en �bzw� unendlichen� Abstand haben und zwischen sich eine
Flux�tube bilden� in der das farbelektrische Feld als konstant angenommen
wird� Identi�ziert man die Energie des Farbfeldes pro Einheitsl�ange mit der
Stringspannung �Stringkonstanten� � ! 
GeV�fm� so ergibt sich die starke
Kopplungskonstante 	s ebenfalls in der Gr�o�e von 	s � ��
Beide Vorgehensweisen sind jedoch nicht konsistent� Bei der Berechnung der
Matrixelemente der farbmagnetischen Aufspaltung werden die Selbstwech�
selwirkungsterme unberechtigterweise vernachl�assigt �
��� w�ahrend dies bei
der farbelektrischen Selbstwechselwirkung nicht der Fall ist� Bei der String�
kon�guration wird die Bewegung der Quarks nicht ber�ucksichtigt� sondern
es wird ein konstantes ortsunabh�angiges farbelektrisches Feld zwischen den
Quarks �ab initio� angenommen �Born�Oppenheimer N�aherung� ��
��
Wir verfahren deshalb unterschiedlich und untersuchen die Reaktion des Sy�
stems auf eine adiabatische Separierung der Quarks mit konstanter Geschwin�
digkeit� In diesem Sinne beschreiben wir die dynamische Formierung einer
Flux�tube aus dem mesonischen Grundzustand� Dabei nehmen wir an� da�
sich die r�aumliche Form der Verteilung der Quarks w�ahrend dieses Prozesses
nicht �andert� Simulieren wir daher das Quark�Antiquark�Paar des Mesons
durch ein Ensemble von Testteilchen gem�a� ���

� und ���
��� so kann die
Bewegung des Quark�Antiquark�Paars durch eine konstante Testteilchenge�
schwindigkeit v� mit vi�t� ! ��vi�t� ! v�ez beschrieben werden� Berechnen
wir schlie�lich die skalare und die Ladungsdichte gem�a� ���

� und ���
��� so
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�

liegen die zeitliche Entwicklung der Quellen des skalaren und des farbelek�
trischen Feldes fest� Die L�osung der zugeh�origen Feldgleichungen erfolgt fol�
genderma�en�
F�ur die Maxwellgleichungen w�ahlen wir die Coulombeichung im Medium
r��A� ! �� woraus f�ur die Vektorpotentiale

r��r�� ! �
B � �
����

� ���tA%r
��A�r� ��A� r�

�
� ! �j% �r�t� � �
��	�

mit

E ! �r�� dA�dt � �
����

B ! r�A �
��
�

folgt� Wilets und Pu� haben gezeigt ����� da� Farbstr�ome innerhalb von Flux�
tubes kein Magnetfeld erzeugen� In diesem Fall wird der physikalische Strom
j vom Konvektionsstrom �dE�dt exakt weggehoben� falls die transversale
Ausdehnung der Flux�tube konstant bleibt� Wir werden daher die Gleichung
�
��	�� die die Wellengleichung des Magnetfeldes darstellt� hier und auch
im folgenden vernachl�assigen� und lediglich das elektrostatische Potential �
aus der Gleichung �
���� berechnen� Das farbelektrische Feld bestimmen wir
schlie�lich durch E ! �r�� was im allgemeinen Fall eine Vernachl�assigung
der Retardierung des E�Feldes bedeutet� In unserem Fall ist diese Annahme
jedoch gerechtfertigt� da das ausschlie�lich longitudinale E�Feld in einem
String unter Lorentztransformationen seine Form beh�alt�
Die L�osung der Poissongleichung �
���� wird numerischmit Hilfe einer Finite�
Elemente Methode ��	� ermittelt� die den entscheidenden Vorteil hat� da�
man nicht auf �aquidistante Gitter angewiesen ist und insbesondere Rand�
bedingungen auf gekr�ummten Ober��achen behandeln kann� In unserem Fall
werden die Randbedingungen durch zwei Parameter a� b festgelegt� die in Ab�
bildung 
�� zu sehen sind� b beschreibt den rms�Radius der Quarks an den

a

bb

Abb� ���� Die in Programm verwendeten Parameter zur Festlegung der Randbe�

dingungen f�ur die Poissongleichung� Die Ober
�ache S ist durch die

gepunktete Linie dargestellt�

Endkappen der Flux�tube und a den Abstand ihrer Zentren� Da die Form der
Quarkverteilungen w�ahrend der Zeitentwicklung nicht ge�andert wird� bleibt
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b konstant� w�ahrend a in jedem Zeitschritt neu bestimmt wird� Weitere De�
tails der numerischen Implementierung sind in Anhang B zu �nden� Auf dem
so de�nierten Rand fordern wir die reine von Neumannsche Randbedingung

nr�jS ! � � �
����

wobei n der Normalenvektor auf die Ober��ache S der Kavit�at ist� Durch
diese Forderung verlaufen die Feldlinien stets parallel zur Ober��ache� was
wir bereits im Zusammenhang mit Abbildung 	�� gesehen haben�
Die Zeitentwicklung der Klein�Gordon Gleichung f�ur das ��Feld ������ kann
unter Vernachl�assigung des farbmagnetischen Feldes in

��t � �r�� % U ���� %



�
�����E� % g�
s ! � � �
����

umgeschrieben werden� Diese Gleichung wird mit dem bereits mehrfach
erw�ahnten &staggered leapfrog&�Verfahren integriert� wobei sich die Dichten
dynamisch aus der Testteilchenverteilung ergeben und das farbelektrische
Feld in jedem Zeitschritt durch die L�osung der Poissongleichung �
���� er�
mittelt wird�
Die Abbildung 
�
� zeigt den Verlauf der Quarkseparierung anhand der La�
dungsdichte und des ��Feldes zu Beginn des Prozesses bei t ! 	 fm�c und
am Ende zur Zeit t ! �� fm�c� Da wir f�ur die Quarks eine konstante Ge�
schwindigkeit v� ! ��
�� c gew�ahlt haben� hat das q�q�Paar am Ende einen
Abstand von 
	 fm� was somit auch der L�ange der Flux�tube entspricht� Die
Geschwindigkeit der Quarks wurde so klein gew�ahlt� um Retardierungse�ek�
te des ��Feldes sicher ausschlie�en zu k�onnen� Wie wir in Verbindung mit
Abbildung 
�

 erkennen� baut sich das farbelektrische Feld zu Beginn der
Separierung innerhalb der Kavit�at auf� Die Feldlinien verlaufen wie erwartet
parallel zur Ober��ache und wir sehen� da� die absolute St�arke dieses Feldes
in der N�ahe der Endkappen deutlich geringer ist als zwischen den Ladungen�
Weiterhin erkennen wir� da� das farbelektrische Feld am Ende der Quarkse�
parierung in der N�ahe der Farbladungen weitaus geringere Werte annimmt
als im Bereich zwischen den Quarks� wo das Feld eine konstante� transversal
unabh�angige Form E ! E�ez annimmt� Dieser Verlauf des Feldes zwischen
den Ladungen entspricht der g�angigen Annahme� die in s�amtlichenQuarkmo�
dellen �uber das Verhalten des farbelektrischen Feldes gemacht wird� Unsere
Rechnungen liefern somit eine Best�atigung f�ur die G�ultigkeit dieser Annah�
men� Den konstanten Wert E� kann man mit Hilfe des Gau�schen Gesetztes
absch�atzen �����

r
�� ! �
B !
 E� !

Q

A
!

s

��

	A�

p
	s � �
����

Er ist durch den Flu� des Feldes durch eine Ober��ache A senkrecht zur Flux�
tube gegeben� Der Flu� wird dabei vollst�andig durch die St�arke der Ladung
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Abb� ���
� Die linke Seite der Abbildung zeigt die Ladungsdichte 
 und die rechte

Seite das ��Feld bei t � 
 fm�c und t � �	 fm�c� Die �aquidistanten

Konturlinien laufen von �	�
� fm�� bis 	�
� fm�� f�ur 
 und von

�	��� fm�� bis 	��� fm�� f�ur ��
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Abb� ����� Das elektrische Feld innerhalb der Kavit�at bei t � 
 fm�c und bei

t � �	 fm�c� Man beachte die reskalierte z�Achse im unteren Bild�
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Q !� "Q� ����!
q

��	s�	 an den Endkappen bestimmt� also indirekt durch

den Wert der starke Kopplungskonstanten 	s�
Wie man an Gleichung �
���� erkennt� bildet das farbelektrische Feld neben
der skalaren Dichte 
s eine weitere Quelle f�ur das ��Feld� Aufgrund der
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Abb� ����� Die Abbildung zeigt das e�ektive Potential des ��Feldes mit ver�

schiedenen elektrischen Feldst�arken�

Konstanz des Farbfeldes kommt es daher zur Formierung der eigentlichen
Flux�tube des ��Feldes �Abbildung 
�
��� da ein Farbfeld ab einer gewissen
St�arke Ekrit� die in unserem Fall bei ca� ��� fm�� liegt� ebenfalls einen Pha�
sen�ubergang vom nichtperturbativen zum perturbativen Vakuum bewirkt�
Das wird in Abbildung 
�
� verdeutlicht� wo man das e�ektive Potential
des ��Feldes unter Ber�ucksichtigung des farbelektrischen Beitrages sieht�
Mit steigender Feldst�arke jEj wird das Minimum im perturbativen Bereich
�� � �� stetig abgesenkt� Es ist demzufolge ab einem gewissen kritischen
Wert jEj � Ekrit f�ur das ��Feld energetisch g�unstiger den perturbativen
Vakuumwert einzunehmen� Da weiterhin nach �
���� die St�arke des Farbfel�
des proportional zu 	���

s ist� existiert eine minimale Kopplungskonstante ab
der es erst zur Formierung einer Flux�tube kommt� In unserem Modell liegt
dieser Wert bei 	s � 
� wie man an Abbildung 
�
	 erkennen kann� Dort ist
die Stringkonstante �oder Stringspannung�

� !
Ecol
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!
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�
��r�E��r� �
����

in Abh�angigkeit von der starken Kopplungskonstante aufgetragen� wobei die�
se durch die beschriebene Quarkseparierung f�ur verschiedene Werte von 	s
ermittelt wurde� Die Gr�o�e L bezeichnet die L�ange der Flux�tube� Wie man
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der Abbildung entnehmen kann ergibt sich der ph�anomenologische Wert der
Stringkonstanten von � ! 
GeV�fm bei 	s ! 
���� Somit ist der letzte Para�
meter des Modells festgelegt� der mit den oben erw�ahnten Modellrechnungen
gut �ubereinstimmt�
Wir stellen aber weiterhin anhand von Abbildung 
�
	 fest� da� der kriti�
schen Wert von 	s� unter dem es nicht zur Bildung einer Flux�tube kommt�
in unserem Fall recht gro� ist 	crits � 
� Wir schlie�en daraus� da� der Para�
metersatz� mit dem das Hadronenspektrum optimal reproduziert wird� nicht
unbedingt geeingnet sein mu�� um die Eigenschaften von Flux�tubes eben�
falls optimal zu beschreiben� F�ur beide Kon�gurationen werden in der Tat
in statischen Bagmodellen sehr unterschiedliche Parameters�atze verwendet
��
� �
�� so da� eine kompatible Kombination der beiden F�alle in der hier
vorgestellten Form zwar w�unschenswert� aber dennoch zuf�allig ist�
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Abb� ����� Die Stringkonstante als Funktion der starken Kopplungskonstante
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�� Das String	String Wechselwirkungspo	

tential

Bedingt durch die Tatsache� da� man im Friedberg�Lee Modell eine dyna�
mische und sich selbstkonsistent ver�andernde Ober��ache der Solitonen hat�
ist es m�oglich� dynamische Prozesse� wie beispielsweise Nukleon�Nukleon�
Kollisionen oder die bereits beschriebene Stringformierung und den String�
zerfall �Abschnitt 
�
� zu beschreiben� Eine weitere Anwendungsm�oglichkeit
ist die Bestimmung der Wechselwirkung zweier Solitonen durch den Vergleich
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ρ

ρ

Abb� ����� Schematische Darstellung der parallelen �oben� und antiparallelen

�unten� Flux�tube Kon�guration�

der Energien des skalaren Feldes mit dem Farbfeld� So gelang es zum Bei�
spiel Koepf et al� ����� ein Nukleon�Nukleon Potential zu extrahieren durch
die adiabatische Trennung eines deformierten Sechs�Quark Bagzustands in
zwei separate Nukleonen� Das adiabatische Potential wurde dabei durch

Vad�	� !� 	jHj	 � ��EN �
�	��

berechnet� wobei der Vorgang durch einen Deformationsparameter 	 parame�
trisiert wird� Der Erwartungswert des Hamiltonoperators zerf�allt in diesem
Fall in zwei Anteile� die durch die kinetische Energie der Quarks und die
potentielle Energie des ��Feldes � Hbag � gegeben sind� sowie durch die
Matrixelemente des farbmagnetischen Ein�Gluon�Austausches � HOGE ��
Wir beschreiben hier in �ahnlicher Weise die Fusion zweier Flux�tubes� mit
paralleler oder antiparalleler Ausrichtung des Farbfeldes� wie dies schema�
tisch in Abbildung 
�
� dargestellt ist� In Abh�agigkeit vom transversalen
Abstand 
 der beiden Flux�tubes berechnen wir das Wechselwirkungspoten�
tial durch

Vad�
� ! E��
� % Egl�
�� E�����Egl��� � �
�	
�

mit

E� !
Z
d�r�




�
�r��� % U��� % g��
s���� � �
�	��
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Egl !



�

Z
d�r ����E� � �
�		�

wobei die Energiebeitr�age relativ zu der vollst�andig getrennten Kon�gurati�
on 
�� bestimmt werden�
Wie man dem Anhang B entnehmen kann� in dem die numerischen Metho�
den dargestellt sind� wird die Dynamik des ��Feldes vollst�andig in den drei
Raumdimensionen bestimmt� Die Finite�Elemente Methode zur L�osung der
Poissongleichung �
���� ist jedoch auf zwei Dimensionen beschr�ankt� Man
ben�otigt daher im Prinzip mindestens eine r�aumliche Symmetrie des Pro�
blems �z� B� Zylindersymmetrie�� die in dem hier beschriebenem System
nicht vorhanden ist� Um aber dennoch einen �qualitativen� Eindruck von der
Wechselwirkung zweier Strings zu erhalten� sind wir gezwungen eine Annah�
me zur Bestimmung des farbelektrischen Feldes zu machen� Wir betrachten
daher die Achse� die Quark und Antiquark von einem der beiden Strings ver�
bindet� als neue �hypothetische� Symmetrieachse und berechnen mit diesem
q�q�Paar das �von den Quarks des anderen Strings� unbeein�u�te Farbfeld
Eu�x� y� z�� Das Farbfeld f�ur die Gesamtkon�guration bestimmen wir dann
durch die koh�arente Addition der beiden ungest�orten Felder�

E�x� y� z� ! Eu�x� 
t� y� z��Eu�x% 
t� y� z� � �
�	��

wobei das Pluszeichen f�ur parallele und das Minuszeichen f�ur antiparallele
Strings gilt� Die Gr�o�e 
t gibt dabei den transversalen Abstand der Symme�
trieachse eines Strings zur x�Achse an� Durch diese Annahme wird die direkte
Wechselwirkung jedes einzelnen Quarks mit beiden Quarks des benachbar�
ten Strings vernachl�assigt� Das Farbfeld bleibt daher w�ahrend des kompletten
Fusionsprozesses stringf�ormig� Die N�aherung sollte gut sein f�ur sehr kleine
Abst�ande 
 �� 
 fm� da das farbelektrische Feld �
�	�� f�ur 
� � durch die
Wiederherstellung der Zylindersymmetrie in die exakte L�osung der Feldglei�
chung �
���� �ubergeht� Die Bewegung der Quarks wird wie bei Stringformie�
rung in Abschnitt 
�� durch eine konstante Testteilchen�Geschwindigkeit von
vq ! �v�q ! ��
�� c beschrieben� die auch als transversale Fusionsgeschwin�
digkeit gew�ahlt wird�
Das Verhalten des ��Feldes und des farbelektrischen Feldes f�ur die Fusion
zweier paralleler Strings ist in Abbildung 
�

 gezeigt� Im oberen Bild sind
die beiden Flux�tubes noch getrennt� w�ahrend im zweiten Bild die Kavit�aten
sich ber�uhren und die Con�nement�Wand zwischen ihnen zusammenbricht�
Im weiteren Verlauf der Fusion �ndet die bereits angesprochene koh�arente
Addition der Farbfelder statt� womit am Ende des Prozesses eine einzige
Flux�tube zur�uckbleibt mit der zweifachen Ladung an den Endkappen und
dem entsprechenden doppelten Wert E� des farbelektrischen Feldes� Dies
hat zur Folge� da� sich die Energie des Farbfeldes Egl w�ahrend der Fusion
vervierfacht� woraus die starke kurzreichweitige Repulsion �
 � ��
 fm� des
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Abb� ����� Die Kavit�at des ��Feldes und des farbelektrischen Feldes w�ahrend

des adiabatischen Fusionsprozesses� Der transversale Abstand der

Strings betr�agt �von oben nach unten�� 
 � ����fm � ����fm �

	���fm � 	���fm� Die �aquidistanten Contourlinien des ��Feldes

laufen von �	���� fm�� �in der unteren Reihe von �	���� fm���

bis 	��� fm���
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Abb� ���	� Adiabatisches String�String Potential der parallelen Kon�guration�

Die durchgezogene Linie zeigt die Summe der Beitr�age des ��Feldes

und des farbelektrischen Feldes�

adiabatischen Potentials Vad im parallelen Fall folgt� wie in Abbildung 
�
� zu
sehen ist� Dort ist das Potential bezogen auf die Gesamtl�ange L des Strings
aufgetragen� da der Wert von Vad trivialerweise mit dieser L�ange skaliert�
Im mittelreichweitigen Bereich �
 � 
 fm� ist Vad weder stark repulsiv noch
attraktiv� da sich die beginnende Erh�ohung der Energie des Farbfeldes und
der Energiegewinn durch Verringerung der Ober��ache des ��Feldes in etwa
ausgleichen� F�ur Abst�ande 
 � 
�
 fm verschwindet das Potential� es hat
daher keinen langreichweitigen Anteil �Van der Waals�Kr�afte�� was an der
Eigenschaft des Con�nements des Modells liegt�
Wir m�ochten noch anmerken� da� das adiabatische Potential f�ur parallele
Strings in Abbildung 
�
� zumindest qualitativ mit dem Nukleon�Nukleon
Potential von Koepf et al� ������ Fig� 
�� �ubereinstimmt� Obwohl die Strings
in unserem Fall aus demmesonischen und nicht dem nukleonischen Grundzu�
stand formiert werden� so wird in beiden Szenarien dieWechselwirkung zweier
zusammengesetzter Quarksysteme mit demselben Modell beschrieben� Unse�
re Ergebnisse geben Anla� zu folgender Analogie� f�ur die Stringkon�guration
stammt die starke kurzreichweitige Repulsion von der parallelen Ausrichtung
der Ladungen� w�ahrend diese f�ur das NN�Potential von der entsprechenden
parallelen Ausrichtung der Spins der Quarks herr�uhrt� Dadurch dominie�
ren in letzterem Fall die Matrixelemente des farbmagnetischen Ein�Gluon�
Austauschs � HOGE � gegen�uber dem Energiegewinn durch das ��Feld�
F�ur die antiparallele Kon�guration �Abbildung 
�
�� ist die physikalische Si�
tuation die folgende� Man hat wieder keine langreichweitigen Anteil von Vad�
aber sobald die Con�nement�Wand zusammenbricht� erh�alt man eine starke
attraktive Kraft� die daher r�uhrt� da� man sowohl durch die Verringerung



	��� FARBANREGUNGEN DES MESONS ��

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
-3.5

-3.0

-2.5

-2.0

-1.5

-1.0

-0.5

0.0

0.5

 <Egl>

 <Eσ>

 <Etot> 
V

a
d 

(ρ
)/

L 
[G

eV
/f

m
]

ρ [fm]
Abb� ����� Adiabatisches String�String Potential der antiparallelen Kon�gu�

ration� Die durchgezogene Linie zeigt die Summe der Beitr�age des

��Feldes und des farbelektrischen Feldes�

der Ober��ache des ��Feldes als auch durch die Weghebung des farbelektri�
schen Feldes gem�a� �
�	�� Energie gewinnen kann� Weil die Farbladungen f�ur

 � � sich neutralisieren� bricht sowohl das Farbfeld und dadurch auch das
��Feld �die Flux�tube� zusammen�
�Ubertr�agt man die hier vorgestellte Wechselwirkung von Strings auf die Dy�
namik bei einer hochenergetischen Schwerionenreaktion� so wird das Bild von
sich unabh�angig bewegenden Strings unterst�utzt� Diese k�onnen dann auch
unabh�angig nach ph�anomenologischen Zerfallsregeln hadronisieren� was be�
spielsweise im Lund�Fragmentierungsmodell ausgenutzt wird ���� In diesem
und in weiteren Modellen geht man davon aus� da� es durch stochastische
Prozesse �random walk in der Farb�SU�	�� ausschlie�lich zur parallelen Aus�
richtung der Strings kommt ��
�� Eine Weiterbehandlung des Zerfalls von
antiparallelen Strings ist zur Zeit unbekannt� da unklar ist� wie man die
Energie des Farbfeldes und des ��Feldes beim Zusammenbruch des Strings
zur Produktion neuer Teilchen verwendet�


�� Farbanregungen des Mesons

W�ahrend zur Berechnung der Stringeigenschaften und des String�String
Wechselwirkungspotentials die Bewegung der Quarks fest vorgegeben wurde�
beschreiben wir in diesem Abschnitt das vollst�andige dynamische Verhal�
ten der Quarks� das durch die Zeitentwicklung der Phasenraumverteilungen
f�x�p� t� und �f�x�p� t� gegeben ist� Wir interessieren uns insbesondere f�ur
das Verhalten des Nukleons unter der Anregung der sogenannten isovektori�
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ellen Mode�
Darunter versteht man einen angeregten Zustand� bei dem die beiden un�
terschiedlichen Quellen des Vektorfeldes gegenphasig entlang einer ausge�
zeichneten Achse schwingen� Diese Mode ist bereits eingehend bei Schwe�
rionenreaktionen untersucht worden� Sie wird durch den Impuls�ubertrag des
�stark lorentzkontrahierten� elektrischen Feldes auf die Protonen der Ionen
verursacht� wodurch die Protonen zu Schwingungen relativ zu den Neutro�
nen angeregt werden� Durch eine Analyse der Schwingungsfrequenzen kann
man beispielsweise R�uckschl�usse auf die Kompressibilit�at von Kernmaterie
ziehen�
Wir simulieren den Impuls�ubertrag auf das q�q�Paar des Mesons durch Addi�
tion bzw� Subtraktion eines festen Impulses pz zur z�Komponente der Grund�
zustandsphasenraumverteilung �
����

f�x�p�� f�x�p% pzez� �
�	
�
�f�x�p�� �f �x�p� pzez� � �
�	��

Die Anfangsbedingung der Zeitentwicklung sind daher zwei lokale Thomas�
Fermi Verteilungen� die im Impulsraum einen mittleren Abstand von �pz
haben und somit einen angeregten Nichtgleichgewichtszustand beschreiben�
Die Anfangskon�guration im Phasenraum ist in der linken Figur von Abbil�
dung 
�
� f�ur einen Wert des Boostimpulses von pz ! �GeV zu sehen� wobei
zu beachten ist� da� dort die Summe von f und �f aufgetragen ist� Die weitere
Zeitentwicklung erfolgt durch selbstkonsistente Bestimmung des farbelektri�
schen Feldes gem�a� �
����� des ��Feldes gem�a� �
���� und der Quellen der
Felder gem�a� ���

� und ���
��� Letztere werden durch ein Ensemble von
Testteilchen dargestellt� wobei wir eine Anzahl von NT ! 
���� w�ahlen�
Die Bewegung der Quarks kann man nun folgenderma�en beschreiben�
Abh�angig vom Anfangsimpuls bewegen sich die Quarks entlang der z�Achse
und durch diese Separierung baut sich eine Kavit�at und darin ein farbelektri�
sches Feld auf� Dadurch verlieren die Quarks ihre kinetische Energie an das
Farbfeld und an die Deformation des ��Feldes� Wenn die kinetische Energie
vollst�andig verbraucht ist� wird die Bewegung gestoppt und kehrt sich um�
Die Verteilungen der Quarks durchdringen sich wieder am Ursprung und der
beschriebene Proze� wiederholt sich in der umgekehrten Richtung� Es kommt
zu dem oben diskutierten isovektoriellen Schwingungszustand�
Handelte es sich bei den Quarkverteilungen um Punktladungen� so w�urde
dieser Schwingungsvorgang unver�andert und vor allem unged�ampft weiter�
laufen� In unserem Fall mit ausgeschmiertenVerteilungsfunktionen� die durch
Testteilchen simuliert werden� tritt ein neuer E�ekt auf� der durch die Selbst�
wechselwirkung der Quarks hervorgerufen wird� Die Bewegung der Testteil�
chen eines Quarks wird nicht nur durch die Testteilchen des anderen Quarks
beein�u�t� sondern auch von den Testteilchen des eigenen Quarks� die die
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Abb� ���
� Phasenraumverteilung der Quarks �f � �f�� a� Anfangsbedingung zur

Zeit t � 	 und b� der �aquilibrierte Endzustand�

e�ektive Ladung abschirmen� So kommt es zu stark unterschiedlichen Farb�
kr�aften innerhalb einer Quarkverteilung� was auch bereits im Zusammen�
hang mit Abbildung 
�

 kurz diskutiert wurde� und eine schnelle Dispersion
der Quarkverteilungen hervorruft� Dieser E�ekt wird in unserem Fall von
nur zwei wechselwirkenden physikalischen Teilchen dominant� kann jedoch
f�ur Vielteilchensysteme �z� B� Nukleonen bei Schwerionenkollisionen� ver�
nachl�assigt werden�
Im weiterenVerlauf der Reaktionsdynamik vergr�o�ert sich die r�aumliche Aus�
dehnung der Ladungen innerhalb der Kavit�at stetig� bis es schlie�lich zur
vollst�andigen Neutralisierung der Quarkverteilungen kommt� Diese Aussage
wird unterst�utzt durch das zeitliche Verhalten der Energie des Farbfeldes Egl�
das in Abbildung 
�
� aufgetragen ist� Man erkennt die kontinuierliche Ab�
nahme von Egl bis ca� �� fm�c� worauf das Farbfeld vollst�andig verschwindet�
Diese Energie wird in kinetische Energie der Quarks umgewandelt und somit
dazu verwendet� die L�ange L der Kavit�at zu vergr�o�ern�

L �
Z Z

z�f�x�p� t� % �f �x�p� t��d�xd�p � �
�	��

Das zeitliche Verhalten dieser Gr�o�e ist in Abbildung 
��� dargestellt� Die
Verteilungen der Quarks liegen daher im Endzustand wieder in einem lokal
farbneutralen Gleichgewichtszustand in einer elongierten Kavit�at vor� Das
Phasenraumbild dieses Endzustandes ist in der rechten Figur der Abbildung

�
� zu sehen�
Wir sehen daher� da� die selbstkonsistente dynamische Bewegung von Quark�
verteilungen innerhalb einer Flux�tube stets sehr schnell zu einem �Ubergang
globaler Farbneutralit�at �Strings� zu lokaler Farbneutralit�at f�uhrt� Dieser Ef�
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Abb� ����� Zeitentwicklung der Energie des Farbfeldes bis �		 fm�c �gepunktete

Linie�� F�ur die durchgezogene Linie sind die Oszillationen heraus�

gemittelt� Die Anregungsenergie betr�agt 
GeV �

fekt spielt� wie wir in den n�achsten Abschnitten sehen werden� eine wichtige
Rolle f�ur die Dynamik des Hadronisierungsprozesses von Strings�


�
 Die Hadronisierung von Strings

Nachdem wir nun in den letzten Abschnitten die Eigenschaften von Flux�
tubes� insbesondere die Stringformierung und die Bewegung der Quarks in�
nerhalb des Strings untersucht haben� widmen wir uns in diesem Abschnitt
dem wichtigen Proze� der Stringfragmentierung mittels Quark�Antiquark
Paarproduktion� Da die Quarks eine geringe Current�Quarkmasse von �

�MeV haben� kann die Energie des starken Farbfeldes des Strings zur zahl�
reichen Produktion von q�q�Paaren verwendet werden� Dadurch kommt es zu
Abschirmungse�ekten innerhalb des Strings� und dieser fragmentiert in �an�
geregte� Hadronen� Wir diskutieren zun�achst die bisherigen� in der Literatur
ver�o�entlichten Ergebnisse zu diesem Thema� um dann die Fragmentierung
des Strings durch die Produktion von leichten �up�down�Quarks�� sowie die
Dissoziierung von schweren �charm�Quarks� Quarkonium Zust�anden zu si�
mulieren�

����� Paarproduktion in starken Farbfeldern

Erste Untersuchungen zur Paarproduktionsrate in starken Feldern gehen
auf Schwinger ���� zur�uck� Er berechnete die Rate von e�e��Paaren pro
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Abb� ���
� Elongierung L der Kavit�at als Funktion der Zeit �gepunktete Linie��

F�ur die durchgezogene Linie wurden die Oszillationen herausgemit�

telt� Die Anregungsenergie betr�agt 
GeV �

Einheits�Volumen und �Zeit in einem homogenen und konstanten E�Feld zu
dN

dV dt
!

E�

���

�X
n��

e�	nm
�

�
�E

n�
� �
�	��

mit der Masse der Teilchen m� und der St�arke des Feldes E ! jEj� Eine
wichtige Anwendung �ndet dieses Ergebnis in der Modellierung von hoch�
energetischen Schwerionenkollisionen� Dort glaubt man� da� die einzelnen
Hadronen der Ionen durch den Austausch von Gluonen in der Reaktionszo�
ne eine nichtverschwindende Netto�Farbladung erhalten und sich somit zwi�
schen den jeweiligen Reaktionspartnern eine Flux�tube bildet� In dieser Flux�
tube existiert� wie wir in den vorangegangenen Abschnitten gesehen haben�
ein konstantes Farbfeld� da� durch Produktion von Quark�Antiquark Paaren
in weitere Hadronen zerf�allt� Man kann aber trotzdem nicht einfach durch
�Andern der Teilchenmasse und des Feldes die aus der QED erhaltene Rate
�
�	�� auf die QCD �ubertragen� und zwar aus folgenden Gr�unden�

� Die typischen Feldst�arken in der QED sind weitaus gr�o�er als diejeni�
gen� die durch die erzeugten e�e��Paare hervorgerufen werden� Diese
k�onnen somit als Perturbation des Systems behandelt werden� In der
QCD ist dies nicht der Fall� Die Feldlinien in einer Flux�tube werden
von einer �oder wenigen� Ladungen am Ende der Tube hervorgerufen
und sind in dieser eingeschlossen� so da� man die R�uckreaktion der
produzierten Paare auf das &�au�ere& Feld nicht vernachl�assigen kann�
Gerade diese Abschirmung der Felder durch die produzierten Ladun�
gen erm�oglicht erst den Zerfall der Flux�tube in Hadronen� Glenden�
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ning und Matsui ���� ber�ucksichtigen diesen E�ekt und berechnen eine
vollst�andig energieerhaltende Paarproduktionsrate�

dN

dV dt
!
�gvE��

����
X
f

�X
n��

e��	nm
�

f
��gvE	

n�
� �
�	��

die sich zu �
�	�� nur durch numerische Konstanten unterscheidet�

� Der Ein�u� des transversalen Con�nements auf die Paarproduktions�
rate mu� beachtet werden� da die transversale Masse mt !

q
p�t %m�

f

wegen der Unsch�arferelation bei geringer Breite des Strings sehr gro�
werden kann� Die Produktion von q�q�Paaren wird daher energetisch
unterdr�uckt� F�ur typische Stringradien von� ��
�
�� fm reduziert sich
dN��dV dt� um mehr als eine Gr�o�enordnung� wobei die relative Un�
terdr�uckung bei schweren Quarks �s�c� gr�o�er ist als bei leichten �u�d��
Diese Untersuchungen wurden sowohl im Rahmen des MIT�Bagmodells
���� ���� als auch des Friedberg�Lee Modells ��
� durchgef�uhrt�

� Der Ein�u� des longitudinalen Con�nements auf die Paarproduktion
kann ebenfalls nicht vernachl�assigt werden� Dieser E�ekt hat zur Fol�
ge� da� die Produktion von q�q�Paaren in der Stringformierungsphase
stark unterdr�uckt ist ���� ���� Wong et al� ��
� leiten sogar eine minimale
Stringl�ange ab Lmin ! �mt�� � 
 fm� unter der keine Paarprodukti�
on statt�ndet� Dieses Ergebnis liefert aber andererseits ein Argument
daf�ur� da� es �uberhaupt zur Formierung einer Flux�tube kommt� was
die Grundannahme der meisten ph�anomenologischen Fragmentierungs�
modelle ist� wie beispielsweise des Lund�Modells ����

Die f�ur diese Arbeit ben�otigte zeitabh�angige Paarproduktionsrate f�ur die dy�
namische Formierung von Flux�tubes im Rahmen des Friedberg�Lee Modells
ist bis heute noch nicht berechnet worden�
Die beschriebenen Raten wurden in einigen einfachen dynamischen Simu�
lationen verwendet� um die Neutralisierung des farbelektrischen Feldes und
somit den Zerfall der Flux�tube zu beschreiben�
Kluger et al� ���� simulieren die Dynamik von e�e��Paaren in einem 
%
�
dimensionalen Fall mit longitudinal unendlicher Geometrie durch die L�osung
einer Boltzmanngleichung ohne Sto�term mit der zugeh�origen semiklassi�
schen Feldgleichung� Es werden unged�ampfte Plasmaoszillationen beobach�
tet�
Sailer et al� ���� bestimmen die typische Zerfallszeit eines Strings durch die
stochastische Mittlung �uber ein Ensemble von N Strings gem�a� dN�t� !
�.�t�N�t�dA� wobei .�t� ! �R�W �t� die zeitabh�angige Zerfallskonstante
mit der Paarproduktionsrate W �t� ist� dA ! �t dt beschreibt die invariante
Raum�Zeit Fl�ache� die von einer Flux�Tube eingenommen wird� Die Werte
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der Zerfallszeiten liegen zwischen 
 fm�c � ���� � � fm�c�
Wilets et al� ���� beschreiben die Neutralisierung einer MIT�Flux�tube mit
Hilfe einer Boltzmanngleichungmit Sto�term� wobei die Paarproduktionsrate
von Pavel und Brink ���� verwendet wird� Die Flux�tube erf�ahrt ged�ampf�
te radiale Oszillationen durch das q�q�Plasma� bis das farbelektrische Feld
verschwindet� wodurch die Flux�tube in eine Plasma�tube �ubergeht� Die Neu�
tralisierungszeiten liegen zwischen 
 fm�c � ���� � 
� fm�c und sind sehr
sensitiv auf die Parameter des ph�anomenologischen q�q�Sto�terms�
Da die numerischen Werte der Paarproduktionsraten ebenfalls sehr sensitiv
auf die transversale Ausdehnung der Strings ist� die in demMIT�Modell stets
vorgegeben werden mu�� sind dies auch die Neutralisierungszeiten� Ein wei�
terer Nachteil des MIT�Bagmodells ist die bereits angesprochene statische
Randbedingung� die es unm�oglich macht die eigentliche Disintegration der
Flux�tube in �angeregte� Hadronen zu erm�oglichen� Wir werden uns in den
n�achsten beiden Abschnitten mit der dynamischen Simulation genau dieses
Vorganges besch�aftigen�

����� Die Dissoziierung des J��

Seit der Originalarbeit von Matsui und Satz ��
�� die die Unterdr�uckung
der J���Mesonen als Signatur f�ur das Quark�Gluon�Plasma vorschlugen�
sind experimentelle Gruppen �NA	��Kollaboration� intensiv auf der Suche
nach diesem Signal ��	�� Es handelt sich dabei um den E�ekt� da� sich
ein gebundener �c�c��Zustand �ein J��� durch die Debye�Abschirmung der
Farbkr�afte nicht bilden kann� Daher liegen aus kombinatorischen Gr�unden
im Endzustand der Kollision� also nach der Hadronisierung� weitaus we�
niger J���Mesonen als bei einer rein hadronisch verlaufenden Reaktion
vor� In der Tat hat man in den letzten Jahren solche Signale in Reaktio�
nen mit leichten Projektilen� wie O%Cu� O%U und S%U gemessen� Jedoch
k�onnen diese Ergebnisse mittlerweile auch alternativ erkl�art werden� und
zwar entweder durch hadronische Endzustandswechselwirkungen� wie z� B�
J�� % N � .c % �D oder durch andere exotherme Reaktionen� wie z� B�
J�� % 
 � D % �D� die durch sogenannte &comovers& hervorgerufen werden
���� �
�� In jedem Fall ben�otigt man allerdings eine intermedi�are Reaktions�
zone mit sehr hoher �Energie��Dichte� um die experimentellen Daten zu er�
kl�aren�
In den meisten mikroskopischen Modellen� die die Dynamik der Reaktions�
zone simulieren� nimmt man an� da� die Reaktion mit der Produktion von
Strings� die imweiterenVerlauf in sekund�are Hadronen �oder Hadronresonan�
zen� zerfallen� beginnt� Wir interessieren uns nun f�ur das dynamische Verhal�
ten des J���Mesons� das beispielsweise in einer hochenergetischen Nukleon�
Nukleon�Kollision zu Beginn der Reaktion erzeugt wurde und schlie�lich in
den Bereich der Strings eindringt� Dieser Vorgang ist sehr wahrscheinlich� da
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Abb� ����� Die Zeitabh�angigkeit der Energie des farbelektrischen Feldes inner�

halb des Strings� Bis t � �
 fm�c wird der String aufgebaut und

anschlie�end das c�c�Paar bei z � 	 eingesetzt� Die nahezu lineare

Abnahme der Energie zeigt den Abschirme�ekt des c�c�Paares�

die Dichte der Strings in den obengenannten Systemen so gro� ist� da� sie
fast die gesamte Fl�ache der Reaktionszone abdecken �����
Zu diesem Zweck verwenden wir die mesonische Solitonl�osung� die wir in Ab�
schnitt 
�
 konstruiert haben und erzeugen mit dem in Abschnitt 
�� erl�auter�
ten Verfahren durch adiabatische Separierung des Quark�Antiquark Paars
eine Flux�tube von � fm L�ange innerhalb der Zeit t ! 
	 fm�c �Abbildung

����� Bedingt durch die numerische Restriktion der Poissongleichung f�ur das
Farbfeld auf zwei Dimensionen sind wir auf zylindersymmetrische Kon�gu�
rationen angewiesen� Daher k�onnen wir das transversale Durchdringen des
Strings nicht vollst�andig simulieren� sondern wir erzeugen das J���Meson
bereits auf der Symmetrieachse des Strings bei z ! � mit verschwinden�
dem Gesamtimpuls� Die Grundzustandseigenschaften des J�� entnehmen
wir aus Abschnitt 
�
�
� Mit dieser Anfangskon�guration untersuchen wir die
vollst�andige dynamische Zeitentwicklung der Bewegung des J���Mesons in
diesem String� Wie in den vorangegangenen Abschnitten werden die ��Feld�
�
����� die Poisson� �
���� und die Transport�Gleichungen ���
�� und ���
	�
selbstkonsistent gel�ost� wobei die Phasenraumverteilungen wieder durch ein
Testteilchenensemble �NT ! 
����� dargestellt werden� Die Freiheitsgrade
der leichten Quarks an den Endkappen des Strings betrachten wir als einge�
froren� �Im n�achsten Abschnitt werden wir diese Annahme aufgeben��
In Abbildung 
��
 ist die Zeitabh�angigkeit der farbelektrischen Energie auf�
getragen� Wie man erkennt� nimmt diese nach Erzeugung des J���Mesons
bei t ! 
	 fm�c n�aherungsweise linear ab� Der Grund daf�ur ist� da� das
c�Quark durch die Farbkraft zur Endkappe des leichten Antiquarks gezogen



	�	� DIE HADRONISIERUNG VON STRINGS �


wird und umgekehrt das �c�Quark zur Endkappe des leichten Quarks� Diese
Bewegung ist in Abbildung 
��� zu vier verschiedenen Zeitschritten darge�
stellt� Durch die Trennung des charm�Quark Paars heben sich im Bereich
zwischen dem c� und �c�Quark die Farbfelder der Quarks an den Endkap�
pen und der c�c�Quarks exakt weg �Screening�� Die Feldenergie geht in die
kinetische Energie der schweren Quarks �uber und diese werden in sehr kur�
zer Zeit � ��
 fm�c auf fast Lichtgeschwindigkeit beschleunigt� wodurch der
nahezu lineare Abfall der Feldenergie zustande kommt�
Im weiteren Verlauf der Zeitentwicklung verbreitert sich die anf�anglich
schmale Verteilung der schweren Quarks� wie wir in der zweiten und drit�
ten Reihe von Abbildung 
��� sehen� Schlie�lich erreichen die charm Quarks
dieselbe Breite wie die als statisch angenommenen leichten Quarks an den
Endkappen des Strings� wenn sie diese erreichen� Dort wird die Bewegung
der schweren Quarks eingefroren� da wir uns hier f�ur die Anregungszust�ande
der erzeugten D �D�Mesonen nicht weiter interessieren� sondern lediglich das
weitere zeitliche Verhalten des ��Feldes� das letztendlich den dynamischen
Einschlu� der Quarks in die �angeregten� Mesonen verursachen soll� beschrei�
ben wollen�
In den Abbildungen 
��� und 
��	 ist das zeitliche Verhalten des ��Feldes
simultan zur Quarkbewegung dargestellt� Man erkennt in der oberen Reihe
den Anfangszustand mit dem durch die adiabatische Quarkbewegung sta�
tischen String� in den zur Zeit t ! 
	 fm�c das schwere Charmoniumpaar
eingesetzt wird� Dadurch vertieft sich das ��Feld im Koordinatenursprung
erheblich� was wir auch gem�a� der statischen J���Kon�guration erwarten
w�urden �Abbildung 
�
�� Bei der darau�olgenden Trennung der Quarks �n�
den wir� da� das ��Feld etwas tr�ager auf die Abschirmung reagiert als das
instantane Farbfeld� So hat sich zur Zeit t ! 
��� fm�c die Flux�tube zwar
bereits eingeschn�urt� aber noch nicht abgetrennt� Erst bei t ! 
��� fm�c�
also ca� 	�� fm�c sp�ater als das Farbfeld� kommt es zu einem Aufbruch des
Strings�
Diese Tatsache wird begr�undet durch den Verlauf des nichtlinearen Selbst�
wechselwirkungspotentials U���� das im Bereich des perturbativen Vakuums
� � � sehr �ach ist und somit einen schnellen �Ubergang zum nichtpertur�
bativen Vakuum � ! �vac verhindert� Ist der nichtperturbative Vakuumwert
�vac schlie�lich erreicht� so beginnt das ��Feld um diesen Wert zu oszil�
lieren� was in der zweiten und dritten Reihe von Abbildung 
��	 zu sehen
ist� In dieser Darstellung wurde jeweils ein Zeitpunkt gew�ahlt� an dem das
��Feld �uber den Vakuumwert schwingt� sowie darunter� Diese Oszillatio�
nen beschreiben daher einen angeregten Vakuumzustand� Da es in unserem
Modell in der hier vorgestellten Form au�er einer numerischen D�ampfung�
die durch Schmierungsalgorithmen hervorgerufen wird ����� keinen direkten
D�ampfungsmechanismus gibt� k�onnen diese Oszillationen nur durch trans�
versale Ausdehnung �Abstrahlung� ged�ampft werden�



�� KAPITEL 	� ERGEBNISSE

-3 -2 -1 0 1 2 3

-4

-2

0

2

4
z 

[f
m

]

-4

-2

0

2

4

z 
[f

m
]

-4

-2

0

2

4

z 
[f

m
]

-3 -2 -1 0 1 2 3

-4

-2

0

2

4

x [fm]

z 
[f

m
]

-3 -2 -1 0 1 2 3

x [fm]

Abb� ����� Die Abbildung zeigt die Quarkverteilung und das ��Feld zu ver�

schiedenen Zeitschritten t � ����� �
��� ����� ���� fm�c� Die �aquidis�

tanten Konturlinien laufen von �	�
� fm�� bis 	�
� fm�� f�ur 
 �von

�� fm�� bis � fm�� in der zweiten Figur� und von �	��� fm�� bis

	��� fm�� f�ur ��
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Abb� ����� Die Abbildung zeigt die �vektorielle� Quarkverteilung und das ��Feld

zu verschiedenen Zeitschritten t � ����� �
��� ����� �	�	 fm�c� Die

�aquidistanten Konturlinien laufen von 	�		 fm�� bis 	��	 fm�� f�ur


 und von �	��� fm�� bis 	��� fm�� f�ur ��
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Der zeitliche Verlauf der Abstrahlung von ��Wellen in das umgebende
nichtperturbative Vakuum wird bestimmt durch die zweite Ableitung von
U��� an � ! �vac� da man in guter N�aherung das Potential bei �vac durch
U��� � U ����vac��� � �vac�� darstellen kann� Diese Gr�o�e fungiert daher als
quadratische �Glueball��Masse

U ����vac� ! m�
Glueball �
����

des ��Feldes und ist ein Ma� f�ur die Tr�agheit desselben� Der in unserem
Fall verwendete Wert ist mGlueball ! 
���
GeV �siehe Tabelle 
���� Die ty�
pischen Zeitskalen � f�ur die Ausbreitung und D�ampfung der ��Wellen be�
tragen zwischen �� fm�c � � � 	� fm�c� Vergleicht man diese Zeiten mit
typischen Werten von � 
 fm�c� die in String�Fragmentierungsmodellen wie
z� B� dem URQMD� �

� oder dem HSD�Modell ���� verwendet werden um
die verschiedenen Hadronenspektren zu reproduzieren� so sehen wir� da� das
Modell dieser schnellen Reaktionsdynamik des Stringzerfalls nicht gerecht
wird� Nichtsdestotrotz schlie�en wir aus der Simulation� da� ein lokalisierter
c�c�Zustand instantan in einem starken Farbfeld separiert wird und somit
zur Produktion von D �D�Mesonen �oder .c�Baryonen� f�uhrt�
Die Frage� ob eine Dissoziierung dieses Zustandes ebenso statt�ndet� wenn
dieser einen Transversalimpuls pt hat� kann folgenderma�en abgesch�atzt wer�
den� Die Zeit zum Durchdringen der Flux�tube kann man durch

 t � �
rms

v
J�

t

! �
rms

q
p�t %m�

J�


jptj � � � � fm�c �
��
�

bestimmen� wobei mittlere bis gro�e Transversalimpulse von 
 � 
GeV�c
angenommen werden und eine transversale Ausdehnung des Strings von

rms ! ��� fm� Bei einer mittlere farbelektrischen Feldst�arke von� jEj � von

��
 fm�� erfahren die Quarks des J�� eine longitudinale Impuls�anderung
von

j pzj � gvjEzj t � 	 � �GeV�c � �
����

wobei 	s ! g�v����� ! 
��� ist� Eine solche Impuls�anderung� die einer �Ande�
rung der kinetischen Energie der Quarks von 	��GeV entspricht� ist sicher�
lich ausreichend� um den mit ca� ���MeV in einemCoulombpotential gebun�
denen J���Zustand zu dissoziieren� Allerdings mu� man dabei bedenken�
da� die Bindung des J���Grundzustandes in unserem Modell ausschlie�lich
durch das skalare Feld vermittelt wird� da die Coulomb Wechselwirkung f�ur
Farbsingletts verschwindet� Daraus ergibt sich eine geringere Bindungsener�
gie� die man durch g��vac � ��� � 	��MeV absch�atzen kann� Das f�uhrt zu
einer leichteren Dissoziierung des J��� Die bestimmten Energieverh�altnisse
geben aber Anla� zu der Vermutung� da� auch bei quantenmechanisch exak�
ter Behandlung des Problems das Ergebnis unver�andert bleibt�
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In den n�achsten Abschnitten werden wir den vollst�andigen dynamischen Pro�
ze� der Stringformierung und des Stringzerfalls untersuchen� wobei in diesem
Fall die Endkappen sich mit Lichtgeschwindigkeit bewegen� so da� der String�
zerfall durch vielfache Produktion von leichten q�q�Paaren geschieht�

����� Das Lund�Modell

Wir haben im vorangegangenen Abschnitt an einem vereinfachten Beispiel
eines statischen Strings mit festgehaltenen Quarkverteilungen an den End�
kappen gesehen� wie dieser durch Produktion eines c�c�Paars in Mesonen
aufbricht� Der vollst�andige Proze� der Stringformierung und des Stringzer�
falls ist jedoch weitaus komplexer� so da� vor allem die Bestimmung einer
exakten zeitabh�angigen Paarproduktionsrate im Rahmen des Friedberg�Lee
Modells bisher nicht durchgef�uhrt werden konnte �siehe Diskussion in Ka�
pitel 
�
�
�� Um aber einen qualitativen Eindruck vom zeitlichen Verlauf
der Reaktionsdynamik zu erhalten� stellen wir im folgenden ein einfaches�
ph�anomenologisches Modell der Stringfragmentierung vor� das sogenannte
Lund�Modell ����� Wir verwenden anschlie�end diese einfache Modellierung
der Paarproduktion� um die Raum�Zeit Dynamik des Stringzerfalls mit dem
Friedberg�Lee Modell zu beschreiben�
Im Lund�Modell nimmt man an� da� die Quarks masselos sind und sich so�
mit stets mit Lichtgeschwindigkeit bewegen� Ebenso sollen die Endkappen
des Strings �das den String erzeugende Q �Q�Paar� mit c propagieren� Da�
her wird zur vollst�andigen Beschreibung eines solchen Systems lediglich eine

%
�dimensionale Raum�Zeit Geometrie ben�otigt� Der Grund daf�ur ist� da�
es kausal unm�oglich ist� einen physikalischen Flu� von Teilchen zu erzeu�
gen� der sich auf die Endkappen des Strings zubewegt� Eine weitere Annah�
me ist� da� die Farbkr�afte innerhalb des Strings einem linearen Kraftgesetz
Vq�q ! � jxq � x�qj folgen� was eine g�ultige Annahme ist� wie unsere bisherigen
Untersuchungen gezeigt haben� Unter diesen Pr�amissen kann man zeigen�
da� sich q�q�Paare innerhalb des Strings sogenannte &Yo�Yo&�Bewegungen
ausf�uhren �siehe Abbildung 
����� Diese Moden sind beispielsweise f�ur ein
reines Zweiteilchensystem L�osungen der Bewegungsgleichungen des Hamil�
tonoperators

H ! jp� � p�j% � jx� � x�j � �
��	�

Wir betrachten nun die einfachsten Raum�Zeit Diagramme in diesemModell�
In Abbildung 
��� a� �ndet die Produktion eines q�q�Paars bei x ! � statt�
Die entstehenden angeregten Mesonen propagieren symmetrisch entlang der
x�Achse� wobei die schattierte Fl�ache die Raumbereiche markiert� in der das
Farbfeld noch existiert� Abbildung 
��� b� zeigt die symmetrische Produk�
tion zweier q�q�Paare bei x ! �x�� wobei wieder die symmetrisch auf dem
Lichtkegel propagierenden Mesonen entstehen und zus�atzlich ein angeregtes
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Abb� ����� Raum�Zeit�Darstellung der einfachsten Lund�Diagramme�

Meson� das eine Yo�Yo�Bewegung um x ! � mit verschwindendem Gesam�
timpuls beschreibt� Der symmetrische Aufbruch des Strings bei x ! �x� und
x ! � zur gleichen Zeit t ! t� wird in Abbildung 
��� c� beschrieben� Neben
den zwei �au�eren Mesonen entstehen nun zwei parallel propagierende Meso�
nen� die jeweils einen verschwindenden Gesamtimpuls haben� Diese Situation
�andert sich� falls man das q�q�Paar bei x ! � etwas fr�uher als die anderen
beiden Paare produziert� Wir sehen in Abbildung 
��� d�� da� die Bewegung
immer noch symmetrisch verl�auft� die beiden mittleren Mesonen allerdings
einen nichtverschwindenden Relativimpuls besitzen�
Aufschlu� �uber den Zusammenhang zwischen den Aufbruchpunkten und
der Impulsverteilung im Endzustand der Reaktion erh�alt man durch Be�
trachtung der Energierelationen der produzierten Quarkpaare� die wir im
folgenden durch qi�qi indizieren� Die Energie und der Impuls des Hadrons i
im Endzustand� das aus den Konstituenten �qi���qi� besteht� ist durch

Ei ! � �xi�� � xi� und pi ! � �ti�� � ti� �
����

gegeben� Die Gr�o�en �xi� ti� sind die Raum�Zeit Aufbruchpunkte des Paares
�qi�qi�� Der &Zweier�Impuls& p� des Hadrons ist daher durch den Schritt vom
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Abb� ����� Energie�Impulsdarstellung des stochastischen Aufbruchschemas�

Raum�Zeit Punkt i zum Raum�Zeit Punkt i� 
 gegeben�

p�i ! � �x�i�� � x�i � � � x�i � �
��
�

Der Aufbruch des Strings kann somit durch eine Folge von Schritten repr�asen�
tiert werden� wobei in jedem Schritt die Bedingung

p�i pi� ! �� � x�i xi� ! m�
i �
����

erf�ullt ist� mi ist die invariante Masse des Hadrons i� die in Abbildung 
��

durch die schra$erten Fl�achen gekennzeichnet ist�
Die Details des numerischen Prozesses im Lund�Modell� das hei�t die Wahl
der Aufbruchpunkte und somit auch der Massen der Endzustandshadronen
geschieht nach einem stochastischem Schema� Sind

x�i ! ti % xi � x�i ! ti � xi �
����

p�i ! Ei % pi � p�i ! Ei � pi �
����

die Lichtkegelkoordinaten der Quarkpaare� so �ndet der Schritt in die �%��
Richtung vom Punkt i � 
 zum Punkt i mit einer Wahrscheinlichkeit z�i
statt�

 x�i ! z�ix
�
i�� � �
����

Der Schritt in die ����Richtung wird dann durch die Hadronenmassemi �
����
festgelegt�

 x�i !
m�

i

� �
 x�i � �
�
��
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Der Zerfall eines Strings in Hadronen erfolgt daher nach der Rekursionsformel

x�i ! �
 � z�i�x
�
i�� �
�

�

x�i ! x�i�� %
m�

i

� �

 � z�i
z�i




x�i
�
�
��

zusammen mit der Randbedingung

x�� ! �E % p��� � x�� ! � �
�
	�

zu Beginn der Fragmentierung� Die z�i unterliegen nur im letzten Fragmen�
tierungsschritt j der Bedingung� da�

x�j ! �E � p��� � x�j ! � � �
�
��

Sie sind ansonsten frei w�ahlbar �zwischen � und 
�� Die Wahrscheinlichkeit�
da� ein Aufbruch des Strings mit z�i erfolgt� ist durch die Fragmetierungs�
funktion gegeben�

f�z� ! Nz���



 � z

z

��
exp��bm�

��z� � �
�

�

Diese Funktion wird durch die drei Parameter 	� �� b� die transversale Mas�
se der produzierten Hadronen m� und den Normierungsfaktor N bestimmt�
die an die Hadronenspektren von hochenergetischen e�e��Kollisionen ge�
�ttet werden� Der Erfolg dieses Stringfragmentierungsmodells manifestiert
sich in der Tatsache� da� man mit den relativ wenigen Modellparametern
auch sehr gut die Hadronenspektren von Hadron�Hadron� bzw� Schwerionen�
Kollisionen beschreiben kann� Allerdings werden keine Aussagen �uber die
raum�zeitliche Entwicklung der Schwerionenreaktion gemacht� sondern man
geht von einer Stringkon�guration mit vorgegebener Gesamtenergie aus und
tri�t Aussagen �uber die Impulsverteilung der aus diesem String erzeugten
Hadronen� Somit werden weder Aussagen �uber den Beginn der Reaktion ge�
macht �Stringformierungsphase�� noch �uber Endzustandswechselwirkungen
der Hadronen�

����� Die Transportdynamik

Wir werden daher im folgenden eine Raum�Zeitentwicklung f�ur die in der
Abbildung 
��� dargestellten Diagramme im Rahmen unseres Modells geben�
Die Vorgehensweise verl�auft analog zu den bisherigen dynamischen Simula�
tionen� Wir stellen die Verteilungen der produzierten Quarks und Antiquarks
�q und �q� jeweils durch ein TestteilchenensemblemitNT ! 
���� dar� Die ein�
zelnen Testteilchen folgen den Hamilton&schen Bewegungsgleichungen ���
��
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und ���
	�� Die Verteilungen des den String erzeugenden Q �Q�Paars propa�
gieren mit �c entlang der z�Achse� wobei die Form der beiden Verteilungen
festgehalten wird� Die skalare Dichte 
s und die Ladungsdichte 
 werden
durch die Summe �uber alle vorhandenen Quark�Antiquark Paare berechnet
und dienen als Quellen f�ur das ��Feld gem�a� �
���� und das farbelektrische
Feld gem�a� �
����� Die Felder werden mit denselben Techniken berechnet�
die auch in den vorangegangenen Abschnitten verwendet wurden�
Wir beginnen mit der Raum�Zeit Darstellung des Lund�Diagramms 
��� a��
Der Zeitpunkt t�� an dem das q�q�Paar produziert wird� ist durch ����

t� � z� ! �m��� � �
�
��

gegeben� Findet die Produktion bei z ! � statt und sollen die Hadronen im
Endzustand eine Masse von 
��GeV haben� so legen wir den Aufbruchzeit�
punkt bei t ! � fm�c fest� Die Abbildung 
��� zeigt die zeitliche Entwicklung
der Ladungsdichte 
 der Quarks� der Energiedichte � des Farbfeldes� sowie
die des ��Feldes� Man erkennt� wie sich zwischen dem Q �Q�Paar eine Flux�
tube aufbaut� in die nach ��� fm�c ein q�q�Paar eingestreut wird� Durch
die Kraft des farbelektrischen Feldes werden die Quarks instantan auseinan�
dergezogen und propagieren ebenfalls mit Lichtgeschwindigkeit den Quarks
an den Endkappen hinterher� also vq ! �c und v�q ! c ist� Dadurch wird
das Feld im Bereich zwischen dem q�q�Paar vollst�andig abgeschirmt und der
String bricht an dieser Stelle auf� Diesen Aufbruch kann man sowohl an der
verschwindenden Energiedichte des Farbfeldes im Koordinatenursprung� als
auch an der R�uckkehr des ��Feldes zum nichtperturbativen Vakuumwert
�vac erkennen kann� Wir stellen weiterhin fest� da� die im vorangegangenen
Abschnitt beschriebenen Oszillationen des ��Feldes auch in diesem� sich dy�
namisch entwickelnden Szenario statt�nden� wenn auch mit weitaus geringe�
rer Amplitude� wie man zu den Zeitpunkten t ! 	�� fm�c und t ! ��� fm�c
sehen kann� In der unteren Abbildung erkennen wir wieder die in Abschnitt

�� diskutierte Dispersion der Verteilungen von q und �q� Der hier beschriebe�
ne einfache Aufbruch eines Strings verl�auft ansonsten vollkommen analog zu
dem entsprechenden Raum�Zeit Diagramm des Lund�Modells� das im Endzu�
stand die freie Propagation der gebildeten Mesonen entlang des Lichtkegels
darstellt�
Der Aufbruch des Strings durch die gleichzeitige und symmetrische Pro�
duktion zweier q�q�Paare bei z ! �z� ist in Abbildung 
��� gezeigt� In der
oberen Figur erkennt man die bereits aufgebaute Flux�tube mit einer L�ange
von 	�� fm� in die kurze Zeit sp�ater beide q�q�Paare bei z ! �
�
 fm ein�
gesetzt werden� Die Quarks separieren sich wieder� wodurch eine spontane
Abschirmung des Farbfeldes hervorgerufen wird� was in der zweiten Figur zu
erkennen ist� Das ��Feld beginnt ebenfalls� mit etwas Verz�ogerung� sich ein�
zuschn�uren� In der dritten Figur sehen wir� wie sich das q�q�Paar in der Mitte
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Abb� ���	� Die Abbildung zeigt das zeitliche Verhalten der Ladungsdichte 
�

der Energiedichte des Farbfeldes �� sowie des ��Feldes f�ur den Auf�

bruch eines Strings durch Produktion eines q�q�Paares� Es wurde

die vollst�andige Dynamik �VD� des Transportmodells verwendet� Die

�aquidistanten Konturlinien laufen von �	�� fm�� bis 	�� fm�� f�ur 
�

von 	�	 fm�� bis ��	 fm�� f�ur � und von �	��� fm�� bis 	��� fm��

f�ur ��
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Abb� ����� Die Abbildung zeigt das zeitliche Verhalten der Ladungsdichte 
� der

Energiedichte des Farbfeldes �� sowie des ��Feldes f�ur den Aufbruch

eines Strings durch die symmetrische Produktion zweier q�q�Paare zu

den Zeitpunkten t � ���� ���� 
��� ��	 fm�c� Es wurde die vollst�andige

Dynamik �VD� des Transportmodells verwendet� Die �aquidistanten

Konturlinien laufen von �	�� fm�� bis 	�� fm�� f�ur 
� von 	�	 fm��

bis 
�	 fm�� f�ur � und von �	���� fm�� bis 	��� fm�� f�ur ��
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Abb� ���
� Die Abbildung zeigt das e�ektive Potential des ��Feldes mit unter�

schiedlicher skalarer Dichte�

des Strings fast vollst�andig durchdringt� so da� das Farbfeld an dieser Stel�
le verschwindet� Bedingt durch die rapide Abschirmung des Farbfeldes� f�allt
dieses als Quelle des ��Feldes weg �siehe Gleichung �
����� und das ��Feld
wird an dieser Stelle hoch angeregt� Anschlie�end beginnt das ��Feld um
den nichtperturbativen Vakuumwert zu oszillieren� Im weiteren Verlauf der
Zeitentwicklung zeigt sich� da� das ��Feld die zur Zeit t ! 	�� fm�c erst
leicht ausgeschmierten q�q�Verteilungen nicht lokalisiert und in eine Kavit�at
einschlie�t� sondern da� diese sich schlie�lich lokal neutralisieren und entlang
der z�Achse bis auf eine Gesamtl�ange von ca� � fm ausbreiten� was in der un�
teren Figur zu erkennen ist�
Durch die Ausd�unnung der q�q�Verteilungen kommt es schlie�lich zu einem
kompletten Phasen�ubergang in der Mitte des Strings� da die verbliebene ge�
ringe skalare Dichte nicht ausreicht� um das perturbative Vakuum aufrecht�
zuerhalten� Diesen Phasen�ubergang erkennt man an der Abh�angigkeit des
e�ektiven Potentials Ueff ! U��� % g��
s von 
s� was in der Abbildung 
���
gezeigt ist� F�allt der Wert von 
s unter etwa 
(	 des Grundzustandswertes�
so ist es f�ur das ��Feld energetisch g�unstiger zum nichtperturbativen Vaku�
umwert �vac zur�uckzukehren�
Als n�achstes betrachten wir den symmetrischen Aufbruch des Strings durch
Produktion dreier q�q�Paare in Analogie zu Abbildung 
��� c�� Es ergibt sich
ein dynamisches Verhalten der Quarks� das dem vorangegangenen Beispiel
sehr �ahnlich ist�
In der oberen Reihe sehen wir die Flux�tube zum Zeitpunkt t ! ��� fm�c
mit einer L�ange von 
�� fm� Zur Zeit t ! 	�� fm�c produzieren wir die
drei q�q�Paare bei z ! � fm und z ! �� fm� Daraufhin erkennen wir in
der zweiten Figur wieder� wie durch die Bewegung der Quarks das Farb�
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Abb� ����� Die Abbildung zeigt das zeitliche Verhalten der Ladungsdichte 
� der

Energiedichte des Farbfeldes �� sowie des ��Feldes f�ur den Aufbruch

eines Strings durch die symmetrische Produktion dreier q�q�Paare zu

den Zeitpunkten t � ���� 
��� ���� ��� fm�c� Es wurde die vollst�andige

Dynamik �VD� des Transportmodells verwendet� Die �aquidistanten

Konturlinien laufen von �	�� fm�� bis 	�� fm�� f�ur 
� von 	�	 fm��

bis 
�	 fm�� f�ur � und von �	���� fm�� bis 	��� fm�� f�ur ��
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feld abgeschirmt wird und sich das ��Feld einschn�urt� Die Bildung der
beiden �au�eren Mesonenpaare� sowie das Durchdringen der q�q�Paare sehen
wir zum Zeitpunkt t ! ��� fm�c� �Ahnlich wie im vorangegangenen Beispiel
f�uhrt die schnelle Abschirmung des Farbfeldes zu einer hohen Anregung des
��Feldes� wodurch letzteres anf�angt um �vac zu oszillieren� Dadurch werden
die jeweiligen q�q�Paare wieder nicht in Kavit�aten eingeschlossen und die
weitere Dispersion der Quarkverteilungen kann nicht verhindert werden� Es
�ndet wieder eine Neutralisierung derselben statt und schlie�lich verteilen
sich die farbneutralen q�q�Fragmente entlang der z�Achse bis zu einer Ge�
samtl�ange von � fm zum Zeitpunkt t ! ��� fm�c� Nachdem die Oszillationen
des ��Feldes unter schwacher D�ampfung nachlassen� �ndet der vollst�andige
Phasen�ubergang zum nichtperturbativen Vakuum statt�
Wir stellen daher fest� da� das Transportmodell in seiner hier verwendeten
Form nicht in der Lage ist� dynamisch die propagierenden Quarkverteilungen
in Kavit�aten zu lokalisieren� Stattdessen entspricht der erreichte Endzustand
stets lokal farbneutralen reellen Quark�Antiquark Fragmenten� die im nicht�
perturbativen Vakuum propagieren�
Das Zustandekommen der in den vorangegangenen Beispielen gezeigten Re�
aktionsdynamik hat mehrere Ursachen� Zum einen ist der Wert der star�
ken Kopplungskonstante sehr gro�� was zu einer sehr hohen Energiedichte
des Farbfeldes f�uhrt� Dadurch nimmt das ��Feld in der Mitte eines Strings
stark negative Werte an� die sogar bis zu ��vac gehen k�onnen� Verschwindet
diese Energiedichte nun durch die spontane Abschirmung der produzierten
Quarks� so �andert sich die Form des e�ektiven Potentials ebenfalls spontan�
so da� das ��Feld eine hohe Anregungsenergie erh�alt� Das physikalische Pro�
blem dabei ist� da� diese Anregungsenergie in der momentanen Form unseres
Modells nicht in die Masse von neu produzierten Teilchen �Pionen� umgewan�
delt werden kann� Daher k�onnen die entstehenden Oszillationen nur schwach
ged�ampft werden �entweder numerisch oder durch transversale Expansion��
Das ��Feld folgt daher den Quarkverteilungen nicht schnell genug� um diese
zu lokalisieren� Somit wird das weitere Zerlaufen der q�q�Verteilungen nicht
verhindert� Eine e�ektive D�ampfung k�onnte man beispielsweise durch die
Ankopplung eines Pionenfeldes erreichen� wodurch man ebenfalls die chirale
Symmetrie des Modells wiederherstellt ���� ��� �
��
Weiterhin bereiten diese ��Feld Oszillationen auch numerische Probleme� da
bei Werten von ��x� � �vac die Singularit�at in der Poissongleichung abge�
fangen werden mu�� jedenfalls an Stellen� an denen Farbladungs�uktuationen
vorliegen� also 
 �! � ist�
Die Ursache der Dispersion der Quarkverteilungen ist die geringe Teilchen�
zahl� also ein 
�Nphys�E�ekt� Da in unseren Simulationen nur wenige phy�
sikalische Teilchen Nphys � 
� vorliegen� nimmt die Selbstwechselwirkung
dieser entscheidenden Ein�u� auf die Dynamik� nur ein einziges geladenenes
Teilchen mit fast verschwindender Masse w�urde durch das repulsive Vektor�
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feld instantan zerlaufen� In diesem Grenzfall ist auch die Voraussetzung der
Mittelfeldn�aherung nicht mehr gegeben� die besagt� da� sich ein Teilchen in
einem Feld bewegt� das durch Mittelung �uber alle anderen Teilchen bestimmt
wird�
Um aber wenigstens einen qualitativen Eindruck von der Raum�
Zeitentwicklung der Stringfragmentierung im Friedberg�Lee Modell zu erhal�
ten� stellen wir im n�achsten Abschnitt ein einfaches molekulardynamisches
Modell vor� mit dem wir die bisher aufgetretene Dispersion der Quarkvertei�
lungen k�unstlich verhindern�

����� Die Molekulardynamik

Zur Motivation unseres Ansatzes orientieren wir uns an dem f�ur Schwerionen�
kollisionen sehr erfolgreichen Modell der Quantenmolekulardynamik �QMD�
�

�� In diesem Modell geht man davon aus� da� der Beitrag eines einzelnen
Nukleons i zur gesamten Phasenraumverteilung durch

fi�x�p� t� ! N exp���x� xi�t��
�� �

x� exp���p� pi�t��
�� �

p� �
�
��

gegeben ist� Man propagiert daher nur die Vektoren xi�t� und pi�t� gem�a� den
Hamilton&schen Bewegungsgleichungen und nimmt an� da� die Verteilung im
Orts� und Impulsraum durch eine Gau�funktion mit einer konstanten Breite
darstellbar ist�
Wir verfahren hier sehr �ahnlich und beschreiben die physikalischen Teilchen
�Quark und Antiquark� jeweils durch einen zeitabh�angigen Orts� und Im�
pulsvektor� die ebenfalls den Hamilton&schen Bewegungsgleichungen folgen�
Das erreichen wir in dem wir in den Bewegungsgleichungen der Testteilchen
���
�� und ���
	� NT ! Nphys setzen� wobei Nphys die Anzahl an physika�
lischen Teilchen angibt� Der einzige Unterschied zum QMD�Modell besteht
darin� da� wir dem Ortsvektor xi�t� als Annahme die mesonische Grund�
zustandsverteilung zuordnen� wodurch wir sowohl die skalare Dichte 
s� als
auch die Ladungsdichte 
 jedes einzelnen Quarks erhalten� Die gesamte ska�
lare Dichte und Ladungsdichte ermitteln wir durch die Summe �uber alle
�Anti��Quarks�
Der Impulsvektor jedes Quarks pi�t� verschwindet zum jeweiligen Produkti�
onszeitpunkt� was der Annahme entspricht� da� die Teilchen mit verschwin�
dendem Gesamtimpuls produziert werden ����� Anschlie�end werden die Im�
pulse ebenfalls gem�a� der Bewegungsgleichung der Testteilchen ���
	� propa�
giert� Da wir die Form der Quarkverteilungen w�ahrend der Zeitentwicklung
nicht �andern� verhindern wir somit k�unstlich ihre starke Dispersion�
Wir vergleichen zun�achst die bereits diskutierten Prozesse mit diesem neuen
molekulardynamischen Verfahren anhand des dynamischen Verhaltens der
Ladungsdichten 
� In Abbildung 
�	� sind diese zu verschiedenen Zeitschrit�
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ten aufgetragen� Die linke Seite stellt die Simulation mit vollst�andiger Test�
teilchendynamik �VD� dar� w�ahrend auf der rechten Seite das molekulardy�
namische Modell verwendet wurde �MD�� F�ur diesen speziellen Aufbruch
des Strings mit der Produktion nur eines q�q�Paares sind bis auf die leichte
Dispersion der Verteilungen des VD�Verfahrens bei t ! ��� fm�c keine wei�
teren Unterschiede festzustellen�
Anders sieht die Situation bei dem Aufbruch des Strings durch Erzeugung
zweier q�q�Paare aus� W�ahrend im VD�Verfahren die Verteilungen sich neu�
tralisieren und anschlie�end expandieren� �ndet im MD�Verfahren die aus
Abbildung 
��� b� erwartete Yo�Yo�Bewegung statt� die unged�ampft verl�auft�
wie man an Abbildung 
�	
 erkennen kann� Dort sind die Dichten der Quarks
zu den Zeiten t ! 
��� ���� 	��� ��� fm�c aufgetragen und man sieht an der un�
teren Figur� das selbst nach ���fm�c die &Yo�Yo&�Bewegung mit unver�ander�
ter Amplitude statt�ndet�
Ein weiterer Vergleich der beiden Verfahren ist in Abbildung 
�	� f�ur den
Stringaufbruch mit drei q�q�Paaren gezeigt� Wir erkennen� wie sich im Laufe
der Zeit die beiden parallelen Yo�Yo�Moden ausbilden� wobei die Verteilun�
gen der Quarks w�ahrend der Oszillationen stets wieder exakt zum Ursprung
�z ! �� zur�uckkehren und sich dort vollst�andig �uberlappen� wie wir es auf�
grund der �aquivalenten Bewegung aus Abbildung 
��� c� erwarten� Wir se�
hen daher� da� wir mit dem molekulardynamischen Verfahren die einfachen
Lund�Diagramme 
��� a� � c� reproduzieren k�onnen�
Wir zeigen nun zus�atzlich� da� man im Rahmen des MD�Verfahrens die
Quarkbewegung der Abbildung 
��� d� nachvollziehen kann� Dazu sind in
Abbildung 
�		 sowohl die Quarkdichten als auch das ��Feld dargestellt�
Wir erkennen hier anhand der Dichten� da� das mittlere Quark�Antiquark
Paar bereits erzeugt ist und sich durch die Kraft des Farbfeldes separiert
hat� bevor die anderen beiden q�q�Paare symmetrisch bei z ! �z� ! �� fm
eingestreut werden� Diese separieren sich ebenfalls instantan� wobei wieder
die �au�eren Mesonenpaare gebildet werden� sowie die beiden inneren Meso�
nenpaare� Diese inneren Mesonenpaare haben in diesem Fall allerdings einen
gerichteten Gesamtimpuls� da die Quarks des bei z ! � erzeugten q�q�Paars
bereits �uber eine Zeit von ��
 fm�c Energie und somit Impuls aus dem Farb�
feld aufnehmen konnten� Aus der Summe dieser beiden Impulse ergibt sich
nun der Gesamtimpuls des gebildeten Mesons und daraus schlie�lich die Ge�
schwindigkeit� mit der dieser angeregte Mesonenzustand weiterpropagiert� In
diesem angeregten Zustand f�uhren die Quarks aber weiterhin eine &Yo�Yo&�
Bewegung durch� was man an zu den Zeitpunkten t ! 
��� ���� ��� fm�c sieht�
W�ahrend dieses Zeitraums ist eine vollst�andige Phase der Oszillationsbewe�
gung gezeigt� Sie beginnt und endet mit dem fast vollst�andigen �Uberlapp
der Quarkverteilungen� was sich an dem Verschwinden der Energiedichte bei
t ! 
�� fm�c und t ! ��� fm�c �au�ert� Die weitere gerichtete Bewegung der
Mesonen ist in der Abbildung 
�	� deutlich zu erkennen� Weiterhin sehen
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wir anhand des ��Feldes� da� sich die richtigen� sich gegenseitig neutrali�
sierenden Quark�Antiquark Paare gefunden haben� da das ��Feld in den
Bereichen� wo das farbelektrische Feld abgeschirmt wird� auf seinen Vaku�
umwert zur�uckkehrt� Ein Vergleich mit der Abbildung 
��� d� best�atigt diese
Aussage� die Bereiche des Farbfeldes sind schra$ert dargestellt� In den ande�
ren Bereichen mu� das ��Feld wieder auf seinen Vakuumwert zur�uckkehren�
Wir sehen anhand dieser Simulationsergebnisse� da� wir mit den MD�

Verfahren in der Lage sind� die Raum�Zeit Graphen des Lund�Modells im
Rahmen des Friedberg�Lee Modells dynamisch zu reproduzieren� Wir erhal�
ten mit diesem Verfahren angeregte Hadronen im Endzustand� deren Ra�
pidit�atsverteilung man durch geeignete Wahl der Aufbruchpunkte festlegen
kann� Durch Einf�uhrung des molekulardynamischen Verfahrens ist eine Ba�
sis gescha�en� die es erlaubt� die Raum�Zeit�Entwicklung eines Strings oder
von einem Ensemble von Strings und deren Fragmentierung zu beschreiben�
Somit ist ein weiterer Schritt zur konsistenten Simulation einer Schwerionen�
kollision getan� auch wenn es bis dahin noch ein weiter Weg ist�
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Abb� ���
� Die Abbildung zeigt den Vergleich der Ladungsdichte f�ur den

Stringaufbruch durch die symmetrische Produktion eines q�q�Paares

zu den Zeitpunkten t � ���� ���� 
��� ��	 fm�c� Die linke Seite

beschreibt die vollst�andige Transportdynamik �VD� und die rechte

Seite die molekulardynamische Simulation �MD�� Die �aquidistanten

Konturlinien laufen von �	�� fm�� bis 	�� fm���
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Abb� ����� Die Abbildung zeigt den Beginn der Zeitentwicklung der Ladungs�

dichte� der Energiedichte des Farbfeldes� sowie des ��Feldes f�ur

den Aufbruch eines Strings durch zeitlich verz�ogerte Produktion

dreier q�q�Paare zu den Zeitpunkten t � ���� 
��� ���� ��� fm�c� Es

wurde die molekulardynamische Vorgehensweise �MD� verwendet�

Die �aquidistanten Konturlinien laufen von�	�
� fm�� bis 	�
� fm��

f�ur 
� von 	�	 fm�� bis 
�	 fm�� f�ur � und von �	��� fm�� bis

	��� fm�� f�ur ��
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Abb� ����� Die Abbildung zeigt den sp�ateren Verlauf der Zeitentwicklung der

Ladungsdichte� der Energiedichte des Farbfeldes� sowie des ��Feldes

f�ur den Aufbruch eines Strings durch zeitlich verz�ogerte Produktion

dreier q�q�Paare zu den Zeitpunkten t � ���� ���� �	��� ���� fm�c� Es

wurde die molekulardynamische Vorgehensweise �MD� verwendet�

Man beachte die gegen�uber der Abbildung ��

 reskalierte z�Achse�

Die �aquidistanten Konturlinien laufen von�	�
� fm�� bis 	�
� fm��

f�ur 
� von 	�	 fm�� bis 
�	 fm�� f�ur � und von �	��� fm�� bis

	��� fm�� f�ur ��



Kapitel 	

Zusammenfassung und

Ausblick

In dieser Arbeit wurde ein relativistisches Transportmodell vorgestellt� das
es erlaubt� die Dynamik von Quarks als klassische Farbladungen in einem
Medium mit Con�nement zu beschreiben�
Ausgangspunkt unserer Untersuchungen war die Frage nach dem dyna�
mischen Verhalten der fundamentalen Theorie der Quarks und Gluo�
nen� der Quantenchromodynamik �QCD�� im klassischen Grenzfall gro�er
Feldst�arken� in dem die quantenmechanischen Fluktuationen vernachl�assig�
bar sind� Wir haben gesehen� da� in diesem Grenzfall die fundamentale Vor�
aussetzung f�ur Con�nement� die Antiabschirmung der Farbladungen� nicht
gegeben ist� Im Gegenteil hat die nichtabelsche Struktur der Feldgleichungen
dazu gef�uhrt� da� die klassischen Farbladungen stets abgeschirmt werden�
Der dynamische Einschlu� der Quarks in Farbsinglett�Zust�ande ist daher ein
rein quantenmechanischer E�ekt� der eine nichtperturbative Behandlung des
QCD�Vakuums erfordert� Diese ist aber mit den momentanen mathemati�
schen Methoden und(oder modernsten Rechenanlagen nicht m�oglich�
Wir sind daher zur Modellbildung der QCD gezwungen und haben im drit�
ten Kapitel das nichttopologische Solitonen�Modell von Friedberg und Lee
vorgestellt� In diesem Modell wird die komplexe nichtperturbative Struktur
des QCD�Vakuums ph�anomenologisch durch ein skalares Feld dargestellt�
das durch seine Kopplung an die Quarks und Gluonen ein Dielektrikum mit
verschwindender Dielektrizit�atskonstanten modelliert und so den Einschlu�
der Quarks in farbneutrale Gebilde bewirkt� Anhand einer Darstellung der
bisherigen in der Literatur ver�o�entlichten Arbeiten wurde gezeigt� da� die
dortigen Verfahren es nicht erlauben� dynamische Prozesse zu untersuchen�
Wir haben deshalb im vierten Kapitel die Ableitung einer Transportglei�
chung beschrieben� die die numerische Behandlung dynamischer Reaktionen
erheblich vereinfacht� Dabei sind wir zun�achst von der Phasenraumvertei�
lung von klassischen SU�	��Farbladungen ausgegangen und haben mit Hil�

��
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fe des Liouville�Theorems Bewegungsgleichungen f�ur das Farbsinglett� und
Farboktett�Moment der Verteilung abgeleitet� Anschlie�end wurde gezeigt�
da� man diese Gleichungen aus den exakten quantenmechanischen Trans�
portgleichungen f�ur die QCD�Wignerfunktion gewinnen kann� und zwar in
der niedrigsten Ordnung der semiklassischen Entwicklung nach �h und unter
der Annahme der abelschen Dominanz der Feldkon�guration� Weiterhin sind
wir auf die Probleme der Eichinvarianz der Wignerfunktion eingegangen�
Nach diesen Vorarbeiten sind wir zur numerischen Simulation der Modellglei�
chungen �ubergegangen und haben zun�achst die Grundzustandseigenschaften
untersucht� Es stellte sich heraus� da� man mit einem Parametersatz so�
wohl die physikalischen Eigenschaften der Mesonen als auch der Baryonen
zufriedenstellend beschreiben kann� Da die Quarks im Grundzustand in ei�
ner lokalen Thomas�Fermi Verteilung vorliegen� kann die unterschiedliche
Anzahl von Quarks in Mesonen �n ! �� und Baryonen �n ! 	� durch Anpas�
sung der Fermienergie erreicht werden� Ausgehend vom mesonischen Grund�
zustand haben wir mit Hilfe eines zeitabh�angigen Verfahrens die Current�
Quarkmasse adiabatisch erh�oht und somit Mesonenzust�ande mit schweren
charm�Quarks erzeugt� Um die Massen der J��� und D� �D�Mesonen opti�
mal zu reproduzieren� mu�ten wir einen Wert der Masse des charm�Quarks
von mc ! 
��
GeV w�ahlen� der durchaus noch in dessen experimentellem
Unsicherheitsbereich liegt�
Eine Konsequenz der Farbneutralit�at des Grundzustandes ist� da� die ab�
solute St�arke der Farbladungen� die durch die starke Kopplungskonstan�
te 	s gegeben ist� anhand von Grundzustandseigenschaften nicht festge�
legt werden kann� Wir haben daher durch die adiabatische Separierung
des Quark�Antiquark�Paars des Mesons eine Flux�tube�Kon�guration er�
zeugt� Die starke Kopplungskonstante wird schlie�lich bestimmt durch An�
passung der Stringspannung an die ph�anomenologisch ermittelte Stringkon�
stante � ! 
GeV�fm� Diese Rechnung lieferte einen Wert von 	s ! 
���� in
�Ubereinstimmung mit anderen Stringmodellen�
Weiterhin haben wir die Wechselwirkung zweier Strings untersucht� die ins�
besondere f�ur Schwerionenkollisionen von Interesse ist� da man glaubt� da� zu
Beginn dieser Reaktionen die Dichte der Strings sehr gro� werden kann� Der
Verlauf des Wechselwirkungspotentials ist gekennzeichnet durch das Verh�alt�
nis von Ober��achenenergie durch die Fusion des ��Feldes zur farbelektri�
schen Energie� Zur Bestimmung des Farbfeldes mu�ten wir wegen der feh�
lenden Zylindersymmetrie des Systems die Annahme machen� da� diese sich
gegenseitig nicht beein�ussen und koh�arent addiert �bzw� subtrahiert� wer�
den k�onnen� Da die absolute Gr�o�e der farbelektrischen Energie dominiert�
ist das Potential f�ur die parallele Kon�guration stark repulsiv und im antipar�
allelen Fall stark attraktiv� In beiden F�allen zeigen sich keine langreichweiti�
gen Anteile des Potentials �Van der Waals�Kr�afte�� was an der Con�nement�
Eigenschaft des Modells liegt�



��

Im weiteren haben wir Farbanregungen des Nukleons untersucht� wobei erst�
mals die vollst�andigen dynamischen Gleichungen gel�ost wurden� Durch einen
Shift der lokalen Thomas�Fermi Verteilungen wurde ein angeregter Anfangs�
zustand erzeugt� der zu isovektoriellen Schwingungen der Quarks gegen die
Antiquarks f�uhrt� Hier zeigte sich bereits die erste Konsequenz der Mittel�
feldn�aherung unseres Modells� die eigentlich nur f�ur Vielteilchensyteme an�
wendbar ist� Sie f�uhrt zur Selbstwechselwirkung der Ladungsverteilungen und
somit zur Dispersion derselben� wodurch der global farbneutrale in einen lokal
farbneutralen Schwingungszustand �ubergeht� Der Gewinn an farbelektrischer
Energie erh�oht die kinetische Energie der Quarks und f�uhrt zu einer elongier�
ten Kavit�at �Plasma�tube��
Schlie�lich haben wir uns mit dem Problem der Hadronisierung eines Strings
durch Produktion von Quark�Antiquark Paaren in dem Farbfeld auseinan�
dergesetzt� Es wurde erl�autert� da� man die weitl�au�g verwendete Paar�
produktionsrate des Schwinger�Mechanismus nicht einfach auf den Fall ei�
nes stringf�ormigen Farbfeldes �ubertragen kann� Vielmehr m�ussen E�ekte des
longitudinalen und transversalen Con�nements sowie die R�uckkopplung der
Quark�Antiquark�Paare auf das Farbfeld ber�ucksichtigt werden� Da sich diese
Rechnungen als nichttrivial erwiesen� konnte die exakte zeitabh�angige Paar�
produktionsrate f�ur eine expandierende Friedberg�Lee Flux�tube bisher nicht
bestimmt werden� Wir orientieren uns daher an der Ph�anomenologie des
Lund�Fragmentierungsmodells� mit dem man sehr erfolgreich und mit re�
lativ wenigen Parametern die Hadronenspektren von Hadron�Hadron� und
von Schwerionen�Kollisionen reproduzieren kann� Wir haben daraufhin eine
Raum�Zeit�Beschreibung der einfachsten Stringfragmentierungsgraphen ge�
geben� Zun�achst untersuchten wir die vollst�andige Transportdynamik und
stellten fest� da� die Energie des Farbfeldes nicht in sogenannte &Yo�Yo&�
Moden geht� wie dies vom Lund�Modell vorhergesagt wird� Stattdessen f�uhrt
das Zusammenspiel der Dispersion der Quarkverteilungen und der starken
Oszillationen des ��Feldes zu ausged�unnten� lokal farbneutralen Quark�
Antiquark Fragmenten� woraufhin es zu einen Phasen�ubergang des Systems
zum nichtperturbativen Vakuum kommt�
Um dies zu verhindern� simulierten wir anschlie�end die gleichen Prozes�
se mit Hilfe eines molekulardynamischen Modells� wodurch die Dispersion
der Quarkverteilungen k�unstlich verhindert wird� In diesem Modell wird die
Bewegung der Quarks durch die eines Punktteilchens beschrieben� dem man
zur Regulierung der kurzreichweitigenDivergenzen eine r�aumliche Verteilung
zuordnet� In unserem Fall w�ahlten wir die Grundzustandsverteilung des Me�
sons� Mit Hilfe dieser Annahme gelang es uns die tats�achliche Beschreibung
der Raum�Zeit Dynamik der Fragmentierungsgraphen im Rahmen unseres
Modells�
In einer weiteren Simulation zeigten wir die Dissoziierung eines schweren
Quarkonium�Zustandes ��c�c� oder J��� durch das Farbfeld eines Strings�
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Unter der vereinfachenden Annahme� da� der �c�c��Zustand keinen Impuls
in transversaler Richtung hat� haben wir gesehen� da� die Dissoziierung
auch bei den schweren Quarks sehr schnell vonstatten geht� Die Beschleu�
nigung der charm�Quarks auf nahezu Lichtgeschwindigkeit erfolgt innerhalb
von � ��
 fm�c� Durch eine einfache Absch�atzung konnten wir ermitteln�
da� auch ein J���Zustand mit mittleren bis gro�em Transversalimpuls
�� 
GeV�c� beim durchqueren eines Strings dissoziiert und so zur ver�
mehrten Produktion von D� �D�Mesonen beitr�agt� Diese Ergebnisse weisen
darauf hin� da� die mittlerweile experimentell best�atigte Unterdr�uckung der
J���Mesonen sich auch auf die Formierung von Strings und deren Zerfall
zur�uckzuf�uhren ist� Es werden allerdings keine Aussagen dar�uber gemacht�
ob die vielfache Erzeugung von Strings oder sogar von vielfach farbgeladenen
Color�ropes zu einem Quark�Gluon�Plasma f�uhrt�
Die im Laufe dieser Arbeit gewonnenen Erkenntnisse geben Anla� zu folgen�
den Erweiterungen des Modells�
Die Simulation der Poissongleichung sollte auf drei Raumdimensionen er�
weitert werden� Damit kann man die in dieser Arbeit verwendeten N�ahe�
rungen zur Berechnung des String�String Wechselwirkungspotentials aufge�
ben und dieses exakt bestimmen� Weiterhin kann man die Dissoziierung der
J���Mesonen beim transversalen Durchlaufen des Strings untersuchen und
so den Energiebereich der J�� festlegen� der zu einer Unterdr�uckung die�
ser Mesonen f�uhrt� Mit dieser Erweiterung kann auch die Produktion von
q�q�Paaren mit relativemTransversalimpuls beschrieben werden� womit man
beispielsweise den Energieverlust der Quarks und die damit verbundene Jet�
Unterdr�uckung simulieren kann�
Der Mechanismus des Con�nements mu� beschleunigt werden� Die Oszilla�
tionen des ��Feldes mit gro�er tr�ager Masse k�onnten durch eine Ankopplung
desselben an ein Pionenfeld mit erheblich geringerer Masse e�ektiv ged�ampft
werden� Eine Erweiterung des Modells auf ein chirales O����Solitonfeld ist in
der Literatur weithin bekannt ���� ��� �
��
Letzteres k�onnte man auch durch eine Neubestimmung der Parameter des
Modells erreichen� Eine Verringerung der Bagkonstante w�urde beispielsweise
die Stringformierung� als auch den Zerfall energetisch erleichtern� Weiterhin
kann man mit einer gr�o�eren skalaren Kopplungskonstante g� die schnelle
Formierung von Bags auch durch eine ausged�unnte skalare Dichte erreichen�
Das molekulardynamische Modell kann ebenfalls leicht erweitert werden�
Man kann den Radius der Quarkverteilungen zeitabh�angig machen und somit
Monopolschwingungen beschreiben� Weiterhin kann man auch auch h�ohere
Multipolmomente einf�uhren� wodurch man die Lorentz�Kovarianz wiederher�
stellen� sowie Polarisationse�ekte analysieren kann�



Anhang A

Notationen und Konventionen

Solange nicht ausdr�ucklich darauf hingewiesen wird� werden die nat�urlichen
Einheiten �h ! c ! 
 verwendet� Vierervektoren sind normal gedruckt� be�
ziehungsweise durch griechische Indizes gekennzeichnet� Es gilt die Einstein�
Summenkonvention� Dreiervektoren sind entweder fett gedruckt oder mit la�
teinischen Indizes versehen� Farboperatoren "O sind in der Konvention

"O ! "GaOa �
�
�

zu verstehen� mit den Generatoren der jeweiligen Symmetriegruppe "Ga� Im
Falle der Farb�SU�	� ist "Ga ! "T a ! �a��� wobei �a die Gell�Mann Matrizen
sind� Tauchen die Entwicklungskoe$zientenOa auf� so ist stets der Entwick�
lungsindex vorhanden�
Die Metrik des Minkowskiraumes ist durch

g�� ! g�� ! diag �%
��
��
��
� �
���

gegeben� Damit gilt

x� ! �t��x�
x� ! �t�x�

�� !
�

�x�
! ���� �i� ! �

�

�t
��r�

�� !
�

�x�
! ���� �i� ! �

�

�t
�r� �

Der Viererimpuls ist gegeben durch

p� ! i�� ! �i����ir� � �
�	�

Die ��Matrizen erf�ullen die Antivertauschungsrelationen

f��� ��g ! �g�� � �
���


�




�� ist dabei hermitesch� die �i sind anti�hermitesch� Sie sind �uber

�� ! � 
� ! �
	 �
�
�

mit den Matrizen 
	 und � verkn�upft�
Die Matrix �
� die mit allen �� antikommutiert� ist dabei als

�
 ! �
 ! i�������� ! �i�������� �
���

gegeben�
Die sechzehn Matrizen �
� ��� i�
� �
��� ���� bilden eine Basis im Raum der
�x� Matrizen� wobei ��� !

i
�
���� �� � den Kommutator der ��Matrizen be�

zeichnet�
Weitere Beziehungen� insbesondere die bei der Spinorzerlegung wichtigen
Spur�Theoreme �ndet man in �����
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Anhang B

Numerische Methoden

In diesem Anhang werden die verwendeten numerischen Verfahren n�aher
erl�autert� Das verwendete Verfahren zur Zeitintegration der Bewegungsglei�
chungen wird im folgenden Abschnitt beschrieben� w�ahrend die Details der
Bestimmung des nicht explizit zeitabh�angigen farbelektrischen Feldes mit
Hilfe der Methode der Finiten Elemente in Anhang B� dargelegt wird�

B�� Verfahren zur Zeitintegration

Wie in den Kapiteln � und 
 erw�ahnt� benutzen wir f�ur die Zeitintegration
der Vlasov�Gleichung die Testteilchenmethode� wie sie von Wong ��	� vorge�
schlagen wurde� Damit reduziert sich die L�osung der Vlasov�Gleichung auf
die L�osung der Hamiltonschen Bewegungsgleichungen ���
�� und ���
	�

dxi
dt

!
pi

�i
� ���
�

dpi
dt

! �m
��xi�

�i
rxm

��xi� % gvE�xi� �����

f�ur die Testteilchen� F�ur die Zeitintegration des skalaren Feldes � wandeln
wir zuerst die Klein�Gordon�Gleichung �
���� in zwei partielle Di�erential�
gleichungen �pDGL� erster Ordnung um

d�

dt
! ,� ���	�

d ,�

dt
! r�� � U ����� g�eff ���
S �




�
�����E� def

! rhs � �����

Wie �ublich in diesen Simulationsrechnungen de�nieren wir nun das ��Feld� ,�
und die Dichten auf einem r�aumlichen Gitter� wohingegen die Testteilchenko�
ordinaten kontinuierlich sind� In unseren Rechnungen benutzen wir ein �
 x


�	



�
 x 
�� Gitter mit einem typischen Gitterabstand von ��
 � ��

 fm in trans�
versaler� sowie in longitudinaler Richtung� Als Reaktionsebene wurde die x�
z Ebene gew�ahlt� Die Zeitschrittweite wurde �ublicherweise �t ! ���
�fm
gew�ahlt� Die Anzahl der verwendeten Testteilchen betr�agt 
���� pro Quark�
Die Skalar� und Baryonendichte werden nun wie in Kapitel � beschrieben
aus den Testteilchenkoordinaten an den Gitterpunkten berechnet �Gleichung
���

� und ���
���� Aufgrund der begrenzten Anzahl der Testteilchen treten
stets statistische Fluktuationen in der skalaren Dichte auf� welche als Quell�
term f�ur das Mesonenfeld fungiert� Diese Fluktuationen f�uhren in der L�osung
der Klein�Gordon�Gleichung zu Instabilit�aten und m�ussen daher minimiert
werden� Dies wird in unseren Simulationsrechnungen auf zweiWegen erreicht�
Zum einen macht man sich die Symmetrie des Problems zunutze und ber�uck�
sichtigt sowohl die Punktsymmetrie in der Reaktionsebene� als auch die Spie�
gelsymmetrie bez�uglich der Reaktionsebene� Ein Testteilchen mit den Koor�
dinaten x� y� z tr�agt also zur Dichte an 
�x� y� z�� 
��x� y��z�� 
�x��y� z� und
an 
��x��y��z� bei� Weiterhin werden die Dichten nach einem von Rein�
hardt und Cusson ���� vorgeschlagenen Algorithmus gegl�attet� Dabei ist der
gegl�attete Funktionswert /fi an einem Gitterpunkt i durch eine Mittelung
�uber die Nachbarpunkte gegeben

/fi !



�
fi�� %




�
fi %




�
fi�� � ���
�

Die Verallgemeinerung auf drei Dimensionen ergibt sich einfach aus der suk�
zessiven Anwendung von Gleichung ���
� f�ur jede Dimension und ist z� B� in
��
� gegeben�
F�ur die Zeitintegration der Hamilton&schen Bewegungsgleichungen f�ur die
Testteilchen und der Bewegungsgleichungen f�ur � und ,� verwenden wir einen
sogenannten staggered leapfrog Algorithmus� wie er von Hernquist und Katz
in ���� vorgeschlagen wurde�

xn
t���t ! xtn % ��t

pn

�n

t��t

%O��t�� �����

�t���t ! �t % ��t ,�t��t %O��t�� �����

pt���tn ! pt��tn � ��t
m�rxm

�

�n

t���t

%O��t�� �����

,�t���t ! ,�t��t % ��t rhst���t %O��t�� � �����

wobei die Indizes die Zeitschritte anzeigen� zu welchen die Ausdr�ucke zu be�
rechnen sind� Man erkennt� das pn und ,� nur an ungeraden Zeitschritten� xn
und � hingegen nur zu geraden Zeitschritten berechnet werden� Dieses �Uber�
springen der ungeraden Zeitschritte erkl�art auch den Namen des Verfahrens�
Zu beachten ist jedoch � da� die rechte Seite von Gleichung ����� �uber �
implizit von xt��t

n
sowie �t��t abh�angt� Genauso ist die rechte Seite von


��



Gleichung ����� von pt���tn abh�angig� Zudem mu� auch f�ur die Berechnung
der Dichte� welche in Gleichung ����� eingeht pt���tn berechnet werden� Um
weiterhin die Genauigkeit bis zur dritten Ordnung in der Zeitschrittweite
zu gew�ahrleisten� berechnen wir einen vorl�au�gen Ort und Impuls sowie ein
vorl�au�ges ��Feld und ,� gem�a�

xn
t��t ! xtn %�t

pn

�n

t��t

���
��

�t��t ! �t %�t ,�t��t ���

�

pt���tn ! pt��tn %�t

�m�rxm

�

�n

�t
���
��

,�t���t ! ,�t��t�t rhst � ���
	�

Der hier vorgestellte Algorithmus erm�oglicht eine konsistente Integration von
Testteilchenkoordinaten und mittlerem Feld zu gleichen Zeiten� Diese gleich�
artige Behandlung von Testteilchen und mittlerem Feld ist absolut notwen�
dig� da die Testteilchengeschwindigkeit� insbesondere in der Ober��achenregi�
on stark von der exakten Testteilchenkoordinate� sowie dem mittleren Feld
abh�angt� Aus diesem Grund wird auch das ��Feld an der exakten Position
des Testteilchens aus den benachbarten St�utzstellen interpoliert� und nicht
einfach wie im relativistischen BUU das ��Feld an der n�achstliegende St�utz�
stelle genommen�
Neben den oben beschriebenen Ma�nahmen ist es allerdings zus�atzlich noch
n�otig� ,� alle �
 Zeitschritte r�aumlich zu schmieren� um die hohen Impulsf�
luktuationen aus dem ��Feld herauszunehmen� Dieses Standardverfahren in
der Hydrodynamik ���� entspricht allerdings einer numerischen Dissipation�
welche f�ur einen geringen Energieverlust w�ahrend der Zeitentwicklung ver�
antwortlich ist�

B�� Die Methode der Finiten Elemente

Wie man an den Gleichungen ����� und ���
	� erkennen kann� mu� die rechte
Seite von ����� in jedem geraden Zeitschritt berechnet werden� Au�er dem
e�ektiven Potential und der skalaren Dichte wird dazu das farbelektrische
Feld als ortsabh�angige Funktion ben�otigt� Dieses bestimmtman aus der qua�
sistatischen Gleichung �
����

r��r��x� t�� ! �
�x� t� mit E ! �r� � ���
��

wobei man die reine von Neumann&sche Randbedingung

d

dn
�jS ! � ���

�


�




f�ur das Potential � fordert� Die Ladungsdichte 
 wird gem�a� ���
�� aus der
Testteilchenverteilung berechnet� Zur Bestimmung der L�osung der Poisson�
gleichung wird in der Finite�ElementeMethode folgende Strategie verwendet�
Zun�achst unterteilt man das Gebiet� auf dem die Di�erentialgleichung de��
niert ist Unterbereiche ein� Diese sind in einer Dimension Intervalle x � �a� b��
bzw� in zwei Dimensionen Polygone jeglicher Art mit geradem oder krumm�
linigem Rand� In der Abbildung B�
 sind einige Beispiele zweidimensionaler
�niter Elemente� sowie deren weiterer Zerteilung bez�uglich einer beliebigen
Koordinate gegeben� die durch einen Punkt markiert ist� Die Unterteilung
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Abb� B��� Beispiele f�ur zwei� und dreidimensionale Finite Elemente� sowie deren

weitere Zerteilung nach dem newest vertex bisection�Schema�

des dreidimensionalen Raumes erfolgt durch Tetraeder oder andersf�ormige
Polyeder� Die Wahl der Form der Finiten Elemente h�angt letztendlich von
der Geometrie des De�nitionsbereiches und der physikalischen Fragestellung
ab �meistens handelt es sich dabei um die Eigenschaften fest vorgegebener
Medien oder Kontinua�� Diese Unterteilung erm�oglicht es� Di�erentialglei�
chungen� die nicht auf rechteckigen Gebieten de�niert sind� zu behandeln�
Wir de�nieren auf jedem Finiten Element jeweils eine N�aherungsl�osung /�
durch einen Polynomialansatz�

/� !
NX
i��

�i�i�x� ���
��

wobei die Ansatzfunktionen �i�x� Polynomentwicklungen der Ordnung n in
den Koordinaten sind� Die Ordnung der Ansatzfunktionen kann im Prini�


��



zip beliebig gew�ahlt werden� Dabei potenziert sich aber jeweils die Anzahl
der zu bestimmenden Entwicklungskoe$zienten und der damit verbundene
Speicher� und Verwaltungsaufwand� Wir verwenden Ansatzfunktionen bis zu
vierter Ordnung� Abh�angig von der Anzahl der Entwicklungskoe$zienten
werden sogenannte Knotenpunkte auf dem Finiten Element festgelegt� Diese
k�onnen sowohl innerhalb� als auch auf dem Rand des de�nierten Gebietes
liegen� Geh�ort im letzteren Fall ein Knoten K zu zwei verschiedenen benach�
barten Finiten Elementen n und m� so mu� gelten� /�n�K� ! /�m�K�� Neben
der Stetigkeit der Funktion kann man auch weiterhin die Steigkeit der ersten
Ableitung auf dem Rand der Finiten Elemente fordern� Nach der Wahl der
Knotenpunkte kann man die Entwicklungskoe$zienten der Ansatzfunktio�
nen �i bestimmen� Sie werden so gew�ahlt� da� �i�xj� ! �ij ist� wobei die
xj die Koordinaten der Knotenpunkte darstellen� Die Bestimmung der nun
eindeutig an den Knotenpunkten festgelegten Funktionswerte �i erfolgt nach
dem Ritz&schen Variationsverfahren� Ist die allgemeine pDGL durch

L��x� ! 
�x� ���
��

mit dem linearen Operator L gegeben� setzt man f�ur � die Entwicklung ���
��
ein�

L
X
i

�i�i�x� ! 
�x� � ���
��

Durch Projektion mit der Ansatzfunktion �jZ
dx�j�x�L

X
i

�i�i�x� ! ���
��

X
i

�i

Z
dx�j�x�L�i�x� ! ������

Z
dx�j
�x� ����
�

ergibt sich das lineare GleichungssystemX
i

�iLij ! rj � ������

Man erh�alt also eine lineare banddiagonale Matrixgleichung f�ur die Knoten�
werte �i� nach deren Inversion die gen�aherte L�osungsfunktion /� als analyti�
sche Funktion auf dem gesamten De�nitionsbereich vorliegt�
Die hier beschriebene prinzipielle Vorgehensweise kann man durch eine geeig�
nete Wahl der numerischen Hilfsmittel erheblich beschleunigen� In dem von
uns gew�ahlten Verfahren von Mitchell et al� ��	� wird das lineare Gleichungs�
system ������ mit Hilfe eines Multigrid�Verfahrens invertiert �
��� Weiterhin
werden die Finiten Elemente nach einem adaptiven Verfeinerungsschema� der
sogenannten newest vertex bisection weiter zerteilt ����� Der Algorithmus zur
Bestimmung der L�osung verl�auft schlie�lich iterativ nach folgendem Schema�


��



� Lokale Bestimmung des Fehlers der pDGL an allen Knoten�
� Festlegung der Finiten Elemente� die weiter zerlegt werden sollen� und
anschlie�ende Verfeinerung�

� Neuberechnung der N�aherungsfunktion /��
Dieses Schema wird solange durchlaufen� bis die gew�unschte Genauigkeit der
L�osungsfunktion erreicht ist�
ImFolgenden sind abschlie�end noch einmal die Vor� und Nachteile des Finite
Elemente �FE� Verfahrens aufgezeigt�

� Vorteile

Das FE�Verfahren erlaubt die Behandlung von partiellen Di�erential�
gleichungen� deren De�nitionsbereich krummlinig berandet ist�

� Man ben�otigt keine �niten Di�erenzen� sondern mu� stattdessen Inte�
grale auf den Finiten Elementen berechnen� Dies erlaubt beispielsweise
eine wesentlich exaktere Behandlung von Singularit�aten�

� Durch das Ritzsche Variationsprinzip kann man durch partielle Inte�
gration die Ordnung der Ableitungen verringern�

� Durch adaptive Verfeinerung wird der Rechenaufwand nur dort lokal
erh�oht� wo die Abweichung zur exakten L�osung am gr�o�ten ist�

� Nachteile

Das FE�Verfahren erfordert sicherlich eine intelligente Algorithmik und
Verwaltung von Speicherplatz�

� Die Di�erentialgleichung mu� in eine entsprechende Integralgleichung
�uberf�uhrbar sein�


��
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