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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation

Die Suche nach den fundamentalen Strukturen der Materie und ihren Ei-
genschaften gehort zu den Hauptaufgaben der modernen Physik. Die heute
allgemein akzeptierte Theorie der elementaren Bausteine der Materie ist die
Quantenchromodynamik (QCD). Sie besagt, daff alle stark wechselwirkenden
Teilchen, wie zum Beispiel Neutronen und Protonen, aus Quarks und Gluo-
nen zusammengesetzt sind. Die QCD ist eine lokale Eichfeldtheorie, &hnlich
der Quantenelektrodynamik (QED), die die Wechselwirkung zwischen elek-
trisch geladenen Teilchen (Elektronen, Atomkerne) beschreibt. Die Rolle der
elektrischen Ladung spielt in der QCD die Farbe, die man den Quarks zu-
ordnet; ein Quark kann rot, griin oder blau sein, ein Antiquark ist antirot,
antigriin oder antiblau. Die Rolle des Photons als Wechselwirkungsboson der
QED tbernimmt in der QCD das Gluon, das in acht verschiedenen Ladungs-
zustdnden vorliegen kann.

Der entscheidende Unterschied zwischen der QED und der QCD ist, dafl man
bis heute keine freien Farbladungen gefunden hat, sondern alle physikalisch
beobachtbaren Teilchen eine Kombination aus mehreren Quarks sind, die
gemeinsam einen farbneutralen Zustand bilden. Man klassifiziert diese zu-
sammengesetzten Teilchen, die sogenannten Hadronen, in Baryonen, die aus
drei Quarks verschiedener Farbe bestehen und in Mesonen, die aus einem
Quark und Antiquark der entgegengesetzten Farbladung gebildet werden.
Diese Eigenschaft der QCD, die Quarks in Hadronen einzuschlieflen nennt
man Confinement. Der genaue Mechnismus des Confinements und der Be-
weis, dafl die QCD genau diese Eigenschaft hat, ist noch ungeklart und wird
sicher noch einige Zeit Gegenstand der Forschung sein.

Die theoretischen Méglichkeiten zur Untersuchung des Confinements sind
zur Zeit sehr begrenzt. Der exakte Weg, die sogenannte Gitter-QCD, ist
numerisch extrem aufwendig und die Ergebnisse sind mit den zur Zeit zur
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2 KAPITEL 1. EINLEITUNG
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Abb. 1.1: Phasendiagramm hadronischer Materie.

Verfiigung stehenden Rechnern noch mit groflen statistischen Fehlern verse-
hen. Trotzdem vermutet man aufgrund solcher Rechnungen [1, 2], in denen
das Verhalten von Farbfeldern bei hoher Temperatur untersucht wurde, dafl
bei Uberschreitung einer kritischen Temperatur oder einer kritischen Mate-
riedichte ein Phaseniibergang stattfinden kénnte: Die Hadronen verdampfen
gewissermaBen und geben ihre Bestandteile, die Quarks und Gluonen, frei.
Das dadurch entstehende “Gas” aus Quarks und Gluonen nennt man das
Quark-Gluon-Plasma, den Phaseniibergang nennt man Deconfinement. Vor-
hersagen fiir die kritische Temperatur liegen bei 150 MeV — 200 MeV, die
kritische Dichte wird bei etwa 1 — 3 GeV/fm? vermutet. In Abbildung 1.1
sieht man drei mégliche Szenarien, in denen ein Quark-Gluon-Plasma vor-
kam oder erzeugt werden kann. Beim Urknall lag die Materie bei sehr hoher
Temperatur, aber bei geringer Netto Baryonendichte vor. Durch den thermi-
schen Gasdruck expandierte das Quark-Gluon-Plasma und kondensierte zu
Hadronen, als die kritische Temperatur unterschritten wurde. Einen weite-
ren moglichen Weg zum Quark-Gluon-Plasma bieten die sogenannten Neu-
tronensterne. Diese erfahren nach Beendigung der nuklearen Fusion einen
Gravitationskollaps, was zur Formierung eines Quarksterns mit sehr hoher

Dichte fiihrt.
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Eine dritte Moglichkeit zur Erzeugung eines Quark-Gluon-Plasmas, die insbe-
sondere auch experimentell untersucht werden kann, sind ultrarelativistische
Schwerionenkollisionen. In solchen Experimenten sind sowohl hohe Tempe-
raturen als auch hohe Materiedichten zu erreichen, allerdings nur auf sehr
kleinem Raum und fiir sehr kurze Zeit. Das Quark-Gluon-Plasma ist daher
nicht direkt, sondern nur indirekt durch die wihrend der Kollision erzeugten
Teilchen zu identifizieren. Wie unterscheidet man allerdings anhand der ge-
messenen Teilchenspektren, ob nun wirklich ein Quark-Gluon-Plasma vorlag,
oder eine Mischphase aus Plasma und hadronischer Phase oder eine reine ha-
dronische Phase?

Es gibt verschiedene Vorschldge fiir Signaturen des Quark-Gluon-Plasmas.
Da sind zunéachst die Spektren von elektromagnetisch wechselwirkenden Teil-
chen (Leptonen, Photonen) zu nennen. Da die mittlere Weglange dieser
Teilchen groff im Vergleich zur Ausdehnung des Plasmas ist, verlassen die-
se Teilchen die Reaktionszone unverdndert. Dadurch sind sie gut geeignet,
um beispielsweise die Temperatur der Reaktionszone zu bestimmen. Ein
Nachteil bei diesen Teilchen ist der starke Untergrund, der von zerfallen-
den Hadronen stammt, die um Gréfenordnungen héufiger produziert wer-
den. Reine Hadronenspektren hingegen, also Spektren stark wechselwirken-
der Teilchen, werden wesentlich mitbestimmt durch die spidte Reaktionspha-
se, wenn die Quarks wieder kondensieren, und Endzustandswechselwirkun-
gen. Dadurch sind Hadronenspektren erheblich schwieriger zu berechnen und
modellabhdngig. Trotz dieser bekannten Probleme erhofft man durch Mes-
sung hadronischer Spektren weitere Aufschliisse tiber die Eigenschaften des
Quark-Gluon-Plasmas zu erlangen:

o Wihrend des Deconfinements erhoht sich die Zahl der Freiheitsgra-
de des Systems erheblich. Dadurch &ndern sich thermodynamische
Groflen, wie beispielsweise die Energiedichte, der Druck und die Ent-
ropiedichte als Funktion der Temperatur. Observablen, die auf diese
Anderungen sensitiv sind, sind die Rapidititsverteilung der Hadronen,
sowie transversale Impuls- und Energiespektren.

o Es wird eine Unterdriickung der J/W-Teilchen im Vergleich zu Teilchen
mit offenem charm [3] erwartet. Rechnungen mit Hilfe der Gittereich-
theorie [4, 5] sagen voraus, daf} dieser Effekt bereits wenig tiberhalb der
Deconfinement-Temperatur einsetzen soll.

e Die Produktion von Teilchen mit strange Quark Anteil werden in hadro-
nischen Reaktionen ebenfalls unterdriickt. Im Falle eines Quark-Gluon
Plasmas mit einer Temperatur von ca. 200 MeV &ndert sich dieser Ef-
fekt, da strange Quarks mit einer Masse von 150 M eV sehr schnell {iber
Gluonfusion in ss—Produktion entstehen und sich thermisch dquilibrie-
ren. Das Plasma dient daher als Katalysator zur erhéhten Produktion
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von Teilchen mit strange Quark Anteil. Insbesonders exotische strange
Quark Teilchen, wie z. B. Antihyperonen werden verstarkt durch diesen
Mechanismus erzeugt.

1.2 Modellbeschreibung

Die vollstandige dynamische Beschreibung einer Schwerionenkollision im
Rahmen der QCD ist aufgrund der Komplexitat der Gleichungen mit zur
Zeit bekannten Methoden und Computern nicht méglich. Die Aufgabe des
theoretischen Physikers besteht nun darin, anhand relativ einfacher Model-
le, die die wichtigsten Eigenschaften der QCD beinhalten, Vorhersagen zu
erstellen, um im Vergleich mit den experimentellen Daten ein konsistentes
Bild iiber die Dynamik einer Schwerionenreaktion zu erhalten. Den Ablauf
der Reaktion kann man demzufolge in drei Abschnitte unterteilen:

In der Anfangsphase finden verstéarkt hochenergetische Zweiteilchenkollisio-
nen statt, die dafiir sorgen, daff die Nukleonen durch Austausch von Gluonen
eine effektive Farbladung erhalten. Da diese durch die Kiirze der eigentlichen
Reaktionszeit nicht mehr neutralisiert werden kénnen, kommt es zur Formie-
rung eines hochangeregten Vakuums, den Fluz-tubes (oder auch Strings), die
die Farbladungen verbinden. In der zweiten Phase zerfallen die Flux-tubes
durch Produktion von Quark-Antiquark- und Gluonen-Paaren, wobei es bei
einer hohen Dichte der Strings zur Entstehung des Quark-Gluon-Plasmas
kommen kann. Durch die thermische Expansion des Plasmas kondensieren
die Quarks und Gluonen schliefllich wieder zu Hadronen (Hadronisierung
oder freeze-out), die im Detektor nachgewiesen werden.

Die zur Zeit erfolgreichsten Modelle zur Beschreibung des obigen Reaktions-
verlaufs basieren alle auf kinetischen Ansédtzen. Diese sogenannten String-
und Partonenkaskaden-modelle (Fritjof [8], Venus [9], RQMD [10], HIJING
[11], parton cascade [12]) beruhen aber entweder auf der Annahme, dafl man
die Dynamik des QCD-Vakuums perturbativ behandeln kann, oder auf rein
phdnomenologischen Argumenten fiir den Stringzerfall und die Endzustands-
dynamik. Fine konsistente Beschreibung der Schwerionenreaktion im Rah-
men eines Modells ist daher nicht gewéahrleistet, da es sich dabei um einen
Ubergang der nichtperturbativen QCD (Confinement, hadronische Phase)
zum Quark-Gluon-Plasma und zuriick handelt. Insbesondere die Endphase
der Reaktion, die Hadronisierung, wird im Rahmen der Partonenkaskaden
mit Hilfsmodellen wie zum Beispiel dem Koaleszenzmodell [13, 14] beschrie-
ben. Fine konsistente Modellierung der Reaktion erfordert zumindest eine
effektive Behandlung der Dynamik des nichtperturbativen QCD-Vakuums.
Leider ist zur Zeit unbekannt, welches die entscheidenden Freiheitsgrade sind,
die die Vakuumdynamik steuern. Es gibt mehrere Vorschlage, wie zum Bei-
spiel Gluonen Kondensate, Quark Kondensate oder Kondensate magnetischer
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Monopole [15].

In dieser Arbeit werden die nichtperturbativen Effekte der QCD durch ein
skalares Feld modelliert, wie es im Friedberg-Lee Solitonen Modell vorge-
schlagen wurde [16]. Sie basiert auf den Vorarbeiten meiner Kollegen Ulf
Kalmbach [17] und Thomas Vetter [18], in denen eine Quark Transporttheo-
rie im Rahmen des Friedberg-Lee Modells entwickelt wurde, allerdings unter
Vernachldssigung expliziter Farbfreiheitsgrade. Es wurden Nukleon-Nukleon
Kollisionen préasentiert und gezeigt, wie durch die Vakuumdynamik das Con-
finement der Quarks in diesen Reaktionen beibehalten wird. Das Ziel dieser
Arbeit ist die Beschreibung der Formierung und des Zerfalls von Flux-tubes
im Rahmen des vollstindigen Friedberg-Lee Solitonen Modells mit Farbcon-
finement, um weitere Aufschliisse tiber den Mechanismus des Quarkeinschlus-
ses zu erhalten, die insbesondere zur spdteren Beschreibung von relativisti-
schen Schwerionenkollisionen dienen kénnen.

1.3 Gliederung der Arbeit

Im zweiten Kapitel werden wir auf die wichtigsten Eigenschaften der QCD
eingehen. Es wird plausibel gemacht, wie das QCD-Vakuum eine Antiab-
schirmung von Farbladungen hervorruft und somit fiir den Quarkeinschlufl
in Farbsingletts verantwortlich ist. Anschliefend untersuchen wir das Ver-
halten von klassischen Farbladungen und Farbfeldern und werden feststellen,
dafl unter dieser Ndherung, also der Vernachlassigung quantenmechanischer
Fluktuationen, der Quarkeinschlufl nicht erklart werden kann, da die Mittel-
feldndherung zu einer Abschirmung der Farbladungen fiihrt.

Durch diese Erkenntnis motiviert, wird in Kapitel 3 das Friedberg-Lee Solito-
nenmodell vorgestellt, in dem das Farbconfinement und alle weiteren nicht-
perturbativen Effekte der QCD phanomenologisch mit Hilfe eines skalaren
Feldes modelliert werden. Es wird im wesentlichen auf Arbeiten im Gluonen-
sektor des Modells eingegangen, da der (farbneutrale) Quarksektor bereits
sehr ausfithrlich in [19, 20] behandelt wurde.

In Kapitel 4 wird schlieilich eine Ableitung der Transportgleichungen fiir
Quarks 1m Rahmen des Wignerfunktionsformalismus dargestellt. Diese be-
ruht auf den Arbeiten von Elze und Heinz [21], die ebenfalls die Konsistenz
der semiklassischen Entwicklung der Transportgleichungen gezeigt haben. Es
wird eine Erweiterung der Gleichungen auf das Friedberg-Lee Modell darge-
legt.

Im FErgebniskapitel werden zunéchst die Grundzustandseigenschaften des
Modells untersucht. Es werden baryonische sowie mesonische Grundzu-
standslésungen (Solitonlésungen) der Gleichungen konstruiert, wobei die
Konstituenten sowohl leichte Quarks (up/down), als auch schwere Quarks
(charm) sind. Weiterhin wird die Farbkopplungskonstante der QCD anhand
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der Stringspannung festgelegt durch dynamische Separation der Quarks des
Mesons. Die auf diese Weise dynamisch formierten Flux-tubes werden wir
verwenden, um die Wechselwirkung zweier Strings zu untersuchen und ein
String-String-Potential zu berechnen. Es werden Anregungszusténde des Me-
sons (Isovektorielle Moden) dargestellt, sowie der Einflul des Farbconfine-
ments auf die Bewegung der Quarks. Abschlielend beschreiben wir den Kern-
punkt dieser Arbeit, ndmlich die dynamische Formierung und den Autbruch
eines Strings durch Produktion von leichten, als auch von schweren Quark-
Antiquark Paaren. Nach der Zusammenfassung und dem Ausblick auf weitere
Vorhaben folgt schliefilich der Anhang, in dem auf verwendete mathematische
und numerische Techniken genauer eingegangen wird.



Kapitel 2

Eigenschaften der QCD

In diesem Kapitel wird auf die grundlegenden Eigenschaften der Quarks
und Gluonen eingegangen, sowie auf die Theorie zu ihrer Beschreibung: die
Quantenchromodynamik (QCD). Es wird eine kurze Motivation der QCD
als Quantenfeldtheorie gegeben. Da allerdings eine exakte Beschreibung in
diesem Rahmen zur Zeit nicht moglich ist, handelt der wesentliche Teil dieses
Kapitels von der Frage, ob die QCD als Feldtheorie von klassischen Farbla-
dungen und Farbfeldern bereits die wichtigste Eigenschaft der Theorie, das
Farbconfinement, beinhaltet.

2.1 Die QCD als Quantenfeldtheorie

Der historische Beginn der QCD ist das sogenannte AtT-Ratsel. Um dieses
Teilchen im statischen Quarkbild beschreiben zu kénnen, mufite eine neue
Quantenzahl, genannt Farbe, eingefithrt werden, da sich die drei Quarks des
ATT Teilchens ohne eine Farbklassifizierung in einem total symmetrischen
Zustand beziiglich des Austauschs ihrer Spin-, Flavor- und Ortskoordinaten
befinden wiirden. Um eine Verletzung des Pauliprinzips zu vermeiden, ordnet
man jedem Quark eine bestimmte Farbladung (rot, griin, blau) zu und ver-
langt, daf} die Gesamtwellenfunktion antisymmetrisch in dieser neuen Quan-
tenzahl Farbe ist. Die zugrundeliegende Symmetrie der Wechselwirkung, die
zur Erhaltung dieser Farbladung fiihrt, ist die lokale Farb-SU(3)-Symmetrie.
Im Gegensatz zur elektrischen Ladung, die aus einer lokalen U(1)-Symmetrie
folgt, ist die Farbladung aber nicht einfach additiv, sondern ergibt sich aus
der Algebra der zugehorigen Symmetriegruppe.

Die Lagrangedichte der QCD kann man durch die Forderung der lokalen
Eichinvarianz gegentiiber Rotationen im 3-dimensionalen Farbraum motivie-
ren. Die Quarks werden dabei durch einen dreikomponentigen Farbvektor
beschrieben, der sich unter einer Farbrotation transformiert wie

U= (0,0,0,) — U(z)T, (2.1)

7



8 KAPITEL 2. EIGENSCHAFTEN DER QCD

wobei ] = exp(—iﬁ) ist, mit L=1t Matrizen, die diese Forderung erfiillen,
lassen sich durch die acht Gell-Mann-Matrizen darstellen

8
i= % Y e, (2.2)

mit den Entwicklungskoeffizienten ©¢. Die Kommutatorrelationen

Ao i) = 2ifuch (2.3)
und {j\a,j\b} = §5ab+2dabc5\c (2.4)

definieren die StruktAurkonstanten fave und dgp. der Lie-Gruppe SU(3). Die
lokale Farbrotation U(a) 1afit sich damit als

U(z) = exp(—i%Z@a(x)j\a) (2.5)

=1

schreiben. Damit ergibt sich die Anderung der partiellen Ableitung von ¥ in
der zu konstruierenden Lagrangedichte:

0,0 — 9, (UW) = U9, + (9,0)0 = U 9, + U(9,0)v] (2.6)

Um die Invarianz zu garantieren, mufl man ein hermitesches Farbpotential

Aulx) = % z_jl Al(x)A, (2.7)

einfithren, das minimal an die Quarks gekoppelt wird. Transformiert sich das
Farbpotential unter U(x) gemaf

Ay — UTALT —ig' UY(0,0) (2.8)

so bleibt der Term der Lagrangedichte, der die Dynamik der Quarks be-
schreibt o ) )
VDU =0, —ig,A,)V, (2.9)

invariant unter Eichtransformationen. Der Feldstéarketensor fiir das Farbfeld
b =Dy, D,] (2.10)

hat dann in Komponentenschreibweise die Form
Py, = 0,A% = 0,A) + gu fare AL AT, (2.11)

Damit gilt: FM — (A]TFWU. Die gesamte Lagrangedichte der QCD ergibt
sich als:

_ A 1~ =
Locp =VY(y" D, —m)¥ — ZFWFM . (2.12)
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Die Forderung der lokalen Eichinvarianz fithrt daher nicht nur zur Existenz
zusétzlicher Felder AM, die man Gluonen nennt, sondern bestimmt auch die
Kopplung der Quarks mit den Gluonen sowie die Kopplung der Gluonen
untereinander mit einer universellen Kopplungskonstante g,. Der nichtabel-
sche Charakter der Theorie ist dafiir verantwortlich, da§ die Eichbosonen der
QCD, die Gluonen, selbst eine Farbladung tragen, was man anhand der zu
den Maxwellgleichungen analogen Yang-Mills-Gleichungen leicht einsieht:

1 -
aVF;W = 5911\1}7#)‘11\1} - gvfabcA?,FcMy . (213)

In diesen Gleichungen treten sowohl die Quarks als auch die Gluonen selbst
als Quellen des Farbfeldes auf. Aus dieser Tatsache ergeben sich zwei véllig
neue, scheinbar widerspriichliche Eigenschaften der Theorie, die man am ein-
fachsten durch Betrachtung des Vakuumzustands einsehen kann.
Wie aus der QED bekannt, ist der Vakuumzustand nicht teilchenlos, sondern
gefiillt mit virtuellen Photonen, die insbesondere auch als virtuelle Elektron-
Positron-Paare vorliegen kénnen, was zu einer Polarisierbarkeit des Vakuums
fithrt. Dadurch wird die Wechselwirkung zweier Teilchen, dargestellt in Ab-
bildung 2.1 (linke Seite) insofern verdndert, daff zum gesamten Wirkungs-
querschnitt auch die Vakuumpolarisationsdiagramme (Abbildung 2.1, rechte
Seite) beitragen. Der Effekt der Vakuumpolarisation ist daher, daf die vir-
tuellen Elektron-Positron-Paare die eigentliche 'nackte’ Ladung abschirmen.
Das Mafl der Abschirmung hangt nun vom Abstand der beiden Ladungen ab,
das heifit von ihrem Impulsiibertrag 9, und man erhilt eine impulsabhingi-
ge renormierte Kopplungskonstante «, die mit zunehmendem Impulsiibertrag
ansteigt. Bildlich gesprochen kann man sagen, dafl reelle Ladungen von ei-
ner virtuellen Elektron-Positron-Wolke umgeben sind, so daf} die vollstandige
Ladung erst bei sehr kleinen Abstdnden sichtbar wird.

Stellt man eine analoge Uberlegung fiir die QCD an, so findet man, daf

Abb. 2.1: Wechselwirkung zweier Elektronen durch Austausch eines Photons
(links), sowie durch ein intermediéres Elektron-Positron-Paar (rechts).

zur Wechselwirkung zweier Quarks zusétzliche Vakuumpolarisationsdiagram-
me beitragen, die durch die Selbstwechselwirkung der Gluonen verursacht
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Abb. 2.2: Wechselwirkung zweier Quarks durch Gluon-Austausch mit interme-
didrer Gluon Selbstwechselwirkung.

werden, also durch die Tatsache, dafi die Gluonen selbst eine Farbladung
tragen. Der Vakuumzustand der QCD besteht daher nicht nur aus virtuel-
len Quark-Antiquark-Paaren, sondern auch aus sogenannten Gluonenpaaren
(Abbildung 2.2). Die renormierte Kopplungskonstante der QCD hat dann
ein zur QED gegensitzliches Verhalten. Bei sehr hohen Impulsiibertrégen,
also bei geringen Abstédnden, wird a; sehr klein, so daf} die Quarks praktisch
nicht miteinander wechselwirken. Dieses Verhalten wird als asymptotische
Freiheit bezeichnet. Bei geringen Impulsiibertrdgen bzw. groflen Abstéanden
steigt die Kopplungskonstante mit dem Quadrat des Abstandes an, was ei-
nem linear ansteigenden Potential entspricht. Eine Farbladung im Vakuum
der QCD wird daher nicht abgeschirmt wie in der QED, sondern es findet
eine Antiabschirmung statt, die man bildlich dadurch erkléaren kann, daf die
Quarks ihre Farbladung auf die virtuelle Gluonenwolke verteilen kénnen, da
diese selbst eine Ladung tragt.

Man glaubt, dafl diese Erscheinung fiir den Einschlufl (Confinement) der
Quarks in farbneutrale Objekte verantwortlich ist und dafl sie damit die
experimentelle Evidenz bisher nicht beobachteter freier Farbladungen wider-
spiegelt. In statischen Gitterrechnungen [1] konnte unter groem numerischen
Aufwand das Confinement-Potential bestimmt werden. Da der Ursprung des
Confinements aber ein dynamischer ist, steht ein absoluter Beweis, daf} die
QCD dieses beinhaltet, noch aus.

Um weitere Einsichten in den Mechanismus des Confinements zu erhalten,
stehen uns momentan zwei Moglichkeiten zur Wahl. Zunéachst kann man die
QCD im Limes sehr grofer Quantenzahlen (Feldstiarken) betrachten, wo-
bei die Theorie in eine Beschreibung klassischer Farb-Ladungen und -Felder
tibergeht. Die Eigenschaften dieses Grenzfalls der Theorie wird im Rest die-
ses Kapitels erlautert. Wir werden zu der erstaunlichen Erkenntnis gelangen,
daf die nichtabelsche Theorie klassischer Fabladungen eine starkere Abschir-
mung dieser hervorruft, als beispielsweise von der QED bekannt ist. Weiterhin
werden wir zeigen, dafl nichtabelsche Effekte in diesem Grenzfall weitgehend
vernachlassigt werden koénnen, womit sich die klassische Farbdynamik auf
die klassische Elektrodynamik reduziert. Das Confinement ist daher eine rei-
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ner Quanteneffekt, und es bleibt nur der zweite Weg der Modellbildung der
QCD, wobei wir ab Kapitel 3 das Friedberg-Lee Modell [22] verwenden wer-
den, das auf den phdnomenologischen Eigenschaften des QCD Vakuums als
Dielektrikum beruht.

2.2 Die QCD als klassische Feldtheorie

In diesem Kapitel wird die QCD als Feldtheorie klassischer Farbladungen in
Analogie zur klassischen Elektrodynamik behandelt. Diese Naherung ist dann
gerechtfertigt, wenn man Prozesse betrachtet, in denen grofle Feldstarken
auftreten, das heifit eine grofie Anzahl von Eichbosonen (Gluonen) vorhan-
den ist. In diesem Fall reduzieren sich die Beitrdge von quantenmechani-
schen Fluktuationen, die ~ 1/v/Ng sind. Ein mégliches Szenario, in dem
diese Bedingung gut erfiillt ist, ist das Quark-Gluon-Plasma (QGP), wobei
die hohe Energiedichte des Plasmas zur zahlreichen Produktion von Gluo-
nen verwendet werden kann. Im weiteren werden wir aber ohne zusétzliche
Rechtfertigung die Theorie in dieser Ndherung untersuchen. Fiir Notationen
und Konventionen wird auf den Anhang A verwiesen.

Betrachtet man die Eichpotentiale als klassische Felder und die Quellen als
klassische Ladungs-dichten und -stréme, so lassen sich die Bewegungsglei-
chungen der Farbfelder, die Yang-Mills Gleichungen, in Analogie zu den Max-

wellgleichungen schreiben:
DuIt” = ji = go Fare ALY (2.14)

Setzt man die eichinvariante Definition des Feldstarketensors F/* aus (2.11)
ein, so erhalt man die Bewegungsgleichungen fiir die Eichpotentiale

DAY = ¥ — J¥ = (2.15)

a

Jo = Gulave [(OuAY) AL 4 2A45(0, A7) — Apu(0"AL) + 9o feae Apu AT AL

die durch die nichtabelsche Struktur der Theorie von zweiter bzw. dritter
Ordnung in den Eichpotentialen sind. Die Quellen dieser Eichfelder spalten
sich auf in duBere Quellen 57 (Quarks) und Beitrage von den Gluonen JY,
die in Gleichung (2.15) definiert werden. Dieses gekoppelte System von 12
Gleichungen (4raum X 3Farbe) wird vervollstandigt durch die kovariante Form
der Stromerhaltung

D" =9,J" + g, [iju] =0, (2.16)

die aus (2.14) durch Anwenden des Vierergradienten 0, folgt.
Wir betrachten zunédchst nur statische Quellen. Die Wechselwirkung zwischen
diesen beschrankt sich dann auf physikalische (on-shell) Effekte. Weiterhin
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bleibt die volle Nichtlinearitdt der Gleichungen erhalten, sowie eine Farbdy-
namik, dargestellt durch Eichtransformationen (Rotationen im Farbraum).
Verwendet man eine Vielzahl von statischen Quellen, so werden dadurch in-
frarote Singularititen reguliert [23]. Wegen der lokalen Eichinvarianz existiert
fiir jede solche statische duBere Quelle j° = p“T“ eine eindeutige Eichtrans-
formation so, daf} die eichtransformierte Ladung

p"=(U(x)p)" = ji — (U(2)Jo)" = 67Q(x) (2.17)
im Farbraum in eine Richtung ausgerichtet ist [23]. Der Ansatz
Al =670, (2.18)

fiir das Eichpotential fithrt auf die Maxwellgleichungen fiir C,. ', heifit Cou-
lomblésung zur Quelle j°. Es besteht die Frage, ob diese Coulombldsung
stabil bleibt unter der Anderung von &uBeren Parametern. Mandula [23]
und auch Magg [24] haben den Einflu} schwacher zeitlicher Fluktuationen
des Coulomb-Potentials untersucht und fanden heraus, dafl diese stabil sind,
solange die starke Kopplungskonstante a, < 1/2 bzw. oy, < 3/2 ist, mit
as = g2/4w. Diese Tatsache liefert eine Bestitigung dafiir, dafi die niede-
renergetische QCD durch nichtabelsche Effekte bestimmt wird, wahrend die
hochenergetische QCD rein abelscher Natur ist. Um die Eigenschaften der
nichtabelschen Losungen zu bestimmen gelang es zunachst Cahill [25] und
Arod7 [26] und spéter auch Freedman et al. [27] fiir einige spezielle Ladungs-
konfigurationen, diese zu bestimmen. Das generelle Verhalten der Eichpo-
tentiale deutet darauf hin, dafl ab einem bestimmten kritischen Wert von
as die nichtabelsche Konfiguration bevorzugt wird, und daf} diese die Eigen-
schaft hat, die &uleren Ladungen abzuschirmen, statt wie erwartet zu einer
Antiabschirmung zu fiithren.

2.3 Nichtabelsche Effekte

Wir wollen nun mit numerischen Methoden untersuchen, ob der unerwar-
tete Abschirmungseffekt der klassischen Chromodynamik fir (im Prinzip)
beliebige Ladungskonfigurationen und Starke der Kopplung o bestatigt wer-
den kann. Insbesondere werden wir Ladungsverteilungen mit verschwinden-
der Gesamtladung betrachten, die den physikalisch beobachtbaren Hadronen
am néchsten kommen.

Die 8 Ladungen berechnen sich aus den SU(3)-Quarkspinoren zu

q* = /de\IITT“\I/ = /d?’:z;p“ : (2.19)

Ein ein farbneutraler Zustand unterliegt der Bedingung, dafl alle diese La-
dungen verschwinden, ¢* = 0, da diese unabhéngig voneinander sind. Wir
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wahlen als Ansatz fiir die Komponenten der Farbdichtematrix

pal7) = N exp(—(r/ro)) 2 a=1,2,3, (2.20)
T

pa(F)=0 a=4,..8, (2.21)

];(F):O azlv"'78 i:172737 (222)

der die obige Bedingung offensichtlich erfiillt. Die Ausdehnung der Ladung
ist durch rg bestimmt und N ist ein (beliebig) wahlbarer Normierungsfaktor.
In diesem Ansatz werden die Farbfreiheitsgrade der Ladungsdichte p, mit
den Raumfreiheitsgraden x, verkniipft, was zu nichtabelschen Feldkonfigu-
rationen fithrt, wie wir im folgenden zeigen werden.

Zur Losung der Yang-Mills Gleichungen

O F™ + g [Ay, ¥ = gup, (2.23)
OnF™ + g, [ Ao, FU) + g, [Ar, PR = —g,5" (2.24)
mit
FRO = _§FA0 — g [AF A% = B (2.25)
FR— 9 AT — 9 AR 4 g, [AF, AT, (2.26)
B = %ekwﬁﬁ (2.27)

machen wir einen perturbativen Ansatz fiir 1210 und 1212 Wir entwickeln diese
Groflen in eine Potenzreihe nach der starken Kopplungskonstante g,

Ao = gu A £ BA®) 4 740 4 (2.28)
Ar=g?AP 4 gl AW ¢ ... (2.29)

Durch die spezielle Wahl der Quelle (2.20) - (2.22) mit verschwindenden
Vektorkomponenten tragen nur ungerade Potenzen von ¢, zu Ao und nur
gerade Potenzen zu A; bei [26]. Setzt man diesen Ansatz in die Yang-Mills
Gleichungen (2.23) ein und ordnet die Terme nach gleichen Potenzen von g,,
so ergibt sich

v2A = —p, (2.30)
VIAY = —20AD 9, AN, (2.31)
VAP = 20AP 0 AP - 2[AY, 9, AN — AP [AD, AMV]) (2.32)

V2IAD = —[AN 9,AM] (2.33)
VAW = AN AP AN - [AD, 9, A0 — (A, 9,4 (2.34)
HAP, 0,AP] - 2[AD, 9, AP
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fiir die drei Vektorkomponenten. Diese Methode sollte schnell zur exakten
Losung der Yang-Mills Gleichungen konvergieren, wenn die Kopplungskon-
stante g, einen 'kleinen” Wert hat, so dafl die Terme zu hohen Potenzen von
g, vernachldssigbar sind.

Hat man die Coulomblésung gemafl (2.30) bestimmt, so berechnet man die
rechte Seite von Gleichung (2.33) und erhélt einen vom Gluonfeld induzier-
ten Farbstrom als Quelle des Vektorfeldes, sofern der Kommutator in (2.33)

nicht verschwindet. Ist die Losung von (2.33) AP bekannt, so kann man die

rechte Seite von (2.31) berechnen, also den gluonischen Korrekturterm zur
Farbdichte in zweiter Ordnung. Die Loésung 12183) verwendet man schliellich
fiir (2.34) u.s.w. . Das Verfahren wird solange fortgesetzt, bis die jeweiligen
Korrekturterme vernachlassigbhar sind.

Man sieht anhand der Komplexitit der Gleichungen, dafl man hier mit nume-
rischen Methoden arbeiten muf}, da man mit analytischen Verfahren selbst
fiir Punktladungen maximal den ersten Korrekturterm berechnen kann. Wei-
terhin erkennt man an der Summation iiber verschiedene Raumindices in den
Kommutatoren von (2.31) - (2.34), daf} statische Quellen in der Chromody-
namik Farbstréme induzieren und daf} diese zu einer Mischung von Farb- und
Raumfreiheitsgraden fithren [30].

Als erste Anwendung untersuchen wir nun die Eigenschaften der Lésung der
Yang-Mills Gleichungen mit der statischen Quelle (2.20)-(2.22) in verschie-
denen Naherungsordnungen in Abhé&ngigkeit von der Kopplungskonstanten.
Wir berechnen die Poissongleichungen, die in jeder Néherungsordnung zu
16sen sind (siehe (2.30) - (2.34)), mit einem numerischen Verfahren von Feld-
meier und Danielewicz [29].

In Abbildung 2.3 ist die Gesamtenergie der Farbfelder
1 - = - =
Bi= [ dr i) = [ drs (BB + B BY) (2.35)

in den verschiedenen Iterationsschritten aufgetragen. Man erkennt, daf} fiir
gy = 0.32 bereits mit der ersten Korrektur die exakte Losung bestimmt ist,
wahrend man fir g, = 2.0 bereits bis zur vierten Ordnung gehen muf, da-
mit sich die Gesamtenergie nicht mehr &ndert. Bei g, = 5.1 ist bereits keine
Konvergenz mehr zu erreichen, sondern das System pendelt zwischen zwei
verschiedenen Konfigurationen, die jedoch energetisch noch dicht nebenein-
ander liegen. Fir g, = 11.45 findet keine Konvergenz statt. Das eindeutige
Kennzeichen der nichtabelschen Lésungen ist aber, daf} sie die Energie des
System verringern, also auch im Bereich schwacher Kopplung stets bevorzugt
werden gegeniiber der Coulomblésung.

Diese generelle Tendenz soll nun mit einem numerischen Verfahren, das es
gestattet, die Kopplung ’zeitabhéngig’ zu erhéhen, weiter untersucht wer-
den. Dabei dienen die perturbativ mit g, = ¢, = 0.32 berechneten Potentiale
und Felder als Startkonfiguration fiir ein gekoppeltes ’staggered leapfrog’-
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Abb. 2.3: Gesamtenergie der Farbfelder fiir verschiedene Niherungsordnungen

des perturbativen Verfahrens.

Verfahren [20], mit dem die Kopplungskonstante

9.(t) =g, +at (2.36)

adiabatisch gedndert wird. In Abbildung 2.4 ist das Verhalten des far-
belektrischen Feldes E!(0,y,0) entlang der y-Achse dargestellt. Die durchge-
zogene Linie kennzeichnet das mit dem perturbativen Verfahren berechnete
Feld bei g, = 0.32 und die unterbrochene Linie das Resultat des adiabati-
schen Verfahrens, also g, = 50.0, was einer starken Kopplungskonstante von
as ~ 200 entspricht. Man erkennt, daf sich die Feldstéarke tiber diesen sehr
groflen Bereich der Kopplungskonstante kaum gedndert hat, sondern ledig-
lich eine Abschwachung der Maximalwerte eingetreten ist, also eine weiterere
Abschirmung der Farbladungen. Ein anderes Verhalten weist allerdings das
Magnetfeld B(0,y,0) auf (Abbildung 2.5), das unter Erhéhung von g, auf
mehr als den zweifachen Wert anwiéchst. Die Aussagekraft der Anderung des
elektrischen und magnetischen Feldes ist in diesem Zusammenhang allerdings
gering, da diese Grofien eichabhéngig sind. Als eigentliches Maf fiir den Ein-
flul der nichtabelschen Terme ist die Energiedichte () = %(E“E“ + g“é“)
als eichunabhéngige Groéfle besser geeignet. Sie ist in Abbildung 2.6 aufgetra-
gen, weist aber eine weitaus geringere, vernachlissigbare Anderung auf. Die
nichtabelschen Effekte lassen sich daher folgendermafien klassifizieren:

e eichabhangige Grofien

Diese sind in abelsche (p*, E“) und nichtabelsche oder induzierte
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Abb. 2.4: Verhalten des farbelektrischen Feldes unter adiabatischer Erhéhung
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Abb. 2.5: Verhalten des farbmagnetischen Feldes unter adiabatischer Erhéhung

der Kopplungskonstante von ¢, = 0.32 auf g, = 50.0.
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Abb. 2.6: Verhalten der Energiedichte der Farbfelder unter adiabatischer

Erhéhung der Kopplungskonstante von g, = 0.32 auf g, = 50.0.
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Abb. 2.7: Zeitliche Anderung der Gesamtenergie der Farbfelder fiir verschiedene
Werte von a.
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Groflen (j“, g“) zu unterteilen. Die abelschen Gréflen erfahren eine
geringe Anderung; der Abschirmeffekt wichst mit der Stirke der Kopp-
lung. Die nichtabelschen Gréfien skalieren ebenfalls mit der Kopplung.
Betrachtet man aber die absoluten Gréfien der Felder, so bleibt die

Konfiguration abelsch dominiert.

o eichunabhéingige Groflen
Diese verringern sich ebenfalls nur geringfiigig, wie man an der Ener-
giedichte in Abbildung 2.6 und auch an dem entsprechenden zeitlichen
Verhalten der Gesamtenergie der Felder in Abbildung 2.7 erkennt. Die
stete Reduktion der Gesamtenergie weist darauf hin, dafl nichtabelsche
Konfigurationen bevorzugt werden und diese die Figenschaft haben, die
wahren Farbladungen abzuschirmen.

Weitere Untersuchungen von Gatoff et. al haben gezeigt, dafl auch im Fal-
le von sich (mit relativistischer Geschwindigkeit) bewegenden Ladungen die
nichtabelschen Effekte stets gering sind, zu einer Abschirmung der Ladungen
und Strome fiithren und die Gesamtenergie des Systems verringern [31, 32].

Um daher Aussagen iiber das (dynamische) Verhalten des Quark Confine-
ments zu erhalten ist die Chromodynamik als Theorie klassischer Felder und
Ladungen vollkommen inaddquat, und man ist daher gezwungen auf Mo-
delle mit effektivem Confinement zuriickzugreifen. Ein Beispiel eines solchen
Modells, das aut den Figenschaften des QCD-Vakuums als ideales Farbdi-

elektrikum beruht, wird im nichsten Kapitel vorgestellt.



Kapitel 3

Das Friedberg-Lee Modell

In diesem Kapitel werden wir die in Abschnitt 2.1 erlduterten Figenschaften
der QCD phénomenologisch modellieren und zeigen, daf ein (hypothetisches)
Medium mit verschwindender Dielektrizitatskonstanten den Finschlufl von
Farbladungen hervorruft. Es wird schliellich ein auf dieser Idee beruhendes
Modell vorgestellt, das sogenannte Friedberg-Lee Modell, auf dem alle weite-
ren Rechnungen, sowohl statisch als auch dynamisch, basieren. Die bisher in
der Literatur verdffentlichten Ergebnisse werden diskutiert und gezeigt, dafl
die dort verwendeten Techniken nicht ausreichen, um dynamische Prozesse
zu beschreiben, wie beispielsweise Bag-Bag Kollisionen oder Stringformie-
rung und Stringfragmentation.

3.1 Phinomenologie des Farbconfinements

In Abschnitt 2.1 wurde gezeigt, dal das Vakuum der QED die Eigenschaft
hat, durch die Erzeugung von virtuellen Elektron-Positron Paaren, Ladun-
gen abzuschirmen . Im Vakuum der QCD hingegen kénnen analog nicht nur
virtuelle Quark-Antiquark Paare existieren sondern auch Gluonenpaare (s.
Abbildung 2.2), wodurch die wahren Ladungen antiabgeschirmt werden. Wir
versuchen nun durch ein hypothetisches Modell aus der klassischen Elektro-
dynamik zu einer Beschreibung von (Anti-)Abschirmungsprozessen zu gelan-
gen. Dazu betrachten wir eine Ladung in einer Kavitit vom Radius R mit
Dielektrizitatskonstante k. Das Verschiebungsfeld D betréagt

D=F+4xP = kE , (3.1)

wobei E das elektrische Feld und P die Polarisationsdichte darstellen. Da in
gewohnlichen Medien die Polarisation und das elektrische Feld gleichgerich-
tet ist, ist stets k > 1. Die Annahme, die wir hier machen wollen, ist die,
daB es ein (durch Quanteneffekte hervorgerufenes) Medium mit £ << 1 gibt.

19
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Wie wir im weiteren zeigen werden, verursacht eine Ladung ¢ in diesem Me-
dium die Formierung einer Kavitdt mit dem Radius R und x = 1 innerhalb
und £ = Kpeq << 1 auflerhalb, da die erzeugten Polarisationsladungen an
der Oberflache der Kavitat wegen (3.1) das gleiche Vorzeichen wie ¢ haben
(Abbildung 3.1). Somit stolen sich die wahre Ladung ¢ und die Polarisations-
ladungen ab, und durch den Druck des Vakuums auf diese Kavitat entsteht
bei einem bestimmten Radius ein Gleichgewichtszustand. Quantitativ kann

Abb. 3.1: Einfluf einer Ladung auf ein hypothetisches Dielektrikum in der klas-
sischen Elektrodynamik.

man diesen Effekt durch Betrachtung der Energiebilanz einer solchen Ka-
vitdt, U = Uy + Ugay erklaren [33]. Es tragen einerseits die elektrostatische
Energie

1 — —
U = §/d3:1;D B (3.2)
und die Volumenenergie der Kavitat
4
Ukav ~ %RSP (33)

bei, wobei p den Druck des Vakuums auf die Kavitat darstellt. Uy berechnet
sich aus den Feldstarken innerhalb und auferhalb der Kavitat; D;, = F;, =
Dow = q/R*€, und E,u = q/(R*Kmed)€r, womit sich

Uy = %qQ (Fmky—1) /R (3.4)

med

ergibt. Bestimmt man das Minimum von U als Funktions des Radius und
setzt diesen wieder in U ein, so erhédlt man

4 q2 3/4
Umin = g (2/{ d) (47Tp)1/4 . (35)
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Daraus folgern wir im Grenzfall £,,.q — 0, daB jede beliebige einzelne Ladung
innerhalb dieses Mediums zu einer Konfiguration mit unendlicher Energie
fiihrt, diese also nicht existieren kann.

Essentiell fiir das obige Ergebnis ist die Tatsache, daf} eine einzelne Ladung
nach dem Gauflschen Gesetz nur ein radiales Feld erzeugen kann und somit
die Feldlinien senkrecht auf der Oberfliche der Kavitat stehen. Fiir eine La-
dungskonfiguration mit verschwindender Gesamtladung ist es jedoch méglich,
daf die Feldlinien stets parallel zur Oberfliche des Mediums liegen, womit
Dm = Em, Dout = 0 und an der Oberfliche Eout = Em gilt. Die Gesamten-
ergie bleibt also endlich auch fiir x,,.4 — 0. Diese Tatsache, dafl Ladungen
nur in neutralen Konfigurationen vorliegen kénnen, liefert eine anschauliche
Erkléarung fiir die experimentelle Evidenz bisher nicht beobachteter einzelner
Farbladungen in der QCD. Ein Medium mit verschwindender Dielektrizitats-
konstante dient daher als Modell fiir das Vakuum der QCD und liefert eine
natiirliche Beschreibung fiir die Struktur der Hadronen als Farbsingletts, wie
in Abbildung 3.2 gezeigt. Ein Meson besteht demnach aus einem Quark-
Antiquark Paar, wobei jede Feldlinie, die von dem Quark ausgeht und bei
dem Antiquark endet. An der Oberflaiche verlaufen die Feldlinien parallel
zum Medium. Eine dhnliche Situation ergibt sich fiir Baryonen, die aus drei
Quarks bestehen (Abbildung 3.2 rechts).

Im néchsten Abschnitt werden wir ein Modell vorstellen, das die hier be-

Abb. 3.2: Struktur von Meson (links) und Baryon (rechts), sowie der Verlauf der
Feldlinien innerhalb der Kavitét.

schriebenen physikalischen Figenschaften beinhaltet und es gestattet, Hadro-
nen als dynamische und selbstkonsistente Solitonen zu bescheiben. Es bildet
die Grundlage fiir die weiteren Untersuchungen iiber das dynamische Verhal-
ten des Farbconfinements in den weiteren Kapiteln.
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3.2 Die Lagrangedichte

Das nicht-topologische Solitonen-Modell wurde erstmals 1977 von Friedberg
und Lee [22, 34, 35] vorgeschlagen. Doch erst nach der Weiterentwicklung
durch die Arbeitsgruppe um Wilets in Seattle [16, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42,
43,44, 45, 46, 47] erlangte es die heutige Popularitit als effektives Modell zur
Beschreibung von Nukleonen. Im Mittelpunkt des Modells steht das nicht-
topologische Solitonen-, oder o—Feld, welches eine phdnomenologische Be-
schreibung fiir die komplexe nichtperturbative Struktur des QCD-Vakuums
(Antiabschirmung, Farbconfinement, etc.) darstellt. Das Friedberg-Lee Mo-
dell erlaubt die dynamische Beschreibung von Hadronen als Solitonen, die
im skalaren o—Feld gebunden sind. Die Lagrangedichte ist dabei durch

Lrr=Ly+ Ly +Ls+ Lo (3.6)
gegeben, wobei B )
L, =V(y"D, —m)¥ (3.7)
den Dirac-Term,
o = %(@LU)(@“U) (o) (3.9)

den Anteil des skalaren Feldes,
chr — QOU\T’\I’ (39)

die Quark-o-Kopplung und der letzte Term

1
Lo =——k(o)F] F" (3.10)

4 uvt a
den gluonischen Anteil der Lagrangedichte beschreibt.
Der Dirac-Term ist identisch mit dem der QCD und beschreibt die Quarks
als Spin-1/2-Teilchen mit der Stromquarkmasse m ~ 10 MeV. Die Fermion-
wellenfunktion ¥ hat 4 (Dirac) mal 3 (Farbe) mal n (Flavor) Komponenten
und die Form der kovarianten Ableitung ist

)\a

DH = o" — igv(7)Ag . (3.11)
A" sind die Gluonenfelder, die minimal an die Quarks gekoppelt werden.
Der Term (3.9) beschreibt die Kopplung der Quarks an das skalare o—Feld
und wirkt als Massenterm fiir diese, so dafl das Modell nicht chiral invariant
ist. Der kinetische und der potentielle Anteil fiir das o—Feld enthélt das
Selbstwechselwirkungspotetial U(o), das {iblicherweise in vierter Ordnung in
o angenommen wird

a b

¢
Ulo) = 502 + 503 + 104 +B. (3.12)
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Die Konstanten in (3.12) werden so gewéahlt, dafl U(o) ein lokales Minimum
an o = 0 hat, sowie ein energetisch tieferes (globales) Minimum an einem
nichtverschwindenden Vakuumerwartungswert 0,40, an dem U(o) = 0 ange-
nommen wird. Die Konstante B wird so eingestellt, daB U(o,.) = 0 und
U(0) = B, so dal man B mit der sogenannten Bag-Konstante, also der Vo-
lumenenergiedichte der Kavitét, identifizieren kann. Gluonische Farbfelder
werden wie in der reinen QCD eingefiihrt, bis auf eine indirekte Wechsel-
wirkung mit dem skalaren o—Feld durch eine dielektrische Funktion (o)
mit £(0) = 1 und k(0u.) = 0. k(o) wird in diesem Modell nicht eindeutig
vorgeschrieben, und man mufl eine Wahl beziiglich der funktionalen Form
treffen. In der Vergangenheit wurden einige Vorschlige gemacht, die man
folgendermaflen zusammenfassen kann:

o (0) = |1 = (——)""O(Gpae — ) - (3.13)

vac

Friedberg und Lee schlugen urspriinglich n = m = 1 vor, wihrend andere
[41, 48] n = 1, m = 2 oder sogar (n,m) = (2,1), (2,3/2) und (2,2) [36]
benutzten. Wir bevorzugen die Parameter (n,m) = (1,2), womit garantiert
wird, dal &'(oy..) = 0 ist.

Weil man annimmt, dafl das o —Feld alle nichtperturbativen und somit lang-
reichweitigen Effekte der QCD modelliert, vernachlassigt man die Beitrége
der Selbstwechselwirkung der Gluonenfelder und behandelt diese konsisten-
terweise als klassische Maxwell-Felder, mit

PH(rF) = ¢, (3.14)
und P2 = 9,A% — 9,A° . (3.15)

Die anderen beiden Feldgleichungen, die aus der Lagrangedichte folgen, ha-
ben die Form

. . )\a a .
(v*(20,, — ng?AM) —mgo—goo)¥ =0 fir v, (3.16)
1 B
0,0"c +U'(0) + Zml(U)Fj‘ng‘” + gV =0 firo, (3.17)

wobei die Ableitungen von U und & als Ableitungen nach o zu verstehen sind.
Die Gleichungen (3.14), (3.16) und (3.17) bilden die Grundgleichungen des
Modells, deren selbstkonsistente Losung gesucht wird. Dieses Vorgehen wird
durch die Tatsache erschwert, dafl die Gleichungen gekoppelt und hochgradig
nichtlinear in den Feldern sind. Man macht daher zunachst die vereinfachende
Annahme, da man von allen Feldern nur ihre Erwartungswerte betrachtet,
und die quantenmechanischen Fluktuationen vernachléssigt. Dieses Vorgehen
wird als Mittelfeldndherung bezeichnet. Weiterhin wird angenommen, dafl
die Grundzustandseigenschaften des Modells im wesentlichen durch Quark-

Wellenfunktionen und o—Feld gegeben sind. Der Einflul des Gluonenfelds
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wird anschlieend in niedrigster Ordnung Stérungstheorie auf den (farbneu-
tralen) Grundzustand berechnet. Unter diesen Pramissen wurden von vielen
Autoren Solitonlésungen der statischen Gleichungen

(1YV +mg + goo)¥ = 0 (3.18)
dU -

Vie—— — WU = 0 3.19

Tl P ( )

berechnet und versucht, die wichtigsten Eigenschaften des Hadronenspek-
trums mit zwei Quarksorten (up und down), also von N — A und p — 7 zu
reproduzieren, was unter einer geeigneten Wahl der Modellparameter stets
maglich ist. Eine gute Ubersicht iiber diese Arbeiten findet man in [16, 20].
Im weiteren wollen wir aber auf den weniger gut dokumentierten Gluonensek-
tor des Modells eingehen und die bisherigen in der Literatur veréffentlichten
Rechnungen zusammenfassen.

3.3 Der Gluonenpropagator im Medium

Betrachtet man die gebundenen Solitonzustdnde niedrigster Masse ohne ex-
plizite Farbfreiheitsgrade, so sind alle zwei Quarkzustdande (Pion und Rho-
Meson) sowie alle drei Quarkzustinde (Nukleon und A) entartet. Somit
ist der Quark-Antiquarkzustand, der gewohnlich bei ~ 465 MeV festgelegt
wird, eine Mischung aus p— und 7—Meson und der drei Quarkzustand (bei
~ 1080 MeV') eine Mischung aus Nukleon und A [16]. Eine Aufspaltung
dieser wird erreicht durch die Wechselwirkung des Spins der Quarks (farb-
magnetische Hyperfeinaufspaltung). Zur Berechnung dieses Energiebeitrages

By ==X [dr [ @ g @6 7w =008 (3.20)
ckk! i<j
mit den Quarkstrémen
JZkC(F) = _gu(F)v(F)XI)‘ceklmxlo-mXi (321)

benétigt man den Gluonenpropagator G*(7, ﬁ;w) des Modells. Dieser wur-
de von Bickeboeller et al. [41, 42] durch eine Entwicklung in Kugelflachen-
funktionen erstmals konstruiert. Wir beschreiben nun kurz die Ableitung
des skalaren G°°—Propagators. Die entsprechende Ableitung von G*¥* durch
Entwicklung nach Vektor-Kugelflichenfunktionen ist etwas aufwendiger aber
verlauft analog:

Wahlt man die Coulombeichung im Medium V - (/4;14_1)) = 0, so kénnen die
Maxwellgleichungen (3.14) in

V . (KJVA()) = —jo 5 (322)
— — — V -
—mafA + V?kA -V x (kA x —K) = —7+ &V Ag, (3.23)
K
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umgeschrieben werden. Diese Gleichungen sind die Bestimmungsgleichungen

fiir die Greenfunktionen. Den skalaren Anteil der Greenfunktion G(7,r') =
G(7, r'") erhilt man durch

Vr(F)VG(F, ) = 637 — 7). (3.24)
Um Divergenzen im Limes £ — 0 zu vermeiden, definiert man
G(F, 1) = \JK(F)G(F W k() . (3.25)

Somit muB & B . .
(V2 — W()G(F,r") = =6(F — r') (3.26)

erfiillen mit dem "Potentialterm’” W(7), der durch
o1 S 1 .
W(#) = 71V (log(s(M))* + 5V log(x (7)) (3.27)

gegeben ist. Die Greenfunktion (, den Potentialterm W, sowie die
6—Funktion werden nun nach Kugelflichenfunktionen

W) = W) mYom(Q), (3.28)
B(rF—r) = r—25(r — "YW ()Y () und (3.29)
o - 1 .
G(T, T/) = Caa/r—]lm(r<)1/lm(g<) X r—nl/m/(r>)Yl/m/(Q>) 5 (330)
< >

entwickelt, wobei iiber wiederholte Indices automatisch summiert wird und
die Groflen (r, Q<) sich auf (r,Q) beziehen fiir r < v/, sowie auf (r/,)
fir » > 5 (r5,Qs) ist analog definiert. Durch Multiplikation von (3.30)
mit Y2, (©) und Integration iiber die Winkelkoordinate € reduziert die obige
Entwicklung die homogene partielle Differentialgleichung (3.26) auf Differen-
tialgleichungen fiir die radialen Funktionen j¢ (r) und ng ,(r'):

>< (]l’m’) — 0 .
nﬁm/
(3.31)

Der Satz von Funktionen, der regular im Ursprung ist, ist durch j; (r) gege-
ben und derjenige, der reguldr im Unendlichen ist, durch n$. ,(r').

d? {(l+1
[( + ( + )) 01Ot WLM(T) < lm|YLM|l’m' >

dr? 2

Betrachten wir nun zunéchst den Fall, daB das Medium und somit W (7) =
W (r)Yoo spharische Symmetrie besitzt. Dann gilt fiir die Matrixelemente

< lm|YLM|l’m' >= /dﬂ%;(Q)YLM(Q)E/m/(Q) ~ 016yt , (332)

da in der Entwicklung von W nur der Term mit L = 0 und M = 0 beitréagt.
Somit bricht die Summe iiber die Matrixelemente in (3.31) zusammen und
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die Winkelanteile entkoppeln. Das verbleibende Gleichungssystem kann je-
doch nicht weiter analytisch vereinfacht werden, da die radiale Abhédngigkeit
von W (r) in (3.27) fiir eine realistische funktionale Form von () zu kom-
plex ist. Man mufl daher mit numerischen Methoden die Radialfunktionen
bestimmen.

Die Berechnung der Radialfunktionen stellt sich weitaus komplexer dar, wenn
das Medium keine sphérische Symmetrie besitzt. In diesem Fall hat man nicht
mehr den Vorteil, dal man zu gegebener Symmetrie der Quarkstrome (bei-
spielsweise einen dipolartigen Strom mit [ = 1) nur die zugehorige Green-
funktion berechnen mufl, sondern es werden verschiedene Drehimpulse [, !’
und m,m’ gemischt, so dal man immer einen vollstandigen Satz von Radi-
alfunktionen benétigt. Hat man es dariiberhinaus mit einem sich dynamisch
veranderden Medium zu tun, so miissen diese Funktionen stets neu berechnet
werden, was zu einem sehr groflen numerischen Aufwand fiihrt. Da weiter-
hin nach Bestimmung der Greenfunktion noch die Potentiale durch Raum-
integration bestimmt werden miissen, eignet sich dieses Verfahren nicht fir
dynamische Simulationen, sondern lediglich zur Berechnung statischer Figen-
schaften der Gluonen im Rahmen dieses Modells. Diese Figenschaften werden
nun im folgenden Abschnitt kurz beschrieben.

3.4 Statische Gluonenfelder

In diesem Abschnitt beschreiben wir den Einflul der Quark-Gluon Wechsel-
wirkung auf die Massen der Hadronen. Wie im vorangegangenen Abschnitt
erwihnt, haben die niedrigstliegenden (s;/5) Zustande aus zwei Quarks (Me-
sonen), sowie die aus drei Quarks (Baryonen) ohne Beriicksichtigung der
Farbwechselwirkung dieselbe Masse. Diese Entartung wird aufgehoben durch
die von den Quarks erzeugten Gluonenfelder, die man in niedrigster Ordnung
Stérungstheorie, also unter Vernachléassigung der Gluonselbstwechselwirkung
und des Einflusses der Gluonenfelder auf die Quarkwellenfunktionen bzw. das
o—Feld, berechnet. Der Beitrag der Gluonen zur Energiedichte des Systems
betragt daher [49]

Ly = = LA
Ha = 5 (B + (B —igly 5 WAL (3.33)

Verwendet man die Feldgleichung (3.14), so kann durch Integration von (2.6)
der Energiebeitrag des Gluonenfeldes bestimmt werden,

Ho = %/d% (2 = (7)) . (3.34)

Aufgrund der Tatsache, dafl das elektrische Feld im Grundzustand aus
Griinden der Farbsymmetrie verschwindet [49, 50] und nur der magneti-
sche Anteil zur Gesamtenergie beitrégt, erhdlt man aus (3.34) den Ausdruck
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(3.20). Setzt man die Quarkstrome (3.21) in (3.20) ein und beachtet, daf fiir
Quarks im sy Grundzustand nur die / = 1—-Komponente des Gluonenpro-
pagators beitragt, so ergibt sich

EM:—§QSZ<A§-A}@-@>M, (3.35)
wobel
B0 [ oan [ [HOR0) )
M_W(ro)/ d/ 2d l m(r) fl( <)91( >) T’K(T’) (3-36)

den Uberlapp der radialen Quarkwellenfunktionen u und v mit den radia-
len Funktionen f; und ¢g; des Gluonenpropagators beschreibt. Die Farb- und
Spinmatrixelmente in (3.35) kann man faktorisieren und man erhéalt fiir Ba-

ryonen
<X A> = —8/3 (3.37)
Lo B —1  fir das Nukleon
<00 = { 1 fiir das Delta, (3.38)
sowie fiir die Mesonen
<XN-h> = —16/3 (3.39)
S o _ —3 fir das Pi-Meson
SO = { 1 fir das Rho- oder Omega-Meson. (3.40)
Daher ergibt sich als Energiedifferenz
2
E(A)— E(N) = %asM(Baryon) (3.41)
128
E(p)— E(r) = ?ost(Meson) : (3.42)

Die bisher unbestimme starke Kopplungskonstante kann daher benutzt wer-
den, um beispielsweise die experimentell bekannte Fnergiedifferenz zwischen
A und Nukleon von ~ 297 M eV festzulegen und mit dem bestimmten Wert
die Aufspaltungsenergie zwischen p— und 7—Meson vorherzusagen.

Die in der Literatur veroffentlichten Ergebnisse [41, 43] sind in Abbildung 3.3
aufgefithrt. Dabei wurden die Parameter des Modells, also a, b, ¢ aus U(o),
sowie die Kopplungsparameter go und a, = ¢2/(47) wie folgt festgelegt: Man
fittet die Masse des Nukleons (938 MeV'), die Masse des A (1232 MeV'), so-
wie den Ladungsradius des Protons (< r? >}V/2: 0.83fm), wodurch as, go
und ein Potentialparameter bestimmt sind. Die physikalischen Eigenschat-
ten der Solitonlosungen des Modells werden mit den verbleibenden Para-
metern ¢, f = b?/ac, sowie den unterschiedlichen Parametrisierungen von
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Table 1. Quark sigma coupling constant g, the entry denoted by
(0) is for the calculation without gluons. The other k’s are defined

in the text. All calculations are self-consistent Table 2. Strong coupling constant a,, see Table 1

b*ac ¢ 0) Ky Ky Ky Ka b*/ac c Ky Ky Ky Ke
30 500 8.37 9.65 8.56 9.15 8.96 30 500 1.63 114 1.30 1.26
30 1,000 ° 740 8.92 793 8.22 8.12 30 1,000 1.81 1.20 1.32 1.30
32 500 7.58 8.76 779 833 8.12 32 500 n 1.13 1.32 1.27
32 1,000 6.95 8.22 7.48 7.74 7.64 32 1,000 1.85 1.14 1.31 1.28
6.0 500 6.77 7.76 7.01 751 7.34 6.0 500 1.77 1.02 131 1.23
6.0 1,000 6.65 764 717 7.49 7.36 6.0 1,000 1.85 0.96 1.24 1.16
<o) 500 6.64 7.56 6.86 7.39 7.20 K 500 1.77 0.95 1.30 1.20
e} 1,000 6.64 7.56 7.12 747 733 a 1,000 1.81 0.88 1.21 1.12

Table 3. Pion mass, MeV (experimental value is 140 MeV). See Table )
1 for explanation. The entry labelled x,(P) is a perturbative calcula- Table 4. Magnetic moment of the proton in nuclear magnetons (ex-

tion perimental value is 2.79). See Table 1 for explanation

b*ac c 0) Ke(P) x; X3 Ke b%jac c 0) Ky K3 K3 Ka

3.0 500 767 452 222 328 297 30 500 2.53 255 255 2.56 2.56
3.0 1,000 756 421 206 319 295 30 1,000 248 249 250 251 2.50
32 500 766 444 251 346 322 32 500 2.50 252 2.53 2.54 2.53
32 1,000 756 423 228 340 321 32 1,000 245 246 247 248 248
6.0 500 767 448 245 359 349 6.0 500 245 247 247 249 248
6.0 1,000 761 448 221 358 353 6.0 1,000 2.40 241 243 244 243
el 500 769 443 245 362 359 0 500 243 245 2.46 248 246
o 1,000 765 175 nc 364 362 =] 1,000 238 241 241 243 241

nc: not converged

Table 5. Quotient of axial and vector coupling constant {experimen-
tal value is 1.25). See Table 1 for explanation

b2jac c (0} Ky Ky Ky Ko

30 500 1.01 1.05 1.05 1.04 1.05
30 1,000 1.06 112 1.11 1.11 1
32 500 1.04 1.08 1.08 1.07 1.08
32 1,000 1.09 1.14 1.14 1.13 1.13
6.0 500 1.08 113 1.13 1.12 112
6.0 1,000 1.12 1.17 1.17 1.16 1.17
© 500 1.09 1.13 1.14 1.13 1.14
x 1,000 1.13 1.17 1.17 1.17 1.17

Abb. 3.3: Parameter des Friedberg-Lee Modells und einige physikalische Eigen-
schaften der Solitonlésungen fiir verschiedene Parametrisierungen der
Dielektrizitdtskonstanten ky_4. Die Tabellen sind aus [41] entnommen.
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k1 — k4 untersucht. Die Ergebnisse sind in Abbildung 3.3 zu sehen, die aus
[41] entnommen wurden. Man erkennt in Table 2, dafl der Wert der starken
Kopplungskonstante a, in den meisten Féallen zwischen 0.9 < «; < 1.9 liegt,
also insbesondere recht grofie Werte annimmt. In Table 3 (Auszug aus [43])
ist die Masse des Pions aufgetragen, wobei (0) die hier beschriebene per-
turbative Rechnung wiedergibt. Man sieht, dafl die Aufspaltung der Ener-
gieniveaus fiir die Mesonen viel zu gering ist mit dem Wert von «g, mit
dem die Aufspaltung der Baryonen gefittet wird. Die Werte liegen zwischen
3T MeV < m; < 769 MeV, sowie 866 MeV < m, < 887 MeV fir Pion
und Rho-Meson. Selbst eine selbstkonsistente Berechnung des Solitons, die
die Riickkopplung der Gluonfelder auf Quarkverteilungen und o—Feld bein-
haltet, ist nicht in der Lage, die korrekte Pionenmasse von &~ 140 MeV zu
reproduzieren. Der Grund dafiir liegt wohl in der Tatsache, dafl das Pion nicht
als eigenstédndiges Teilchen betrachtet werden kann, sondern als Goldstone-
Boson der chiralen Symmetrie.

In Table 4 + 5 ist das magnetische Moment des Protons

up:</dexYﬂLkmu2 (3.43)

und der Quotient aus axialer und Vektorkopplungskonstante

Yo A _500 20,2 L,
;_<pmﬁgmm>_§é dr r*(u?(r) = 20(r)) (3.44)

v

aufgetragen, wobei 73 = 5\3/2 die Gell-Mann Matrix und 23 die 4 x 4 Spin-
matrix darstellen. Beide Groflen kénnen im Rahmen des Modells und un-
abhéngig von den verbleibenden Parametern gut reproduziert werden.

Mit diesem Modell ist man also in der Lage, die statischen Figenschaften der
Hadronen gut darzustellen. Allerdings sind bis heute nur wenige Versuche
unternommen worden, auch dynamische Prozesse zu beschreiben. Das liegt
zum einen an den oben dargestellten Schwierigkeiten, den Gluonenpropagator
fiir deformierte Bagzustande zu berechnen und zum anderen daran, daf eine
dynamische Zeitentwicklung der Quarks mit Hilfe der Diracgleichung oder
einer zeitabhdngigen Hartree-Fock-Rechnung zu Instabilitaten fithrt. Diese
werden durch Diracseebeitrage hervorgerufen, die sich aufgrund der geringen
Current-Quarkmasse leicht beimischen [33]. Das erste Problem der Losung
der Gluonenfeldgleichungen werden wir umgehen, indem wir mit Hilfe eines
numerischen Verfahren (Finite Elemente) diese Gleichungen direkt im Orts-
raum l6sen. Eine detaillierte Beschreibung der numerischen Techniken befin-
det sich in Anhang B2. Die Zeitentwicklung der Quarks beschreiben wir mit
einer semiklassischen Transportgleichung fiir die Phasenraumverteilungen der
Quarks. In diesem Modell kann man auf Zustdnde mit wohldefinierter Ener-
gie projizieren, was eine getrennte Behandlung von Quarks und Antiquarks
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ermoglicht. Weiterhin ist die Erhaltung der Baryonenzahl ein fundamenta-
ler Bestandteil des Modells [20], so dafl ein Zerfall der Quarkzustdnde nicht
moglich ist. Mit der Ableitung und Darstellung eines solchen Transportmo-
dells beschéftigen wir uns im folgenden Kapitel.



Kapitel 4

Das Friedberg-Lee
Transportmodell

In diesem Kapitel werden wir die Entwicklungen auf dem Gebiet der Trans-
porttheorien fiir Quarks und Gluonen darstellen. Wéahrend fiir Transport-
theorien mit Nukleonen als fundamentalen Freiheitsgraden Modelle wie bei-
spielsweise das RBUU- [54] oder das RQMD-Modell [55] langst etabliert
sind, sind quarkbasierte Transportmodelle noch heute Gegenstand von For-
schungsarbeiten. Die Hauptschwierigkeiten bei der Formulierung liegen zum
einen an der geringen Quarkmasse und an der Tatsache, da} die Wech-
selwirkung zwischen Quarks und Gluonen durch eine nichtabelsche SU(3)-
Eichtheorie beschrieben wird. Um die Eichinvarianz zu garantieren, muf} da-
her die Definition der quantenmechanischen Phasenraumverteilung (Wigner-
funktion) modifiziert werden, was zu Komplikationen in der semiklassi-
schen Entwicklung der Gleichungen fithrt. Andererseits gibt es bislang keine
vollstandige Ableitung eines Kollisions- oder Paarproduktionsterms, so daf
die fiir hochenergetische Reaktionen eminent wichtige Produktion neuer Teil-
chen weiterhin ein offenes Problem bleibt.

Der folgende Abschnitt zeigt die Ableitung von kinetischen Gleichungen fiir
klassische Farbladungen unter der Wechselwirkung von nichtabelschen Farb-
feldern. In Abschnitt 4.2 wird skizziert, wie diese mit Hilfe eines wohldefiner-
ten Naherungsschemas aus den exakten quantenmechanischen Bewegungs-
gleichungen hervorgehen. Im letzten Abschnitt dieses Kapitels werden wir
schlieBllich diese in der abelschen Ndherung betrachten und anschliefend auf
das Friedberg-Lee Modell erweitern.

31
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4.1 Kinetische Theorie klassischer Farbla-
dungen

Der Ausgangspunkt der Ableitung kinetischer Gleichungen fiir Quarks bildet
die Einteilchen-Phasenraumfunktion fiir Teilchen mit Farbladung f(x,p, Q)
[21], wobei = z, die Raum-Zeit-, p = p, die Energie-Impuls- und @ = @,
die Farbladungs-Abhéngigkeit von f bestimmen. () ist ein 8-komponentiger
Farbvektor, dessen Komponenten komplexwertig sind. Ein eich- und lorentz-
invarianter Ausdruck fiir die Zeitentwicklung von f ist durch die totale Ab-
leitung nach der Eigenzeit gegeben;

b (p0F L 0f of
ar = \P g T g 907

)f@n@zC@%Q% (4.1)

mit dem Kollisionsterm €', der die kurzreichweitigen Zweiteilchenstéfle be-
schreibt. Die Zeitableitungen auf der rechten Seite von (4.1) beziehen sich
ebenfalls auf die Eigenzeit 7 der Teilchen. Unter der Annahme, dafl die Farb-
ladungen an ein klassisches SU(3)-Farbfeld koppeln, ist Q" = dQ*/dr durch
die Wong-Gleichung [56]

mQ" = —gu [P ALQ° (4.2)
bestimmt und p* = dp* /dr durch
mp' = —g,Q"F"p, . (4.3)

Setzt man diese Relationen in (4.1) ein, so ergibt sich

P (00 = 9.QuFR 0 — 9o func ALQOR) f(2,0,Q) = Cla,p, Q). (44)

Al und [y, sind die klassischen SU(3)-Eichpotentiale und Eichfelder. Ei-
ne analoge Gleichung fiir Antiteilchen erhdlt man durch Ersetzung von (¢
durch —Q® in (4.4). Diese werden durch die Yang-Mills Gleichungen fiir die
Farbfelder abgeschlossen:

DG, = =it = = [ nQ* [fe..Q) — fla.p, Q)] dPdQ . (4.5)

Die Erweiterung der gewdhnlichen Vlasovgleichung auf Farbfreiheitsgrade
besteht nun darin, daff die Mean-Field-Terme auf der linken Seite von (4.4),
durch einen Driftterm erweitert werden, der durch die Farbabhingigkeit von
f und die nichtabelsche Wechselwirkung gegeben ist.

Ausgehend von (4.4) kénnen nun mehrere Hierarchien von Momentenglei-
chungen abgeleitet werden, indem man Momente beziiglich Potenzen von
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@* und/oder p, bildet. Die Momentengleichungen beziiglich des Farbvek-
tors erweisen sich dabei als sehr niitzlich im Vergleich zur quantenmecha-
nischen Ableitung. Im folgenden Abschnitt wird ndmlich gezeigt, dal man
die niedrigsten Farbmomente von f(x,p, Q) mit den Farbkomponenten der
Wignermatrix identifizieren kann, wenn diese im semiklassischen Grenzfall
berechnet werden. Wir definieren daher die klassische Phasenraumverteilung
fiir Farbsinglett, Farboktett, u.s.w. durch

folasp) = [ F(2,p.Q)Q . (4.6)
folw.p) = [ Quf(a,p, Q.
fab(xvp) = /QaQbf(xvpvQ)dQ ) ete.

Integriert man die Transportgleichung (4.4) {iber den Farbraum, so erhalt
man unter Verwendung von (4.6)

POufolep) = g EL (@) fulap) + [ ClapQ)dQ (47)

pM [ap,&ac + gvfachZL(x)] fc(:li,p) = (48)
9P L ()0 Funle,p) + [ QuC(a.p, Q)dQ
p“ [ap,&ac&bd ‘I’ Ju (5acfamc ‘|‘ 5bdfamc) AZL(J;)] fcd(xvp) = (49)

9o 5 ()0 Funelr.p) + [ QuQuC(,p, Q)R ete.

Diese Hierarchie von Momentengleichungen kann fiir klassische Farbladun-
gen nicht abgeschlossen werden, da die Farbmomente unabhingig sind. El-
ze und Heinz [58] argumentieren mit Hilfe von Analogiebetrachtungen, daf
man die Farbalgebra der quantenmechanischen Farboperatoren Qa = —%j\a
auf die klassischen Farbvektoren iibertragen kann. Insbesondere wird die
Antikommutator-Relation {Qa, Qb} = %5(1;, — dachc verwendet, um die Hier-
archie der Farbmomente nach dem zweiten Term durch [57]

1 1
b= =0 — —dupefe 4.10
Jab : b f 5 bef. (4.10)

abzubrechen. Durch Einsetzen dieser Annahme kann die Gleichung (4.8) in
m v m v
P | Oubac + go fame ATl () + EdamCFw(x)ap felz,p) = (411)

S EL ()9 (. p) +/Qa0(wa®d@

umgeschrieben werden. Das abgeschlossene System von Gleichungen (4.7)
und (4.11) beschreibt die Zeitentwicklung der Phasenraumverteilungen von
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Farbladungen unter dem Einflul von nichtabelschen Farbfeldern. Im néch-
sten Abschnitt werden wir zeigen, dafl diese Gleichungen im semiklassischen
Grenzfall einer quantenmechanischen Ableitung im Rahmen des Wignerfunk-
tionsformalismus exakt reproduziert werden kénnen.

4.2 Kinetische Theorie der Quarks

Da die Ableitung der Bewegungsgleichung der QCD Wignerfunktion sehr
umfangreich und auch technisch involviert ist, geben wir hier nur einen sche-
matischen Abrifl derselben. Eine detaillierte Beschreibung befindet sich in
[21, 59].
Das quantenmechanische Analogon zur klassischen Phasenraumverteilung ist
die Wignerfunktion, die durch

i _ [ Y g (w/2)D} | ~(v/2)Da

Wase,p) = | o M Hale)el IR Ws(x) (4.12)

definiert ist, wobei «a, 3 die Quantenzahlen des Zustandes kennzeichnen und
D, =a,- ng die eichkovariante Ableitung ist. Man beachte, dafl nur unter
Verwendung von D, statt 8, in der Definition der Wignermatrix diese sich un-
ter Eichtransformationen kovariant verhélt. Ist daher S(:L') = exp (i@a(:p)T“)
eine beliebige lokale SU(3)-Eichtransformation mit ¥(z) — S(z)¥(z), so gilt

Was(z,p) = S(2)Was(z. p) 5™ () - (4.13)

Da weiterhin b“ — S( )D“S Y(z) gilt, transformieren sich auch der
Feldstéirketensor £, = [D,, D,] und die Farbstrome

j = [ dplarly W (e, p)] (4.14)

eichkovariant. Eine weitere Motivation fiir die Definition der Wignermatrix
(4.12) erhdlt man durch formale Auswertung der Fouriertransformation

Wasla,p) = Wal@)6(p — #)Ws(x) (1.15)

wobei die Phasenraumdynamik durch den kinetischen Impuls 7# = p* —I—gvzzl“
bestimmt wird und nicht durch den kanonischen Impuls p*.

Eine Bewegungsgleichung fiir W wird gewohnlich abgeleitet, indem man den
Driftoperator p*d, auf die Wignerfunktion anwendet und unter Verwendung
der Diracgleichung eine geschlossene Gleichung fiir die Wignermatrix er-
stellt. Diese wird dann einer semiklassischen Entwicklung unterzogen, die
fiir abelsche- oder Nichteichsysteme unter der Bezeichnung Wigner-Kirkwood
Entwicklung bekannt ist. Sie besteht formal in einer Entwicklung nach Poten-
zen in h und wird generiert durch die Ersetzung y — A0, in den Shift- oder
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Paralleltransport-Operatoren von W, also in einer Taylorentwicklung von
exp(ih/20,0,). In einer nichtabelschen Eichtheorie ist diese Entwicklung je-
doch nicht méglich, da der Paralleltransportoperator die eichkovariante Form
der Ableitung

exp(ih/2[0, — %"A(x)]ap) (4.16)

enthéalt. Daher existieren zu jeder Ordnung von h abzihlbar viele Terme, die
nicht als geschlossener Ausdruck darstellbar sind.

Eine Méglichkeit, dieses Problem zu umgehen, bietet die Wahl einer bestimm-
ten Eichung, der sogenannten Fock-Schwinger (FS) Eichung, die an einem
bestimmten Raum-Zeit Punkt fixiert wird:

(x— 2),Ab(z) =0 mit A%(Z)=0 (4.17)

als Randbedingung. Der Index Z markiert die Wahl einer festen Eichung fiir
die indizierte Grofle. Die Wignerfunktion reduziert sich in dieser Eichung auf
den bekannten Ausdruck

o d* -
Wap(z,p) = / (2546—2?@/\1/2&(95)@(@//2)% cem WD (1) (4.18)

Wendet man den eichkovarianten kinetischen Driftoperator p - [ﬁ z(x),.] auf
(4.18) an und fithrt die semiklassische Entwicklung durch, so erhilt man nach
etwas Algebra

N A gU A l//\
P DLW (o) + S B 0 W () (419)

19y
S
D, (@) )W ()} = Clap)

(5 Fyy W (2, p)]

wobei fiir die auftauchenden Gréfien wieder die feste Wahl der Fichung zu be-
achten ist. Man erkennt an (4.19), der semiklassischen Bewegungsgleichung
der QCD Quark-Wignerfunktion, daf3 die relativistische und nichtabelsche
Struktur der Theorie neue Kopplungsterme generiert, die sich durch
(Anti-)Kommutatoren und die Kopplung des Spins S** = %ﬁa“” an die Farb-
felder manifestieren.

Die Groflen in Gleichung (4.19) sind nach wie vor Quantenfeldoperatoren,
die, um Observable berechnen zu kénnen, iiber wohldefinierte Ensembles
gemittelt werden miissen. Zur Zeit kann man diese jedoch nur fiir speziel-
le Szenarien bestimmen (Hochtemperaturentwicklung, etc. ), weil dafiir das
Problem des Confinements der QCD gel6st sein miifite. Um daher die Glei-
chung (4.19) weiter zu vereinfachen, wird beziiglich des Uberganges zu einer
Gleichung in Mittelfeldndherung ein Ansatz gemacht, der in der Literatur als
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Abelsche Dominanz Approximation bekannt ist. Man orientiert sich dabei an
den im Rahmen der Gittereichtheorie recht gut untersuchten Eigenschaften
von Flulschlauchkonfigurationen, in denen der Feldstérketensor < 13 () >
sehr gut durch ein schwach variierendes, im Farbraum diagonales Mittelfeld
beschrieben werden kann. Ist daher S(l‘) eine Fichtransformation so, daf

A N

< By (x) >= S(x)Fo (2)E.57 (2) (4.20)

diagonal (abelsch) ist, so besteht die Annahme der abelschen Dominanz dar-
in, daf}
< W(z,p) >= S(x) (Wi, + W°) 87 (x) (4.21)

ebenfalls diagonal in dieser Eichung ist. (Daher tragen in der Summe iiber
die Farbindices nur noch die Terme zu kommutierenden Generatoren der
Farbgruppe 5, f5 und der Einheitsmatrix bei, wahrend die anderen Entwick-
lungskoeffizienten verschwinden.)

Wir zeigen im Folgenden, daff unter dieser Annahme die Gleichung (4.19) in
die Gleichungen (4.7) und (4.11) fiir die klassischen Farbmomente iibergeht.
Wegen der Diagonalitdt von F und W verschwinden die Kommutatoren der
beiden, wodurch sich unter Ausnutzung der Antikommutatorrelationen der
ta?

{iaih} = %@b — dapel. (4.22)

ergibt:
ra v a ja v 7
"0, (Wo(z, p) + Wa(z, p)t*) + E{p“FWt L 0L (Wolx, p) + Wil®)}
1
= (P 0uWolar.p) = o L 00, ) +
urp wny=p ¢

. 1
ta (pMaMWa(w,p) - gUpMFa aUWO - §gudabcpMFb aUW) = 0 . (423)

Durch Spurbildung erhélt man die Gleichungen

1

proWo(a,p) = ggvp“Filﬁ;Wa(x,p) (4.24)
1
PO p) = gup" F, 0y Wo + Sguduep” Fo, Oy We . (4.25)

Die Korrespondenz zwischen den klassischen Farbmomenten und den Ent-
wicklungskoeffizienten der Wignermatrix ist nun durch den Ubergang von
dem Integral iiber den Farbraum d®(Q in eine quantenmechanische Spurbil-
dung

/dSQ —tr{-} und /dSQQa — tr{t, -} (4.26)
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gegeben. Durch Ausnutzung der Spurrelation tr{fafb} = %5(1;, findet man
schlieBllich die Entsprechungen

Wole,p)=5 f(ep) und Wl p)<2f,(e.p) (4.27)

wodurch nach Einsetzen in die Gleichungen (4.24) und (4.25) die gewlinschte
Aquivalenz gezeigt ist. Die Bewegungsgleichungen fiir die (abelschen) Farb-
komponenten der Wignermatrix folgen daher denselben Gleichungen wie die
entsprechenden Komponenten der klassischen Phasenraumverteilungen f¢.
Wir beschreiben nun die weitere Reduktion der Transportgleichung (4.19)
durch die abelsche Annahme. Eine diagonale und spurlose N x N—Matrix
kann man stets durch die N — 1 kommutierenden Generatoren der SU(N)
darstellen, die durch

hi = [2j(j + V)] diag(1,---,1,-j,0,---,0) 3 jE[LN=1]  (4.28)

gegeben sind, wobei —j in der j+1—ten Zeile auftaucht. Wir schreiben daher
(4.20) und (4.21) um in

<Fo(z)> = S@)F! (2)h; S (2), (4.29)

<W(x,p)> = S(x) (Wih;+W°) 57 (x). (4.30)

Die Verbindung zu den klassischen Phasenraumverteilungen f; ist in diesem

Fall durch
< W >ii= (Wkilk + WO)Z’]‘ = 52](Wk(6k)] + Wo) = 52']‘f]‘ (431)

gegeben, wobei die Ladungsvektoren €; durch die /Azj ausgedriickt werden
kénnen:

& = (h)j; = ((ha)jjo -+ (hn-1)is) - (4.32)
Mit Hilfe dieser Definitionen kann die Gleichung (4.19) auf die wesentlich
intuitivere Form

= = v ng - 7 v
(PO — 980" F0) i, p) = it [0, fi(x, p)] (4.33)

gebracht werden, wobei die linke Seite die Struktur einer gewéhnlichen Vla-
sovgleichung hat, wahrend die rechte Seite einen spinabhangigen Korrektur-
term darstellt.

Die Reduktion der Farbfreiheitsgrade besteht nun in einer dimensionalen
Reduktion der Ladungsvektoren von der Farb-SU(3) auf die skalare U(1).
Diese Reduktion hat zur Folge, dal man in der Gleichung (4.33) die Farb-
ladungsvektoren durch €, — 1 und die Phasenraumverteilungen durch eine
skalare Funktion f(x,p) ersetzen mufl [21]. Eine entsprechende Gleichung
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erhédlt man fiir Antiteilchen, indem man entsprechend den Ladungsvektor
durch € — —€; — —1 ersetzt. Somit entsprechen also die Bewegungsglei-
chungen fir Quarks und Antiquarks denselben Gleichungen wie die eines
Elektron-Positron Plasmas, die durch

(10— gup" ) flw.p) = Bl flep)] . (430

4
(00 + 90" Fu?) () = —Z2F [0, fla.p)]  (435)

4
gegeben sind [59]. Vernachlassigt man zusétzlich die Spinkorrekturen, so han-
delt es sich hierbei um ein gekoppeltes System von Vlasovgleichungen, wobei
die Kopplung indirekt, also iiber das von Quarks und Antiquarks gemeinsam
erzeugte Vektorfeld F,, vermittelt wird. Dieses berechnet sich analog zu (4.5)
als

0 F = —ju = [ p [Fa.p) = Fla,p)] d'p (4.36)

Die Dynamik klassischer Farbladungen wird somit vollstindig durch das
gekoppelte System von partiellen Differentialgleichungen (4.34), (4.35) und
(4.36) beschrieben.

4.3 Das Friedberg-Lee Transportmodell

Im weiteren wollen wir die fiir die Dynamik klassischer Farbladungen erhalte-
nen Ergebnisse (4.34), (4.35) und (4.36) auf das Friedberg-Lee Modell iiber-
tragen. Der Unterschied zwischen beiden besteht in der zusédtzlichen Kopp-
lung der Quarks an das skalare o —Feld, wodurch in den Transportgleichungen
(4.34) und (4.35) ein weiterer Kraftterm F, = m*9*m*0% hinzugefiigt werden
muf:

(P 0y =m0 m ) [ (x, p) = gup" ()3 (. p) (4.37)
("0 — m™0*m"0p) f (. p) = —gup" Flu ()0, fz,p) . (4.38)
Dabei ist m* = mg+ goo die durch die Quark-oc—Kopplung erzeugte effektive
Masse der Quarks. Weiterhin fiithrt die zusatzliche Abhangigkeit des Farbfel-

des von der dielektrischen Konstanten k(o) zu einer modifizierten Maxwell-
gleichung in einem dielektrischen Medium (siehe (3.14)):

(ko) Fn(w)) = =i = [ p [F(a.p) = Flap)] d'p. (4:30)

Die Gleichungen (4.37), (4.38) und (4.39) werden durch eine Klein-Gordon
Gleichung, die die Eigendynamik des o—Feldes beschreibt, vervollstandigt
(siehe (3.17)):

1
0,00 +U'(c) + ZKJ/(O')FM,FM/ + gops =0 . (4.40)
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Dabei sind die Ableitungen von U und x beziiglich ¢ zu verstehen und
ps = WU stellt die skalare Quarkdichte dar.

Die Transportgleichungen (4.37) und (4.38) lassen sich nun weiter vereinfa-
chen unter Beriicksichtigung der sogenannten Massenschalenbedingung [21]

(pup” — (m*)*) f(x,p) =0, (4.41)

wodurch sich der achtdimensionale Phasenraum durch Eliminierung der
Energieabhéangigkeit von f(x,p) und f(x,p) auf die sieben iiblichen Pha-
senraumkoordinaten x, p und ¢ reduzieren 1aft:

(W + PO 4+ quwF°0F — gvijijaf —m Orm™ o)) f(x,p,t) =0, (4.42)
(W + pi&' — ngFioaf + gvijijaf — m*afm*af)f(x, p,t)=0

Man erkennt wieder, daf} sich die Gleichungen fiir Quarks und Antiquarks
nur durch das Vorzeichen der Vektorkopplungskonstante ¢, unterscheiden.
Der Zusammenhang der Transportgleichungen mit den Feldgleichungen ist
tiber die Berechnung der Dichten und Stréme gegeben [20]

P51 =(; /ffﬂﬂxm>+ﬂxmm, (1.41)
plx,1) = fxp.1) = f(x,p,1)) (4.45)
1) =(;P/;m0@m>—ﬂxmm, (1.46)
olx,1) = polfOep )+ fxp). (4T)
mit w = \/p? + (m*)2. Hierbei wurde der Entartungsfaktor n eingefiihrt,

der sich ergibt, falls man die inneren Freiheitsgrade mitberiicksichtigt. (Wir
werden bei der Konstruktion der Hadronenzustinde noch genauer auf die
Normierung der Verteilungsfunktionen eingehen.)
Wir beschreiben nun ein intuitives Verfahren zur Lésung der Transportglei-
chungen (4.42) und (4.43). Dazu bringen wir die Vlasovgleichung auf die
Form eines totalen Differentials

d xl 3

IO p(0) = (S + Par ) b =0,

wobei man sowohl dem Impuls, als auch die Ortskoordinate als Funktion
eines Parameters ¢ (Zeit) betrachtet. Ein Vergleich mit (4.42) liefert die Ge-
schwindigkeit
dx p
— == 4.49
dt w ( )
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sowie den Kraftterm

dp m” B

Die Bewegungsgleichungen der Koordinaten der Phasenraumverteilungen
entsprechen daher denjenigen klassischer Teilchen, wodurch man eine an-
schauliche Motivation fiir die numerische Lésung der Vlasovgleichung erhalt.
Es handelt sich dabei um die sogenannte Testteilchenmethode, die erstmals
von Wong [93] vorgeschlagen wurde. Die Phasenraumverteilung wird durch
ein Ensemble von Testteilchen dargestellt

f(x,p,t 25 x —xi(1))8(p — pi(1)) , (4.51)

mit der Anzahl der Testtellchen Np. Setzt man diesen Ansatz in die Vla-
sovgleichung (4.42) ein, so sieht man, daf die Testteilchen-Koordinaten und
-Impulse den Hamiltonschen Bewegungsgleichungen

dx; Pi

= = 4.52

dpi _vam*(Xng_v(wE(Xi)_pixB(Xi)) (4.53)

dt W W

folgen. Entsprechende Gleichungen erhalt man auch fiir ein weiteres Ensemble
von Testteilchen, welches die Antiquarkverteilung beschreibt

f(x,p,1 25 x —xi(1))8(p — pi(1)) , (4.54)

die mit (4.52) und (4.53) identisch sind, bis auf die tibliche Ersetzung ¢, —
—¢,. Aus diesen Ensembles von Testteilchen lassen sich die skalare Dichte
und die Ladungsdichte wie folgt berechnen:

Pt = o R x(0) Ok x0) . (159)
pxt) = LX) - Sx-x(b) . (456)

wobei die 6 —Funktionen folgendermaflen auszuwerten sind:

1/(Az)® falls x; € [x — 2%, x+ ]} (457)

5(X—Xz’(f)>:{ 0 falls xie[x—%ﬁ =X

Az stellt die Grole einer Zelle dar, tiber die gemittelt wird.
Das dynamische Problem der Zeitentwicklung reduziert sich also auf die
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gleichzeitige Losung der Hamilton’schen Bewegungsgleichungen (4.52) und
(4.53) fur das Ensemble der Testteilchen (und entsprechend fiir das Ensem-
ble der Antiquarks), sowie der Losung der Klein-Gordon Gleichung (4.40)
fiir das skalare o—Feld und der Maxwellgleichung (4.39) fiir das (abelsche)
Farbfeld. Dieses System von Gleichungen ist gekoppelt und nichtlinear in
den Feldern, so dafl man fiir simtliche Rechnungen auf numerische Metho-
den zuriickgreifen muf}. Diese sind in Anhang B erldutert. Die Ergebnisse
dieser Simulationsrechnungen sind der Inhalt des folgenden Kapitels, wobei
wir zunédchst den statischen Grenzfall des Modells untersuchen wollen um die
Grundzustandseigenschaften des Modells zu finden.
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Kapitel 5

Ergebnisse

In diesem Kapitel zeigen wir die Ergebnisse der Rechnungen und Simula-
tionen im Rahmen des Modells. In Abschnitt 5.1 konstruieren wir stati-
sche Solitonlésungen und legen die Modellparameter fest, indem wir die
Eigenschaften der leichtesten Hadronen reproduzieren. Mit einem adiaba-
tischen Verfahren werden wir aus den leichten Mesonenzustidnden schwere
(J/» und D/D) erzeugen und deren physikalische Observablen bestimmen.
Anschlielend werden wir die dynamische Formierung von Strings beschrei-
ben, was es uns gestattet, den Wert des letzten Parameter des Modells, die
starke Kopplungskonstante o, = ¢2/(47) zu ermitteln, indem wir die aus
dem ¢gg—Potential bekannte Stringspannung einstellen. Weiterhin beschrei-
ben wir die Fusion zweier Strings mit entweder paralleler oder antiparalle-
ler Ausrichtung und extrahieren aus den Energiebilanzen ein String-String
Wechselwirkungspotential (Abschnitt 5.2). In Abschnitt 5.3 untersuchen wir
Farbanregungsmoden der Hadronen und somit das dynamische Verhalten
der Quarks in einem Medium mit Confinement. Der letzte Abschnitt dieses
Kapitels beschéftigt sich schliellich mit der sehr wichtigen Frage der Ha-
dronisierung von Strings. Wir werden den Prozefl der Hadronisierung durch
Produktion von gg—Paaren innerhalb der Strings behandeln, wobei wir so-
wohl die Dynamik leichter Quark-Antiquark-Paare beschreiben, als auch die
Dissoziierung von schweren Quarkonium Zustanden (.J /).

5.1 Hadronische Grundzustiande

In diesem Abschnitt konstruieren wir statische Solitonlésungen des Modells,
die wir an die physikalischen Eigenschaften der niedrigstliegenden Hadronen
durch geeignete Wahl der Modellparameter anpassen. Die Berechnung dieser
wird zunéchst vereinfacht durch die SU(3)-Farbsymmetrie, die dafiir sorgt,
daf die Ladungs- und Stromdichte lokal verschwindet [49, 50] (siehe auch

43
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Kapitel 3). Daher gilt wegen

p(x) = [ dp(f(x,p) = flx,p)) = 0 (5.1)

= f(Xv p) = f(Xv p) . (52)

Somit verschwinden auch die elektrischen und magnetischen Felder, wodurch

sich das gekoppelte Gleichungssystem (4.39), (4.40) und (4.42)-(4.43) auf

pV.f(x,p) —m"V,.m"V,f(x,p) =0 (5.3)
Vie=U'(c)+ gops (5.4)

f(Xv p) = f(Xv p) (55)

reduziert. Man beachte, dafl im statischen Grenzfall die Zeitableitungen der
Verteilungsfunktionen und der Felder verschwinden. Die Gleichungen (5.3)
und (5.4) sind mit den Gleichungen (4.18) und (4.19) aus [20] identisch. Dort
wird gezeigt, dal die Vlasovgleichung (5.3) in diesem Grenzfall durch jede
beliebige Funktion der Energie f(w) mit w = {/p? + (m*)? gelost wird. Dies
schrankt den Raum der moglichen Verteilungsfunktionen bereits stark ein,
1aBt uns aber noch die betrachtliche Freiheit in der Wahl der funktionalen
Form derselben. Um zu einer weiteren Einschriankung zu gelangen, wird ab-
geleitet, da} aus der Idempotenz des quantenmechanischen Dichteoperators
pop =< WL, >,

(P =p, (5.6)
unter einer Wignertransformation und anschliefender semiklassischer Ent-

wicklung (A — 0) folgt:
f*(x,p) = f(x,p) . (5.7)

Dieser Zusammenhang bedeutet aber, dafl die Verteilungsfunktion nur die
Werte 0 und 1 annehmen kann. Zusammen mit der Bedingung, daf§ f nur
eine Funktion der Energie w sein kann, wird man zwangslaufig auf

Jw) = O — ) (5.8)

gefiithrt. Die semiklassische Entwicklung hat daher die Konsequenz, dafl die
Phasenraumfunktionen lokale Thomas-Fermi Verteilungen sind, wobei p die
Fermienergie ist. Durch Einsetzen dieser Identitat in die Gleichungen (4.44)
- (4.47) konnen die Integrale analytisch ausgewertet werden, und man erhéalt
die Skalardichte pg, die vektorielle Dichte p, und die fermionische Energie-
dichte e als Funktion von o, bzw. als implizite Funktion von m*(o). Die
Dichten héangen dabei parametrisch von der Fermienergie p ab:
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p) = s [ ATty + Txp) (59
1 * *\ 2 ) *
= gt s+ (P log( )} 00— )
plm’) = s [ PG p 1)+ 705 p.1) (5.10)
= (er):,émp?@(ﬂ—m*)
«Qim’) = (i [ Epe (1m0 + f0xp.1) (5.11)
= e (0 g s ) o= ) 00— )

wobei wir den Fermiimpuls py = 1/p? — (m*)? und die vektorielle Dichte p,
definiert haben. Man beachte, dafl der Fermiimpuls implizit ortsabhdngig ist,
da m™ eine ortsabhéngige Groéfe ist. Der Entartungsfaktor n beschreibt die
Spin- und Flavorentartung der Grundzustande und betragt deshalb

n= 2Flavo7° X QSpin =4 ) (512)

im Gegensatz zu [20], wo die explizite Farbentartung des Nukleonenzustan-
des zu einer dreifachen Gesamtentartung fithrt, also n = 12. In unserem Fall
miissen wir zwischen dem mesonischen und dem baryonischen Grundzustand
unterscheiden. Da es sich bei Mesonen um ein Zwei-Quark-System handelt,
normieren wir die vektorielle Dichte auf Ng = [ d°rp, = 2, wihrend Baryo-
nen aus drei Quarks zusammengesetzt sind, also Ng = [ d°rp, = 3.

Die Kenntnis der funktionalen Abhingigkeit der skalaren Dichte von o er-
laubt es nun die statischen Gleichungen (5.3) und (5.4) zu entkoppeln. Das
statische Problem reduziert sich auf die Losung der Gleichung

Vie = U'(c) + gops(a) = — éff(a) \ (5.13)

wobei p, implizit iber m* von ¢ abhangt. Weiterhin haben wir ein ’effektives
Potential’ U, ¢(o) eingefiithrt. Die Bedeutung dieses Potentials wird verstand-
lich, wenn man sich die Gleichung (5.13) in einer Dimension betrachtet, wobei
diese die Form einer Newton’schen Bewegungsgleichung annimmt

falls man ¢ mit dem Ort eines Teilchens und z mit der Zeit identifiziert.
Daher beschreibt diese Gleichung die Bewegung eines fiktiven o—Teilchens
mit Einheitsmasse in einem Potential U.s¢(c). Auch in drei Dimensionen
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kann man bei sphérischer Symmetrie des Problems die Gleichung (5.13) auf
die Form einer Newton’schen Bewegungsgleichung bringen, wobei allerdings
aufgrund des Laplaceoperators in drei Dimensionen ein 'Reibungsterm’ ~
do /dr auftaucht:
d*c
@z = Uenslo) =T
Unter Verwendung von (5.9) und der Definition des effektiven Potentials

(5.15)

(5.13) kann dieses nun berechnet werden [20]:

n 4r

(271—)3 : /T::*(UWC) doo (wz . (m*)2)3/2f(w) ‘ (516)

Uey=—Ulo) + .

Mit Hilfe der lokalen Thomas-Fermi Verteilung (5.8) kann man das Integral
analytisch ausfithren und erhélt den Ausdruck

Ugslo) = —U<a>+3(g:)3®<ﬂ—m*> (5.17)
(107 — St o = S ot )

wobei die gleichen Definitionen wie in den Gleichungen (5.9)-(5.11) verwen-
det wurden.

Wir wollen nun im folgenden die solitonischen Losungen der Gleichung (5.15)
diskutieren. Dabei werden die drei Parameter des Selbstwechselwirkungspo-
tentials U(o) und die Kopplungskonstante go so eingestellt, dafi die experi-
mentell bekannte mittlere Masse von Nukleon und Delta, der mittlere Radius
des Nukleons (rms), sowie die Anzahl der Quarks Ny = 3 moglichst genau
reproduziert werden kénnen.

Die verwendeten Parameter, die Ergebnisse des Fits und die bekannten expe-
rimentellen Daten fiir Baryonen sind in den Tabellen 5.1 und 5.3 aufgefiihrt.
Die entsprechenden physikalischen Eigenschaften der mesonischen Losung,
die mit denselben Parametern berechnet wurden, ist in 5.2 aufgetragen. Um
die unterschiedlichen Quarkzahlen fiir Meson Ng = 2 und Baryon Ng = 3 zu
erhalten, muf} lediglich die Fermienergie p angepafit werden. Man erkennt,
daf} es moglich ist, die meisten experimentell bekannten Daten sowohl der Ba-
ryonen als auch der Mesonen mit Hilfe eines einzigen Parametersatzes zu re-
produzieren. Dabei sollte beachtet werden, dafl die Bindungsenergie des skala-
ren Feldes, also die Differenz von der Vakuummasse der Quarks myq. = ¢o0pac
und der Fermienergie nur ca. 50 MeV beim Baryon und sogar nur 15 MeV
beim Meson betrégt. Diese Teilchen wéren daher in einem Modell ohne ex-
plizite Farbfreiheitsgrade nur sehr schwach gebunden. Weiterhin ist der Wert
der Bagkonstanten mit B = 56 MeV/ fm? ebenfalls sehr gering im Vergleich
zu anderen Bagmodell-Rechnungen [50] mit B ca. 50 — 100 MeV/ fm?, oder
zu Rechnungen im Rahmen der Gittereichtheorie mit B ~ 200 MeV/fm?
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[51].
Die einzige groflere Abweichung von den experimentellen Daten findet man
bei der Mesonenmasse, was man darin begriinden kann, daf} die sehr geringe
Pionmasse stark vom Mesonen-Massenspektrum abweicht, da das Pion auch
als Goldstone-Boson der chiralen Symmetrie der QCD verstanden werden
kann, was bereits in Kapitel 3 diskutiert wurde.

Das effektive Potential fiir die mesonische Konfiguration ist in der Abbil-

Parametersatz
a[fm™?] 0.0
b[fm™ -419.3
¢ [1] 4973.0
B [fm™] 0.283
go [1] 8.0
mo [fm™] 0.025
w[fm™Y 1.768 / 1.9582
n 4
Opac [ 0.253

Tabelle 5.1: Die Tabelle zeigt die verwendeten Parameter zur Konstruk-
tion der mesonischen (p = 1.9582 fm™!) und baryonischen
(1 = 1.768 fm~1) Solitonlssung der o—TFeldgleichung.

Modellergebisse | Experimentelle Daten
E [MeV] 798 465
RMS [fm] 0.653 0.66
Glueballmasse [GeV] 1.045 1-2

Tabelle 5.2: Die Tabelle zeigt die Modellergebnisse fiir die mesonische Lésung
verglichen mit den experimentellen Daten, die aus [16] entnommen
wurden.

dung 5.1 als Funktion von o/0,,. dargestellt. Die gepunktete Linie markiert
den Beitrag von U(o) zum effektiven Potential, wahrend die gestrichelte Linie
den Beitrag der skalaren Dichte kennzeichnet. Man erkennt, dafl der Beitrag
der skalaren Dichte (also die Anwesenheit von Quarks) zu einer Anhebung
des effektiven Potentials fithrt. Eine solitonische Losung der Gleichung (5.15)
in diesem Potential ist dadurch definiert, dafl sie rdumlich lokalisiert ist, es
also einen Ubergang zweier Vakua geben muB. Diese entsprechen dem per-
turbativen Vakuum bei Anwesenheit der Quarks und dem nichtperturbativen
Vakuum, welches beim Grenziibergang r — oo erreicht werden muf}. Es muf}
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Modellergebisse | Experimentelle Daten
E [MeV] 1099 1087
RMS [fm] 0.693 0.83
Glueballmasse [GeV] 1.045 1-2

Tabelle 5.3: Die Tabelle zeigt die Ergebnisse des Fits fiir die baryonische Lésung
verglichen mit den experimentellen Daten, die aus [16] entnommen
wurden.
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Abb. 5.1: Das effektive Potential als Funktion von ¢/c,.. (durchgezogene Lin-
ie). Die gepunktete Linie kennzeichnet den Beitrag von U(c) zum
effektiven Potential, wohingegen die gestrichelte Linie den Beitrag der
skalaren Dichte markiert.

daher gelten: lim,_, o(r) = 0yee. Die Bewegung des fiktiven o—Teilchens
in diesem Potential endet daher genau bei 0,,.. Da aber, wie erwdhnt, 'Rei-
bungsterme’ auftreten und das Teilchen keine ’Anfangsgeschwindigkeit” hat
wegen do /dr(r = 0) = 0, muf} es mit einer relativ hohen potentiellen Energie
bei o &~ 0 starten, um schliefflich bei ¢ = 7,4, zum Stillstand zu kommen.
Aus dieser Diskussion ergibt sich die numerische Methode zur Lésung der
Gleichung (5.15), namlich die sogenannte ’shooting method’. Dabei gibt man
einen Startwert oo = o(r = 0), sowie do/dr(r = 0) = 0 vor, und integriert
die Bewegungsgleichung des o—Teilchens im effektiven Potential bis zu ei-
nem Wert r,,,, auf. Der Anfangswert o¢ wird schlieflich so lange variiert, bis
gilt o(rmaz) = Ouae. Weiterhin werden die Parameter des effektiven Poten-
tials so modifiziert, bis die Observablen des Solitons mit den physikalischen
Eigenschaften von Meson bzw. Baryon iibereinstimmen. Zur Lésung der Be-
wegungsgleichung (5.15) verwenden wir einen klassischen Runge-Kutta Al-
gorithmus und die Modifizierung des Anfangswertes geschieht mit der
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Van Wijngaarden-Dekker-Brent Methode [20, 52].
Die radiale Abhéngigkeit des o—Feldes, der skalaren Dichte pg, sowie der

4 T T T T T T T T T
o (x5) [fm™]
34| s Py .
"""" YoPs
2_ -
&
E
1_ -
0_ -
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Abb. 5.2: Die Abbildung zeigt das oc—Feld (durchgezogene Linie), die skalare
Dichte multipliziert mit go (gepunktete Linie), sowie die vektorielle
Dichte (gestrichelte Linie) eines Solitons mit den physikalischen Eigen-

schaften eines Mesons.
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Abb. 5.3: Die Abbildung zeigt das oc—Feld (durchgezogene Linie), die skalare
Dichte multipliziert mit go (gepunktete Linie), sowie die vektorielle
Dichte (gestrichelte Linie) eines Solitons mit den physikalischen Eigen-

schaften eines Baryons.

vektoriellen Dichte p, innerhalb des Solitons ist fiir die mesonische Lésung in
Abbildung 5.2 gezeigt. Zur besseren Ubersicht wurde das o—Feld mit einem
Faktor 5 skaliert. Man erkennt anhand der Form des o—Feldes, wie die oben
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erwahnte Bewegung des o—Teilchens vonstatten geht. Durch den bei r ~ 0
sehr groflen Einflul des "Reibungsterms’ des Laplaceoperators %da/dr bleibt
der Wert des o—Feldes im Innern des Solitons lange in der N&he des Start-
wertes og &~ 0 um schlielich an der Oberfliche stetig auf seinen Vakuumwert
zu steigen. Das Verhalten der vektoriellen Dichte ist dem sehr &hnlich, also
relativ konstant im Innern des Solitons (bis r ~ 0.5 fm) und fallt dann im
Bereich der Oberfliche auf Null ab. Im Gegensatz zur volumenzentrierten
vektoriellen Dichte ist die skalare Dichte oberflichenzentriert, da sie im Ko-
ordinatenursprung proportional zur effektiven Masse m* = mg + goo ist. p;
nimmt daher den Maximalwert erst bei ca. r & 0.5 fm an. Die Abbildung 5.3
zeigt fiir die baryonische Konfiguration qualitativ &hnliche Eigenschaften wie
die mesonische. Man erkennt aber die groflere Ausdehnung der Dichten und
des o—Feldes fiir den 3-Quark Zustand, woraus sich die unterschiedlichen
physikalischen Eigenschaften von Meson und Baryon ergeben.

5.1.1 Das J/¢)— und D/D—Meson

In diesem Abschnitt beschreiben wir die Konstruktion von Mesonen
mit schweren Quarks (charme-Quarks). Die entsprechenden Teilchen,
die modelliert werden sollen, sind das J/¢»—Meson als gebundener
(c¢)—Quarkoniumzustand und die D/D—Mesonen als gebundener (ue)—
bzw. (uc)—Zustand. Die hier verwendeten Current-Quarkmassen fiir die ver-
schiedenen Quark-Flavor sind in der Tabelle 5.4 aufgetragen, wobei wir wie
gesagt nur Teilchen mit bis zu charm-Quark Inhalt behandeln wollen; man
glaubt, daBl das J/¥»—Meson in hochenergetischen Schwerionenreaktionen ei-
ne mogliche Signatur fiir das Quark-Gluon-Plasma ist. Wir werden darauf
im weiteren noch zuriickkommen.

Zur Bestimmung der physikalischen Eigenschaften der Mesonen aus schweren

Quark Flavor | Kiirzel | Masse [MeV]
Up-Quark u 2-8
Down-Quark d 5-15
Strange-Quark S 100-300
Charm-Quark c 1000-1600
Bottom-Quark b 4100-4500
Top-Quark t 150000-200000

Tabelle 5.4: Current-Quarkmassen der verschiedenen Quark Flavor. Die Werte
sind aus [60] entnommen.

Quarks verwenden wir das gleiche Verfahren wie in Kapitel 2.3, wo wir uns
fiir das nichtabelsche Verhalten der Eichfelder unter adiabatischer Erh6hung
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der starken Kopplungskonstante interessiert hatten. Hier werden wir dieses
numerische ’staggered leapfrog’-Verfahren dazu benutzen, um die Current-
Quarkmasse zeitabhingig zu verdndern. Dieses Verfahren besitzt zwei ent-
scheidende Vorteile; zum einen werden die restlichen Parameter des Modells
automatisch beibehalten, wahrend man mit der im vorigen Abschnitt be-
schriebenen ’shooting method’ immer wieder in Bereiche des Parameterraums
gelangen kann, in dem es keine Solitonlésungen gibt und man zur Variation
der restlichen Parameter gezwungen wird. Zum anderen reduziert sich die
Zahl der Solitonlosungen drastisch, da beim zeitabhdngigen Verfahren die
Anzahl der (Anti-)Quarks festgelegt ist, im Gegensatz zum statischen Ver-
fahren.

Wir starten daher mit der im vorangegangenen Abschnitt bestimmten Soli-
tonlosung der Feldgleichung (5.15) die die physikalischen Eigenschaften ei-
nes Rho- bzw. Pi-Mesons hat. Wir simulieren die Phasenraumverteilung der
Quarks f(x,p) und f(z,p) durch ein Ensemble von Testteilchen gem&f (4.51)
und (4.54), wobei wir, um eine gute Statistik zu bekommen, die Anzahl der
Testteilchen auf Ny = 50000 festlegen. Mit diesem Anfangszustand wird das
Verhalten der Teilchen und des o—Feldes unter der fest vorgegebenen Zeit-
abhéngigkeit der Current-Quarkmasse

mo(t) = m, — (m, — mo — 5t)0(m. — [t) (5.18)

untersucht. Als Anfangsmasse wahlen wir mg = 10 MeV und die Endmasse
legen wir zundchst auf m. = 1.56 GeV fest [61]. Da die Masse des charm-
Quarks experimentell nicht exakt bestimmt ist, sondern einen Wert im Be-
reich von m. &~ 1.0—1.6 GeV annehmen kann [60], verwenden wir diese Masse
spater als Parameter zur bestméoglichen Bestimmung der Gesamtmasse des
Solitons.
Der Massenédnderungsparameter § mufl zuerst so eingestellt werden, dafl das
o—Feld der gednderten Quarkbewegung adiabatisch folgen kann. Wir verwen-
den daher zunachst Werte zwischen 30 MeV/ fm und 150 MeV/ fm. In Ab-
bildung 5.4 sehen wir den rms-Radius des Mesons als Funktion der Current-
Quarkmasse fiir die verschiedenen Werte von 3. Man erkennt, dafl zwar bei
allen Werten von [ leichte Oszillationen der Quarkverteilungen auftreten,
aber der rms-Radius des Endzustands in allen Féllen gleich ist. Wir setzen
daher im weiteren § = 100 MeV/fm und betrachten unser Verfahren als
unabhdngig von diesem Parameter.
Weiterhin sehen wir in Abbildung 5.4, dafl ein Vergréflern der Current-
Quarkmasse bewirkt, dafl sich der Radius des Mesons verringert. Diesen
Effekt kann man qualitativ durch die thermodynamische Energiebilanz der
Testteilchen erkléaren:

2

2
PV = gU = gNTm <v’> /2. (5.19)
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P ist der Druck des Vakuums auf die Quarks, der durch die Bagkonstante
B festgelegt ist und < v? > die mittlere quadratische Geschwindigkeit der
Teilchen. Fiir sehr leichte Quarks ist < v >= p/E ~ 1, wihrend fiir schwere,
also nichtrelativistische Quarks < v >= p/m ist und somit U ~ 1/m. Da der
Vakuumdruck festliegt, muf} sich das Volumen des Objektes verringern.
Weiterhin sieht man anhand der Abbildung, dafl nach Erreichen der Charm-
Quarkmasse m. = 1.56 GeV der Radius fiir alle Werte von /3 gleich ist und
dafl dieser gut mit dem aus anderen Quarkmodellen bekannten Radius des
J/v von < 0.3 fm iibereinstimmt [62].

In Abbildung 5.5 ist die radiale Abhangigkeit des o—Feldes und der vek-
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Abb. 5.4: Die Abbildung zeigt die zeitliche Entwicklung des rms-Radius des

Mesons unter Erhéhung der Current-Quarkmasse von 10 MeV auf

m, = 1.56 GeV fiir verschiedene Werte des Massendnderungsparame-
ters 3.

toriellen Dichte entlang der x-Achse aufgetragen. Die gepunkteten Linien
markieren den Anfangszustand mit m = mg, wéhrend die durchgezogenen
Linien den Endzustand mit m = m. kennzeichnen. Man sieht deutlich das
sich verringernde Volumen des Zustandes, wobei die Endzustandsdichte aus
Griinden der Ubersicht noch um einen Faktor 8 reduziert wurde. Das Zentrie-
ren der Quarkdichte hat zur Folge, dafl auch das o—Feld sich zusammenzieht
und insbesondere im Innern des Solitons stark negative Werte annimmt. Ein
dhnliches Bild ergibt sich fiir das D/D—Meson (Abbildung 5.6), das aus einer
Kombination von Charm- und Up-Quark besteht: D = (u,¢), D = (u, c). Zur
Konstruktion dieses Zustand wurde nur die Current-Quarkmasse der Quark-
bzw. Antiquark-Verteilung erhéht. Der Endzustand ist daher ein heteroge-
nes Gemisch aus zwei Teilchensorten unterschiedlicher Masse. Man kann sich
aber auch fiir diesen Fall klar machen, daf} der rms-Radius des Gesamtzustan-
des sich verringert. Allerdings reicht die Verteilung der leichten Quarks im
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Endzustand noch weiter nach auflen als die der charm-Quarks, und auch das
o—Feld verdndert sich nicht so stark. Die Abhdngigkeit der rms-Radien von
J/1p und D/D von der Current-Quarkmasse sind in Abbildung 5.7 gezeigt.
Daraus ergibt sich im Falle von m, = 1.56 GeV fiir das D/D ein zu erwar-

tender Radius von 0.40 fm und fiir das J/¢ von 0.25 fm. Die Abbildung 5.8
zeigt die entsprechende Abhéngigkeit der Gesamtmasse F;

Fri= [ {%(W)? + eQ(r)} &r (5.20)

der Mesonenzustdnde von der Current-Quarkmasse. So ergibt sich fiir das
J/ip—Meson eine Masse von ~ 4100 MeV und fiiv das D/D—Meson ~
2250 MeV. Der Wert des J/v liegt etwa 1000 MeV {iber dem experimen-
tellen Wert von M, = 3097 MeV und der des D/D etwa 350 MeV iiber
Mp,p = 1850 MeV. Diese absoluten Massen der Mesonen haben daher zwar
eine relative Abweichung von ca. 20 Prozent, aber das Modell sagt in etwa
die korrekte Massendifferenz der charm-Quark Mesonen 2« Mp,p — M/, ~
400 M eV voraus, wobei der experimentell exakte Wert bei 680 MeV liegt.
(Diese Massendifferenz ist experimentell von groBer Bedeutung, da sie er-
klart, dafl der Zerfall des J/1>—Mesons energetisch unterdriickt ist und somit
eine grofe Lebensdauer hat.)

Da wie bereits erwdhnt die Current-Quarkmasse des charm-Quarks m, ex-
perimentell nicht exakt bekannt ist, sondern zwischen 1 — 1.6 G'eV variieren
kann [60], sieht man anhand der Abbildung 5.8, dafi man fiir einen Wert
der Current-Quarkmasse von m, &~ 1.25 GeV eine bessere Ubereinstimmung
der Gesamtmassen der charm-Quark Mesonen erhélt und sich der relative
Fehler auf ca. 5 Prozent verringert. Auch die rms-Radien der Mesonen liegen
nach der Neubestimmung der charm-Quarkmasse noch immer im Bereich
der Vorhersagen anderen Charmoniummodelle, beispielsweise r//%¥ < 0.3 fm
[62]. Diese Neubestimmung der charm-Quarkmasse kann man auch durch
das Fehlen der Coulombkrifte in den lokal farbneutralen (semklassischen)
Grundzustdnden unseres Modells motivieren. Betrachtet man die Quarks als
Punktteilchen, was die gdngige Annahme in vielen anderen Charmonium-
modellen ist, so fithrt die attraktive Coulombkraft zu einer Verringerung
der Gesamtenergie des Charmoniumzustandes um ca. 1GeV [62], so daf
in diesen Modellen eine groflere Current-Quarkmasse angenommen werden
muf}, um die Gesamtmasse korrekt zu reproduzieren. Wir betrachten die
charm-Quarkmasse m. = 1.25 GeV als optimalen Fit fiir die Grundzustands-
eigenschaften der Mesonen, arbeiten aber im weiteren mit der Masse von
m. = 1.56 GeV [61], da diese Wahl auf die in Abschnitt 5.5.2 vorgestellten

Ergebnisse nur einen geringen Einfluf} hat.
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""" o(x) m=5 MeV
""" p,(x) m=5 MeV

o(x) m=1.56 GeV
— p,(X)/8 m=1.56 GeV
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Abb. 5.5: Die Abbildung zeigt das o—Feld und die Summe der Dichten der
Quarks fiir das J/¢¥»—Meson zu Beginn der Zeitentwicklung (gepunk-
tete Linien), sowie am Ende der Zeitentwicklung (durchgezogene Lin-

ien) nach 100 fm/c.
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Abb. 5.6: Die Abbildung zeigt das o—Feld und die Summe der Dichten der
Quarks fiir das D/D—Meson zu Beginn der Zeitentwicklung (gepunk-
tete Linien), sowie am Ende der Zeitentwicklung (durchgezogene Lin-

ien) nach 100 fm/c.
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Abb. 5.7: Die Abbildung zeigt die Abhingigkeit des rms-Radius von der Cur-

rent-Quarkmasse.
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Abb. 5.8: Die Abbildung zeigt die Abhiingigkeit der Gesamtmasse des Solitons

von der Current-Quarkmasse.
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5.2 Eigenschaften von Flux-Tubes

Wie wir bereits mehrfach erwdhnt haben, verschwinden aufgrund der Farb-
symmetrie der Quarks im Grundzustand die farbelektrischen und farbmagne-
tischen Felder. Es ist daher noch nicht méglich gewesen, den letzten Para-
meter des Modells, die starke Kopplungskonstante o, = ¢2/(47) festzulegen.
Experimentell wird der Wert dieser Konstanten ermittelt durch einen Ver-
gleich der Anregungsspektren schwerer Mesonen, also des J/¢ = (ec) oder
des T = (bb) mit dem phianomenologischen ¢g—Potential

V,; = —§%+w, (5.21)
wobei 7 = 1 GeV/ fm durch die Stringspannung festgelegt ist. Diese Spektren
konnen mit einem Wert von «; ~ 1 erklart werden [62].

Auf der theoretischen Seite hat man im Rahmen von Bag-Modellen (MIT-
Bag- [50], Friedberg-Lee- [41] und Nielsen-Patkos-Modell [63]-[68]) die star-
ke Kopplungskonstante bestimmt, in dem man die farbmagnetische Hyper-
feinaufspaltung des baryonischen Grundzustandes in Nukleon und Delta be-
rechnet hat (siehe Kapitel 3.4). Die typischen Werte von «a; liegen zwischen
1 < a; < 2. Welterhin hat man in diesen Modellen auch Flux-tube Kon-
figurationen untersucht [41, 69, 70, 71], bei denen Quark und Antiquark
einen sehr grofien (bzw. unendlichen) Abstand haben und zwischen sich eine
Flux-tube bilden, in der das farbelektrische Feld als konstant angenommen
wird. Identifiziert man die Energie des Farbfeldes pro Einheitslange mit der
Stringspannung (Stringkonstanten) 7 = 1 GeV/ fm, so ergibt sich die starke
Kopplungskonstante a, ebenfalls in der Gréfle von o & 2.

Beide Vorgehensweisen sind jedoch nicht konsistent. Bei der Berechnung der
Matrixelemente der farbmagnetischen Aufspaltung werden die Selbstwech-
selwirkungsterme unberechtigterweise vernachlassigt [50], wéhrend dies bei
der farbelektrischen Selbstwechselwirkung nicht der Fall ist. Bei der String-
konfiguration wird die Bewegung der Quarks nicht beriicksichtigt, sondern
es wird ein konstantes ortsunabhingiges farbelektrisches Feld zwischen den
Quarks (ab initio) angenommen (Born-Oppenheimer Niherung) [41].

Wir verfahren deshalb unterschiedlich und untersuchen die Reaktion des Sy-
stems auf eine adiabatische Separierung der Quarks mit konstanter Geschwin-
digkeit. In diesem Sinne beschreiben wir die dynamische Formierung einer
Flux-tube aus dem mesonischen Grundzustand. Dabei nehmen wir an, daf}
sich die rdumliche Form der Verteilung der Quarks wéhrend dieses Prozesses
nicht &ndert. Simulieren wir daher das Quark-Antiquark-Paar des Mesons
durch ein Ensemble von Testteilchen gemaf (4.51) und (4.54), so kann die
Bewegung des Quark-Antiquark-Paars durch eine konstante Testteilchenge-
schwindigkeit v mit v;(¢) = —v;() = vge. beschrieben werden. Berechnen

wir schlieflich die skalare und die Ladungsdichte gemafl (4.55) und (4.56), so
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liegen die zeitliche Entwicklung der Quellen des skalaren und des farbelek-
trischen Feldes fest. Die Losung der zugehérigen Feldgleichungen erfolgt fol-
gendermafen:

Fir die Maxwellgleichungen wéihlen wir die Coulombeichung im Medium
V(kA) =0, woraus fiir die Vektorpotentiale

V(kV¢) = —pp, (5.22)
— kO?A + V?kA — V x (kA X E) = —j+xVoeo, (5.23)
K
mit
E = —-V¢—dA/dt, (5.24)
B = VxA (5.25)

folgt. Wilets und Puff haben gezeigt [72], dal Farbstrome innerhalb von Flux-
tubes kein Magnetfeld erzeugen. In diesem Fall wird der physikalische Strom
j vom Konvektionsstrom —dE/dt exakt weggehoben, falls die transversale
Ausdehnung der Flux-tube konstant bleibt. Wir werden daher die Gleichung
(5.23), die die Wellengleichung des Magnetfeldes darstellt, hier und auch
im folgenden vernachldssigen, und lediglich das elektrostatische Potential ¢
aus der Gleichung (5.22) berechnen. Das farbelektrische Feld bestimmen wir
schlieilich durch E = —V ¢, was im allgemeinen Fall eine Vernachlédssigung
der Retardierung des E—Feldes bedeutet. In unserem Fall ist diese Annahme
jedoch gerechtfertigt, da das ausschliellich longitudinale E—Feld in einem
String unter Lorentztransformationen seine Form behalt.

Die Losung der Poissongleichung (5.22) wird numerisch mit Hilfe einer Finite-
Elemente Methode [73] ermittelt, die den entscheidenden Vorteil hat, daf
man nicht auf dquidistante Gitter angewiesen ist und insbesondere Rand-
bedingungen auf gekriimmten Oberflichen behandeln kann. In unserem Fall
werden die Randbedingungen durch zwei Parameter a, b festgelegt, die in Ab-
bildung 5.9 zu sehen sind. b beschreibt den rms-Radius der Quarks an den

Abb. 5.9: Die in Programm verwendeten Parameter zur Festlegung der Randbe-
dingungen fiir die Poissongleichung. Die Oberfliche 5 ist durch die
gepunktete Linie dargestellt.

Endkappen der Flux-tube und a den Abstand ihrer Zentren. Da die Form der
Quarkverteilungen wiahrend der Zeitentwicklung nicht gedndert wird, bleibt
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b konstant, wéhrend « in jedem Zeitschritt neu bestimmt wird. Weitere De-
tails der numerischen Implementierung sind in Anhang B zu finden. Auf dem
so definierten Rand fordern wir die reine von Neumannsche Randbedingung

nVols =0, (5.26)

wobei n der Normalenvektor auf die Oberfliche S der Kavitat ist. Durch
diese Forderung verlaufen die Feldlinien stets parallel zur Oberfliche, was
wir bereits im Zusammenhang mit Abbildung 3.2 gesehen haben.

Die Zeitentwicklung der Klein-Gordon Gleichung fiir das o—Feld (4.40) kann

unter Vernachlassigung des farbmagnetischen Feldes in
1
dioc — Vi +U'(0) + §/<;’(a)E2 + gops = 0. (5.27)

umgeschrieben werden. Diese Gleichung wird mit dem bereits mehrfach
erwahnten ’staggered leapfrog’-Verfahren integriert, wobei sich die Dichten
dynamisch aus der Testteilchenverteilung ergeben und das farbelektrische
Feld in jedem Zeitschritt durch die Losung der Poissongleichung (5.22) er-
mittelt wird.

Die Abbildung 5.10 zeigt den Verlauf der Quarkseparierung anhand der La-
dungsdichte und des o—Feldes zu Beginn des Prozesses bei ¢t = 3 fm/c und
am Ende zur Zeit ¢ = 40 frm/c. Da wir fir die Quarks eine konstante Ge-
schwindigkeit vy = 0.166 ¢ gewahlt haben, hat das ¢g—Paar am Ende einen
Abstand von 13 fm, was somit auch der Lange der Flux-tube entspricht. Die
Geschwindigkeit der Quarks wurde so klein gewéhlt, um Retardierungseffek-
te des o—Feldes sicher ausschliefen zu kénnen. Wie wir in Verbindung mit
Abbildung 5.11 erkennen, baut sich das farbelektrische Feld zu Beginn der
Separierung innerhalb der Kavitat auf. Die Feldlinien verlaufen wie erwartet
parallel zur Oberflache und wir sehen, dafl die absolute Stérke dieses Feldes
in der Ndhe der Endkappen deutlich geringer ist als zwischen den Ladungen.
Weiterhin erkennen wir, dafl das farbelektrische Feld am Ende der Quarkse-
parierung in der Nihe der Farbladungen weitaus geringere Werte annimmt
als im Bereich zwischen den Quarks, wo das Feld eine konstante, transversal
unabhéngige Form E = Fye, annimmt. Dieser Verlauf des Feldes zwischen
den Ladungen entspricht der gangigen Annahme, die in sémtlichen Quarkmo-
dellen tiber das Verhalten des farbelektrischen Feldes gemacht wird. Unsere
Rechnungen liefern somit eine Bestétigung fiir die Giiltigkeit dieser Annah-
men. Den konstanten Wert £y kann man mit Hilfe des Gaufischen Gesetztes
abschatzen [72]:

Q  |l67

V2¢ = —pPB — EO = Z = @\/Oés . (528)

Er ist durch den Flufl des Feldes durch eine Oberflache A senkrecht zur Flux-
tube gegeben. Der Flufl wird dabei vollstdndig durch die Starke der Ladung
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Z [fm]

z [fm]

2 0 2
x [fm] X [fm]

Abb. 5.10: Die linke Seite der Abbildung zeigt die Ladungsdichte p und die rechte
Seite das o—Feld bei t = 3 fm/cund t = 40 fm/c. Die dquidistanten
Konturlinien laufen von —0.35 fm=2 bis 0.35 fm™2 fiir p und von
—0.15 fm~1! bis 0.25 fm~! fiir o.
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Abb. 5.11: Das elektrische Feld innerhalb der Kavitiat bei ¢t = 3 fm/c und bei
t =40 fm/c. Man beachte die reskalierte z-Achse im unteren Bild.
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Q =< Q2 >1/2= \/ 16w /3 an den Endkappen bestimmt, also indirekt durch
den Wert der starke Kopplungskonstanten as.

Wie man an Gleichung (5.27) erkennt, bildet das farbelektrische Feld neben
der skalaren Dichte ps; eine weitere Quelle fiir das o—Feld. Aufgrund der

0.8+
0.6+

0.4+

Uy [fM™]

. . T .
-0.5 0.0 0.5 1.0 15

G/Gvac

Abb. 5.12: Die Abbildung zeigt das effektive Potential des o—Feldes mit ver-
schiedenen elektrischen Feldstdrken.

Konstanz des Farbfeldes kommt es daher zur Formierung der eigentlichen
Flux-tube des o—Feldes (Abbildung 5.10), da ein Farbfeld ab einer gewissen
Stirke By, die in unserem Fall bei ca. 0.6 fm ™2 liegt, ebenfalls einen Pha-
seniibergang vom nichtperturbativen zum perturbativen Vakuum bewirkt.
Das wird in Abbildung 5.12 verdeutlicht, wo man das effektive Potential
des o—Feldes unter Beriicksichtigung des farbelektrischen Beitrages sieht.
Mit steigender Feldstarke |E| wird das Minimum im perturbativen Bereich
(0 ~ 0) stetig abgesenkt. Es ist demzufolge ab einem gewissen kritischen
Wert |E| > Fpq fir das o—Feld energetisch giinstiger den perturbativen
Vakuumwert einzunehmen. Da weiterhin nach (5.28) die Starke des Farbfel-
des proportional zu «o!/? ist, existiert eine minimale Kopplungskonstante ab
der es erst zur Formierung einer Flux-tube kommt. In unserem Modell liegt
dieser Wert bei oy ~ 1, wie man an Abbildung 5.13 erkennen kann. Dort ist
die Stringkonstante (oder Stringspannung)

. Ecol . 1 3 1 2
r==t oo /d r5w(r)EX(r) (5.29)

in Abhéangigkeit von der starken Kopplungskonstante aufgetragen, wobei die-
se durch die beschriebene Quarkseparierung fiir verschiedene Werte von ay
ermittelt wurde. Die Gréfle L bezeichnet die Lange der Flux-tube. Wie man
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der Abbildung entnehmen kann ergibt sich der phanomenologische Wert der
Stringkonstanten von 7 = 1 GeV/ fm bei ay = 1.92. Somit ist der letzte Para-
meter des Modells festgelegt, der mit den oben erwidhnten Modellrechnungen
gut iibereinstimmt.

Wir stellen aber weiterhin anhand von Abbildung 5.13 fest, dafl der kriti-
schen Wert von g, unter dem es nicht zur Bildung einer Flux-tube kommt,
in unserem Fall recht groff ist o™ ~ 1. Wir schlieBen daraus, daB der Para-
metersatz, mit dem das Hadronenspektrum optimal reproduziert wird, nicht
unbedingt geeingnet sein muf}, um die Eigenschaften von Flux-tubes eben-
falls optimal zu beschreiben. Fiir beide Konfigurationen werden in der Tat
in statischen Bagmodellen sehr unterschiedliche Parametersétze verwendet
[41, 71], so daB eine kompatible Kombination der beiden Félle in der hier
vorgestellten Form zwar wiinschenswert, aber dennoch zuféllig ist.

4.0 . , . , . , . , . ,

35 .
3.0 - —*— Spline Fit ‘

o / -j
T _— ]

0.5 |- -

T [Gev/fm]
N N
o (6]
T T
1 1

0.0 L 1 L 1 L 1 L 1 L 1

Abb. 5.13: Die Stringkonstante als Funktion der starken Kopplungskonstante

5.3 Das String-String Wechselwirkungspo-
tential

Bedingt durch die Tatsache, dafl man im Friedberg-Lee Modell eine dyna-
mische und sich selbstkonsistent verdndernde Oberfliche der Solitonen hat,
ist es moglich, dynamische Prozesse, wie beispielsweise Nukleon-Nukleon-
Kollisionen oder die bereits beschriebene Stringformierung und den String-
zerfall (Abschnitt 5.5) zu beschreiben. Eine weitere Anwendungsmoglichkeit
ist die Bestimmung der Wechselwirkung zweier Solitonen durch den Vergleich
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Abb. 5.14: Schematische Darstellung der parallelen (oben) und antiparallelen
(unten) Flux-tube Konfiguration.

der Energien des skalaren Feldes mit dem Farbfeld. So gelang es zum Bei-
spiel Koepf et al. [74], ein Nukleon-Nukleon Potential zu extrahieren durch
die adiabatische Trennung eines deformierten Sechs-Quark Bagzustands in
zwei separate Nukleonen. Das adiabatische Potential wurde dabei durch

Vaa(@) =< o|H|a > —2FEy (5.30)

berechnet, wobei der Vorgang durch einen Deformationsparameter a parame-
trisiert wird. Der Erwartungswert des Hamiltonoperators zerfallt in diesem
Fall in zwei Anteile, die durch die kinetische Energie der Quarks und die
potentielle Energie des o—Feldes < H®¥ > gegeben sind, sowie durch die
Matrixelemente des farbmagnetischen Ein-Gluon-Austausches < HO%F >,
Wir beschreiben hier in dhnlicher Weise die Fusion zweier Flux-tubes, mit
paralleler oder antiparalleler Ausrichtung des Farbfeldes, wie dies schema-
tisch in Abbildung 5.14 dargestellt ist. In Abhégigkeit vom transversalen
Abstand p der beiden Flux-tubes berechnen wir das Wechselwirkungspoten-
tial durch

Vaa(p) = Eo(p) + Eq(p) — Es(00) = Eg(o0) (5.31)

mit

E, = /dST(%(VU)Q—I—U(U)—I—goaps(a)), (5.32)
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1
By = §/d3TK(U)E2, (5.33)

wobei die Energiebeitriage relativ zu der vollstdndig getrennten Konfigurati-
on p — oo bestimmt werden.

Wie man dem Anhang B entnehmen kann, in dem die numerischen Metho-
den dargestellt sind, wird die Dynamik des o —Feldes vollstandig in den drei
Raumdimensionen bestimmt. Die Finite-Elemente Methode zur Losung der
Poissongleichung (5.22) ist jedoch auf zwei Dimensionen beschrankt. Man
benétigt daher im Prinzip mindestens eine rdumliche Symmetrie des Pro-
blems (z. B. Zylindersymmetrie), die in dem hier beschriebenem System
nicht vorhanden ist. Um aber dennoch einen (qualitativen) Eindruck von der
Wechselwirkung zweier Strings zu erhalten, sind wir gezwungen eine Annah-
me zur Bestimmung des farbelektrischen Feldes zu machen. Wir betrachten
daher die Achse, die Quark und Antiquark von einem der beiden Strings ver-
bindet, als neue (hypothetische) Symmetrieachse und berechnen mit diesem
qq—Paar das (von den Quarks des anderen Strings) unbeeinflufite Farbfeld
E.(x,y,z). Das Farbfeld fiir die Gesamtkonfiguration bestimmen wir dann
durch die kohirente Addition der beiden ungestoérten Felder:

E(z,y,z)=E.(x — p1,y,2) £ E,(x + pr,y,2) , (5.34)

wobei das Pluszeichen fiir parallele und das Minuszeichen fiir antiparallele

Strings gilt. Die GréBe p; gibt dabei den transversalen Abstand der Symme-
trieachse eines Strings zur x-Achse an. Durch diese Annahme wird die direkte
Wechselwirkung jedes einzelnen Quarks mit beiden Quarks des benachbar-
ten Strings vernachléssigt. Das Farbfeld bleibt daher wéhrend des kompletten
Fusionsprozesses stringférmig. Die Ndherung sollte gut sein fiir sehr kleine
Abstande p << 1 fm, da das farbelektrische Feld (5.34) fiir p — 0 durch die
Wiederherstellung der Zylindersymmetrie in die exakte Losung der Feldglei-
chung (5.22) iibergeht. Die Bewegung der Quarks wird wie bei Stringformie-
rung in Abschnitt 5.2 durch eine konstante Testteilchen-Geschwindigkeit von
v, = —vz = 0.166 ¢ beschrieben, die auch als transversale Fusionsgeschwin-
digkeit gewdhlt wird.

Das Verhalten des o—Feldes und des farbelektrischen Feldes fiir die Fusion
zweier paralleler Strings ist in Abbildung 5.15 gezeigt. Im oberen Bild sind
die beiden Flux-tubes noch getrennt, wihrend im zweiten Bild die Kavitéten
sich beriithren und die Confinement-Wand zwischen ihnen zusammenbricht.
Im weiteren Verlauf der Fusion findet die bereits angesprochene kohérente
Addition der Farbfelder statt, womit am Ende des Prozesses eine einzige
Flux-tube zuriickbleibt mit der zweifachen Ladung an den Endkappen und
dem entsprechenden doppelten Wert Fy des farbelektrischen Feldes. Dies
hat zur Folge, daB} sich die Energie des Farbfeldes F, wahrend der Fusion

vervierfacht, woraus die starke kurzreichweitige Repulsion (p < 0.5 fm) des
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Abb. 5.16: Adiabatisches String-String Potential der parallelen Konfiguration.
Die durchgezogene Linie zeigt die Summe der Beitridge des o—Feldes
und des farbelektrischen Feldes.
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adiabatischen Potentials V,; im parallelen Fall folgt, wie in Abbildung 5.16 zu
sehen ist. Dort ist das Potential bezogen auf die Gesamtlinge L des Strings
aufgetragen, da der Wert von V.4 trivialerweise mit dieser Lénge skaliert.
Im mittelreichweitigen Bereich (p ~ 1 fm) ist V.4 weder stark repulsiv noch
attraktiv, da sich die beginnende Erhéhung der Energie des Farbfeldes und
der Energiegewinn durch Verringerung der Oberfliche des o—Feldes in etwa
ausgleichen. Fiir Abstande p > 1.5 fm verschwindet das Potential; es hat
daher keinen langreichweitigen Anteil (Van der Waals-Kréfte), was an der
Eigenschaft des Confinements des Modells liegt.

Wir moéchten noch anmerken, dafl das adiabatische Potential fiir parallele
Strings in Abbildung 5.16 zumindest qualitativ mit dem Nukleon-Nukleon
Potential von Koepf et al. ([74], Fig. 10) {ibereinstimmt. Obwohl die Strings
in unserem Fall aus dem mesonischen und nicht dem nukleonischen Grundzu-
stand formiert werden, so wird in beiden Szenarien die Wechselwirkung zweier
zusammengesetzter Quarksysteme mit demselben Modell beschrieben. Unse-
re Ergebnisse geben Anlaf} zu folgender Analogie: fiir die Stringkonfiguration
stammt die starke kurzreichweitige Repulsion von der parallelen Ausrichtung
der Ladungen, wéahrend diese fiir das NN-Potential von der entsprechenden
parallelen Ausrichtung der Spins der Quarks herrithrt. Dadurch dominie-
ren in letzterem Fall die Matrixelemente des farbmagnetischen Ein-Gluon-
Austauschs < H9“® > gegeniiber dem Energiegewinn durch das o-Feld.
Fiir die antiparallele Konfiguration (Abbildung 5.17) ist die physikalische Si-
tuation die folgende: Man hat wieder keine langreichweitigen Anteil von V4,
aber sobald die Confinement-Wand zusammenbricht, erhdlt man eine starke
attraktive Kraft, die daher rithrt, dafl man sowohl durch die Verringerung
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Abb. 5.17: Adiabatisches String-String Potential der antiparallelen Konfigu-
ration. Die durchgezogene Linie zeigt die Summe der Beitrdge des
o—Feldes und des farbelektrischen Feldes.
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der Oberfliche des o—Feldes als auch durch die Weghebung des farbelektri-
schen Feldes geméaf (5.34) Energie gewinnen kann. Weil die Farbladungen fiir
p — 0 sich neutralisieren, bricht sowohl das Farbfeld und dadurch auch das
o—Feld (die Flux-tube) zusammen.

Ubertrigt man die hier vorgestellte Wechselwirkung von Strings auf die Dy-
namik bei einer hochenergetischen Schwerionenreaktion, so wird das Bild von
sich unabhangig bewegenden Strings unterstiitzt. Diese kénnen dann auch
unabhdngig nach phédnomenologischen Zertallsregeln hadronisieren, was be-
spielsweise im Lund-Fragmentierungsmodell ausgenutzt wird [8]. In diesem
und in weiteren Modellen geht man davon aus, dafl es durch stochastische
Prozesse (random walk in der Farb-SU(3)) ausschlieBlich zur parallelen Aus-
richtung der Strings kommt [75]. Eine Weiterbehandlung des Zerfalls von
antiparallelen Strings ist zur Zeit unbekannt, da unklar ist, wie man die
Energie des Farbfeldes und des o—Feldes beim Zusammenbruch des Strings
zur Produktion neuer Teilchen verwendet.

5.4 Farbanregungen des Mesons

Wihrend zur Berechnung der Stringeigenschaften und des String-String
Wechselwirkungspotentials die Bewegung der Quarks fest vorgegeben wurde,
beschreiben wir in diesem Abschnitt das vollstdndige dynamische Verhal-
ten der Quarks, das durch die Zeitentwicklung der Phasenraumverteilungen
f(x,p,t) und f(x,p,t) gegeben ist. Wir interessieren uns insbesondere fiir
das Verhalten des Nukleons unter der Anregung der sogenannten isovektori-
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ellen Mode.

Darunter versteht man einen angeregten Zustand, bei dem die beiden un-
terschiedlichen Quellen des Vektorfeldes gegenphasig entlang einer ausge-
zeichneten Achse schwingen. Diese Mode ist bereits eingehend bei Schwe-
rionenreaktionen untersucht worden. Sie wird durch den Impulsiibertrag des
(stark lorentzkontrahierten) elektrischen Feldes auf die Protonen der Ionen
verursacht, wodurch die Protonen zu Schwingungen relativ zu den Neutro-
nen angeregt werden. Durch eine Analyse der Schwingungsfrequenzen kann
man beispielsweise Riickschliisse auf die Kompressibilitat von Kernmaterie
ziehen.

Wir simulieren den Impulsiibertrag auf das gg—Paar des Mesons durch Addi-
tion bzw. Subtraktion eines festen Impulses p, zur z-Komponente der Grund-
zustandsphasenraumverteilung (5.8):

f(Xv p) - f(Xv p+ pzez) (535)
f(x,p) = f(x.p—p.e.) . (5.36)

Die Anfangsbedingung der Zeitentwicklung sind daher zwei lokale Thomas-
Fermi Verteilungen, die im Impulsraum einen mittleren Abstand von 2p,
haben und somit einen angeregten Nichtgleichgewichtszustand beschreiben.
Die Anfangskonfiguration im Phasenraum ist in der linken Figur von Abbil-
dung 5.18 fiir einen Wert des Boostimpulses von p, = 2GeV zu sehen, wobei
zu beachten ist, daB dort die Summe von f und f aufgetragen ist. Die weitere
Zeitentwicklung erfolgt durch selbstkonsistente Bestimmung des farbelektri-
schen Feldes gemaf (5.22), des o—Feldes gemaf (5.27) und der Quellen der
Felder gemaf (4.55) und (4.56). Letztere werden durch ein Ensemble von
Testteilchen dargestellt, wobei wir eine Anzahl von Ny = 50000 wéhlen.
Die Bewegung der Quarks kann man nun folgendermaflen beschreiben:
Abhéngig vom Anfangsimpuls bewegen sich die Quarks entlang der z-Achse
und durch diese Separierung baut sich eine Kavitdt und darin ein farbelektri-
sches Feld auf. Dadurch verlieren die Quarks ihre kinetische Fnergie an das
Farbfeld und an die Deformation des o—Feldes. Wenn die kinetische Energie
vollstandig verbraucht ist, wird die Bewegung gestoppt und kehrt sich um.
Die Verteilungen der Quarks durchdringen sich wieder am Ursprung und der
beschriebene Prozefl wiederholt sich in der umgekehrten Richtung. Es kommt
zu dem oben diskutierten isovektoriellen Schwingungszustand.
Handelte es sich bei den Quarkverteilungen um Punktladungen, so wiirde
dieser Schwingungsvorgang unverandert und vor allem ungeddmpft weiter-
laufen. In unserem Fall mit ausgeschmierten Verteilungsfunktionen, die durch
Testteilchen simuliert werden, tritt ein neuer Effekt auf, der durch die Selbst-
wechselwirkung der Quarks hervorgerufen wird. Die Bewegung der Testteil-
chen eines Quarks wird nicht nur durch die Testteilchen des anderen Quarks
beeinflufit, sondern auch von den Testteilchen des eigenen Quarks, die die
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Abb. 5.18: Phasenraumverteilung der Quarks (f+ f). a) Anfangsbedingung zur

Zeit t = 0 und b) der &quilibrierte Endzustand.

effektive Ladung abschirmen. So kommt es zu stark unterschiedlichen Farb-
kraften innerhalb einer Quarkverteilung, was auch bereits im Zusammen-
hang mit Abbildung 5.11 kurz diskutiert wurde, und eine schnelle Dispersion
der Quarkverteilungen hervorruft. Dieser Effekt wird in unserem Fall von
nur zwei wechselwirkenden physikalischen Teilchen dominant, kann jedoch
fiir Vielteilchensysteme (z. B. Nukleonen bei Schwerionenkollisionen) ver-
nachléssigt werden.

Im weiteren Verlauf der Reaktionsdynamik vergréfert sich die rdumliche Aus-
dehnung der Ladungen innerhalb der Kavitadt stetig, bis es schliefilich zur
vollstandigen Neutralisierung der Quarkverteilungen kommt. Diese Aussage
wird unterstiitzt durch das zeitliche Verhalten der Energie des Farbfeldes Ey,
das in Abbildung 5.19 aufgetragen ist. Man erkennt die kontinuierliche Ab-
nahme von Fy; bis ca. 80 fm/c, worauf das Farbfeld vollstandig verschwindet.
Diese Energie wird in kinetische Energie der Quarks umgewandelt und somit
dazu verwendet, die Lange [ der Kavitat zu vergréfiern,

L= // A%, py 1) + [(x,p, 1)) Padp . (5.37)

Das zeitliche Verhalten dieser Grofle ist in Abbildung 5.20 dargestellt. Die
Verteilungen der Quarks liegen daher im Endzustand wieder in einem lokal
farbneutralen Gleichgewichtszustand in einer elongierten Kavitét vor. Das
Phasenraumbild dieses Endzustandes ist in der rechten Figur der Abbildung
5.18 zu sehen.

Wir sehen daher, daf} die selbstkonsistente dynamische Bewegung von Quark-
verteilungen innerhalb einer Flux-tube stets sehr schnell zu einem Ubergang
globaler Farbneutralitat (Strings) zu lokaler Farbneutralitat fiihrt. Dieser Ef-
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Abb. 5.19: Zeitentwicklung der Energie des Farbfeldes bis 100 fm/c (gepunktete
Linie). Fiir die durchgezogene Linie sind die Oszillationen heraus-
gemittelt. Die Anregungsenergie betrigt 3 GeV .

fekt spielt, wie wir in den néchsten Abschnitten sehen werden, eine wichtige
Rolle fiir die Dynamik des Hadronisierungsprozesses von Strings.

5.5 Die Hadronisierung von Strings

Nachdem wir nun in den letzten Abschnitten die Eigenschaften von Flux-
tubes, insbesondere die Stringformierung und die Bewegung der Quarks in-
nerhalb des Strings untersucht haben, widmen wir uns in diesem Abschnitt
dem wichtigen Prozefl der Stringfragmentierung mittels Quark-Antiquark
Paarproduktion. Da die Quarks eine geringe Current-Quarkmasse von =
10 MeV haben, kann die Energie des starken Farbfeldes des Strings zur zahl-
reichen Produktion von ¢gg—Paaren verwendet werden. Dadurch kommt es zu
Abschirmungseffekten innerhalb des Strings, und dieser fragmentiert in (an-
geregte) Hadronen. Wir diskutieren zunéchst die bisherigen, in der Literatur
verdffentlichten Frgebnisse zu diesem Thema, um dann die Fragmentierung
des Strings durch die Produktion von leichten (up/down-Quarks), sowie die
Dissoziierung von schweren (charm-Quarks) Quarkonium Zustdnden zu si-
mulieren.

5.5.1 Paarproduktion in starken Farbfeldern

Erste Untersuchungen zur Paarproduktionsrate in starken Feldern gehen
auf Schwinger [76] zuriick. Er berechnete die Rate von ete™—Paaren pro
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Abb. 5.20: Elongierung I der Kavitit alL Fu]nktion der Zeit (gepunktete Linie).

Fiir die durchgezogene Linie wurden die Oszillationen herausgemit-

telt. Die Anregungsenergie betrigt 3 GeV .

Einheits-Volumen und -Zeit in einem homogenen und konstanten E—Feld zu

dN B 2 > e—ﬂ’nmg/E

Wdl AP (5:38)

mit der Masse der Teilchen mgy und der Starke des Feldes £ = |E|. Eine
wichtige Anwendung findet dieses Ergebnis in der Modellierung von hoch-
energetischen Schwerionenkollisionen. Dort glaubt man, da die einzelnen
Hadronen der Ionen durch den Austausch von Gluonen in der Reaktionszo-
ne eine nichtverschwindende Netto-Farbladung erhalten und sich somit zwi-
schen den jeweiligen Reaktionspartnern eine Flux-tube bildet. In dieser Flux-
tube existiert, wie wir in den vorangegangenen Abschnitten gesehen haben,
ein konstantes Farbfeld, dafl durch Produktion von Quark-Antiquark Paaren
in weitere Hadronen zerféllt. Man kann aber trotzdem nicht einfach durch
Andern der Teilchenmasse und des Feldes die aus der QED erhaltene Rate
(5.38) auf die QCD iibertragen, und zwar aus folgenden Griinden:

o Die typischen Feldstérken in der QED sind weitaus grofler als diejeni-
gen, die durch die erzeugten ete™—Paare hervorgerufen werden. Diese
kénnen somit als Perturbation des Systems behandelt werden. In der
QCD ist dies nicht der Fall. Die Feldlinien in einer Flux-tube werden
von einer (oder wenigen) Ladungen am Ende der Tube hervorgerufen
und sind in dieser eingeschlossen, so dafl man die Riickreaktion der
produzierten Paare auf das ’duflere’ Feld nicht vernachléssigen kann.
Gerade diese Abschirmung der Felder durch die produzierten Ladun-
gen ermoglicht erst den Zerfall der Flux-tube in Hadronen. Glenden-
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ning und Matsui [77] beriicksichtigen diesen Effekt und berechnen eine
vollstandig energieerhaltende Paarproduktionsrate:

dN (ng)2 ) e—47rnm?/(ng)
AT 3P ’ (5.39)

2
f n=1 n

die sich zu (5.38) nur durch numerische Konstanten unterscheidet.

o Der Einflul des transversalen Confinements auf die Paarproduktions-
rate muf} beachtet werden, da die transversale Masse m; = {/p? + m?f
wegen der Unschérferelation bei geringer Breite des Strings sehr grof3
werden kann. Die Produktion von gg—Paaren wird daher energetisch
unterdriickt. Fiir typische Stringradien von ~ 0.5—1.0 fm reduziert sich
dN/(dV dt) um mehr als eine Grofenordnung, wobei die relative Un-
terdriickung bei schweren Quarks (s,c) grofier ist als bei leichten (u,d).
Diese Untersuchungen wurden sowohl im Rahmen des MIT-Bagmodells

[69, 78], als auch des Friedberg-Lee Modells [71] durchgefiihrt.

e Der Einfluf} des longitudinalen Confinements auf die Paarproduktion
kann ebenfalls nicht vernachlassigt werden. Dieser Effekt hat zur Fol-
ge, daf} die Produktion von gg—Paaren in der Stringformierungsphase
stark unterdriickt ist [79, 80]. Wong et al. [81] leiten sogar eine minimale
Stringlange ab L., = 2my/7 &~ 1 fm, unter der keine Paarprodukti-
on stattfindet. Dieses Ergebnis liefert aber andererseits ein Argument
dafiir, daf es iiberhaupt zur Formierung einer Flux-tube kommt, was
die Grundannahme der meisten phdnomenologischen Fragmentierungs-
modelle ist, wie beispielsweise des Lund-Modells [8].

Die fiir diese Arbeit benétigte zeitabhéngige Paarproduktionsrate tiir die dy-
namische Formierung von Flux-tubes im Rahmen des Friedberg-Lee Modells
ist bis heute noch nicht berechnet worden.

Die beschriebenen Raten wurden in einigen einfachen dynamischen Simu-
lationen verwendet, um die Neutralisierung des farbelektrischen Feldes und
somit den Zerfall der Flux-tube zu beschreiben:

Kluger et al. [82] simulieren die Dynamik von ete™—Paaren in einem 1+1-
dimensionalen Fall mit longitudinal unendlicher Geometrie durch die Losung
einer Boltzmanngleichung ohne Stofiterm mit der zugehérigen semiklassi-
schen Feldgleichung. Es werden ungedampfte Plasmaoszillationen beobach-
tet.

Sailer et al. [79] bestimmen die typische Zerfallszeit eines Strings durch die
stochastische Mittlung {iber ein Ensemble von N Strings gemaB dN(t) =
—A(t)N(t)dA, wobei A(t) = mR*W(t) die zeitabhingige Zerfallskonstante
mit der Paarproduktionsrate W (t) ist. dA = 2t dt beschreibt die invariante
Raum-Zeit Flache, die von einer Flux-Tube eingenommen wird. Die Werte
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der Zerfallszeiten liegen zwischen 1 fm/c < 710 <2 fm/c.

Wilets et al. [72] beschreiben die Neutralisierung einer MIT-Flux-tube mit
Hilfe einer Boltzmanngleichung mit Stoterm, wobei die Paarproduktionsrate
von Pavel und Brink [69] verwendet wird. Die Flux-tube erfdhrt gedampf-
te radiale Oszillationen durch das gg—Plasma, bis das farbelektrische Feld
verschwindet, wodurch die Flux-tube in eine Plasma-tube iibergeht. Die Neu-
tralisierungszeiten liegen zwischen 1 fm/c < 72 < 10 fm/c und sind sehr
sensitiv auf die Parameter des phdnomenologischen gg—5Stofiterms.

Da die numerischen Werte der Paarproduktionsraten ebenfalls sehr sensitiv
auf die transversale Ausdehnung der Strings ist, die in dem MIT-Modell stets
vorgegeben werden muf}, sind dies auch die Neutralisierungszeiten. Ein wei-
terer Nachteil des MIT-Bagmodells ist die bereits angesprochene statische
Randbedingung, die es unméglich macht die eigentliche Disintegration der
Flux-tube in (angeregte) Hadronen zu ermoglichen. Wir werden uns in den
nachsten beiden Abschnitten mit der dynamischen Simulation genau dieses
Vorganges beschéftigen.

5.5.2 Die Dissoziierung des .J/v

Seit der Originalarbeit von Matsui und Satz [61], die die Unterdriickung
der J/i—Mesonen als Signatur fiir das Quark-Gluon-Plasma vorschlugen,
sind experimentelle Gruppen (NA38-Kollaboration) intensiv auf der Suche
nach diesem Signal [83]. Es handelt sich dabei um den Effekt, daf} sich
ein gebundener (cé)—Zustand (ein J/v) durch die Debye-Abschirmung der
Farbkrafte nicht bilden kann. Daher liegen aus kombinatorischen Griinden
im Endzustand der Kollision, also nach der Hadronisierung, weitaus we-
niger J/i¢)—Mesonen als bei einer rein hadronisch verlaufenden Reaktion
vor. In der Tat hat man in den letzten Jahren solche Signale in Reaktio-
nen mit leichten Projektilen, wie O+Cu, O+U und S4+U gemessen. Jedoch
kénnen diese Ergebnisse mittlerweile auch alternativ erklart werden, und
zwar entweder durch hadronische Endzustandswechselwirkungen, wie z. B.
J/b+ N — A+ D oder durch andere exotherme Reaktionen, wie z. B.
J/p + p — D + D, die durch sogenannte ’comovers’ hervorgerufen werden
[84, 85]. In jedem Fall benétigt man allerdings eine intermediire Reaktions-
zone mit sehr hoher (Energie-)Dichte, um die experimentellen Daten zu er-
klaren.

In den meisten mikroskopischen Modellen, die die Dynamik der Reaktions-
zone simulieren, nimmt man an, dafl die Reaktion mit der Produktion von
Strings, die im weiteren Verlauf in sekundéare Hadronen (oder Hadronresonan-
zen) zerfallen, beginnt. Wir interessieren uns nun fiir das dynamische Verhal-
ten des J/1b—Mesons, das beispielsweise in einer hochenergetischen Nukleon-
Nukleon-Kollision zu Beginn der Reaktion erzeugt wurde und schliefflich in
den Bereich der Strings eindringt. Dieser Vorgang ist sehr wahrscheinlich, da
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Abb. 5.21: Die Zeitabhingigkeit der Energie des farbelektrischen Feldes inner-
halb des Strings. Bis ¢ = 13 fm/c wird der String aufgebaut und
anschliefend das cc—Paar bei 2 = 0 eingesetzt. Die nahezu lineare
Abnahme der Energie zeigt den Abschirmeffekt des cc—Paares.

die Dichte der Strings in den obengenannten Systemen so grof} ist, daf sie
fast die gesamte Flache der Reaktionszone abdecken [86].

Zu diesem Zweck verwenden wir die mesonische Solitonlésung, die wir in Ab-
schnitt 5.1 konstruiert haben und erzeugen mit dem in Abschnitt 5.2 erlauter-
ten Verfahren durch adiabatische Separierung des Quark-Antiquark Paars
eine Flux-tube von 8 fm Lange innerhalb der Zeit ¢ = 13 fm/c (Abbildung
5.22). Bedingt durch die numerische Restriktion der Poissongleichung fiir das
Farbfeld auf zwei Dimensionen sind wir auf zylindersymmetrische Konfigu-
rationen angewiesen. Daher kénnen wir das transversale Durchdringen des
Strings nicht vollstdndig simulieren, sondern wir erzeugen das .J/¢¥>—Meson
bereits auf der Symmetrieachse des Strings bei z = 0 mit verschwinden-
dem Gesamtimpuls. Die Grundzustandseigenschaften des J/1 entnehmen
wir aus Abschnitt 5.1.1. Mit dieser Anfangskonfiguration untersuchen wir die
vollstandige dynamische Zeitentwicklung der Bewegung des J/¢»—Mesons in
diesem String. Wie in den vorangegangenen Abschnitten werden die o —Feld-
(5.27), die Poisson- (5.22) und die Transport-Gleichungen (4.52) und (4.53)
selbstkonsistent gelést, wobei die Phasenraumverteilungen wieder durch ein
Testteilchenensemble (Np = 50000) dargestellt werden. Die Freiheitsgrade
der leichten Quarks an den Endkappen des Strings betrachten wir als einge-
froren. (Im néachsten Abschnitt werden wir diese Annahme aufgeben.)

In Abbildung 5.21 ist die Zeitabhangigkeit der farbelektrischen Energie auf-
getragen. Wie man erkennt, nimmt diese nach Erzeugung des J/¢»—Mesons
bei ¢ = 13 fm/c ndherungsweise linear ab. Der Grund dafiir ist, dafl das
c—Quark durch die Farbkraft zur Endkappe des leichten Antiquarks gezogen
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wird und umgekehrt das ¢—Quark zur Endkappe des leichten Quarks. Diese
Bewegung ist in Abbildung 5.22 zu vier verschiedenen Zeitschritten darge-
stellt. Durch die Trennung des charm-Quark Paars heben sich im Bereich
zwischen dem ¢— und ¢—Quark die Farbfelder der Quarks an den Endkap-
pen und der cc—Quarks exakt weg (Screening). Die Feldenergie geht in die
kinetische FEnergie der schweren QQuarks {iber und diese werden in sehr kur-
zer Zeit & 0.5 fm/c auf fast Lichtgeschwindigkeit beschleunigt, wodurch der
nahezu lineare Abfall der Feldenergie zustande kommt.

Im weiteren Verlauf der Zeitentwicklung verbreitert sich die anfanglich
schmale Verteilung der schweren Quarks, wie wir in der zweiten und drit-
ten Reihe von Abbildung 5.22 sehen. Schlieflich erreichen die charm Quarks
dieselbe Breite wie die als statisch angenommenen leichten Quarks an den
Endkappen des Strings, wenn sie diese erreichen. Dort wird die Bewegung
der schweren Quarks eingefroren, da wir uns hier fiir die Anregungszustande
der erzeugten DD—Mesonen nicht weiter interessieren, sondern lediglich das
weitere zeitliche Verhalten des o—Feldes, das letztendlich den dynamischen
Einschluf der Quarks in die (angeregten) Mesonen verursachen soll, beschrei-
ben wollen.

In den Abbildungen 5.22 und 5.23 ist das zeitliche Verhalten des oc—Feldes
simultan zur Quarkbewegung dargestellt. Man erkennt in der oberen Reihe
den Anfangszustand mit dem durch die adiabatische Quarkbewegung sta-
tischen String, in den zur Zeit ¢t = 13 fm/c¢ das schwere Charmoniumpaar
eingesetzt wird. Dadurch vertieft sich das o—Feld im Koordinatenursprung
erheblich, was wir auch gemaf der statischen J/1»—Konfiguration erwarten
wiirden (Abbildung 5.5). Bei der darauffolgenden Trennung der Quarks fin-
den wir, dafl das o—Feld etwas trager auf die Abschirmung reagiert als das
instantane Farbfeld. So hat sich zur Zeit t = 17.4 fm/c die Flux-tube zwar
bereits eingeschniirt, aber noch nicht abgetrennt. Frst bei ¢ = 18.6 fm/c,
also ca. 3—4 fm/c spéter als das Farbfeld, kommt es zu einem Aufbruch des
Strings.

Diese Tatsache wird begriindet durch den Verlauf des nichtlinearen Selbst-
wechselwirkungspotentials U(c), das im Bereich des perturbativen Vakuums
o ~ 0 sehr flach ist und somit einen schnellen Ubergang zum nichtpertur-
bativen Vakuum o = o,,. verhindert. Ist der nichtperturbative Vakuumwert
0vae schlieilich erreicht, so beginnt das o—Feld um diesen Wert zu oszil-
lieren, was in der zweiten und dritten Reihe von Abbildung 5.23 zu sehen
ist. In dieser Darstellung wurde jeweils ein Zeitpunkt gewéhlt, an dem das
o—Feld iiber den Vakuumwert schwingt, sowie darunter. Diese Oszillatio-
nen beschreiben daher einen angeregten Vakuumzustand. Da es in unserem
Modell in der hier vorgestellten Form aufler einer numerischen Dampfung,
die durch Schmierungsalgorithmen hervorgerufen wird [20], keinen direkten
Dampfungsmechanismus gibt, kénnen diese Oszillationen nur durch trans-
versale Ausdehnung (Abstrahlung) gedampft werden.
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Abb. 5.22: Die Abbildung zeigt die Quarkverteilung und das o—Feld zu ver-
schiedenen Zeitschritten ¢ = 12.8,13.6,16.2,17.4 fm/c. Die dquidis-
tanten Konturlinien laufen von —0.35 fm =2 bis 0.35 fm =2 fiir p (von
—1 fm™3 bis 1 fm=2 in der zweiten Figur) und von —0.15 fm~! bis
0.25 fm~1 fiir o.
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Abb. 5.23: Die Abbildung zeigt die (vektorielle) Quarkverteilung und das o—Feld
zu verschiedenen Zeitschritten t = 18.6,23.2,26.8,40.0 fm/c. Die
dquidistanten Konturlinien laufen von 0.00 fm=2 bis 0.70 fm =2 fiir
p und von —0.15 fm~"! bis 0.25 fm~! fiir o.
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Der zeitliche Verlauf der Abstrahlung von o—Wellen in das umgebende
nichtperturbative Vakuum wird bestimmt durch die zweite Ableitung von
U(o) an 0 = 0,4c, da man in guter Naherung das Potential bei ,4. durch
U(o) ~ U"(0pac)(0 — 0pac)? darstellen kann. Diese Grofie fungiert daher als
quadratische (Glueball-)Masse

U”(awc) = mélueball (5-40)

des o—Feldes und ist ein Maf} fiir die Trégheit desselben. Der in unserem
Fall verwendete Wert ist mgiyesan = 1.045 GeV (siehe Tabelle 5.2). Die ty-
pischen Zeitskalen 7 fiir die Ausbreitung und Dampfung der o—Wellen be-
tragen zwischen 20 fm/c < 7 < 30 fm/c. Vergleicht man diese Zeiten mit
typischen Werten von &~ 1 fm/c¢, die in String-Fragmentierungsmodellen wie
z. B. dem URQMD- [55] oder dem HSD-Modell [87] verwendet werden um
die verschiedenen Hadronenspektren zu reproduzieren, so sehen wir, dafl das
Modell dieser schnellen Reaktionsdynamik des Stringzerfalls nicht gerecht
wird. Nichtsdestotrotz schlieen wir aus der Simulation, daf} ein lokalisierter
cé—7Zustand instantan in einem starken Farbfeld separiert wird und somit
zur Produktion von DD—Mesonen (oder A.-Baryonen) fiihrt.

Die Frage, ob eine Dissoziierung dieses Zustandes ebenso stattfindet, wenn
dieser einen Transversalimpuls p; hat, kann folgendermafien abgeschatzt wer-
den: Die Zeit zum Durchdringen der Flux-tube kann man durch

2 2
\/PEtm
VI I 9 4 fmfe (5.41)

|pt|

2/)7’m5
At ~ W = Qprms
Uy

bestimmen, wobei mittlere bis grofie Transversalimpulse von 1 — 5GeV/c
angenommen werden und eine transversale Ausdehnung des Strings von
prms = 0.8 fm. Bei einer mittlere farbelektrischen Feldstérke von < |E| > von
1.61 fm=2 erfahren die Quarks des .J/¢ eine longitudinale Impulsianderung
von

|Ap.| =~ g,|E.|At =3 —6GeV/c, (5.42)

wobei a, = ¢2/(4r) = 1.92 ist. Eine solche Impulsinderung, die einer Ande-
rung der kinetischen Energie der Quarks von 3 —6 GeV entspricht, ist sicher-
lich ausreichend, um den mit ca. 800 M eV in einem Coulombpotential gebun-
denen J/1p—Zustand zu dissoziieren. Allerdings mufl man dabei bedenken,
daf die Bindung des J/1)—Grundzustandes in unserem Modell ausschlielich
durch das skalare Feld vermittelt wird, da die Coulomb Wechselwirkung fiir
Farbsingletts verschwindet. Daraus ergibt sich eine geringere Bindungsener-
gie, die man durch goo,,. &~ 200 — 300 M eV abschitzen kann. Das fiihrt zu
einer leichteren Dissoziierung des J/1. Die bestimmten Energieverhéltnisse
geben aber Anlafl zu der Vermutung, dafl auch bei quantenmechanisch exak-
ter Behandlung des Problems das Ergebnis unverédndert bleibt.
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In den né&chsten Abschnitten werden wir den vollstdndigen dynamischen Pro-
zef} der Stringformierung und des Stringzerfalls untersuchen, wobei in diesem
Fall die Endkappen sich mit Lichtgeschwindigkeit bewegen, so dafl der String-
zerfall durch vielfache Produktion von leichten gg—Paaren geschieht.

5.5.3 Das Lund-Modell

Wir haben im vorangegangenen Abschnitt an einem vereinfachten Beispiel
eines statischen Strings mit festgehaltenen Quarkverteilungen an den End-
kappen gesehen, wie dieser durch Produktion eines cé—Paars in Mesonen
aufbricht. Der vollstandige Prozefl der Stringformierung und des Stringzer-
falls ist jedoch weitaus komplexer, so dafy vor allem die Bestimmung einer
exakten zeitabhdngigen Paarproduktionsrate im Rahmen des Friedberg-Lee
Modells bisher nicht durchgefiithrt werden konnte (siehe Diskussion in Ka-
pitel 5.5.1). Um aber einen qualitativen Eindruck vom zeitlichen Verlauf
der Reaktionsdynamik zu erhalten, stellen wir im folgenden ein einfaches,
phdnomenologisches Modell der Stringfragmentierung vor; das sogenannte
Lund-Modell [88]. Wir verwenden anschlieBend diese einfache Modellierung
der Paarproduktion, um die Raum-Zeit Dynamik des Stringzerfalls mit dem
Friedberg-Lee Modell zu beschreiben.

Im Lund-Modell nimmt man an, daf} die Quarks masselos sind und sich so-
mit stets mit Lichtgeschwindigkeit bewegen. Ebenso sollen die Endkappen
des Strings (das den String erzeugende (QQQ—Paar) mit ¢ propagieren. Da-
her wird zur vollstandigen Beschreibung eines solchen Systems lediglich eine
1+1-dimensionale Raum-Zeit Geometrie benétigt. Der Grund dafiir ist, dafl
es kausal unmoglich ist, einen physikalischen Flufi von Teilchen zu erzeu-
gen, der sich auf die Endkappen des Strings zubewegt. Eine weitere Annah-
me ist, dafl die Farbkrafte innerhalb des Strings einem linearen Kraftgesetz
Vig = 7|y — x4 folgen, was eine giiltige Annahme ist, wie unsere bisherigen
Untersuchungen gezeigt haben. Unter diesen Pramissen kann man zeigen,
daBl sich ¢g—Paare innerhalb des Strings sogenannte "Yo-Yo’-Bewegungen
ausfithren (sieche Abbildung 5.24). Diese Moden sind beispielsweise fiir ein
reines Zweiteilchensystem Lésungen der Bewegungsgleichungen des Hamil-
tonoperators

H = |py — p2| + 7|z — 22] . (5.43)

Wir betrachten nun die einfachsten Raum-Zeit Diagramme in diesem Modell.
In Abbildung 5.24 a) findet die Produktion eines gg—Paars bei & = 0 statt.
Die entstehenden angeregten Mesonen propagieren symmetrisch entlang der
x-Achse, wobei die schattierte Flache die Raumbereiche markiert, in der das
Farbfeld noch existiert. Abbildung 5.24 b) zeigt die symmetrische Produk-
tion zweier qq—Paare bei * = +x(, wobel wieder die symmetrisch auf dem
Lichtkegel propagierenden Mesonen entstehen und zusétzlich ein angeregtes
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Abb. 5.24: Raum-Zeit-Darstellung der einfachsten Lund-Diagramme.

Meson, das eine Yo-Yo-Bewegung um z = 0 mit verschwindendem Gesam-
timpuls beschreibt. Der symmetrische Aufbruch des Strings bei x = £ und
x = 0 zur gleichen Zeit t =ty wird in Abbildung 5.24 ¢) beschrieben. Neben
den zwei duBeren Mesonen entstehen nun zwei parallel propagierende Meso-
nen, die jeweils einen verschwindenden Gesamtimpuls haben. Diese Situation
andert sich, falls man das gg—Paar bei # = 0 etwas frither als die anderen
beiden Paare produziert. Wir sehen in Abbildung 5.24 d), da die Bewegung
immer noch symmetrisch verlauft, die beiden mittleren Mesonen allerdings
einen nichtverschwindenden Relativimpuls besitzen.

Aufschlufl iber den Zusammenhang zwischen den Aufbruchpunkten und
der Impulsverteilung im Endzustand der Reaktion erhdlt man durch Be-
trachtung der Energierelationen der produzierten Quarkpaare, die wir im
folgenden durch ¢;q; indizieren. Die Energie und der Impuls des Hadrons :
im Endzustand, das aus den Konstituenten (¢;_1¢;) besteht, ist durch

Ei=7(xioy—a;) und p; = 7(tio1 — 1) (5.44)

gegeben. Die Grofien (x;,1;) sind die Raum-Zeit Aufbruchpunkte des Paares
(¢:¢;). Der "Zweier-Impuls’ p* des Hadrons ist daher durch den Schritt vom
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2
area = mii

vertex \ vertex

Abb. 5.25: Energie-Impulsdarstellung des stochastischen Aufbruchschemas.

Raum-Zeit Punkt z zum Raum-Zeit Punkt : — 1 gegeben:
pi =71(af, — ) = TAz . (5.45)

Der Aufbruch des Strings kann somit durch eine Folge von Schritten représen-
tiert werden, wobei in jedem Schritt die Bedingung

Pipiy = =T Axlwy, = m] (5.46)

erfiilllt ist. m; ist die invariante Masse des Hadrons :, die in Abbildung 5.25
durch die schraffierten Fléachen gekennzeichnet ist.
Die Details des numerischen Prozesses im Lund-Modell, das heifit die Wahl
der Aufbruchpunkte und somit auch der Massen der Endzustandshadronen
geschieht nach einem stochastischem Schema. Sind

l’j— = ti + Z; 5 T, = ti — Ty (547)

K3

pi=FEi+p , p;=FE—p (5.48)

die Lichtkegelkoordinaten der Quarkpaare, so findet der Schritt in die (+)-
Richtung vom Punkt 7 — 1 zum Punkt ¢ mit einer Wahrscheinlichkeit z/;
statt:

Azt =22t . (5.49)

Der Schritt in die (-)-Richtung wird dann durch die Hadronenmasse m; (5.46)
festgelegt:
m?
Az; = —Azxf. (5.50)

3 72
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Der Zerfall eines Strings in Hadronen erfolgt daher nach der Rekursionsformel

af = (1-2)af, (5.51)
_ _ mil—2z; 1
T = Tt R (5.52)

zusammen mit der Randbedingung
vg =(E+p)/t . 25 =0 (5.53)

zu Beginn der Fragmentierung. Die z/; unterliegen nur im letzten Fragmen-
tierungsschritt j der Bedingung, daf}

;= (L —-p)/T :1;;":0. (5.54)

Sie sind ansonsten frei wahlbar (zwischen 0 und 1). Die Wahrscheinlichkeit,
dafl ein Aufbruch des Strings mit z/; erfolgt, ist durch die Fragmetierungs-
funktion gegeben:

1 —=z

B

f(z)= Nzt ( ) exp(—bm? /z) . (5.55)
Diese Funktion wird durch die drei Parameter «, 3, b, die transversale Mas-
se der produzierten Hadronen m; und den Normierungsfaktor N bestimmt,
die an die Hadronenspektren von hochenergetischen ete™—Kollisionen ge-
fittet werden. Der Erfolg dieses Stringfragmentierungsmodells manifestiert
sich in der Tatsache, dafl man mit den relativ wenigen Modellparametern
auch sehr gut die Hadronenspektren von Hadron-Hadron- bzw. Schwerionen-
Kollisionen beschreiben kann. Allerdings werden keine Aussagen iiber die
raum-zeitliche Entwicklung der Schwerionenreaktion gemacht, sondern man
geht von einer Stringkonfiguration mit vorgegebener Gesamtenergie aus und
trifft Aussagen iiber die Impulsverteilung der aus diesem String erzeugten
Hadronen. Somit werden weder Aussagen iiber den Beginn der Reaktion ge-
macht (Stringformierungsphase), noch tiber Endzustandswechselwirkungen
der Hadronen.

5.5.4 Die Transportdynamik

Wir werden daher im folgenden eine Raum-Zeitentwicklung fiir die in der
Abbildung 5.24 dargestellten Diagramme im Rahmen unseres Modells geben.
Die Vorgehensweise verlduft analog zu den bisherigen dynamischen Simula-
tionen. Wir stellen die Verteilungen der produzierten Quarks und Antiquarks
(¢ und q) jeweils durch ein Testteilchenensemble mit Ny = 50000 dar. Die ein-
zelnen Testteilchen folgen den Hamilton’schen Bewegungsgleichungen (4.52)
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und (4.53). Die Verteilungen des den String erzeugenden )Q—Paars propa-
gieren mit +c¢ entlang der z-Achse, wobei die Form der beiden Verteilungen
festgehalten wird. Die skalare Dichte p; und die Ladungsdichte p werden
durch die Summe iiber alle vorhandenen Quark-Antiquark Paare berechnet
und dienen als Quellen fiir das o—Feld gemaf (5.27) und das farbelektrische
Feld gemaf (5.22). Die Felder werden mit denselben Techniken berechnet,
die auch in den vorangegangenen Abschnitten verwendet wurden.

Wir beginnen mit der Raum-Zeit Darstellung des Lund-Diagramms 5.24 a).
Der Zeitpunkt ¢y, an dem das gg—Paar produziert wird, ist durch [88]

t? — 2% =2m?*/7? (5.56)

gegeben. Findet die Produktion bei z = 0 statt und sollen die Hadronen im
Endzustand eine Masse von 1 —2 GeV haben, so legen wir den Aufbruchzeit-
punkt bei t =2 fm/c fest. Die Abbildung 5.26 zeigt die zeitliche Entwicklung
der Ladungsdichte p der Quarks, der Energiedichte e des Farbfeldes, sowie
die des o —Feldes. Man erkennt, wie sich zwischen dem QQ—Paar eine Flux-
tube aufbaut, in die nach 2.0 fm/c¢ ein gg—Paar eingestreut wird. Durch
die Kraft des farbelektrischen Feldes werden die Quarks instantan auseinan-
dergezogen und propagieren ebenfalls mit Lichtgeschwindigkeit den Quarks
an den Endkappen hinterher, also v, = —c und v; = ¢ ist. Dadurch wird
das Feld im Bereich zwischen dem ¢g—Paar vollstandig abgeschirmt und der
String bricht an dieser Stelle auf. Diesen Aufbruch kann man sowohl an der
verschwindenden Energiedichte des Farbfeldes im Koordinatenursprung, als
auch an der Riickkehr des o—Feldes zum nichtperturbativen Vakuumwert
Ouac €rkennen kann. Wir stellen weiterhin fest, dafl die im vorangegangenen
Abschnitt beschriebenen Oszillationen des o —Feldes auch in diesem, sich dy-
namisch entwickelnden Szenario stattfinden, wenn auch mit weitaus geringe-
rer Amplitude, wie man zu den Zeitpunkten ¢t = 3.4 fm/cund t = 7.0 fm/c
sehen kann. In der unteren Abbildung erkennen wir wieder die in Abschnitt
5.4 diskutierte Dispersion der Verteilungen von ¢ und ¢. Der hier beschriebe-
ne einfache Aufbruch eines Strings verlauft ansonsten vollkommen analog zu
dem entsprechenden Raum-Zeit Diagramm des Lund-Modells, das im Endzu-
stand die freie Propagation der gebildeten Mesonen entlang des Lichtkegels
darstellt.

Der Autbruch des Strings durch die gleichzeitige und symmetrische Pro-
duktion zweier gg—Paare bei z = +2 ist in Abbildung 5.27 gezeigt. In der
oberen Figur erkennt man die bereits aufgebaute Flux-tube mit einer Lange
von 3.8 fm, in die kurze Zeit spiter beide gg—Paare bei z = £1.5 fm ein-
gesetzt werden. Die Quarks separieren sich wieder, wodurch eine spontane
Abschirmung des Farbfeldes hervorgerufen wird, was in der zweiten Figur zu
erkennen ist. Das o—Feld beginnt ebenfalls, mit etwas Verzégerung, sich ein-
zuschniiren. In der dritten Figur sehen wir, wie sich das gg—Paar in der Mitte
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Abb. 5.26: Die Abbildung zeigt das zeitliche Verhalten der Ladungsdichte p,
der Energiedichte des Farbfeldes €, sowie des o—Feldes fiir den Auf-

bruch eines Strings durch Produktion eines gg—Paares. ks wurde

die vollstandige Dynamik (VD) des Transportmodells verwendet. Die

dquidistanten Konturlinien laufen von —0.5 fm =2 bis 0.5 fm =2 fiir p,
von 0.0 fm™% bis 4.0 fm~* fiir € und von —0.15 fm~" bis 0.25 fm~!

fiir o.
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Abb. 5.27: Die Abbildung zeigt das zeitliche Verhalten der Ladungsdichte p, der
Energiedichte des Farbfeldes ¢, sowie des o —Feldes fiir den Aufbruch
eines Strings durch die symmetrische Produktion zweier gg—Paare zu
den Zeitpunkten ¢ = 1.8,2.6,3.4,7.0 fm/c. Es wurde die vollstindige
Dynamik (VD) des Transportmodells verwendet. Die dquidistanten

Konturlinien laufen von —0.5 fm =2 bis 0.5 fm =3 fiir p, von 0.0 fm =
bis 3.0 fm~? fiir € und von —0.125 fm =1 bis 0.25 fm~1 fiir o.
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Abb. 5.28: Die Abbildung zeigt das effektive Potential des c—Feldes mit unter-
schiedlicher skalarer Dichte.

des Strings fast vollstandig durchdringt, so dafl das Farbfeld an dieser Stel-
le verschwindet. Bedingt durch die rapide Abschirmung des Farbfeldes, fallt
dieses als Quelle des o—Feldes weg (siehe Gleichung (5.27)) und das o—Feld
wird an dieser Stelle hoch angeregt. Anschlieffend beginnt das o—Feld um
den nichtperturbativen Vakuumwert zu oszillieren. Im weiteren Verlauf der
Zeitentwicklung zeigt sich, daff das o—Feld die zur Zeit t = 3.4 fm/c erst
leicht ausgeschmierten ¢g— Verteilungen nicht lokalisiert und in eine Kavitat
einschliet, sondern daf diese sich schliellich lokal neutralisieren und entlang
der z-Achse bis auf eine Gesamtlange von ca. 8 fm ausbreiten, was in der un-
teren Figur zu erkennen ist.

Durch die Ausdiinnung der gg—Verteilungen kommt es schlieBlich zu einem
kompletten Phaseniibergang in der Mitte des Strings, da die verbliebene ge-
ringe skalare Dichte nicht ausreicht, um das perturbative Vakuum aufrecht-
zuerhalten. Diesen Phaseniibergang erkennt man an der Abhéngigkeit des
effektiven Potentials U.s¢ = U(0) + goops von ps, was in der Abbildung 5.28
gezeigt ist. Fallt der Wert von p,; unter etwa 1/3 des Grundzustandswertes,
so ist es fiir das o—Feld energetisch giinstiger zum nichtperturbativen Vaku-
umwert o,,. zuriickzukehren.

Als néchstes betrachten wir den symmetrischen Aufbruch des Strings durch
Produktion dreier ¢qg—Paare in Analogie zu Abbildung 5.24 ¢). Es ergibt sich
ein dynamisches Verhalten der Quarks, das dem vorangegangenen Beispiel
sehr dhnlich ist.

In der oberen Reihe sehen wir die Flux-tube zum Zeitpunkt ¢ = 2.8 fm/c
mit einer Lange von 5.6 fm. Zur Zeit t = 3.0 fm/c produzieren wir die
drei gg—Paare bei z = 0 fm und z = £2 fm. Daraufhin erkennen wir in
der zweiten Figur wieder, wie durch die Bewegung der Quarks das Farb-
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Abb. 5.29: Die Abbildung zeigt das zeitliche Verhalten der Ladungsdichte p, der
Energiedichte des Farbfeldes ¢, sowie des o —Feldes fiir den Aufbruch
eines Strings durch die symmetrische Produktion dreier ¢g—Paare zu
den Zeitpunkten ¢t = 2.6,3.6,4.2,8.2 fm/c. Es wurde die vollstindige
Dynamik (VD) des Transportmodells verwendet. Die dquidistanten
Konturlinien laufen von —0.5 fm =2 bis 0.5 fm =3 fiir p, von 0.0 fm =
bis 3.0 fm~? fiir € und von —0.125 fm =1 bis 0.25 fm~1 fiir o.
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feld abgeschirmt wird und sich das o—Feld einschniirt. Die Bildung der
beiden dufleren Mesonenpaare, sowie das Durchdringen der ¢g—Paare sehen
wir zum Zeitpunkt ¢ = 4.2 fm/c. Ahnlich wie im vorangegangenen Beispiel
fiihrt die schnelle Abschirmung des Farbfeldes zu einer hohen Anregung des
o—Feldes, wodurch letzteres anfangt um o,,. zu oszillieren. Dadurch werden
die jeweiligen ¢g—Paare wieder nicht in Kavitdten eingeschlossen und die
weitere Dispersion der Quarkverteilungen kann nicht verhindert werden. Es
findet wieder eine Neutralisierung derselben statt und schliellich verteilen
sich die farbneutralen gg—Fragmente entlang der z-Achse bis zu einer Ge-
samtlange von 8 fm zum Zeitpunkt ¢ = 8.4 fm/c. Nachdem die Oszillationen
des o—Feldes unter schwacher Dampfung nachlassen, findet der vollstandige
Phaseniibergang zum nichtperturbativen Vakuum statt.

Wir stellen daher fest, dal das Transportmodell in seiner hier verwendeten
Form nicht in der Lage ist, dynamisch die propagierenden Quarkverteilungen
in Kavitaten zu lokalisieren. Stattdessen entspricht der erreichte Endzustand
stets lokal farbneutralen reellen Quark-Antiquark Fragmenten, die im nicht-
perturbativen Vakuum propagieren.

Das Zustandekommen der in den vorangegangenen Beispielen gezeigten Re-
aktionsdynamik hat mehrere Ursachen. Zum einen ist der Wert der star-
ken Kopplungskonstante sehr grofl, was zu einer sehr hohen Energiedichte
des Farbfeldes fithrt. Dadurch nimmt das o—Feld in der Mitte eines Strings
stark negative Werte an, die sogar bis zu —o,,. gehen kénnen. Verschwindet
diese Energiedichte nun durch die spontane Abschirmung der produzierten
Quarks, so andert sich die Form des effektiven Potentials ebenfalls spontan,
so dafl das o —Feld eine hohe Anregungsenergie erhélt. Das physikalische Pro-
blem dabei ist, dafl diese Anregungsenergie in der momentanen Form unseres
Modells nicht in die Masse von neu produzierten Teilchen (Pionen) umgewan-
delt werden kann. Daher kénnen die entstehenden Oszillationen nur schwach
gedampft werden (entweder numerisch oder durch transversale Expansion).
Das o—Feld folgt daher den Quarkverteilungen nicht schnell genug, um diese
zu lokalisieren. Somit wird das weitere Zerlaufen der gg— Verteilungen nicht
verhindert. Eine effektive Dampfung kénnte man beispielsweise durch die
Ankopplung eines Pionenfeldes erreichen, wodurch man ebenfalls die chirale
Symmetrie des Modells wiederherstellt [89, 90, 91].

Weiterhin bereiten diese o —Feld Oszillationen auch numerische Probleme, da
bei Werten von o(x) > 0,4 die Singularitat in der Poissongleichung abge-
fangen werden muf, jedenfalls an Stellen, an denen Farbladungsfluktuationen
vorliegen, also p # 0 ist.

Die Ursache der Dispersion der Quarkverteilungen ist die geringe Teilchen-
zahl, also ein 1/N,p,s—Effekt. Da in unseren Simulationen nur wenige phy-
sikalische Teilchen N, < 10 vorliegen, nimmt die Selbstwechselwirkung
dieser entscheidenden Einflufl auf die Dynamik; nur ein einziges geladenenes
Teilchen mit fast verschwindender Masse wiirde durch das repulsive Vektor-
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feld instantan zerlaufen. In diesem Grenzfall ist auch die Voraussetzung der
Mittelfeldndherung nicht mehr gegeben, die besagt, dafl sich ein Teilchen in
einem Feld bewegt, das durch Mittelung tiber alle anderen Teilchen bestimmt
wird.

Um aber wenigstens einen qualitativen Findruck von der Raum-
Zeitentwicklung der Stringfragmentierung im Friedberg-Lee Modell zu erhal-
ten, stellen wir im néchsten Abschnitt ein einfaches molekulardynamisches
Modell vor, mit dem wir die bisher aufgetretene Dispersion der Quarkvertei-
lungen kiinstlich verhindern.

5.5.5 Die Molekulardynamik

Zur Motivation unseres Ansatzes orientieren wir uns an dem fiir Schwerionen-
kollisionen sehr erfolgreichen Modell der Quantenmolekulardynamik (QMD)
[55]. In diesem Modell geht man davon aus, dafl der Beitrag eines einzelnen
Nukleons ¢ zur gesamten Phasenraumverteilung durch

filx.p.1) = Nexp(—(x — xi(t))* /A7) exp(—(p — pi(t))*/A})  (5.57)

gegeben ist. Man propagiert daher nur die Vektoren x;(¢) und p;(#) geméaf den
Hamilton’schen Bewegungsgleichungen und nimmt an, dafl die Verteilung im
Orts- und Impulsraum durch eine Gaufifunktion mit einer konstanten Breite
darstellbar ist.

Wir vertahren hier sehr &hnlich und beschreiben die physikalischen Teilchen
(Quark und Antiquark) jeweils durch einen zeitabhéangigen Orts- und Im-
pulsvektor, die ebenfalls den Hamilton’schen Bewegungsgleichungen folgen.
Das erreichen wir in dem wir in den Bewegungsgleichungen der Testteilchen
(4.52) und (4.53) Np = Nppys setzen, wobei Npp,s die Anzahl an physika-
lischen Teilchen angibt. Der einzige Unterschied zum QMD-Modell besteht
darin, daff wir dem Ortsvektor x;(¢) als Annahme die mesonische Grund-
zustandsverteilung zuordnen, wodurch wir sowohl die skalare Dichte p;, als
auch die Ladungsdichte p jedes einzelnen Quarks erhalten. Die gesamte ska-
lare Dichte und Ladungsdichte ermitteln wir durch die Summe tiber alle
(Anti-)Quarks.

Der Impulsvektor jedes Quarks p;(t) verschwindet zum jeweiligen Produkti-
onszeitpunkt, was der Annahme entspricht, daf§ die Teilchen mit verschwin-
dendem Gesamtimpuls produziert werden [72]. Anschlieend werden die Im-
pulse ebenfalls gemaf der Bewegungsgleichung der Testteilchen (4.53) propa-
giert. Da wir die Form der Quarkverteilungen wahrend der Zeitentwicklung
nicht dndern, verhindern wir somit kiinstlich ihre starke Dispersion.

Wir vergleichen zunéchst die bereits diskutierten Prozesse mit diesem neuen
molekulardynamischen Verfahren anhand des dynamischen Verhaltens der
Ladungsdichten p. In Abbildung 5.30 sind diese zu verschiedenen Zeitschrit-
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ten aufgetragen. Die linke Seite stellt die Simulation mit vollsténdiger Test-
teilchendynamik (VD) dar, wahrend auf der rechten Seite das molekulardy-
namische Modell verwendet wurde (MD). Fiir diesen speziellen Aufbruch
des Strings mit der Produktion nur eines gg—Paares sind bis auf die leichte
Dispersion der Verteilungen des VD-Verfahrens bei ¢t = 7.0 fm/c keine wei-
teren Unterschiede festzustellen.

Anders sieht die Situation bei dem Aufbruch des Strings durch Erzeugung
zweier gg—Paare aus. Wahrend im VD-Verfahren die Verteilungen sich neu-
tralisieren und anschlielend expandieren, findet im MD-Vertahren die aus
Abbildung 5.24 b) erwartete Yo-Yo-Bewegung statt, die ungedampft verlauft,
wie man an Abbildung 5.31 erkennen kann. Dort sind die Dichten der Quarks
zu den Zeiten t = 1.8,2.6,3.4,7.0 fm/c aufgetragen und man sieht an der un-
teren Figur, das selbst nach 7.0 fm/c die "Yo-Yo’-Bewegung mit unverander-
ter Amplitude stattfindet.

Ein weiterer Vergleich der beiden Verfahren ist in Abbildung 5.32 fiir den
Stringaufbruch mit drei gg—Paaren gezeigt. Wir erkennen, wie sich im Laufe
der Zeit die beiden parallelen Yo-Yo-Moden ausbilden, wobei die Verteilun-
gen der Quarks wahrend der Oszillationen stets wieder exakt zum Ursprung
(z = 0) zuriickkehren und sich dort vollstandig {iberlappen, wie wir es auf-
grund der dquivalenten Bewegung aus Abbildung 5.24 c) erwarten. Wir se-
hen daher, dafl wir mit dem molekulardynamischen Verfahren die einfachen
Lund-Diagramme 5.24 a) - ¢) reproduzieren konnen.

Wir zeigen nun zusétzlich, da man im Rahmen des MD-Verfahrens die
Quarkbewegung der Abbildung 5.24 d) nachvollziehen kann. Dazu sind in
Abbildung 5.33 sowohl die Quarkdichten als auch das o—Feld dargestellt.
Wir erkennen hier anhand der Dichten, dafl das mittlere Quark-Antiquark
Paar bereits erzeugt ist und sich durch die Kraft des Farbfeldes separiert
hat, bevor die anderen beiden gg—Paare symmetrisch bei z = £z = £2 fm
eingestreut werden. Diese separieren sich ebenfalls instantan, wobei wieder
die dufleren Mesonenpaare gebildet werden, sowie die beiden inneren Meso-
nenpaare. Diese inneren Mesonenpaare haben in diesem Fall allerdings einen
gerichteten Gesamtimpuls, da die Quarks des bei z = 0 erzeugten ¢g—Paars
bereits tiber eine Zeit von 0.5 fm/c Energie und somit Impuls aus dem Farb-
feld aufnehmen konnten. Aus der Summe dieser beiden Impulse ergibt sich
nun der Gesamtimpuls des gebildeten Mesons und daraus schlieilich die Ge-
schwindigkeit, mit der dieser angeregte Mesonenzustand weiterpropagiert. In
diesem angeregten Zustand fithren die Quarks aber weiterhin eine "Yo-Yo’-
Bewegung durch, was man an zu den Zeitpunkten ¢ = 5.4,7.2,7.8 fm/c sieht.
Wihrend dieses Zeitraums ist eine vollstdndige Phase der Oszillationsbewe-
gung gezeigt. Sie beginnt und endet mit dem fast vollstindigen Uberlapp
der Quarkverteilungen, was sich an dem Verschwinden der Energiedichte bei
t=>54fm/cund t = 7.8 fm/c duBert. Die weitere gerichtete Bewegung der
Mesonen ist in der Abbildung 5.34 deutlich zu erkennen. Weiterhin sehen
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wir anhand des o—Feldes, daf sich die richtigen, sich gegenseitig neutrali-
sierenden Quark-Antiquark Paare gefunden haben, da das o—Feld in den
Bereichen, wo das farbelektrische Feld abgeschirmt wird, auf seinen Vaku-
umwert zuriickkehrt. Ein Vergleich mit der Abbildung 5.24 d) bestatigt diese
Aussage; die Bereiche des Farbfeldes sind schraffiert dargestellt. In den ande-
ren Bereichen muf} das o —Feld wieder auf seinen Vakuumwert zuriickkehren.

Wir sehen anhand dieser Simulationsergebnisse, dal wir mit den MD-
Verfahren in der Lage sind, die Raum-Zeit Graphen des Lund-Modells im
Rahmen des Friedberg-Lee Modells dynamisch zu reproduzieren. Wir erhal-
ten mit diesem Verfahren angeregte Hadronen im Endzustand, deren Ra-
piditatsverteilung man durch geeignete Wahl der Aufbruchpunkte festlegen
kann. Durch Einfithrung des molekulardynamischen Verfahrens ist eine Ba-
sis geschaffen, die es erlaubt, die Raum-Zeit-Entwicklung eines Strings oder
von einem Ensemble von Strings und deren Fragmentierung zu beschreiben.
Somit ist ein weiterer Schritt zur konsistenten Simulation einer Schwerionen-
kollision getan, auch wenn es bis dahin noch ein weiter Weg ist.
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Abb. 5.30: Die Abbildung zeigt den Vergleich der Ladungsdichte fiir den
Stringaufbruch durch die symmetrische Produktion eines qg—Paares
zu den Zeitpunkten t = 1.8,2.6,3.4,7.0 fm/c. Die linke Seite
beschreibt die vollstindige Transportdynamik (VD) und die rechte
Seite die molekulardynamische Simulation (MD). Die dquidistanten
Konturlinien laufen von —0.5 fm ™2 bis 0.5 fm 3.
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Abb. 5.31: Die Abbildung zeigt den Vergleich der Ladungsdichte fiir den
Stringaufbruch durch die symmetrische Produktion zweier gg—Paare
zu den Zeitpunkten t = 1.8,2.6,3.4,7.0 fm/c. Die linke Seite
beschreibt die vollstindige Transportdynamik (VD) und die rechte
Seite die molekulardynamische Simulation (MD). Die dquidistanten
Konturlinien laufen von —0.5 fm =2 bis 0.5 fm=2.
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Abb. 5.32: Die Abbildung zeigt den Vergleich der Ladungsdichte fiir den
Stringaufbruch durch die symmetrische Produktion dreier ¢g—Paare
zu den Zeitpunkten t = 2.6,3.6,4.2,8.2 fm/c. Die linke Seite
beschreibt die vollstindige Transportdynamik (VD) und die rechte
Seite die molekulardynamische Simulation (MD). Die dquidistanten
Konturlinien laufen von —0.5 fm ™2 bis 0.5 fm 3.
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Abb. 5.33: Die Abbildung zeigt den Beginn der Zeitentwicklung der Ladungs-

dichte, der Energiedichte des Farbfeldes, sowie des o—Feldes fiir
den Aufbruch eines Strings durch zeitlich verzégerte Produktion
dreier gg—Paare zu den Zeitpunkten t = 2.7,3.2,5.4,7.2 fm/c. Es
wurde die molekulardynamische Vorgehensweise (MD) verwendet.
Die dquidistanten Konturlinien laufen von —0.35 fm =2 bis 0.35 fm =3
fiir p, von 0.0 fm~=% bis 3.0 fm~? fiir € und von —0.15 fm~! bis
0.25 fm~1 fiir o.
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Abb. 5.34:

Die Abbildung zeigt den spéteren Verlauf der Zeitentwicklung der
Ladungsdichte, der Energiedichte des Farbfeldes, sowie des o —Feldes
fiir den Aufbruch eines Strings durch zeitlich verzégerte Produktion
dreier gg—Paare zu den Zeitpunkten ¢t = 7.8,8.6,10.6,12.2 fm/c. Es
wurde die molekulardynamische Vorgehensweise (MD) verwendet.
Man beachte die gegeniiber der Abbildung 5.33 reskalierte z- Achse.
Die dquidistanten Konturlinien laufen von —0.35 fm =2 bis 0.35 fm =3
fiir p, von 0.0 fm~* bis 3.0 fm~* fiir ¢ und von —0.15 fm~! bis
0.25 fm~! fiir o.



Kapitel 6

Zusammenfassung und

Ausblick

In dieser Arbeit wurde ein relativistisches Transportmodell vorgestellt, das
es erlaubt, die Dynamik von Quarks als klassische Farbladungen in einem
Medium mit Confinement zu beschreiben.

Ausgangspunkt unserer Untersuchungen war die Frage nach dem dyna-
mischen Verhalten der fundamentalen Theorie der Quarks und Gluo-
nen, der Quantenchromodynamik (QCD), im klassischen Grenzfall grofier
Feldstarken, in dem die quantenmechanischen Fluktuationen vernachlassig-
bar sind. Wir haben gesehen, daf in diesem Grenzfall die fundamentale Vor-
aussetzung fiir Confinement, die Antiabschirmung der Farbladungen, nicht
gegeben ist. Im Gegenteil hat die nichtabelsche Struktur der Feldgleichungen
dazu gefiihrt, daff die klassischen Farbladungen stets abgeschirmt werden.
Der dynamische Finschlufl der Quarks in Farbsinglett-Zusténde ist daher ein
rein quantenmechanischer Effekt, der eine nichtperturbative Behandlung des
QCD-Vakuums erfordert. Diese ist aber mit den momentanen mathemati-
schen Methoden und/oder modernsten Rechenanlagen nicht moglich.

Wir sind daher zur Modellbildung der QCD gezwungen und haben im drit-
ten Kapitel das nichttopologische Solitonen-Modell von Friedberg und Lee
vorgestellt. In diesem Modell wird die komplexe nichtperturbative Struktur
des QCD-Vakuums phédnomenologisch durch ein skalares Feld dargestellt,
das durch seine Kopplung an die Quarks und Gluonen ein Dielektrikum mit
verschwindender Dielektrizitatskonstanten modelliert und so den Einschlufl
der Quarks in farbneutrale Gebilde bewirkt. Anhand einer Darstellung der
bisherigen in der Literatur verdffentlichten Arbeiten wurde gezeigt, dafi die
dortigen Verfahren es nicht erlauben, dynamische Prozesse zu untersuchen.
Wir haben deshalb im vierten Kapitel die Ableitung einer Transportglei-
chung beschrieben, die die numerische Behandlung dynamischer Reaktionen
erheblich vereinfacht. Dabei sind wir zunichst von der Phasenraumvertei-
lung von klassischen SU(3)-Farbladungen ausgegangen und haben mit Hil-
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fe des Liouville-Theorems Bewegungsgleichungen fiir das Farbsinglett- und
Farboktett-Moment der Verteilung abgeleitet. Anschliefend wurde gezeigt,
dafl man diese Gleichungen aus den exakten quantenmechanischen Trans-
portgleichungen fiir die QCD-Wignerfunktion gewinnen kann, und zwar in
der niedrigsten Ordnung der semiklassischen Entwicklung nach A und unter
der Annahme der abelschen Dominanz der Feldkonfiguration. Weiterhin sind
wir auf die Probleme der Eichinvarianz der Wignerfunktion eingegangen.
Nach diesen Vorarbeiten sind wir zur numerischen Simulation der Modellglei-
chungen tibergegangen und haben zunichst die Grundzustandseigenschaften
untersucht. Es stellte sich heraus, dal man mit einem Parametersatz so-
wohl die physikalischen Figenschaften der Mesonen als auch der Baryonen
zufriedenstellend beschreiben kann. Da die Quarks im Grundzustand in ei-
ner lokalen Thomas-Fermi Verteilung vorliegen, kann die unterschiedliche
Anzahl von Quarks in Mesonen (n = 2) und Baryonen (n = 3) durch Anpas-
sung der Fermienergie erreicht werden. Ausgehend vom mesonischen Grund-
zustand haben wir mit Hilfe eines zeitabhdngigen Verfahrens die Current-
Quarkmasse adiabatisch erhoht und somit Mesonenzustidnde mit schweren
charm-Quarks erzeugt. Um die Massen der .J/¢»— und D/D—Mesonen opti-
mal zu reproduzieren, mufiten wir einen Wert der Masse des charm-Quarks
von m. = 1.25GeV wahlen, der durchaus noch in dessen experimentellem
Unsicherheitsbereich liegt.

Eine Konsequenz der Farbneutralitit des Grundzustandes ist, dafl die ab-
solute Starke der Farbladungen, die durch die starke Kopplungskonstan-
te a, gegeben ist, anhand von Grundzustandseigenschaften nicht festge-
legt werden kann. Wir haben daher durch die adiabatische Separierung
des Quark-Antiquark-Paars des Mesons eine Flux-tube-Konfiguration er-
zeugt. Die starke Kopplungskonstante wird schliellich bestimmt durch An-
passung der Stringspannung an die phdnomenologisch ermittelte Stringkon-
stante 7 = 1 GeV/ fm. Diese Rechnung lieferte einen Wert von a; = 1.92, in
Ubereinstimmung mit anderen Stringmodellen.

Weiterhin haben wir die Wechselwirkung zweier Strings untersucht, die ins-
besondere fiir Schwerionenkollisionen von Interesse ist, da man glaubt, dafl zu
Beginn dieser Reaktionen die Dichte der Strings sehr grof werden kann. Der
Verlauf des Wechselwirkungspotentials ist gekennzeichnet durch das Verhéalt-
nis von Oberflichenenergie durch die Fusion des oc—Feldes zur farbelektri-
schen Energie. Zur Bestimmung des Farbfeldes mufiten wir wegen der feh-
lenden Zylindersymmetrie des Systems die Annahme machen, dafl diese sich
gegenseitig nicht beeinflussen und kohéarent addiert (bzw. subtrahiert) wer-
den kénnen. Da die absolute Grofle der farbelektrischen Energie dominiert,
ist das Potential fiir die parallele Konfiguration stark repulsiv und im antipar-
allelen Fall stark attraktiv. In beiden Fallen zeigen sich keine langreichweiti-
gen Anteile des Potentials (Van der Waals-Kréfte), was an der Confinement-

Eigenschaft des Modells liegt.
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Im weiteren haben wir Farbanregungen des Nukleons untersucht, wobei erst-
mals die vollstdndigen dynamischen Gleichungen gelést wurden. Durch einen
Shift der lokalen Thomas-Fermi Verteilungen wurde ein angeregter Anfangs-
zustand erzeugt, der zu isovektoriellen Schwingungen der Quarks gegen die
Antiquarks fithrt. Hier zeigte sich bereits die erste Konsequenz der Mittel-
feldnéherung unseres Modells, die eigentlich nur fiir Vielteilchensyteme an-
wendbar ist. Sie fithrt zur Selbstwechselwirkung der Ladungsverteilungen und
somit zur Dispersion derselben, wodurch der global farbneutrale in einen lokal
farbneutralen Schwingungszustand tibergeht. Der Gewinn an farbelektrischer
Energie erhoht die kinetische Energie der Quarks und fithrt zu einer elongier-
ten Kavitat (Plasma-tube).

SchlieBllich haben wir uns mit dem Problem der Hadronisierung eines Strings
durch Produktion von Quark-Antiquark Paaren in dem Farbfeld auseinan-
dergesetzt. Es wurde erldutert, da man die weitlaufig verwendete Paar-
produktionsrate des Schwinger-Mechanismus nicht einfach auf den Fall ei-
nes stringférmigen Farbfeldes tibertragen kann. Vielmehr miissen Effekte des
longitudinalen und transversalen Confinements sowie die Riickkopplung der
Quark-Antiquark-Paare auf das Farbfeld beriicksichtigt werden. Da sich diese
Rechnungen als nichttrivial erwiesen, konnte die exakte zeitabhangige Paar-
produktionsrate fiir eine expandierende Friedberg-Lee Flux-tube bisher nicht
bestimmt werden. Wir orientieren uns daher an der Phédnomenologie des
Lund-Fragmentierungsmodells, mit dem man sehr erfolgreich und mit re-
lativ wenigen Parametern die Hadronenspektren von Hadron-Hadron- und
von Schwerionen-Kollisionen reproduzieren kann. Wir haben darauthin eine
Raum-Zeit-Beschreibung der einfachsten Stringfragmentierungsgraphen ge-
geben. Zunéchst untersuchten wir die vollstindige Transportdynamik und
stellten fest, dafl die Energie des Farbfeldes nicht in sogenannte "Yo-Yo’-
Moden geht, wie dies vom Lund-Modell vorhergesagt wird. Stattdessen fiithrt
das Zusammenspiel der Dispersion der Quarkverteilungen und der starken
Oszillationen des o—Feldes zu ausgediinnten, lokal farbneutralen Quark-
Antiquark Fragmenten, woraufhin es zu einen Phaseniibergang des Systems
zum nichtperturbativen Vakuum kommt.

Um dies zu verhindern, simulierten wir anschlieend die gleichen Prozes-
se mit Hilfe eines molekulardynamischen Modells, wodurch die Dispersion
der Quarkverteilungen kiinstlich verhindert wird. In diesem Modell wird die
Bewegung der Quarks durch die eines Punktteilchens beschrieben, dem man
zur Regulierung der kurzreichweitigen Divergenzen eine raumliche Verteilung
zuordnet. In unserem Fall wéhlten wir die Grundzustandsverteilung des Me-
sons. Mit Hilfe dieser Annahme gelang es uns die tatsdchliche Beschreibung
der Raum-Zeit Dynamik der Fragmentierungsgraphen im Rahmen unseres
Modells.

In einer weiteren Simulation zeigten wir die Dissoziierung eines schweren

Quarkonium-Zustandes ((c¢) oder J/i¢) durch das Farbfeld eines Strings.
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Unter der vereinfachenden Annahme, dafl der (c¢)-Zustand keinen Impuls
in transversaler Richtung hat, haben wir gesehen, dafl die Dissoziierung
auch bei den schweren Quarks sehr schnell vonstatten geht. Die Beschleu-
nigung der charm-Quarks auf nahezu Lichtgeschwindigkeit erfolgt innerhalb
von & 0.5 fm/c. Durch eine einfache Abschatzung konnten wir ermitteln,
dal auch ein J/¢¥—Zustand mit mittleren bis groffem Transversalimpuls
(< bGeV/e) beim durchqueren eines Strings dissoziiert und so zur ver-
mehrten Produktion von D/D—Mesonen beitragt. Diese Ergebnisse weisen
darauf hin, da} die mittlerweile experimentell bestatigte Unterdriickung der
J/ip—Mesonen sich auch auf die Formierung von Strings und deren Zerfall
zuriickzufiihren ist. Es werden allerdings keine Aussagen dariiber gemacht,
ob die vielfache Erzeugung von Strings oder sogar von vielfach farbgeladenen
Color-ropes zu einem Quark-Gluon-Plasma fiihrt.

Die im Laufe dieser Arbeit gewonnenen Erkenntnisse geben Anlafl zu folgen-
den Erweiterungen des Modells:

Die Simulation der Poissongleichung sollte auf drei Raumdimensionen er-
weitert werden. Damit kann man die in dieser Arbeit verwendeten Nahe-
rungen zur Berechnung des String-String Wechselwirkungspotentials aufge-
ben und dieses exakt bestimmen. Weiterhin kann man die Dissoziierung der
J/1p—Mesonen beim transversalen Durchlaufen des Strings untersuchen und
so den Energiebereich der J/1 festlegen, der zu einer Unterdriickung die-
ser Mesonen fithrt. Mit dieser Erweiterung kann auch die Produktion von
qg—Paaren mit relativem Transversalimpuls beschrieben werden, womit man
beispielsweise den Energieverlust der Quarks und die damit verbundene Jet-
Unterdriickung simulieren kann.

Der Mechanismus des Confinements mufl beschleunigt werden. Die Oszilla-
tionen des o —Feldes mit grofler trager Masse kénnten durch eine Ankopplung
desselben an ein Pionenfeld mit erheblich geringerer Masse effektiv gedampft
werden. Eine Erweiterung des Modells auf ein chirales O(4)-Solitonfeld ist in
der Literatur weithin bekannt [89, 90, 91].

Letzteres konnte man auch durch eine Neubestimmung der Parameter des
Modells erreichen. Eine Verringerung der Bagkonstante wiirde beispielsweise
die Stringformierung, als auch den Zerfall energetisch erleichtern. Weiterhin
kann man mit einer grofleren skalaren Kopplungskonstante gy die schnelle
Formierung von Bags auch durch eine ausgediinnte skalare Dichte erreichen.
Das molekulardynamische Modell kann ebenfalls leicht erweitert werden.
Man kann den Radius der Quarkverteilungen zeitabhéngig machen und somit
Monopolschwingungen beschreiben. Weiterhin kann man auch auch héhere
Multipolmomente einfithren, wodurch man die Lorentz-Kovarianz wiederher-
stellen, sowie Polarisationseffekte analysieren kann.



Anhang A

Notationen und Konventionen

Solange nicht ausdriicklich darauf hingewiesen wird, werden die natiirlichen
Einheiten i = ¢ = 1 verwendet. Vierervektoren sind normal gedruckt, be-
ziehungsweise durch griechische Indizes gekennzeichnet. Es gilt die Finstein-
Summenkonvention. Dreiervektoren sind entweder fett gedruckt oder mit la-
teinischen Indizes versehen. Farboperatoren O sind in der Konvention

0 =G0, (1.1)

zu verstehen, mit den Generatoren der jeweiligen Symmetriegruppe G*. Im
Falle der Farb-SU(3) ist G* = T = A*/2, wobei A* die Gell-Mann Matrizen
sind. Tauchen die Entwicklungskoeffizienten O, auf, so ist stets der Entwick-

lungsindex vorhanden.
Die Metrik des Minkowskiraumes ist durch

9w = g" = diag (+1,—-1,—1,—1) (1.2)
gegeben. Damit gilt
v, = (l,—x)
= (t,%)
d » d
woo_ _ 0 AN
d - axu (ava) (atv v)
d d
O = 5= (00,0) = (5,,V).

Der Viererimpuls ist gegeben durch
p =10" = (i0p, —1V). (1.3)
Die y-Matrizen erfiillen die Antivertauschungsrelationen
{1} = 2000, (1.4)
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~o 1st dabei hermitesch, die v; sind anti-hermitesch. Sie sind iiber

w=4 7=pd (1.5)

mit den Matrizen & und 3 verkniipft.
Die Matrix v;, die mit allen v, antikommutiert, ist dabei als

15 =97 =iy = —iven ey (1.6)
gegeben.
Die sechzehn Matrizen (1,7, 275, V574, o) bilden eine Basis im Raum der
4x4 Matrizen, wobei 0,, = 5[y,,7,] den Kommutator der y-Matrizen be-
zeichnet.

Weitere Beziehungen, insbesondere die bei der Spinorzerlegung wichtigen
Spur-Theoreme findet man in [92].
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Anhang B

Numerische Methoden

In diesem Anhang werden die verwendeten numerischen Verfahren ndher
erlautert. Das verwendete Verfahren zur Zeitintegration der Bewegungsglei-
chungen wird im folgenden Abschnitt beschrieben, wahrend die Details der
Bestimmung des nicht explizit zeitabhédngigen farbelektrischen Feldes mit
Hilfe der Methode der Finiten Elemente in Anhang B2 dargelegt wird.

B.1 Verfahren zur Zeitintegration

Wie in den Kapiteln 4 und 5 erwdhnt, benutzen wir fiir die Zeitintegration
der Vlasov-Gleichung die Testteilchenmethode, wie sie von Wong [93] vorge-
schlagen wurde. Damit reduziert sich die Lésung der Vlasov-Gleichung auf
die Losung der Hamiltonschen Bewegungsgleichungen (4.52) und (4.53)

dx; P
= = 2.1
T— T ) + . B(x) (2.2)

fiir die Testteilchen. Fiir die Zeitintegration des skalaren Feldes o wandeln
wir zuerst die Klein-Gordon-Gleichung (5.27) in zwei partielle Differential-
gleichungen (pDGL) erster Ordnung um

do )
do 2 / / L, 2 def
o = Vio —U'(0) = gi4(0)ps — i (0)E* = rhs. (2.4)

Wie tiblich in diesen Simulationsrechnungen definieren wir nun das o-Feld, o
und die Dichten auf einem rdumlichen Gitter, wohingegen die Testteilchenko-
ordinaten kontinuierlich sind. In unseren Rechnungen benutzen wir ein 41 x
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41 x 129 Gitter mit einem typischen Gitterabstand von 0.1 - 0.15 fm in trans-
versaler, sowie in longitudinaler Richtung. Als Reaktionsebene wurde die x-
z Ebene gew&hlt. Die Zeitschrittweite wurde iiblicherweise At = 0.010fm
gewahlt. Die Anzahl der verwendeten Testteilchen betridgt 50000 pro Quark.
Die Skalar- und Baryonendichte werden nun wie in Kapitel 4 beschrieben
aus den Testteilchenkoordinaten an den Gitterpunkten berechnet (Gleichung
(4.55) und (4.56)). Aufgrund der begrenzten Anzahl der Testteilchen treten
stets statistische Fluktuationen in der skalaren Dichte auf, welche als Quell-
term fiir das Mesonenfeld fungiert. Diese Fluktuationen fithren in der Lésung
der Klein-Gordon-Gleichung zu Instabilitdten und miissen daher minimiert
werden. Dies wird in unseren Simulationsrechnungen auf zwei Wegen erreicht.
Zum einen macht man sich die Symmetrie des Problems zunutze und beriick-
sichtigt sowohl die Punktsymmetrie in der Reaktionsebene, als auch die Spie-
gelsymmetrie beziiglich der Reaktionsebene. Ein Testteilchen mit den Koor-
dinaten x,y, z tragt also zur Dichte an p(z,y, 2), p(—2,y,—2), p(x, —y,z) und
an p(—x,—y,—z) bei. Weiterhin werden die Dichten nach einem von Rein-
hardt und Cusson [94] vorgeschlagenen Algorithmus gegldttet. Dabei ist der
geglittete Funktionswert f; an einem Gitterpunkt i durch eine Mittelung
iiber die Nachbarpunkte gegeben

fi= Thoat gfit i (25)
Die Verallgemeinerung auf drei Dimensionen ergibt sich einfach aus der suk-
zessiven Anwendung von Gleichung (2.5) fiir jede Dimension und ist z. B. in
[95] gegeben.

Fiir die Zeitintegration der Hamilton’schen Bewegungsgleichungen fiir die
Testteilchen und der Bewegungsgleichungen fiir o und & verwenden wir einen
sogenannten staggered leapfrog Algorithmus, wie er von Hernquist und Katz
in [96] vorgeschlagen wurde.

t+ At
x, A x| 4+ 2 At Pn + O(At?’) (2.6)
Wn
AL Gt L9 ALGTHAL L O(AF) (2.7)
v, * 28
p?—SAt _ p;-I—At YN mwim + O(AtS) (2-8)
GUIL AL L9 Ap st L O(AP) (2.9)

wobei die Indizes die Zeitschritte anzeigen, zu welchen die Ausdriicke zu be-
rechnen sind. Man erkennt, das py und ¢ nur an ungeraden Zeitschritten, xy,
und ¢ hingegen nur zu geraden Zeitschritten berechnet werden. Dieses Uber-
springen der ungeraden Zeitschritte erklért auch den Namen des Verfahrens.
Zu beachten ist jedoch , dafi die rechte Seite von Gleichung (2.6) iiber w

trat o't abhingt. Genauso ist die rechte Seite von

n sowie

implizit von x
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Gleichung (2.8) von p‘F?4! abhéngig. Zudem muf auch fiir die Berechnung

der Dichte, welche in Gleichung (2.9) eingeht pit?4! berechnet werden. Um
weiterhin die Genauigkeit bis zur dritten Ordnung in der Zeitschrittweite
zu gewahrleisten, berechnen wir einen vorldufigen Ort und Impuls sowie ein
vorlaufiges o-Feld und & gemaf

t—At
x, A = xt g A Pe (2.10)
Wy,
oA = ot At (2.11)
_ *vx *\ T
= s () e
Gt = GTAIALrhs' (2.13)

Der hier vorgestellte Algorithmus ermoglicht eine konsistente Integration von
Testteilchenkoordinaten und mittlerem Feld zu gleichen Zeiten. Diese gleich-
artige Behandlung von Testteilchen und mittlerem Feld ist absolut notwen-
dig, da die Testteilchengeschwindigkeit, insbesondere in der Oberflachenregi-
on stark von der exakten Testteilchenkoordinate, sowie dem mittleren Feld
abhdngt. Aus diesem Grund wird auch das o-Feld an der exakten Position
des Testteilchens aus den benachbarten Stiitzstellen interpoliert, und nicht
einfach wie im relativistischen BUU das o-Feld an der néchstliegende Stiitz-
stelle genommen.

Neben den oben beschriebenen Mafinahmen ist es allerdings zuséatzlich noch
noétig, o alle 25 Zeitschritte rdumlich zu schmieren, um die hohen Impulsf-
luktuationen aus dem o-Feld herauszunehmen. Dieses Standardverfahren in
der Hydrodynamik [96] entspricht allerdings einer numerischen Dissipation,
welche fiir einen geringen Energieverlust wéhrend der Zeitentwicklung ver-
antwortlich ist.

B.2 Die Methode der Finiten Elemente

Wie man an den Gleichungen (2.9) und (2.13) erkennen kann, muf die rechte
Seite von (2.4) in jedem geraden Zeitschritt berechnet werden. Aufler dem
effektiven Potential und der skalaren Dichte wird dazu das farbelektrische
Feld als ortsabhédngige Funktion benétigt. Dieses bestimmt man aus der qua-
sistatischen Gleichung (5.22)

V(V¢(x,t)) = —p(x,t) mit E=—-Vo¢, (2.14)
wobei man die reine von Neumann’sche Randbedingung
d
—dls = 2.1
Ty ls =0 (2.15)
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fiir das Potential ¢ fordert. Die Ladungsdichte p wird geméaf (4.56) aus der
Testteilchenverteilung berechnet. Zur Bestimmung der Lésung der Poisson-
gleichung wird in der Finite-Elemente Methode folgende Strategie verwendet:
Zunichst unterteilt man das Gebiet, auf dem die Differentialgleichung defi-
niert ist Unterbereiche ein. Diese sind in einer Dimension Intervalle @ € [a, b],
bzw. in zwei Dimensionen Polygone jeglicher Art mit geradem oder krumm-
linigem Rand. In der Abbildung B.1 sind einige Beispiele zweidimensionaler
finiter Elemente, sowie deren weiterer Zerteilung beziiglich einer beliebigen
Koordinate gegeben, die durch einen Punkt markiert ist. Die Unterteilung

VAV/V.)

Type O Typel TypeO

Abb. B.1: Beispiele fiir zwei- und dreidimensionale Finite Elemente, sowie deren
weitere Zerteilung nach dem newest vertex bisection-Schema.

des dreidimensionalen Raumes erfolgt durch Tetraeder oder andersférmige
Polyeder. Die Wahl der Form der Finiten Elemente héngt letztendlich von
der Geometrie des Definitionsbereiches und der physikalischen Fragestellung
ab (meistens handelt es sich dabei um die Eigenschaften fest vorgegebener
Medien oder Kontinua). Diese Unterteilung ermoglicht es, Differentialglei-
chungen, die nicht auf rechteckigen Gebieten definiert sind, zu behandeln.

Wir definieren auf jedem Finiten Element jeweils eine Ndherungslésung ¢
durch einen Polynomialansatz:

6= Z_: dini(x) (2.16)

wobei die Ansatzfunktionen n;(x) Polynomentwicklungen der Ordnung n in
den Koordinaten sind. Die Ordnung der Ansatzfunktionen kann im Prini-
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zip beliebig gewéhlt werden. Dabei potenziert sich aber jeweils die Anzahl
der zu bestimmenden Entwicklungskoeffizienten und der damit verbundene
Speicher- und Verwaltungsaufwand. Wir verwenden Ansatzfunktionen bis zu
vierter Ordnung. Abhéngig von der Anzahl der Entwicklungskoeffizienten
werden sogenannte Knotenpunkte auf dem Finiten Element festgelegt. Diese
kénnen sowohl innerhalb, als auch auf dem Rand des definierten Gebietes
liegen. Gehort im letzteren Fall ein Knoten K zu zwei verschiedenen benach-
barten Finiten Elementen n und m, so muf} gelten: qzn(K) = q;m(K). Neben
der Stetigkeit der Funktion kann man auch weiterhin die Steigkeit der ersten
Ableitung auf dem Rand der Finiten Elemente fordern. Nach der Wahl der
Knotenpunkte kann man die Entwicklungskoeffizienten der Ansatzfunktio-
nen 7; bestimmen. Sie werden so gewahlt, dal n;(x;) = &;; ist, wobei die
x; die Koordinaten der Knotenpunkte darstellen. Die Bestimmung der nun
eindeutig an den Knotenpunkten festgelegten Funktionswerte ¢; erfolgt nach
dem Ritz’schen Variationsverfahren. Ist die allgemeine pDGL durch

Lo(x) = p(x) (2.17)

mit dem linearen Operator L gegeben, setzt man fiir ¢ die Entwicklung (2.16)

| LY émi(x) = p(x) . (2.18)

Durch Projektion mit der Ansatzfunktion ;
[ dxn ()L () = (2.19)
S on [ dxs () L) = (2:20)
[ dxa,p(x) (221)

ergibt sich das lineare Gleichungssystem

Z qﬁzL” =T;. (222)

Man erhélt also eine lineare banddiagonale Matrixgleichung fiir die Knoten-
werte ¢;, nach deren Inversion die gendherte Losungsfunktion ¢ als analyti-
sche Funktion auf dem gesamten Definitionsbereich vorliegt.

Die hier beschriebene prinzipielle Vorgehensweise kann man durch eine geeig-
nete Wahl der numerischen Hilfsmittel erheblich beschleunigen. In dem von
uns gewahlten Verfahren von Mitchell et al. [73] wird das lineare Gleichungs-
system (2.22) mit Hilfe eines Multigrid-Verfahrens invertiert [52]. Weiterhin
werden die Finiten Elemente nach einem adaptiven Verfeinerungsschema, der
sogenannten newest vertex bisection weiter zerteilt [97]. Der Algorithmus zur
Bestimmung der Losung verlduft schliefflich iterativ nach folgendem Schema:
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Lokale Bestimmung des Fehlers der pDGL an allen Knoten.

Festlegung der Finiten Elemente, die weiter zerlegt werden sollen, und
anschliefende Verfeinerung.

Neuberechnung der Naherungsfunktion ¢.

Dieses Schema wird solange durchlaufen, bis die gewiinschte Genauigkeit der
Lésungsfunktion erreicht ist.

Im Folgenden sind abschliefend noch einmal die Vor- und Nachteile des Finite
Elemente (FE) Verfahrens aufgezeigt.

Vorteile
Das FE-Verfahren erlaubt die Behandlung von partiellen Differential-
gleichungen, deren Definitionsbereich krummlinig berandet ist.

Man benétigt keine finiten Differenzen, sondern muf} stattdessen Inte-
grale auf den Finiten Elementen berechnen. Dies erlaubt beispielsweise
eine wesentlich exaktere Behandlung von Singularitidten.

Durch das Ritzsche Variationsprinzip kann man durch partielle Inte-
gration die Ordnung der Ableitungen verringern.

Durch adaptive Verfeinerung wird der Rechenaufwand nur dort lokal
erh6ht, wo die Abweichung zur exakten Losung am grofiten ist.

Nachteile
Das FE-Verfahren erfordert sicherlich eine intelligente Algorithmik und
Verwaltung von Speicherplatz.

Die Differentialgleichung muf in eine entsprechende Integralgleichung
tiberfithrbar sein.
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