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Kapitel 1

Einleitung

Die Vorstellung vom Aufbau der Materie hat sich sténdig erweitert und verfeinert.
Von der Atom-Hypothese von Leukipp und Demokrit aus dem 5. Jahrhundert vor
unserer heutigen Zeitrechnung bis zur Entschliisselung der Atomstruktur durch
Rutherford und seine Mitarbeiter Anfang des 20. Jahrhunderts sind immerhin
noch mehr als 2000 Jahre vergangen. Durch die Methoden der modernen Wis-
senschaft hat sich die weitere Beschreibung des Atoms stark beschleunigt. Heute
— also nur weitere 100 Jahre spater — wissen wir von den Protonen und Neutro-
nen des Atomkerns, sowie von den Elektronen, die den Kern umgeben und das
Atom bilden. Neben den Kernbausteinen Proton und Neutron sind heute eine
Vielzahl dieser sog. Hadronen bekannt. Gell-Mann und Zweig fiihrten in den 60er
Jahren zur Erkldarung des Massenspektrums dieser Hadronen erstmals die Hypo-
these von den Quarks als Substruktur der Hadronen ein. Mit den urspriinglich
drei Quarks, die sich durch die innere Quantenzahl Flavor unterscheiden, und
den dazugehorigen Antiquarks kann bereits das Massenspektrum vieler Hadro-
nen erklirt werden. Dieses Spektrum folgt aus der Annahme, dass die Quarks
fundamentale Elemente aus der mathematischen Gruppe SU(3) des Flavors sind.
Die Entdeckung weiterer Hadronen mit zusétzlichen Eigenschaften machte die
Erweiterung auf sechs verschiedene Flavors nétig.

Der Widerspruch dieses Quark-Modells zum Pauli’schen Ausschlussprinzip
fithrte zur zusétzlichen Quantenzahl Farbe. Eine Theorie fiir die Dynamik der
Quarks in den Hadronen und damit fiir die starke Wechselwirkung entwickel-
te sich spater mit der Quantenchromodynamik (QCD). Diese Theorie ist auf
Grund ihrer lokalen Eichinvarianz dhnlich zur Theorie der elektrisch geladenen
Teilchen und ihrer Felder, der Quantenelektrodynamik (QED). Die Quantenzahl
Farbe hat allerdings eine 3-zéhlige Vielfachheit, so dass die QCD durch eine lo-
kale SU(3)-Eichgruppe beschrieben wird. In der QED wird die Wechselwirkung
zwischen den elektrisch geladenen Teilchen durch den Austausch von Photonen
beschrieben. Die Photonen sind elektrisch neutral und koénnen nicht direkt mit-
einander wechselwirken. Durch die Gruppenstruktur der QCD werden fiir die
Wechselwirkung von farbgeladenen Quarks acht verschiedene Austauschteilchen
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2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

benotigt. Diese sog. Gluonen tragen selbst eine Ladung und koénnen somit auch
direkt miteinander wechselwirken.

Elektrisch geladene Teilchen und farbgeladene Quarks werden also durch for-
mal &dhnliche Theorien beschrieben. Der Riickschluss, dass sich diese beiden
Gruppen von Teilchen auch &hnlich verhalten, trifft allerdings nicht zu. Es folgt
direkt aus der Analyse der QED und der QCD, dass die Stéirke der Wechselwir-
kung, ausgedriickt durch die jeweilige Kopplungskonstante, nicht wirklich kon-
stant ist. Sie ist vielmehr skalenabhéngig, d.h. sie variiert mit dem typischen
Impulsiibertrag der zu untersuchenden Reaktion. Die Kopplung der QCD zeigt
dabei ein grundséitzlich verschiedenes Verhalten als die der QED. Fiir sehr grofle
Impulsiibertrage bzw. sehr kleine rdumliche Abstéinde nimmt die Kopplung der
QCD ab. Diese Eigenschaft der QCD nennt man die asymptotische Freiheit.
Dadurch lassen sich Prozesse mit hohem Impulsiibertrag, wie sie z.B. bei der
tiefinelastischen Elektron-Nukleon-Streuung auftreten, mit den Methoden der
Storungstheorie beschreiben. Andererseits nimmt die Kopplung bei niederener-
getischen Prozessen, wie sie typischerweise bei der Beschreibung von Hadronen
auftreten, zu und storungstheoretische Methoden sind nicht mehr anwendbar.

Neben dem Phéanomen der asymptotischen Freiheit, das sich direkt aus der
QCD ableiten lisst, steht das Phinomen des Confinements.! Confinement ist
die experimentelle Tatsache, dass sich die Quarks nicht aus dem Verbund des
Hadrons isolieren lassen. Es ist zu vermuten, dass dieses Phdnomen im engen
Zusammenhang mit der Zunahme der Kopplungskonstanten steht. Allerdings
verhindert gerade der grofle Wert der Kopplungskonstanten eine systematische
Analyse des Hadrons. Eine direkte und eindeutige Ableitung des Confinements
aus der QCD steht deshalb immer noch aus.

Confinement tritt bei den iibergeordneten Strukturen der Materie nicht auf.
So lassen sich Atome aus dem Festkorper 1osen, aus dem Atom lassen sich die
Elektronen vom Atomkern trennen und selbst der Atomkern lésst sich in seine
Bestandteile aufspalten. Ein Proton oder Nukleon dagegen lésst sich nicht auf
einfache Art und Weise in seine Quarkbestandteile zerlegen. Es stellt sich damit
die Frage, wie der experimentelle Befund des Confinements mikroskopisch, also
auf Grund der Dynamik der Quarks und ihrer Wechselwirkungen, verstanden
werden kann. Genau diese Eigenschaft der stark wechselwirkenden Quarks ist
der Inhalt der vorliegenden Arbeit. In ihrem Verlauf werden wir das Confine-
ment ndher erldutern und einen Erkldrungsansatz im Rahmen des sog. Chromo-
Dielektrischen Modell liefern.

Die Struktur dieser Arbeit gliedert sich wie folgt:

e In den folgenden Abschnitten dieser Einleitung werden wir das Phéno-
men des Confinement kurz erldutern. Dazu diskutieren wir verschiedene

LConfinement, zu deutsch: Einschluss. Dieser englische Begriff hat sich auch im deutschen
Sprachgebrauch durchgesetzt.



alternative Modelle und vergleichen sie mit dem hier verwendeten Chromo-
Dielektrischen Modell.

In Kapitel 2 werden wir das Chromo-Dielektrische Modell (CDM) vorstel-
len. Ausgehend von der CDM-Lagrange-Dichte leiten wir die Bewegungs-
gleichungen her und diskutieren die damit verbundene Energiedichte. Das
Modell ist in Anlehnung an die QCD konstruiert. Die gluonischen Frei-
heitsgrade der QCD werden im CDM in einer Abel’schen Nadherung wider-
gegeben. Wir diskutieren die damit verbundene Einschrinkung der QCD-
Farbgruppe auf eine Abel’sche Untergruppe und identifizieren die im CDM
noch erhaltenen kontinuierlichen und diskreten Symmetrien im Farbraum.
Die Farbsymmetrie beschreiben wir an Hand von Zwei- und Drei-Teilchen-
Systeme. Die Quarks und die Gluonen beschreiben wir durch klassische
Farbladungsdichten und klassische Felder. Dadurch vernachléssigen wir die
quantenmechanisch geforderten Uberlagerungen bzw. Antisymmetrisierun-
gen der Farbwellenfunktion von Mehrteilchen-Zusténden. Wir finden aller-
dings, dass die Energiedichte solcher Zustdnde in unserer klassischen Néhe-
rung identisch ist mit jener mit einer entsprechenden quantenmechanischen
Beschreibung. Wir schlielen das Kapitel ab mit einer phéanomenologischen
Beschreibung des Modells und vergleichen es mit der Phianomenologie des
sog. Bag-Modells.

In Kapitel 3 beschreiben wir zunéchst den Einfluss der Modellparameter
auf ein Quark-Antiquark- (¢q)-System. Zwischen dem Quark und dem An-
tiquark bilden sich schlauchartige Felder aus. Wir interessieren uns haupt-
séchlich fiir die rdumliche Verteilung der Felder und die dazugehorige Ener-
giedichte — mit besonderem Augenmerk auf das Profil der Energiedichte,
d.h. auf die Energieverteilung in der zentralen Ebene zwischen den Quarks.
Aus dieser Energiedichte ergibt sich die Gesamtenergie des Systems, die wir
als Funktion des Teilchenabstandes beschreiben. Dieses qg-Potential kann
im CDM fiir groffle Quark-Absténde sehr gut durch ein linear steigendes
Confinement-Potential beschrieben werden. Wir studieren die Abhéngig-
keit des Profils der Energiedichte als auch des gg-Potential von den Mo-
dellparametern. Die Modellparameter haben zum Teil eine Entsprechung
im Bag-Modell, so dass wir das Ergebnis der Parameteranalyse mit den
Erwartungen im einfacheren Bag-Modell fiir ¢g-Flussschlduche vergleichen
konnen.

Anschlieend vergleichen wir die CDM-Ergebnisse fiir das ¢g-System mit
solchen in SU(2)- und SU(3)-Gitterrechungen. Wir wihlen die Parame-
ter unseres Modells so, dass wir die bestmdgliche Ubereinstimmung mit
den Gitterresultaten erlangen. Dabei wihlen wir drei verschiedene Stra-
tegien. In der ersten lassen wir alle Modellparameter frei und suchen den
optimalen Parametersatz zur Beschreibung der qg-Gitterergebnisse. In den
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anderen beiden Strategien fixieren wir schrittweise die Modellparameter,
indem wir ihnen Standardwerte aus der Literatur zuweisen. In dieser Ar-
beit verwenden wir eine Formulierung des CDMs, die allein die gluonischen
Freiheitsgrade der QCD beschreibt. Die Quarks treten in dieser Beschrei-
bung lediglich als dulere Quellen auf. In vorangegangenen Arbeiten (siehe
z.B. [Goldflam82, Wilets89]) wurde das CDM zur Beschreibung hadroni-
scher Eigenschaften verwendet, in denen die Quarks explizite dynamische
Freiheitsgrade waren. Die Modellparameter dort weichen deshalb teilweise
stark von den von uns verwendeten ab

In Kapitel 4 analysieren wir die Felder, Energiedichten und Potentiale
von ¢g¢-Flussschlauchen und von 3-Quark-Zustdnden qqg mit den Para-
metersitzen, die wir in Kapitel 3 erhalten haben. Wir untersuchen hier
sehr detailliert die Zusammensetzung des ¢g Flussschlauches aus seinen
verschiedenen Energieanteilen. Wir stellen dort fest, dass das naive Bild
des Flussschlauches mit konstantem Querschnitt nicht aufrecht erhalten
werden kann. Wir untersuchen die transversale Ausdehnung des Quarks
als Funktion des Quarkabstandes und geben eine charakteristische Léange
an, ab der der Flussschlauch seine asymptotische Form annimmt. Wie-
der vergleichen wir unsere Rechnungen mit vorhandenen Gitterrechnungen.
Zusétzlich vergleichen wir auf der Ebene des aus dem CDM-Modell extra-
hierten magnetischen Stroms unsere Ergebnisse mit solchen im Modell des
dualen Supraleiters. Wir stellen hier eine qualitative Ubereinstimmung fest.

Im baryonischen 3-Quark-Zustand konzentrieren wir uns auf die geome-
trische Form und das damit verbundene Skalieren der Gesamtenergie des
Systems mit seiner Gréfle. Damit entscheiden wir im Rahmen unseres Mo-
dell zwischen zwei alternativen Beschreibungsweisen, die dieses baryoni-
sche System beschreiben, der sog. Y- und der A-Konfiguration der Fluss-
schlduche. In der ersten bildet sich ein zentraler Punkt, in dem sich die
Flussschlduche der drei einzelnen Quarks treffen und die Energie skaliert
mit der Linge der Y-artigen Flussschlduche. In der A-artigen Beschrei-
bung &ndert sich die effektive Stringspannung und die Energie skaliert mit
der Kantenldnge der Dreieckskonfiguration der drei Quarks. Dieses Verhal-
ten lasst sich fiir kleine Quarkabstéinde durch eine perturbative Rechnung
verstehen. Diese Frage wird seit langem in der Literatur diskutiert. Gitter-
ergebnisse lassen auf Grundlage des Potentials bis jetzt keinen eindeutigen
Schluss zu. Wir werden sehen, dass sich das System fiir moderat grofie
Ausdehnung mit der A-Hypothese beschreiben lidsst. Die von der QCD
erwartete Y-Auspriagung der Flussschlduche setzt erst fiir charakteristische
Groflen von ungefdhr 2fm ein. Wir erkliren dieses spéte Ausbilden der
nicht-perturbativen Y-Flussschlduche durch die typische transversale Aus-
dehnung der Flussschlauche, die in der Groflenordnung von etwas unter
einem Fermi liegt.



e Die 2- und 3-Quark-Systeme sind im Vakuum stabil. In Kapitel 5 wen-
den wir uns der Frage nach der Stabilitdt der Flussschlduche bei dufleren
Storungen zu. Dazu konzentrieren wir uns auf zwei mogliche Anregungen.
Zum einen studieren wir gg-Flussschlduche in einem &ufleren farbelektri-
schen Feld und zum anderen diskutieren wir die Moglichkeit des Stringauf-
bruchs durch Quark-Paarbildung. Im ersten Fall stellen wir uns das Szena-
rio einer Schwerionenkollision vor, in der durch mehrfache Farbaustausch-
Wechselwirkungen der einzelnen Nukleonen ein starkes Hintergrundsfeld
entsteht, in dem die gg-Paare eingebettet sind. Ein dufleres Feld bricht die
Isotropie des Raumes und zeichnet eine Vorzugsrichtung im internen Raum
der Farbfreiheitsgrade aus. Wir untersuchen die Form und das Potential
des Flussschlauches fiir verschiedene Orientierungen im Farbraum und fiir
verschiedene rdumliche Lagen des Flussschlauches und finden ein allméhli-
ches zerflieen des Flussschlauches. Wir geben eine kritische Feldstéarke
und die entsprechende Hintergrundsenergie des dufleren Feldes an, ab der
ein qg-Flussschlauch nicht mehr gebunden ist und das System dissoziert.

e Kapitel 6 steht im Zeichen der Wechselwirkung von weiflen Clustern un-
tereinander. Wir beschéftigen uns erst mit der Wechselwirkung zwischen
qq-Strings. Diese analysieren wir fiir verschieden Stringlédngen und fiir ver-
schiedene relative Orientierungen zueinander. Wir finden kurzreichweitige
Kréfte zwischen den Strings, deren Reichweite und Starke abhingig von
der Léange und der Orientierung ist. Im zweiten Teil dieses Kapitels wer-
den wir das Verhalten von ungeordneten Quarks mit variierender Teilchen-
zahl untersuchen. Wir stellen dort fest, dass die Grofle der sich bildenden
Bagstrukturen, als auch der energetische Inhalt der Bags stark von der
Quarkdichte abhéngig ist. Fiir grofle Quarkdichten stellt sich das System
der Quarks wie ein freies Gas dar, das allein durch langreichweitige farb-
elektrische Coulomb-Felder beschrieben werden kann. Dieser Ubergang von
der hadronischen Phase in die partonische Phase vollzieht sich kontinuier-
lich mit steigender Dichte.

e Im letzten Kapitel 7 fassen wir die gefunden Ergebnisse noch einmal zu-
sammen und geben einen Ausblick auf mogliche weitere Untersuchungen.

e Erginzende Information finden sich in den beiden Anhéngen. Im ersten
(Anhang A) stellen wir den von uns gewihlten numerischen Algorithmus
vor. Die CDM-Bewegungsgleichungen lassen nur analytische Losungen von
trivialen also ladungsfreien Systemen zu. Der Satz von gekoppelten partiel-
len Differential-Gleichungen ist durch die Einfiihrung eines skalaren Poten-
tials U und einer dielektrischen Funktion s stark nicht-linear. Fiir solche
Probleme kann man nicht mehr auf Standardalgorithmen zuriickgreifen.
Deshalb stellen wir den verwendeten Algorithmus und seine Wirkungsweise
sehr ausfiihrlich vor.
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Im zweiten Anhang B stellen wir einige Beziehungen aus der SU(3)-Farb-
gruppe zusammen, die wir zum besseren Versténdnis der vorliegenden Ar-
beit benotigen.

1.1 Das Confinement-Phinomen

Alle Materie, wie sie sich im Alltag fiir uns darstellt ist aus den Hadronen aufge-
baut. Hadronen sind alle Teilchen, die der starken Wechselwirkung unterliegen,
und deren Konstituenten die Quarks sind. Die Hadronen werden je nach ihrem
Quarkinhalt in Mesonen, bestehend aus einem Quark-Antiquark-Paar, und Ba-
ryonen, bestehend aus je drei Quarks, unterschieden. Die Confinement-Hypothese
postuliert in einer einfachen Formulierung, dass es unmoglich ist, ein einzelnes
Quark aus dem Hadron zu l6sen. Diese Vorstellung impliziert bereits ein géngiges
Bild. Bei dem Versuch, ein Quark aus dem Hadronenverband zu lésen, gibt es
einen Mechanismus, der das Quark selbst bei beliebig grolen Abstinden wieder
zuriicktreibt. Dieser Mechanismus ist leicht in der Wechselwirkung zwischen den
Quarks zu suchen. Zwischen dem Quark und dem Restsystem entwickelt sich ein
farbelektrisches Feld, das so geformt sein muss, dass die auf das Quark wirkende
Riickstellkraft niemals verschwindet. Bei einem gewohnlichen Coulomb-Feld, wie
es zwischen elektrisch geladenen Teilchen herrscht, nimmt diese Riickstellkraft
quadratisch mit dem inversen Abstand der Teilchen ab. Dieses inverse Abstands-
gesetzt ist eine Konsequenz des Coulomb-Gesetzes in drei Dimensionen. Das
Coulomb-Gesetz in nur einer rdumlichen Dimension liefert ein linear anwachsen-
de Potential, verbunden mit einer konstanten Kraft zwischen den Teilchen. Es
liegt also nahe, das Confinement durch ein farbelektrisches Feld zwischen dem
Quark und dem Resthadron zu erkldren, dass sich im Wesentlichen nur auf der
Verbindungsachse zwischen den beiden Teilsystemen ausbreitet. Das farbelektri-
sche Feld schniirt sich auf einen schlauchartigen Bereich mit einer charakteristi-
schen transversalen Ausdehnung ein. Dieses Objekt nennt man auf Grund des
eingesperrten farbelektrischen Flusses einen Farbfiussschlauch, oder auch String.
Dieser nahezu eindimensionale Flussschlauch liefert sofort ein linear anwachsen-
des Potential, so dass die Kraft zwischen den Quarks niemals abnimmt.

Solch ein quasistatisches System lésst sich mit den storungstheoretischen Me-
thoden der QCD nicht beschreiben. Mit der sog. Gitter-Eich-QCD hat sich al-
lerdings in den letzten Jahrzehnten ein relativ méchtiges Instrument entwickelt,
dass speziell fiir nicht-perturbative Systeme geeignet ist [Creutz88]. Mit Hilfe
eines 4-dimensionalen Raum-Zeit-Gitters mit endlicher Ausdehnung und endli-
chem Gitterabstand wird die QCD regularisiert, so dass fiir ausgewéhlte Systeme
numerische Vorhersagen getroffen werden konnen. Die Gitter-QCD in der sog.
quenched (unterdriickten) Naherung findet so tatsdchlich fiir ein Quark und ein
Antiquark ein Potential, das linear mit dem Abstand wichst (s. Abb. 1.1).

Das Stringbild und das entsprechende Potential hat sich zur Beschreibung
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Abbildung 1.1: Das linear anwachsende Potential fiir ein Quark-Antiquark-Paar
in der quenched Gitter-QCD. Abbildung entnommen aus [Bali97].

vieler hadronischer Eigenschaften bewédhrt. So liefert z.B. eine quantenmecha-
nische Analyse eines Systems aus schweren Quarks mit der Annahme des li-
nearen Potentials eine gute Beschreibung des Spektrums des Charmoniums und
des Bottomiums [Eichten75, Quigg79, Eichten80]. Auch zur Beschreibung dy-
namischer Prozesse ist das Stringbild gut geeignet. Ein physikalischer String
entsteht z.B. durch die Erzeugung eines hochenergetischen Quark-Antiquark-
Paares bei der Elektron-Positron-(e™e™)-Streuung. Solche Experimente werden
z.B. am DESY? in Hamburg am SLAC? in Stanford/USA oder am LEP* in
Genf/Schweiz durchgefiihrt. Die Energie des eTe™-Paares wird in ein ¢g-Paar
mit hohem Relativimpuls umgewandelt. Dieses Quark-Antiquark-Paar dehnt
sich aus und bildet einen energiereichen String zwischen sich. Diese im String
gespeicherte Energie wiederum kann zur Erzeugung neuer Hadronen umgesetzt
werden. Diese Fragmentation des ¢g-Strings wird z.B. im Lund-Modell gut re-
produziert [Andersson83, Andersson87]. Ebenso findet das Stringbild Einzug in
sog. Transportmodelle wie z.B. das BUU-Modell® [Effenberger99, Lehr00] und
HSDS [Cassing99] aus Gieflen oder das UrQMD-Modell” aus Frankfurt [Bass98].
Diese Modelle dienen zur dynamischen Simulation Photon/Elektron-induzierter
Kernreaktionen oder zur Beschreibung einer Schwerionen-Kollision und machen
implizit vom Stringbild gebrauch.

2DESY: Deutsches Elektronen Synchrotron

3SLAC: Stanford Linear Accelerator Center

4LEP: Large Electron-Positron collider, jetzt nicht mehr in Betrieb
SBUU: Boltzmann-Uehling-Uhlenbeck

SHSD: Hadron-String Dynamics

"UrQMD: Ultra-relativistic Quantum Molecular Dynamics
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Quark-Antiquark-Strings sind also ein angemessenes Objekt zur Beschreibung
physikalischer Prozesse. Das Stringbild &ndert sich allerdings, wenn man qg-
Paare in einer sehr heiflen oder sehr dichten Umgebung betrachtet. Eine der
interessantesten Erkenntnisse der Gitter-QCD brachte die Analyse eines stark
wechselwirkenden Systems im thermodynamischen Gleichgewicht. In Abb. 1.2
zeigen wir den Druck als thermodynamisches Potential (links) und die Energie-
dichte (rechts) des Systems als Funktion der Temperatur bei verschwindendem
baryochemischem Potential [Karsch03]. Die Temperatur ist normiert auf eine
kritische Temperatur 7., Druck und Energiedichte sind normiert auf 7. Die drei
verschiedenen Kurven von unten nach oben entsprechen in beiden Bildern Rech-
nungen mit 2 leichten Quarks, mit 2 leichten und 1 schwerem Quark bzw. mit 3
leichten Quarks. Die jeweils mittlere kommt damit der physikalischen Realisation
eines Systems aus up, down und strange Quarks am néchsten. Bei der kritischen
Temperatur steigen sowohl der Druck als auch die Energiedichte stark an. Dieses

5 , . 16 . RHIC £ep/ T —
p/T pse/T 14 | €T
3t 07 LHC |
8 r |
2l 3 flavour 3 flavour
2+1 flavour == 6 r 2 flavour
2 flavou
ure gauge 4 r
1t pure gauge T, = (173 +/- 15) MeV
L 3 J
) T [MeV] 2 g~ 0.7 GeV/im T [MeV]
0 i | o) | | | 0 | | | | |
100 200 300 400 500 600 100 200 300 400 500 600

Abbildung 1.2: Der Druck (links) und die Energiedichte (rechts) eines stark wech-
selwirkenden Systems. Abbildung entnommen aus [Karsch03].

Verhalten ist typisch fiir einen Phaseniibergang. Fiir Temperaturen T° < T,
sind die Quarks im Hadron gebunden, ihre mittlere freie Weglénge liegt in der
GroBenordnung des Hadrons selbst. Fiir niedrige Temperaturen sind die Hadro-
nen selbst die wesentlichen Freiheitsgrade. Bei Temperaturen um 7' ~ T, steigt
die Zahl der Freiheitsgrade stark an. Die mittlere freie Wegldnge der Quarks
steigt und sie werden nahezu frei. Der Phaseniibergang beschreibt also einen
Ubergang von einer Phase mit Confinement zu einer ohne Confinement. Die
kritische Temperatur bei verschwindendem chemischen Potential wird auf dem
Gitter mit T, ~ 170 MeV [Fodor04a, Karsch04] angegeben. Die kritische Ener-
giedichte betrdgt dann e, ~ 0.7%V/m3. Die Ordnung des Phaseniibergang ist
sowohl abhéngig von der Zahl der betrachteten Quarkflavors als auch von deren
Masse. Fiir zwei leichte (up und down)-Quarks und ein schweres (strange) Quark
mit realistischen Massen ergibt sich lediglich ein schneller Ubergang (Crossover)
[Fodor04b]. Gitterrechnungen sagen also einen Phaseniibergang zu einem neuen
Materiezustand voraus, in dem die Quarks nahezu frei sind. In der Abb. 1.2
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zeigen die Pfeile den jeweiligen Wert des Drucks und der Energiedichte fiir ein
ideales Gas an. Fiir die gezeigten Temperaturen 7' < 47, steigen die Werte auf
80% dieses Stefan-Boltzmann-Grenzwerts.

Solch einen Phaseniibergang findet man ebenso bei Erhchung des baryochemi-
schen Potentials, also mit zunehmender Quarkdichte. Das Phasendiagramm der
QCD stellt sich somit wie in Abb. 1.3 gezeigt dar. Neue theoretische Untersuchun-
gen postulieren sogar noch weitere Phaseniibergénge bei hohen Quarkdichten, wie
z.B. der Ubergang zum Farbsupraleiter [Schmitt02]. Den neuen Materiezustand
bezeichnet man als Quark-Gluon-Plasma (QGP). Dieses ist eine Art Gas mit ei-
ner geringen Restwechselwirkung. Die Existenz des Quark-Gluon-Plasmas soll
in Schwerionenreaktionen festgestellt werden [Matsui86]. Dabei werden schwe-
re Atomkerne auf nahezu Lichtgeschwindigkeit beschleunigt und zur Kollision
gebracht. Solche Experimente werden am SIS® bei der Gesellschaft fiir Schwerio-
nenforschung in Darmstadt, am RHIC? in Brookhaven bei New York/USA und
in Zukunft am LHC!® am CERN in Genf/Schweiz durchgefiihrt. Die jeweils er-
reichten Schwerpunktsenergien sind dabei 2 A GeV (SIS), 200 A GeV (RHIC) und
5500 A GeV (LHC), wobei A die Massenzahl der verwendeten Kerne bezeichnet.
Die dort erreichten Temperaturen und Quarkdichten sind so grof, dass der Pha-
seniibergang zu sehen sein miisste.

TA
quark-gluon
~170L _ _ plasma
MeV RREN

Y deconfined,
X-symmetric

hadron gas

confined,
X-SB

A :

M, fewtimes nuclear [
matter density

color
superconductor

Abbildung 1.3: Das Phasendiagramm der QCD. Bei kleinen chemischen Poten-
tialen vermutet man einen Crossover zum QGP (gestrichelte Linie) der ab einem
kritischen Potential p ~ 360 MeV [Fodor04a] in einen Phaseniibergang erster
Ordnung tibergeht (durchgezogene Linie). Abbildung entnommen aus [Karsch03].

Bis heute hat es leider kein eindeutiges Signal gegeben, das dieses QGP
tatsdchlich experimentell erzeugt worden ist. Zur theoretischen Beschreibung

8SIS: Schwerionen-Synchrotron
YRHIC: Relativistic Heavy Ion Collider
T HC: Large Hadron Collider
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dieser Hochtemperatur-Dichte-Phase gibt es aber zahlreiche Mo6glichkeiten. Da
die Quarks nicht mehr im Hadron eingeschlossen sind und die Kopplung zwi-
schen ihnen nicht mehr so grof ist, konnen wieder storungstheoretische Metho-
den angewendet werden. Hier nennen wir zum einen die thermische Feldtheo-
rie [Blaizot02, Rebhan02] und zum anderen Transportmodelle auf Quark-Gluon-
Ebene [Geiger95, Borchers00, Xu04, Hofmann00].

1.1.1 Modelle fiir das Confinement

Die a priori Beschreibung von ¢g-Strings im Vakuum und in Materie, sowie von
quasi freien Quarks liefert leider keine mikroskopische Erklarung fiir das Confi-
nement selbst. Die Gitter-QCD ist lediglich in der Lage, ein lineares Potential
fiir statische Quarks sowie den Phaseniibergang fiir Gleichgewichtssysteme an-
zugeben, gibt aber keinen Hinweis auf den Mechanismus zur Hadronenbildung.
Hier sind wir weiterhin auf Modelle angewiesen, die mehr oder weniger stark
an die QCD angelehnt sind, und die das wesentliche Element der Confinement-
Eigenschaft eindeutig extrahieren. Im Folgenden wollen wir kurz einige Modelle
mit Confinement beschreiben.

Das MIT-Bag-Modell Das MIT-Bag-Modell ! ist sicher das ilteste Modell
mit Confinement [Chodos74b, Chodos74al. Allerdings gibt das Modell selbst kei-
nen Mechanismus des Confinements an. Stattdessen nimmt das Modell einen
Hohlraum — den Bag — a priori als gegeben an. Innerhalb dieses Hohlraums
findet sich ein perturbatives Vakuum, d.h. hier lassen sich storungstheoretische
Methoden anwenden. Der Bag ist eingebettet in das nicht-perturbative Vakuum
eingebettet. Confinement fiir die Quarks wird in diesem Modell durch Randbe-
dingungen an die Quark-Wellenfunktion eingefiihrt. Die Langrangedichte fiir das
Bag-Modell, ausgedriickt durch die Felder 7 und ¢ fiir Quarks und Antiquarks,
mit den Randbedingungen auf der Oberfliche S des Bags ist gegeben durch:

Lpag = Q/G(i'yua“—m)@/)—B , (1.1a)
n,jfls = 0 (1.1b)

wobei n* ein Einheitsvektor ist, der senkrecht auf der Oberflache des Bags steht
und j# = 1py*¢p der Quarkstrom ist. Die Randbedingung (1.1b) bedeutet, das
keine Quarkstrom durch die Oberfliche flieft. Insbesondere verschwindet damit
auch die skalare Quarkdichte ¥1) auf S [Mosel99]. Die sog. Bag-Konstante B ent-
spricht der Energiedifferenz zwischen dem perturbativen Vakuum innerhalb und
dem nicht-perturbativen Vakuum auflerhalb des Bags. Dadurch wirkt das nicht-
perturbative Vakuum einen Druck auf den Bag aus und stabilisiert ihn auf diese
Weise. Confinement ist im Bag-Modell also nur eine ad hoc Annahme. Gluoni-

HMIT: Massachusetts Institute of Technology
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sche Beitriage innerhalb des Bag-Modells kénnen perturbativ integriert werden.
In den Originalarbeiten [Chodos74b, Chodos74a, DeGrand75] wurde es zur Be-
schreibung statischer Hadroneigenschaften wie z.B. die Massenaufspaltung zwi-
schen dem Nukleon und dem A-Baryon, das magnetische Moment des Nukleons
sowie der mittlere isoskalare Radius des Nukleons verwendet. Bei dieser Be-
schreibung der Nukleon-Eigenschaften wurde ein Wert von BY/* = 146 MeV fiir
die Bag-Konstante verwendet in einer spéteren Analyse des Spektrums schwerer
q3-Mesonen im Rahmen des Bag-Modells wurde ein sehr viel hoherer Wert von
B'Y* = 235 MeV extrahiert.

Der duale Farbsupraleiter Das Modell des dualen Farbsupraleiters nennt
man auch das duale Abel’sche Higgs Modell oder auch das duale Ginzburg-Lan-
dau-Modell.'? Das Modell beschreibt magnetische Farbmonopole, wie sie von
t’Hooft ['t Hooft74], Polyakov [Polyakov74] und Mandelstam [Mandelstam74] in
nicht-Abel’schen Eichtheorien beschrieben wurden. In solchen Theorien lassen
sich Konfigurationen der Eichfelder konstruieren, die die Eigenschaften eines ma-
gnetischen Monopols besitzen. Im Rahmen der QCD sind es die Gluonen, die
zu solchen Monopolen kondensieren. Das Modell beschreibt dieses Monopol-
kondensat durch ein magnetisch geladenes skalares Feld y mit einer quartischen
Selbstwechselwirkung. Die Gluonen werden durch die sog. dualen Eichfelder B*
in das Modell eingefiihrt. Die Lagrange-Dichte fiir den dualen Farbsupraleiter
ist:

1 1 1
LDSC = _Z‘/T;u/fuy + é(DMX)(DMX)* - §b(XX* - U2)2 ) (12&)
D" = 0" +ig,B" |, (1.2b)
FH = O'BY —0"B* +S" (1.2¢)

mit der kovarianten Ableitung D*. Wir haben hier eine U(1)-symmetrische Form
des Modells gewihlt, wie sie urspriinglich von Abrikosov zur Beschreibung des
gewdhnlichen Supraleiters verwendet wurde [Abrikosov57]. Eine Erweiterung auf
ein SU(3)-Modell in Abel’scher Ndherung mit drei magnetisch geladenen Fel-
dern . und zwei dualen Eichfeldern B*3 und B*® findet sich z.B. in [Ripka04]
und [Koma03b]. Der duale Feldtensor F* ist mit dem farbelektromagnetischen
Feldtensor durch F* = %e“”o‘ﬁ F, s verkniipft, wobei €,,,5 der vollstindig anti-
symmetrische Tensor 4. Stufe ist. Farbelektrisch geladene Quarkstréome j* wer-
den durch den Dirac’schen Stringterm S* [Dirac31, Dirac48] ins Modell inte-
griert. Der zu 8" duale Tensor S* erfiillt die Gleichung 0,5"" = g.j! und
beschreibt infinitesimal diinne Strings, die an die Ladungen gekniipft sind. g,
und g, sind die magnetischen bzw. elektrischen Ladungen. Der Stringterm ist
keiner physikalischen Grofle zugeordnet. Aus der Forderung seiner Unbeobacht-
barkeit folgt sofort die Quantisierung der elektrischen Ladung ¢,,g. = 2nm, wobei

12Fiir eine Einfithrung in das Modell siehe insbesondere [Ripka04].
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n eine ganze Zahl ist. Durch spontane Symmetriebrechung erhélt das skalare Feld
in seinem Grundzustand Y = v eine Higgs-Masse my = 2vvb und das Gluon-
feld eine Vektormasse m, = ¢,v. Man unterscheidet je nach den Verhaltnis-
sen dieser beiden Massen zwei Arten von Supraleitern. Bei Supraleitern 1. Art
gilt m, > mpy und bei Supraleitern 2. Art m, < mpy. Im Rahmen des Mo-
dells sind Flussschlauche zwischen Quarks und Antiquarks moglich und stabil
[Nielsen73, Wyld76, Ball88, Maedan90, Baker91]. Diese sog. Abrikosov-Nielsen-
Olesen-Flussschlauche entstehen durch den dualen Meissner-Effekt, durch den
die farbelektrischen Felder aus dem supraleitenden QCD-Vakuum heraus- und
in einen wohldefinierten, normalleitenden Flussschlauch hineingedréngt werden.
Gitterrechnungen zeigen, dass sich das QCD-Vakuum mit einem Supraleiter auf
der Grenze zwischen Supraleiter 1. und 2. Art, also mit mpy = m, beschreiben
liasst [Bali98, Trottier95].

Das Stochastische Vakuum Modell Die fundamentale Gréfie im Stochas-
tischen Vakuum Modell [Dosch87, Dosch88] ist der Erwartungswert des sog.
Wilson-Loops

W(C) =SpPexp {—ig%dxufl“’“t“] : (1.3)
c

wobei P das pfadgeordnete Integral entlang des geschlossenen Wegs C bedeutet.
Die t* sind die Generatoren der Eichgruppe SU(3) (s. Anhang B) und die A**
die acht Eichfelder der QCD. In diesem Modell wird diese Grofle durch eine Ku-
mulatenentwicklung ausgedriickt und neben weiteren Annahmen [Nachtmann96]
durch ein Gauf}’sches Integral gendhert. Im Rahmen dieses Modells zeigt der
Wilson-Loop ein Fldchengesetz und damit ein linear anwachsendes Potential V4
fiir ein statisches Quark-Antiquark-Paar.

W(C) = exp[-TRT] (1.4)
= exp[-V(R)T]

wobei T die zeitliche Ausdehnung des Loops C ist und R seine raumliche Ausdeh-
nung, d.h. der Quark-Antiquark—Abstand. 7 entspricht der Stringspannung des
Potentials, also der Energie pro Lénge des Strings. Auf Grund der Néherungen
und Annahmen des Modells skaliert das Potential direkt mit dem Quadrat der
starken Kopplung ¢ und damit linear mit dem Wert des quadratischen Casimir-
Operators [Shoshi03] (s. dazu auch Anhang B und die Diskussion zum Casimir
Scaling in Abschnitt 4.1.4).

Das Chromo-Dielektrische Modell Das Chromo-Dielektrische Modell ist
eine Fortfiihrung des Bag-Modells, gibt aber einen expliziten Mechanismus zur
Entstehung des Bags an. In dieser Arbeit verwenden wir dieses Modell zur
Beschreibung von farbelektrischen Flussschldauchen gegebener Quarkkonfigura-
tionen. FEine detaillierte Einfithrung in das Modell geben wir daher spéter in
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Kapitel 2. Das Phdnomen des Quarkeinschlusses und die Formierung von farb-
elektrischen Flussschldauchen auf Grund dielektrischer Eigenschaften des QCD-
Vakuums wurde schon frith von Kogut und Susskind betrachtet [Kogut74]. Das
Chromo-Dielektrische Modell wurde dann von Friedberg und Lee [Friedberg77a,
Friedberg77b] eingefiihrt und von den Gruppen um Wilets und Pirner weiterent-
wickelt und angewendet. Eine Motivation der dielektrischen Kopplung der Gluo-
nen an ein skalares Feld ausgehend von der QCD Wirkung wird in den Arbeiten
von Mack [Mack84] und Pirner et al. [Chanfray89, Mathiot89, Pirner92| gegeg-
ben. Die statischen Eigenschaften des Nukleons im CDM werden in [Goldflam82,
Wilets89] und [Schuh86a] beschrieben. Eine Diskussion der Nukleon-Nukleon—
Wechselwirkung im Vakuum findet sich in [Schuh86b, Koepf94, Pepin96] und fiir
die im Atomkern in [Pirner84, Achtzehnter85]. Die Ubertragung auf Quarkma-
terie, wie sie z.B. in Neutronensternen auftreten kann, findet sich in [Barone95,
Alberico02].

Eine transporttheoretische Betrachtung des Modells wurde in einer Serie von
Arbeiten aus Gielen gegeben. Die Dynamik von Nukleon-Nukleon—-StoBen wur-
de dabei in [Kalmbach93, Vetter95] untersucht und die Dynamik von Quark-
Antiquark induzierten Flussschlduchen und ihrer Fragmentation in [Loh96] und
[Loh97b]. Die Hadronisierung aus einem Quark-Gluon-Plasma heraus wurde
letztlich in [Traxler99b, Martens01] untersucht.

1.1.2 Motivation dieser Arbeit

In den genannten Arbeiten wurden nicht immer alle Freiheitsgrade des Modells
beriicksichtigt. In den Arbeiten zum Nukleon und seiner Wechselwirkung wur-
de beispielsweise nur der fermionische Sektor mit seiner Wechselwirkung zum
Soliton-Feld betrachtet und die gluonische Wechselwirkung vernachléssigt oder
hochstens als Korrektur zum Quarkbeitrag aufgefasst. Die dort erlangten Ergeb-
nisse beschreiben demnach den hadronischen Sektor des Modells.

In dieser Arbeit dagegen sind wir allein an den gluonischen Eigenschaften
des Modells interessiert. Das heifit, wir untersuchen im Rahmen des Modells die
Reaktion des nicht-perturbativen QCD-Vakuums auf die Existenz von &ufleren
statischen Farbladungen. Damit untersuchen wir die Eigenschaften des Vakuums
und gleichzeitig die elementare Struktur der farbelektrischen Flussschldauche. Far-
belektrische Flussschlduche wurden in den Arbeiten von Loh [Loh96] und Trax-
ler [Traxler99b] zwar untersucht, allerdings mit Modellparametern, die stark am
Bag-Modell orientiert waren. Es zeigt sich in diesen Arbeiten, aber auch in denen
von Bickeboller [Bickeboeller85] und Rosina [Rosina86], dass das Profil der Fluss-
schlduche nicht mit neueren Rechnungen der Gittereich-Theorie iibereinstimmt
[Bali9h, Cea95]. Das Ziel dieser Arbeit ist es also, das Modell in Einklang zu
bringen mit solchen Gitterergebnissen. Dazu betrachten wir nur statische Quark-
Konfigurationen, da dieses den Moglichkeiten der Gitterrechnungen entspricht.
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Kapitel 2

Das Chromo-Dielektrische
Modell

In diesem Kapitel stellen wir das Chromo-Dielektrische Modell (CDM) vor. Es
wurde von Friedberg und Lee [Friedberg77a, Friedberg77b] vorgestellt, um das
Confinement-Phédnomen zu beschreiben. Im Rahmen dieses Modells werden eini-
ge Annahmen iiber das nicht-perturbative Vakuum der QCD gemacht. Zunéchst
einmal wird angenommen, dass die QCD an sich auch dynamisch bereits Confi-
nement enthélt. Hier meinen wir nicht, dass die QCD durch ihre Konstruktion
nur eichinvariante Zusténde als physikalische zulésst. Vielmehr wird hier ange-
nommen, dass die Konstituenten eines physikalischen Zustands in ihrer Dynamik
aneinandergekettet sind. Konkret heifit das, dass die Quarks in einem Hadron
dieses nicht verlassen konnen. Wenn wir in diesem Zusammenhang von abso-
lutem Confinement sprechen, dann meinen wir hier, dass selbst bei Aufwenden
einer unendlichen Energie, ein einzelnes Quark nicht aus dem Hadronen-Verband
isoliert werden kann.

Solch eine hochenergetische Anregung sollte hochstens neue (farbneutrale)
Hadronen erzeugen. Wir wollen hier nicht ausschlielen, dass mehrere Hadronen
durch Wechselwirkung miteinander ihre Konstituenten-Quarks austauschen oder
neue Hadronen bilden. Beispielsweise konnen Proton und Antiproton nach einer
Kollision in mehrere Hadronen (z. B. Pionen) zerfallen.

Da in der Abel’schen Quantenelektrodynamik (QED) kein Confinement ent-
halten ist, kann man vermuten, dass die nicht-Abel’schen Strukturen der QCD
fiir das Confinement verantwortlich sind. In der Arbeit von Loh [Loh97a] wurde
die Struktur der nicht-Abel’schen Felder in Abhéngigkeit von der Kopplungs-
starke angegeben. Dort wurde eine starke Erhohung der magnetischen Farbfel-
der gegeniiber dem Abel’schen Fall festgestellt. Qualitativ stimmt dies mit der
Beobachtung in [Savvidy77] iiberein, dass die Vakuumsenergie abgesenkt wird,
wenn man ein farbmagnetisches Feld in das perturbative Vakuum einfiigt. Wir
vermuten also, dass die nicht-linearen Wechselwirkungen der Gluonen-Felder un-
tereinander zum Quarkeinschluss fithren. Das CDM nimmt nun an, dass durch
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diese Wechselwirkungen das nicht-perturbative Vakuum die Eigenschaften eines
Dielektrikums hat, in dem sich die farbgeladenen Quarks bewegen kénnen. Wir
fithren hier deshalb ein skalares Confinement-Feld o ein, das diese dielektrischen
Eigenschaften vermittelt. Gleichzeitig wird der gluonische Teil der QCD reduziert
auf den Abel’schen Unterraum.

2.1 Die CDM-Lagrange-Dichte

Das Modell ist dann durch seine Lagrange-Dichte definiert:

L = Lo+ Ly+ Lot Log+ Lo (2.1a)
Ly = (0" —m)v (2.1b)
Ly, = —ik(o)FFm™e (2.1c)
L, = 10,00'0—U(0) , (2.1d)
Log = —gothyut™h AP = —g, jo AR (2.1e)
Ly = —gotboib | 2.1f)
Fi, = 0,A,—0,A, ,a€{3,8} . (2.1g)

Die Terme in Gl. (2.1a) beschreiben der Reihenfolge nach die freie Quark-La-
grangedichte, den Gluon- und den Confinement-Term, die minimale Quark-Glu-
on-Kopplung und die Kopplung zwischen Quarks und Confinement-Feld o. In
dieser Form enthilt die Lagrange-Dichte direkte Wechselwirkungen aller Felder
untereinander. Da wir in dieser Arbeit nur spezielle Systeme untersuchen, werden
wir die Lagrange-Dichte weiter vereinfachen.

Die Lagrange-Dichte £, fiir die Quarks beschreibt Teilchen mit halbzahligem
Spin und Masse m. Sie koppeln mit der starken Kopplungskonstanten gy an die
Gluonen-Felder {iber den Farbstrom jj; = ¥ y,t% im Term L.

Der gluonische Teil £, ist gegeniiber der QCD (s. kurze Diskussion der QCD
in Anhang B) auf zwei Arten modifiziert. In Gitter-Rechnungen wurde eine
infrarote Abel’sche Dominanz festgestellt [Ezawa82, Kronfeld87, Amemiya99].
Die nicht-Abel’schen Gluonkomponenten entwickeln eine dynamische Masse, so
dass der Gluon-Propagator im Vergleich zu den Abel’schen Gluonen unterdriickt
wird. Damit verbunden werden physikalische Groéflen wie z.B. das gg-Potential
hauptséchlich von den Abel’schen Freiheitsgrofien bestimmt. Aus diesem Grunde
werden erstens im CDM die acht Gluon-Freiheitsgrade auf zwei Abel’sche (mas-
selose) Felder reduziert. Die Farbindizes (a € {3,8}) entsprechen gerade den
zwei miteinander kommutierenden Generatoren der SU(3)-Algebra. Im Gegen-
satz zu den acht Gluonfeldern der QCD wechselwirken diese beiden Abel’schen
Gluonfelder nicht mehr direkt miteinander. Der Feldstérke-Tensor Fjj, zerfallt in
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zwei unabhéngige Abel’sche Tensoren fiir die beiden Eichfelder Ai’s analog zum
QED-Feldstérketensor.

Die massiven, kurzreichweitigen Gluonen werden zweitens im CDM durch
das neue skalare Feld ¢ modelliert. Im CDM separieren wir also auf einfache
Weise von den nicht-Abel’schen Yang-Mills-Gleichungen einen Abel’schen Teil
ab, der durch die zwei Gluon-Felder Ai’s beschrieben wird, und subsumieren alle
Confinement-Effekte in der dielektrischen Kopplung x(o) des Confinement-Felds
o an die Gluonfelder. Eine Motivation fiir dieses Szenario der dielektrischen
Kopplung der (Abel’schen) Farbfelder an ein (nicht-Abel’sches) gluoninduziertes
Medium findet sich in den Arbeiten von Mack [Mack84] und Pirner [Pirner92].

Der neu eingefiihrte skalare Freiheitsgrad o wird selbst als dynamische Grofie
betrachtet. Die Dynamik dieses Feldes ist durch L, beschrieben. Das skalare
Feld unterliegt einer Selbstwechselwirkung U(c). Dieses Potential zeichnet zwei
(meta-) stabile Phasen fiir das skalare Feld aus. Die eine ist verbunden mit dem
perturbativen Vakuum bei o = 0, die andere mit dem nicht-perturbativen Vaku-
um bei ¢ = 0,.. Die Energiedifferenz zwischen den beiden Minima entspricht
dem Druck, den das nicht-perturbative Vakuum auf das perturbative (auf den
Bag) ausiibt. Wenn wir U(oy,.) = 0 festlegen, entspricht also B = U(c = 0) der
Bag-Konstanten aus dem Bag-Modell. Da wir das Confinement-Feld mit einer
kollektiven Gluon-Dynamik verbunden haben, liegt es zudem nahe, das Verhalten
des Potentials am absoluten Minimum mit den niedrigliegenden Anregungen des
Gluon-Feldes in Verbindung zu bringen, den Glueballs. Wir parametrisieren das
skalare Potential durch ein quartisches Polynom, und fordern die eben genannten
Bedingungen:

Ulo) = B+ac®+bo® +co* | (2.2)
Ulove) = 0,
Ul(owae) = 0,
U (0e) = 1m0

Das Potential ist demnach vollstédndig mit der Angabe des Vakuum-Wertes des
skalaren Feldes o,., der Bag-Konstanten B und der Glueball-Masse m,, festgelegt
und die Parameter a, b und c lassen sich durch sie ausdriicken:

1mlol,. —12B

a = éT s (23&)
m2o2 . — 8B

b - - T y (23b>
1m;os,. — 6B

Damit U(o) bei 0 = 0 ein lokales Minimum hat, muss fiir die Parameter zusétzlich
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gelten, dass a > 0, oder
mlol,. > 12B . (2.4)

Das Potential ist in Abb. 2.1 dargestellt. Wenn gerade die Gleichheit in Rela-
tion (2.4) erfiillt ist, hat das Potential bei ¢ = 0 nur noch einen Wendepunkt
(durchgezogene Linie). Die gestrichelten Linien entsprechen dem Potential fiir
festgehaltenes oy, und m, und variierendem B und die strich-punktierten Linien
dem Potential fiir variierendes m, und festgehaltenen Werten von oy,. und B.

1.4

1.2

0.8

U(0)/B,

0.6

0.4

0.2

-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14

Abbildung 2.1: Das skalare Potential U(c). Bei der durchgezogenen Linie gilt
die Gleichheit in der Relation (2.4). Variiert man B bei festen Parametern m,
und oy, erhilt man die gestrichelten Linien, bei Variation von m, und festen B
und o, die strich-punktierten Linien.

Durch die Reduktion der Gluon-Felder auf den Abel’schen Unterraum wech-
selwirken sie nur noch indirekt durch den Einfluss des Mediums miteinander. Die-
ses Medium beeinflusst die Gluonen iiber eine dielektrische Funktion (o). Der
Wert dieser Dielektrizitédtszahl k wird demnach vom Wert des skalaren Felds o be-
stimmt. Wir wahlen die Funktion k(o) derart, dass wir tatséchlich Confinement
modellieren kénnen. In der Anschauung des Modells bedeutet das, dass es Raum-
bereiche gibt, in denen Quarks und Gluonen-Felder existieren, und solche, in de-
nen beide verschwinden. Ahnlich wie bei einem perfekt diamagnetischen Supra-
leiter, aus dem alle magnetischen Felder herausgedrangt werden, moéchten wir, das
alle elektrischen Felder aus dem nicht-perturbativen Vakuum herausgedréangt wer-
den. Wir fordern also ein perfekt dielektrisches Vakuum mit x = 0. Gleichzeitig
sollen sich die Gluonen im perturbativen Vakuum ungestort ausbreiten konnen.
Deshalb soll x im perturbativen Vakuum den Wert x = 1 annehmen. Zwischen
o0 =0 und ¢ = oy, soll die dielektrische Funktion monoton abfallen. Fai et al.
[Fai88] haben k(z) = 14+ O(x) 2" [nx — (n+1)] mit n = 3 und & = /0y, gewihlt
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und Loh et al. [Loh97b] ebenfalls eine Polynom-Parametrisierung x(x) = |1—z"|™
mit n = 1 und m = 2. Fiir diese Parametrisierungen gilt x(0) = 1, k(o) = 0
und £'(0yac) = 0. Traxler et al. [Traxler99b] haben eine Wood-Saxon-artige Pa-
rametrisierung gewihlt, d.h. k(o) = (exp((x — 3)/a) + 1)™! mit @ = 0.2 und
B = 0.4. Diese Parametrisierung hat den Vorteil, dass die Funktion k(o) und alle
ihre Ableitungen stetig fiir alle reellen o sind. Allerdings gilt dann x(0) < 1 und
K(0yac) = 0.05 > 0. Diese letzte Eigenschaft, d.h. dass k(o) geringfiigig von Null
verschieden ist, ist wichtig fiir die numerische Stabilitdt. Wir werden spéter bei
der Beschreibung unseres Algorithmus darauf zurtickkommen (siche Anhang A).
Wir wéhlen deshalb eine Parametrisierung, die folgende Bedingungen erfiillt:

HJ(O) =1 , /f(a'vac> = Rvac (25&)
’%I(O) =0 ) /f/<0'vac) = frvac 5 (25b>
Ovac
Rvac
l‘f,”(()) =0 , /{/,(gvac) = o2 . (250)

vac

Wie wir spéter sehen werden, fithren die beiden Bedingungen in (2.5a) im Grenz-
ibergang Ky, — 0 zu absolutem Confinement. Mit den Bedingungen (2.5b)
nimmt das skalare Feld den Wert 0 = 0 bzw. ¢ = 0, im perturbativen und im
nicht-perturbativen Vakuum an [Bickeboeller85]. Die letzten beiden Bedingungen
(2.5¢) fithren wir hier aus numerischen Griinden ein (siehe wieder Anhang A).
Die Bedingungen (2.5) lassen sich von einem Polynom 5. Ordnung erfiillen. Unser
Ansatz fiir die dielektrische Funktion ist also

1+ ksa® + kgt + k52>, 0<2<1
K(x) = 1, =<0 , (2.6)
Kvac 5, T > 1

mit Koeflizienten

1

by = 5 (20K —20) ks = —10

ki = (15— 23k 50 By = 15 (2.7)
1

k5 = 5 (19/£‘,ac — 12) ]{Z5 = —6

In unserer numerischen Analyse werden wir die Abhéngigkeit der Ergebnisse vom
Vakuumswert k.. analysieren. Wir zeigen die dielektrische Funktion fiir verschie-
dene Werte von Ky, in Abb. 2.2.

Der letzte Term in der Lagrange-Dichte (2.1), L£,, beschreibt eine direkte
Kopplung von Quarks und Confinement-Feld. Der Term wirkt wie ein Mas-
senterm fiir die Quarks, die damit eine effektive Masse mqg = m + g,0 erlangen.
Goldflam et al. [Goldflam82] haben unter Vernachléssigung der gluonischen Wech-
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1
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Abbildung 2.2: Die dielektrische Funktion k(o). Fur Werte Ky < 1072 dndert
sich die Funktion nur noch unwesentlich und die Anderungen verschwinden in-

nerhalb der Strichstérke. Fiir alle Rechnungen verwenden wir einen Wert von
Kyae = 1072,

selwirkungen — also mit g, = 0 bzw. kK = 1 = const — Quark-Wellenfunktionen
in sphérischen Konfigurationen bestimmt und damit hadronische Eigenschaften
wie Grundzustandsenergien des Nukleons und dessen magnetisches Moment be-
stimmt. In [Fai88] wurde stattdessen die skalare Kopplung vernachlissigt, g, = 0
und eine effektive skalare Quark-Kopplung an das dielektrische Medium gene-
riert. In [Bickeboeller85] dagegen wurden auch die gluonischen Freiheitsgra-
de mitberiicksichtigt und Quark-Wellenfunktionen, sowie das elektrische Gluon-
Potential in sphérischen Bags ermittelt.

In dieser Arbeit sind wir allein an den Gluonfeld-Konfigurationen bei vorgege-
bener Quark-Verteilung interessiert. Dazu betrachten wir von auflen vorgegebene
Quark-Farbstrome j;. Die Quarks sind dadurch keine dynamischen Freiheitsgra-
de mehr und wir vernachléssigen die Quark-Lagrange-Dichte £, vollstandig. Da-
durch verliert auch die effektive Quarkmasse in £, ihre Bedeutung. Von auflen
vorgegebene Quark-Strome entsprechen bereits Quarks mit unendlicher Masse.
In der Gitter-QCD entspricht das der Naherung, in der dynamische Quarks un-
terdriickt werden (quenched approximation). Die Dynamik solcher Quarks wird
nicht von der Kopplung an das Gluon- oder das Confinement-Feld beeinflusst
und entkoppelt vom restlichen System. Wir vernachléssigen also auch £, und
setzen g, = 0.

Die CDM-Lagrange-Dichte reduziert sich also auf die folgenden Terme

»CCDM = Eg + EU + qu s (28&)
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1
L, = —Z/{(O')FZ,FMV’G ) (2.8b)
1
L, = §8M0'6MO'—U(O') : (2.8¢)
Log = —GgsJp A, (2.8d)
B, = 0,4, —0,A, ,a€{38} , (2.8e)

mit j*¢ = (p% ) und Af = (¢7, A%). Im Folgenden nennen wir Lopy der
Einfachheit halber L.

2.2 Die Modell-Bewegungsgleichungen

Im Rahmen dieser Arbeit betrachten wir alle Felder als klassisch und vernachléssi-
gen alle Quantenkorrekturen. Aus der Lagrange-Dichte fiir das Modell in Gl. (2.8)
ergeben sich durch ein Variationsprinzip die Euler-Lagrange-Gleichungen als die
Bewegungsgleichungen des Systems,

Ou (K(a)FH) = ggj™* | (2.9a)
oo = —U'(0) — 3K (0)F5, FH (2.9b)

Auf Grund der Abel’schen Projektion und der Antisymmetrie von F#* ist der
Quarkstrom in unserem Modell, im Gegensatz zum Quarkstrom in der QCD (s.
Gl. (B.18)), eine ErhaltungsgroBe:

D" =0 . (2.10)

Zusétzlich zu den 4 inhomogenen Gleichungen (2.9a) fiir die Eichfelder A% =
(9%, A*) konnen wir noch 4 homogene konstruieren. Ausgehend vom anti-sym-
metrischen Feldtensor Fjj, definieren wir den dualen Feldtensor

1
Fhva — _EpuaﬂFgﬁ

5 : (2.11)

wobei €% der vollstindig anti-symmetrische Tensor 4. Stufe ist. Mit dieser
Definition erhélt man sofort

D, FH =0 (2.12)

wobei wir hier die Definition von Fj;, in Gl. (2.8¢) verwendet und die Vertausch-
barkeit der partiellen Ableitungen vorausgesetzt haben.

Die Komponenten des Feldtensors F#** sind gerade die elektrischen Felder
Ef = —F%¢ = _V,¢* — 9;A% und die magnetischen Felder B¢ = —%eiijjk’“ =
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(V x A%);, baw.

0 —-E, —E, —E.
E, 0 —-B. B,
E, B. 0 —-B,
E. —B, B., 0

Frve — (2.13)

Zusammen mit diesen mikroskopischen Feldern konnen wir die Mediumfelder
D* = k(0)E* und H = k(0)B einfiihren. Damit lassen sich die Gleichungen
(2.9a) und (2.12) in die Maxwell-Gleichungen umschreiben:

V.-D* = gop° (2.14a)

Vx H*— 8,0 = g,J° (2.14b)
VxE'"+8,B" = 0 (2.14c)
V-B = 0 (2.14d)

Wie gewohnlich beschreibt die letzte Gleichung (2.14d) die Nichtexistenz von
magnetischen Monopolen und das Faraday’sche Gesetz (2.14c) die Abwesenheit
von magnetischen Stromen. Fiir ein nicht-homogenes Medium, und im Allgemei-
nen ist der dielektrische Wert « eine ortsabhéngige Grofle, konnen wir allerdings
eine Grofle definieren, die sich wie ein magnetischer Strom verhilt. Wenn wir
den elektromagnetischen Feldtensor reskalieren mit F#* — GM* = k(o) FH®
erhalten wir mit dem entsprechenden dualen Tensor G** = %e“”aﬂ Ggﬁ

Jrag = 0,G"" (2.15)
T = VxD'+0,H=(Vk)x E+ () B (2.16)
P = V-H=(Vk)-B . (2.17)

Der so definierte magnetische Strom wird also allein durch die Inhomogenitéaten
des Mediums induziert. Im Falle, dass k = const = 1 iiberall gilt, verschwindet
auch der magnetische Strom ji0 = 0.

Die Gleichung fiir das skalare Confinement-Feld o (2.9b) kénnen wir noch mit
Hilfe der elektromagnetischen Felder umschreiben zu:

0lc = Ao —U'(0) +

:;((Z)) (5“ D fe ﬁa> . (2.18)

2.2.1 Die Ladungen der Quarks

Mit den Gleichungen (2.9) bzw. (2.14) und (2.18) ist das zu l6sende Gleichungs-
system beschrieben. Die einzigen &ufleren Quellen sind die Farbstréme jj. Diese
sind durch die Quarks und ihre Bewegungen gegeben. In dieser Arbeit betrach-
ten wir Quarks als spinlose Punktteilchen mit einer Farbladung ¢®. Aus nume-

1
2
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rischen Griinden weisen wir den Quarks eine rdumliche Verteilung w(Z) zu. Der
Farbstrom ergibt sich also zu

=Y dhuw (F - E(E) (2.19a)
k
w(r) = (27?7’(2])_3/2 e T/ (2.19b)

Die Gaufy’sche Breite der Quarkverteilung r( ergibt sich aus der Wahl des verwen-
deten numerischen Gitters (siehe Anhang A). Fiir Punktteilchen geht ro — 0,
aber auf Grund der Diskretisierung ist es besser, den Quarks eine endliche Breite
zu geben. Die Summe in Gl. (2.19a) erstreckt sich {iber alle Teilchen im System.
uh = (v,7Z) ist die Vierergeschwindigkeit und v der zugehorige Parameter aus
dem Lorentz-Boost.

Die Farbladung ergibt sich in unserem klassischen Modell aus folgender Uber-
legung. Der Farbstrom der QCD ergibt sich mit Gl. (2.1e) zu jj; = Yyt .
Die Quark-Wellenfunktionen 1 sind Spinoren im Spin-Raum und Elemente des
Farb-Tripletts im Farbraum. Den Spin-Anteil haben wir bereits vernachléssigt.
Den Farbanteil der Quark-Wellenfunktion werden wir dagegen in folgendem Sinne
beibehalten. Analog zur Flavor-SU(3) lassen sich in der Farb-SU(3) (siehe auch
Anhang B) zwei miteinander kommutierende Farb-Ladungsoperatoren Q* = 3
und Q% = t® einfithren.! Die Elemente innerhalb eines Farb-Multipletts lassen
sich nach den gemeinsamen Eigenvektoren dieser beiden Operatoren klassifizie-
ren. Die Farbladungen ¢* und ¢® sind dann deren Eigenwerte. Die Eigenvektoren
des Tripletts nennen wir |r), |g) und |b) mit der expliziten Darstellung

1 0 0
=101, o= 1], =|0] . (2.20)
0 0 1

Allgemein hat dann ein Quark mit Farbe ¢ € {r,g,b} bzw. ein Antiquark mit
Antifarbe ¢ € {r, g, b} die Ladung

@ = (el (221)
@ = (elQe) = —(elQve) = —q (222)

Wir bezeichnen natiirlich ein Quark im Zustand r, g oder b mit rot, griin bzw.
blau. Analog dazu lassen sich die Farbladungen der Elemente der adjungierten
Darstellung, also des Oktetts, beschreiben. Die adjungierten Farbladungsopera-
toren sind Q?j{s = Tj’g mit den in Anhang B definierten adjungierten Generatoren
T j”g. Die Ladungen der Elemente des Farb-Oktetts sind dann genauso die Eigen-
werte der Farbladungsoperatoren. Die Ladungen sind in Abb. 2.3 schematisch
dargestellt und ihre Werte sind in Tab. 2.1 gegeben.

n der Flavor-SU(3) sind dies gerade der Isospin 73 und die Hyperladung Y.
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Abbildung 2.3: Die Farbladungen des fundamentalen Quark-Tripletts (durchge-
zogene Linien), des Antitripletts (gestrichelte Linien) und des Oktetts (gepunkte-
te Linien). Der schwarze Punkt in der Mitte symbolisiert die beiden ungeladenen
Oktett-Zustéande.

Wir haben in der Abbildung den Oktett-Zustanden Namen gegeben, die aus
je einer Farbe und einer Antifarbe bestehen. Dies ist sinnvoll, da sich tatséchlich
die Farbladung eines Oktett-Zustandes aus je einer Farb- und einer Antifarbla-
dung zusammensetzt. Der schwarze Punkt in der Mitte der Abbildung symbo-
lisiert die beiden ungeladenen Oktett-Zustinde. Da sich die Gluonen der QCD
wie ein Oktett transformieren, liegt es nahe, die Oktett-Zustdnde mit den acht
Gluonen zu identifizieren. Im CDM werden die geladenen Gluon-Felder mit dem
Confinement-Feld modelliert und nur die beiden ungeladenen Gluon-Felder ex-
plizit beibehalten.

Ahnlich wie in der QCD kénnen wir in unserem klassischen Modell sowohl
farbneutrale Quark-Antiquark-Zusténde (¢g) als auch 3-Quark-Zustande (qqq)
konstruieren. Wir werden auch Systeme untersuchen, in denen wir Quarks aus
dem Oktett verwenden, um die Abhéngigkeit der Gesamtenergie, genauer der
Stringspannung eines Quark-Antiquark-Flussschlauches von der gewéhlten Dar-
stellung zu analysieren. In unserem klassischen Modell reduziert sich das auf die
Zuweisung einer hoheren Quarkladung (siehe Tab. 2.1).

2.3 Die CDM-Energiedichte

Wie wir im folgenden Abschnitt sehen werden, sind die wesentlichen Gréfien
des Systems diejenigen, die invariant sind unter Farbrotationen. Dieses sind die
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Farbe 2¢° 2v/3¢°

r 1 1

g -1 1

b 0 -2
rg 2 0
gr -2 0
bg 1 -3
gb -1 3
rb 1 3
br -1 -3

Tabelle 2.1: Die Farbladungen ¢ der drei Triplett-Zustdnde sowie der sechs ge-
ladenen Oktett-Zustéande.

Wirkungsdichte, also die Lagrange-Dichte selbst, aber auch die entsprechende
Energiedichte. Aus der Lagrange-Dichte (2.8a) ergeben sich zunéchst einmal die
kanonisch konjugierten Impulse

mne = oL = kE* = D! | (2.23a)
9 A
oL
= s 2.23b
m % = (2.23b)

Der zum Vektor-Potential Aj, kanonisch konjugierte Impuls ist also nicht das
elektrische Feld E“, sondern das Mediumfeld De.

Die Energiedichte des Systems entspricht gerade der Hamilton-Dichte, also
der (u = 0, = 0) Komponente des Energie-Impuls-Tensors T*”. Der kanonische
Energie-Impuls-Tensor ist definiert durch

oL oL
THY — v pa
90,45)° " 90,00

8o —g"L . (2.24)

Der elektromagnetische Anteil des kanonischen Tensors T ist nicht symme-
trisch in den Indizes pr. Er lasst sich allerdings durch Addition eines divergenz-
losen Terms symmetrisieren [Jackson75, Peskin95], wenn der Quarkstrom j*®
verschwindet. Der Energie-Impuls-Tensor im CDM hat dann folgende Form:

TH = gheFa F 1 9lgdo — g,jta A — gL (2.25)

Durch die Kopplung an den dufleren Strom ist der resultierende Tensor 7" sym-
metrisch bis auf den Kopplungsterm j*%A*%. Aus der (0,0)-Komponente erhal-
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ten wir dann die Energiedichte des Systems:

e(f) = T (2.26)
1 D*- D+ H* - H*
— - _ < >a Aa
e(r) 5 o) 9sJ
1 .92 1 = 2
+ 5 o° + 5 (VO') + U(O’)

2.4 Statische Konfigurationen

In dieser Arbeit sind wir allein an statischen Losungen interessiert. Das heift, die
Quarks befinden sich an vorgegebenen festen Positionen. Dadurch verschwindet
der rdumliche Anteil des Quarkstroms 7*. Es ist dann auch verniinftig anzuneh-
men, dass sowohl das skalare Feld als auch das 4-Potential A*“® zeitunabhingig
sind. Die elektromagnetischen Felder sind dann ebenfalls statisch, und es gibt
somit keine Quellen mehr fiir ein magnetisches Feld B. Die Energiedichte verein-
facht sich dann auf

1De. D

=) =3 PR %(%)2 +U(0) (2.27)

mit statischen Bestimmungsgleichungen fiir die elektrischen Felder E° bzw. die
elektrischen Potentiale ¢® und das skalare Feld o:

D* = k(o) E* = —k(0)Ve® (2.28a)
Vo (ko) V") = —gop" . (2.28D)
Ao —U'(o) —% :;({;)) D*-D* . (2.28¢)

Die Poisson-Gleichung (2.28b) erzwingt ein elektrisches Feld bei vorgegebener
Ladungsdichte p®. Dieses elektrische Feld wiederum ist dann die Quelle fiir das
Confinement-Feld o.

Wir werden in unserer numerischen Analyse sehen, dass das skalare Feld
in typischen Feldkonfigurationen nur in stark lokalisierten Raumbereichen von
seinem Vakuumwert o,,. abweicht und im Zentrum dieser Bereiche einen Wert
09 < Oy annimmt. Diese lokalisierten Raumbereiche werden auf Grund ih-
rer Struktur nicht-topologische Solitonen [Friedberg77a, Friedberg77b] genannt.
Weitaus anschaulicher ist allerdings der Begriff des Bags.? Das elektrische Feld
ist weitestgehend auf das Innere der Bags beschrankt. Diese Bags haben ein In-
neres, also das Volumen, in dem o = o gilt, und eine Oberflache, an der der

2Eine genauso griffige wie kurze deutsche Bezeichnung fiir diese Strukturen ist schwer zu
finden, deshalb verwenden wir hier durchgehend den englischen Begriff.
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Ubergang von oq — 0y, stattfindet. Entsprechend lésst sich die Gesamtenergie
des Systems auch in einen elektrischen Anteil Ey, eine Volumenenergie E,, und
eine Oberflachenenergie Ej,, zerlegen:

Etot = Eel + Evol + Esur ) (229&)
1D De
Ey = dr = , 2.29b
! / Y2 k(o) (2.29b)
Ep = /dng(cr) : (2.29¢)
1, -
Fow = / d’x (Vo) . (2.294)

Mit Hilfe der Poisson-Gleichung (2.28b) ldsst sich die elektrische Energie Eg
umschreiben auf

Eel =

N — N = DN -

- ! / & g () 0°(7) (2.30)

Im vorletzten Schritt haben wir eine partielle Integration ausgefiihrt und den
entstehenden Oberflachenterm vernachléssigt. Im rein perturbativen Vakuum ist
iiberall Kk = 1 und wir kennen die Greens-Funktion fiir die Poisson-Gleichung
[Jackson75]. Damit konnen wir die elektrische Energie ausdriicken durch

9; T Gl )

Ea =7 Hda;dy i (2.31)
Dieses ist natiirlich nichts anderes als der Ausdruck fiir die Energie in der freien
Maxwell-Theorie. Allerdings lésst sich hier sehr schon erkennen, dass die elek-
trische Energie vom Quadrat der Ladungsdichte abhéngt. Dieses éndert sich
auch nicht durch eine Modifikation des elektrischen Potentials durch eine rea-
listische Funktion (o), da diese ein Skalar im Farbraum ist. Das Potential ¢®
lasst sich lediglich nicht mehr auf so einfache Weise durch ein Integral iiber die
Ladungsdichte darstellen. Im néchsten Abschnitt werden wir diese Eigenschaft
der elektrischen Energie noch weiter untersuchen.
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2.5 Symmetrien des Modells

In diesem Abschnitt wollen wir die Symmetrien erlautern, die noch in unserer
klassischen und Abel’schen Ndherung enthalten sind. Die Lagrange-Dichte der
QCD und also auch die daraus abgeleiteten Bewegungsgleichungen sind invariant
unter lokalen SU(3)-Transformationen U(z). Diese transformieren die Quark-
und die Eichfelder geméf

v(x) — U@)y(z) (2.32a)
At = At (o)t — U(x)AMUY(2) — LU (x)o U () (2.32b)
Ux) = eof@r (2.32¢)

In unserer Modell-Lagrange-Dichte in Gl. (2.8) ist kein dynamischer Quark-
term mehr enthalten. Die Quark-Felder treten nur noch als duflere Quelle im
Farbstrom j* auf. Mit den Definitionen des Stroms in Gl. (2.19) und der La-
dungen ¢* in Gl (2.21) ist der Quark-Gluon-Kopplungsterm

Leg = —9s Ju A" (2.33)

= —gs Z<0k|ta|ck> Uk, p kau,a
k

Die Zustéande |c,) sind dabei die in Gl. (2.20) definierten Farbvektoren des k-ten
Teilchens.

2.5.1 Lokale Eichsymmetrie

In der Abel’schen Projektion sind die Gluon-Felder auf a € {3,8} eingeschrénkt.
Wenn wir die Transformationen U(z) in Gl. (2.32c) ebenfalls auf die von ¢* und ¢
generierten Tranformationen einschrénken, dann ist U(z) auf Grund der Diago-
nalgestalt von t3 und t® ebenfalls diagonal. Die eingeschrinkten Tranformationen
sind dann

o) —  |d) = 9@ c) (2.34a)
— dlag (eingI’ eing2’ e_igs(X1+X2)) ‘C)
AP — A = U(z) A*UT(z) — U(x) (0#0%(x))te U (x)  (2.34b)
= (A*e —0orP*(x)) t* mit
Po) | ) o) | )
2 2v/3 2 2v/3
Diese eingeschréankten Abel’schen Transformationen mischen also weder die ver-
schiedenen Komponenten der Farbvektoren untereinander noch die beiden Eich-

x2(7) = —

x1(z) (2.34c)
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potentiale A*3 und A*®. Die reduzierten Transformationen in Gl. (2.34) zerfallen
also in zwei U(1)-Transformationen mit Eichfunktionen y;(z) und xo(z).

Wie in der Maxwell-Theorie lassen solche Transformationen sowohl die elek-
tromagnetischen Felder als auch die einzelnen Farbladungen invariant, d.h.

Flrvae  — e (Au,a _ 8uea) — (Au,a — 8“@‘1) (2.35&)
_ F;u/,a
¢* = (UTtU|c) (2.35b)

Damit bleibt auch der Strom j*“ invariant. Da die Potentiale in £, expli-
zit auftreten, ist der Kopplungsterm selbst allerdings nicht forminvariant. Der
zusitzlich auftretende Term lédsst aber das Wirkungsintegral unveréindert, da der
Strom der Kontinuitdtsgleichung (2.10) (9,7"* = 0) unterliegt:

Sl = —g, / & jo (A — 940%) (2.36)

= —gs/ A3z jZA“’“—gs/ Az 8“]’3 6¢
= ng

In den in dieser Arbeit untersuchten statischen Konfigurationen ist die Konti-
nuitdtsgleichung trivial erfiillt (9p*/0t = 0 und 7* = 0). Die Maxwell-Gleichun-
gen sind also ebenso unveréndert unter den U(1)xU(1) Transformationen.

2.5.2 Diskrete Farbrotationen

Wenn die im vorangegangenen Abschnitt beschriebene U(1)xU(1)-Symmetrie die
einzige Symmetrie des Modells wére, dann wéren die Farbladung und das elek-
tromagnetische Feld beobachtbare Groflen. In der QCD dagegen sind die Felder
keine invarianten Gréfien, sondern transformieren sich unter SU(3)-Transforma-
tionen geméB Gl. (B.15b). Damit verbunden ist auch der farbgeladene Quark-
strom aus Gl. (B.17) kein erhaltener Strom und die zugehérige Quarkladung keine
ErhaltungsgroBe (s. Gl. (B.18)). Die Invarianz im CDM auf Ebene der Felder be-
deutet, dass ein System 77 aus einem roten und einem antiroten Quark von dem
aus einem blauen und einem antiblauen Quark (bb) voneinander zu unterscheiden
wiren. Das bb-System ist auf Grund seiner Ladungen (siehe Tab. 2.1) allein mit
einem Feld E® verbunden, wihrend das r7-System sowohl das EB- als auch das
E8-Feld enthiilt.

Es zeigt sich allerdings, dass es noch eine weitere Symmetrie in der Modell-
Lagrange-Dichte gibt. Diese spiegelt einen Teil der Farb-Invarianz der QCD wi-
der. Um die Farbsymmetrie des Modells leichter zu analysieren, ist es sinnvoll,
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den Gluon-Term mit der Identitéit Sp t%t® = §,,/2 umzuschreiben auf

1
L, = —5,%(0) Sp F,F* | (2.37)
Fre = preage (2.38)

und den Strom-Kopplungs-Term mit
Ly = =g ) (A ufuwn(@) (2.39)

k
(A" = (cr|A¥|cr) = (cr] A" 1% cp)

In unserem Modell hat jedes Quark eine wohldefinierte Farbe und lasst sich mit
einem der Farbvektoren r, g, b beschreiben. Wir vermuten nun, dass das System
eine Invarianz zeigt unter solchen Farbrotationen, die entweder zwei Farben oder
alle Farben zyklisch miteinander vertauschen. Solche Transformationen V' lassen
sich explizit finden:

€1 0 0 0 €1 0
Vi = 0 e 0 , Vo = 0 0 e |,
0 0 €1€2 €1€2 0 0
0 0 €1 0 0 €1
Vi = e 0 0],V = 0 e 0], (2.40)
0 €1€2 0 —€1€2 0 0
€1 0 0 0 €1 0
Vs = 0 0 e |, Vi = & 0 0
0 —e€e O 0 0 —e€169

Die Faktoren €/, haben die Werte £1. Diese Transformations-Matrizen sind
unitéir, d.h. VT = V=1 und sind damit Elemente der SU(3). Sie bilden selber eine
vollstdndige Gruppe, die wir D nennen wollen. Die Wirkungsweise der Trans-
formationen V; ist in Abb. 2.4 dargestellt. V; ist bis auf Phasenfaktoren ¢;/, die
Identitat. V5 und V5 sind zyklische Vertauschungen der Farben in verschiede-
ne Richtungen » — b — ¢g bzw. r — g — b. V, bis Vi wirken wie paarweise
Vertauschungen zweier Farben r < b, b < g und g <> r. Diese diskreten Trans-
formationen V' sind ein Relikt der urspriinglichen SU(3)-Symmetrie der QCD. Die
SU(3)-Symmetrie ist verbunden mit dem Farbstrom und die in unserem Modell
erhaltene Ladung ist weiterhin die Abel’sche Farbladung aus dem Farbstrom der

Quarks in Gl. (2.9a).

Da die Transformationen V' bis auf V; nicht mehr diagonal sind, vertauschen
sie auch nicht mit den Generatoren t3 und t®. Die Gluonfelder A*? und A*® trans-
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Abbildung 2.4: Die diskreten Farbrotationen aus Gl. (2.40). V; ist die Iden-
titat, V5 und V3 sind zyklische bzw. antizyklische Vertauschungen und V, bis Vg
paarweise Vertauschungen der Farben.

formieren sich also im Allgemeinen nicht mehr in sich selbst. Interessanterweise
liegen die transformierten Felder aber wieder im durch ¢* und % aufgespannten
Raum:

|C> N ‘/, |C> — |C/> (241&)
Al — A3 43 AnS S Vz'A“ViT - A;“’3 3+ A;“’g 8 (2.41b)
AP — B ARS L S ARS (2.41d)

Man beachte, dass der Ableitungsterm aus Gl. (2.32b) hier nicht mehr auftaucht,
da die Ableitung 9#VT der globalen Transformationen V verschwindet. Die Ko-
effizienten a; und b; der transformierten Felder lassen sich explizit berechnen und
sind in Tabelle 2.2 angegeben.

Wie auch in der QCD sind die elektromagnetischen Felder nicht mehr inva-
riant unter diesen Rotationen. Der Feldtensor F*¥ transformiert sich wie das
Vektorpotential selbst F** — VF*V. Dagegen ist die CDM-Lagrange-Dichte
invariant unter den Transformationen aus D,

Sp F,F* — Sp(VE,VIVF*V!)=Sp F,, F* | (2.42a)
(A"Y  — (c|[VIVARVIV ) = (AM) (2.42D)
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Vi W Vs Vi Vs Ve
a1 =1/2  —1/2 1/2 1/2 -1
o V32 —V3/2 —/3/2 V3/2 0
a® || 0 —v3/2 V3/2 —V3/2 V3/2 0
vl o—-1/2  —1/2  —1/2 -1/2 1

Tabelle 2.2: Die Koeffizienten a; und b; der transformieren Felder A*®. Die
Koeffizienten sind unabhéngig von den Vorzeichen ¢; der Transformationen aus

Gl (2.40).

mit der Definition von (A*) in Gl. (2.39). Die skalaren Terme in der Lagrange-
Dichte sind von den Transformationen V' gar nicht betroffen. Der Energie-
Impuls-Tensor und damit die Energiedichte ist dann genauso invariant und in
diesem Sinne eine Beobachtungsgrofle, die nicht von der expliziten Farbwahl
abhéngt. Die Energiedichte einer rr-Konfiguration ist z.B. identisch mit der
einer bb-Konfiguration. In unserer numerischen Analyse werden wir besonderes
Augenmerk auf die Energiedichte legen, obwohl wir zum besseren Verstédndnis
auch die elektrischen Felder berechnen werden.

2.5.3 Invariante ¢¢- und qqq-Zustéinde

Wir wollen hier schematisch die Transformationen V' an zwei Beispielen skizzie-
ren, die wir spéater detailliert numerisch untersuchen werden, die qg- und die gqq-
Konfiguration. Wir nehmen hier an, dass die Felder zwischen den (Anti-)Quarks
zu Strings mit verschwindender transversaler Ausdehnung zusammengeschniirt
werden. Entlang dieser Strings gilt x = 1 und abseits der Strings kK = Kyae = 0.

Im oberen Teil der Abb. 2.5 haben wir links den String zwischen einem blauen
und einem antiblauen Quark. Auf Grund der Ladungen der blauen Quarks gibt
es nur ein Feld E = £33 (angedeutet durch die gestrichelte Linie). Mit dem
GauBl’schen Gesetz (2.14a) und g; = 1 ergibt sich E® = g€, wobei €, ein Ein-
heitsvektor vom b-Quark zum b-Quark ist. Die Energiedichte entlang des Strings
ergibt sich damit zu & = (¢5)? = 1/3.

Die Farbrotation V3 transformiert das b- und das b-Quark in ein r- bzw. ein
r7-Quark. Das elektrische Feld transformiert sich gemaf Gl. (2.41a) und den
Koeffizienten aus Tab. 2.2 nach

E = ES +ES
_ _ﬁqst:&_lqsts
PR

= qggz t3 + qggz t8 )
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eyl

SENG

Abbildung 2.5: Die elektrischen Felder eines ¢ Strings und einer qqq Konfigura-
tion.

g = @+ @) =()=z
- ¢

Durch die Tranformation entsteht aus dem reinen E8-Feld ein zusétzliches Feld E3
(durchgezogene Linie). Die 3- und die 8-Komponente des transformierten Felds
E erfiillen wieder das Gauf-Gesetz mit den transformierten Ladungen. Obwohl
sich die Feldkonfiguration geéndert hat, bleibt also die Energiedichte invariant.
In unserem Modell spielt die explizite Wahl der Farben im gg-String keine Rolle.

Ganz analog dazu kénnen wir die Transformation auf einen rgb-Zustand an-
wenden. Im allgemeinen konnen die drei Quarks beliebig zueinander positioniert
sein, aber zur Illustration betrachten wir die Anordnung aus Abb. 2.5 unten. Bei
der qqq-Konfiguration gibt es verschiedene Moglichkeiten, die elektrischen Felder
anzuordnen. Zwei mogliche sind die sog. Y- und die A-Anordnung. Die erste-
re haben wir im unteren Teil von Abb. 2.5 schematisch dargestellt. In dieser
Anordnung ist die Feldkonfiguration in jedem String zwischen einem Quark und
dem zentralen Punkt identisch mit einem qg String. E, entspricht also einem r7
String, E, einem gg String und Eg einem bb String. Die Felder transformieren
sich beispielsweise unter V3 wie in der Abbildung angedeutet. Wieder bleibt die
Energiedichte invariant unter V3 und hat den Wert & = & =& = & = 1/3 in
jedem der drei Schenkel.
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In der A-Konfiguration verlaufen die Felder wie in Abb. 2.6 oben links skiz-
ziert. Anstatt die Quarks iiber eine zentrale Verbindung in der Y-Konfiguration

)
s~ By
b O,
pd
@

Abbildung 2.6: Alternative 3-Quark Feldkonfigurationen.

zu verbinden wie in Abb. 2.5 unten, verlaufen die Strings entlang der Seitenkan-
ten des Dreiecks. An jedes Quark sind jetzt zwei Strings gekniipft, die jeweils
einen Teil des elektrischen Flusses transportieren. Da das b-Quark keine La-
dung bzgl. der 3-Komponente des Feldes enthilt, verlauft diese Feldkomponente
nur zwischen r und g-Quark (durchgezogener Pfeil). r- und g-Quark dagegen
sind Quellen der 8-Komponente des Feldes, so dass dieses bei ihnen startet und
beim b-Quark endet (gestrichelte Pfeile). Es zeigt sich allerdings, dass die elek-
trische Energiedichte mit den durch das Gauf-Gesetz bestimmten elektrischen
Feldern in solch einer Feldanordnung nicht invariant ist unter den Transforma-
tionen V. Dies ldsst sich leicht zeigen, in dem man die Energiedichte in den
verschiedenen Teilstrings untersucht. Nach dem Gauf-Gesetz ist die Feldstérke
|Ey| = ¢ und | Ey| = |Es| = ¢8. Die Energiedichte in den Teilstrings ist demnach
E=(3)?*=1/4und & = & = (¢¥)? = 1/12 # &;. Diese Feldkonfiguration kann
demnach nicht invariant sein unter Transformationen, die die Farbe der Quarks
permutiert, da die Energiedichten in den Teilstrings unterschiedlich grof§ sind.
Eine Variante dieser Konfiguration ist in der Abbildung oben rechts gezeigt,
in der die Strings in einer geknickt linearen Anordnung vorliegen. Diese Konfigu-
ration ist tatséichlich wieder invariant, denn sie geht einfach durch kontinuierli-
ches Verschieben des Knotenpunktes vom Zentrum des Dreiecks bis zum b-Quark
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aus der Y-Konfiguration hervor. Allerdings ist die Gesamtenergie im Vergleich
zur Y-Geometrie hoher, da die gesamte Stringldnge grofler ist. Sind die Quarks
im Abstand R voneinander, dann ist die Stringldnge in der Y-Konfiguration
Ly = 3R/+/3 ~ 1.7R und in der Konfiguration oben rechts in Abb. 2.6 L. = 2R.
Fiir infinitesimal diinne Strings kénnen wir also die A-Konfiguration des qqg-
Zustands ausschlieflen.

Die Situation wird etwas anders, wenn die Quarks in der adjungierten Darstel-
lung gewihlt werden. Jedes Teilchens besteht dann aus einer Farbe und einer An-
tifarbe. In dieser Darstellung kénnen sowohl die Y- als auch die A-Konfiguration
invariant realisiert werden, wie in Abb. 2.6 unten links und rechts dargestellt. In
der A-Form sind alle Kanten identisch mit einem ¢g-String, der wie oben gezeigt
invariant unter den Farbrotationen ist. Die Energiedichte in jedem String ist
& = 1/3, die elektrische Gesamtenergie ist £3 oc 3R/3 = R.

Das elektrische Feld der Strings in der Y-Konfiguration ist z.B. in dem String
am gr-Quark |E§F| = qSF = 1 mit der Quarkladung fiir das gr-Quark aus Tab. 2.1.
Die Energiedichte in diesem String ist £24 = (QSF)2 = 1. Wie man sich mit den
Ladungen aus Tab. 2.1 klarmacht, sind die Strings am rb-Quark und am bg-Quark
zu diesem dquivalent. Fiir diese Konfiguration ist die elektrische Gesamtenergie
E3 o« 3R/ V3 ~ 1.7TR > E&!. In der adjungierten Darstellung sind also beide
Geometrien invariant. Zusétzlich ist die Dreiecks-Geometrie energetisch giins-
tiger. Dieses unterschiedliche Verhalten der Y- und der A Konfiguration bzgl.
der Invarianz unter Farbrotationen hat seine Entsprechung in der QCD, die zu
denselben Ergebnissen kommt [Kuzmenko03].

Die obigen Uberlegungen gelten allerdings nur fiir unendlich diinne Strings.
Realistische Strings haben aber eine endliche transversale Ausdehnung. In un-
serem Modell miissten wir einen unendlich hohen Druck auf die Bags ausiiben,
um sie in 1-dimensionale Strings zu komprimieren. Dieses wére mit einer un-
endlich hohen Energie verbunden. In unserer numerischen Untersuchung solcher
Systeme, werden wir auch sehen, inwieweit die hier gemachten Uberlegungen bei
endlichen Stringbreiten modifiziert werden. Realistische gqq-Konfigurationen mit
endlicher Stringbreite zeigen weder eine reine A- noch eine reine Y-Geometrie,
sondern eine Ubergangsgeometrie.

2.6 Energie ausgedehnter Zustinde

In der numerischen Analyse des Modells werden wir die Energien von Quark-
Konfigurationen untersuchen. Wie wir im néchsten Abschnitt sehen werden,
sind nur farbneutrale, hadronische Zusténde |H) sinnvoll. Unter farbneutra-
len Zusténden verstehen wir zunéchst einmal eichinvariante Zusténde wie sie in
Anhang B.3 beschrieben werden. Diese sind nach Gl. (B.24) farblos. Gleich-
zeitig verschwindet sowohl ihre Gesamt-Farbladung (H|Q%|H) = 0 als auch ih-
re Farbladungs-Dichte (H|p®(z)|H) (siche Gln. (B.25) und (B.27)). Im CDM
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sind solche Zustédnde allerdings trivial 16sbar. Die Ladungsdichte ist nach dem
GauB-Gesetz in Gl. (2.14a) die Quelle fiir die elektrischen Felder. Wenn diese
verschwindet, gibt es auch keine elektrischen Felder. Als sinnvolle, nicht-triviale
Zustdnde kommen im CDM demnach nur Zusténde mit nicht-verschwindender
Ladungsdichte aber verschwindender Gesamtladung in Frage. Zu den eichinva-
rianten Zustanden |H) suchen wir die analogen klassischen Zusténde |h). Wir
untersuchen solche Zustédnde hier explizit fiir ¢¢g- und gqq- Konfigurationen. Wir
verstehen unter der klassischen Ladungsdichte und der klassischen Energiedichte
die jeweiligen Erwartungswerte der entsprechenden Operatoren. Die Energie-
dichte ist nach Gl. (2.31) proportional zum Quadrat des Farbladungsoperators
p*(x)p*(y). Der Ubergang vom quantenmechanischen zum klassischen Zustand
geschieht durch Projektion auf einen ausgewéhlten Farbzustand. Wie wir se-
hen werden, sind solche Zustédnde erst in der Abel’schen Néherung farblos. Wir
werden jetzt zeigen, dass in der Abel’schen Néherung die Energiedichte fiir die
quantenmechanischen Zusténde |H) und fiir deren klassische Aquivalente |h), die
wir in unseren Simulationen verwenden, identisch ist.

2.6.1 Mesonische ¢g-Zustinde

Einen klassischen qg-Zustand erhélt man mit
1 - _
l92) = M) = —Z|(c)(&)) — [m) = () (Te)) -, (2.43)

wobei iiber doppelt auftretende Indizes zu summieren ist. Die Festlegung auf
die Farbe r in diesem Fall ist beliebig, da sich |r7) nur durch eine Farbrotation
von anderen Farbkombinationen unterscheidet. ¢ bzw. 1) sind die rdumlichen
Wellenfunktionen. Andere Quantenzahlen wie Spin und Flavor kommen in der
Lagrange-Dichte Lcpy nicht vor und spielen hier deshalb keine Rolle. Fiir |m)
gilt fiir beliebige Farbkombinationen (¢, ¢3)

(caCp|Q*|rT) = (calt®|r)dp — (r[t*[cs)0ar (2.44)

Die einzigen nicht-verschwindenden Matrixelemente erhdlt man fiir (o = 1,8 #

1) bzw. (¢ # 1,5 =1).

o al —(r[t*cs), (a=1,8+#1)
e = { TEY GRnhlY (249
B {;éo, a€{l...8}
- 0, ac{38) ,

was auf Grund der Diagonalgestalt der % sofort einsichtig ist. |m) ist also erst

in der Abel’schen Néherung farblos. Natiirlich verschwindet die Gesamt-Ladung
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(m|Q*m) = 0. Die Ladungs-Dichte ergibt sich zu

(r) () | () | (r)(F)) = (rle]r) [(a)|* = (Fle[7) [o(@)]* . (2.46)

Die Ladungsdichte ist erst Null, wenn Quark und Antiquark die gleiche rdumliche
Verteilung haben. In unserem Modell also, wenn sie sich am selben Ort befinden.

Fiir die Energiedichte wollen wir hier den Vergleich in den beiden Zustédnden
|M ) und |m) machen. Die Energiedichte ist proportional zu (p®(z)p*(y)) und
ergibt sich im Zustand |M) zu

(M1 (@) () M) = S{(e) @) | @' W) | ()(@d) (247

= ({4 e85 (@) — )
+ (& | 11" €;) 64 [0(z)[?6(x — )
el )@ 16) o Plo) P
el )1 6) )P e)?)

= 280 () (1) Po(a — 9) +16(2) Po(a — )
~ @) P — @) Plo)?)

und im Zustand |m) analog zu

(ml p"(2)p"(y) Im) = ((r) () [ p"(2)p" (y) | (1) (79))) (2.48)
= (r[t"t"|r) (V@) "oz —y) + [(2)*d(z — y))
=t ) ([ (@) Pl + [ ) Pl (@))

Die beiden Terme in beiden Gleichungen entsprechen den Selbstenergien der
(Anti-)Quarks. Die anderen beiden Terme entsprechen der Wechselwirkungs-
Energie der beiden Teilchen untereinander. Die Quark-Antiquark-Wechselwir-
kung ist also attraktiv.

Wir kénnen die auftretenden Matrix-Elemente und Spuren im Farbraum so-
wohl in der vollen SU(3) (a € {1...8}) als auch in der Abel’schen N&herung
(a € {3,8}) auswerten:

1 aa Cr, a€{18}
gSptt = {C%vb, a€{3,8} s (249&)

asa . Cr, aE{l...S}
(rleee |r) = {cgb, ccias (2.49b)
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el e r) = {g;b/‘l: S (2.49¢)

Hier haben wir die Definition des Casimir-Operators Cr aus Gl. (B.4) verwendet
und gleichzeitig den Casimir-Operator C% = 1/3 in der Abel’schen Niherung
eingefiihrt, der durch t%* = C%13 mit a € {3,8} definiert ist. Man sieht,
dass die Erwartungswerte in den Zustédnden |M) und |m) nur in der Abel’schen
Néherung gleich sind:

(M| p*(@)p*(y) M) = O (|o(2)P5(x — y) + [9(@)?6(x — ) (2:50)
—C ([ (@)PLE) + () 1))
— (] p"(2)p"(y) Im) fiir a € {3,8}

2.6.2 Baryonische ¢qqq-Zustinde

Genauso konnen wir 3-Quark-Zusténde untersuchen. Analog zum ¢g-Fall erhalten
wir den klassischen Zustand fiir das CDM mit
1

l999) = |B) = N |(cithr)(etp2) (cxths)) — |0) = [(repr) (ge2) (b¢P3)) - (2.51)

Wie zuvor ist dieser erst in der Abel’schen Néherung farblos, d.h.

(cacpey | Q% rgb) = { i 8: Z E };,8}8}

fir beliebige Kombinationen (c,,cg,c,). Die Gesamtladung ist wieder Null,
(rgb|Q*|rgb) =0, und die Ladungs-Dichte ist

3

(rgb| p(x) | rgb) = Y (e[t | ci) [u()* . (2.52)

i=1

Auch hier verschwindet die Ladungsdichte erst, wenn alle Quarks am selben Ort

sind. Fiir die quadratische Ladungsdichte erhédlt man fiir den quantenmechani-
schen Zustand |B):

1

(Bl p*(x)p"(y) |B) = 3y CiakCirsk (2.53)
3

(Ger 147 )08 S ([al)]? oz — 9)

n=1

e |1 e [ ) S lom(@)Plon()]?)

n
m¥#n
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]

_ lsp t“ta< (Itn(@)[? 6(z — 1))

n=1

——Zwm L))

m;én

und fiir den entsprechenden klassischen Zustand

3

Ol p" @) () 10) = D ((ealtt" [ ea)ltou()]* (2 — y)) (2.54)

£ 3 ((em | men ] ) Won(e) En(w)P)
Mit
Cnlttlenenltle) = —5{ /" CSla® e

sieht man wieder, dass die Erwartungswerte nur in der Abel’schen Naherung
iibereinstimmen:

(Bl p"(x)p"(y) |B) = CF (Z (I¢n()[* 6(2 — y)) (2.56)

5O W@ (o))

m,n

m¥#n

= (0] p*(x)p"(y) |b)

Auch die Quark-Quark-Wechselwirkung ist attraktiv, allerdings ist sie nur halb
so stark wie die Quark-Antiquark-Wechselwirkung. Wir halten hier zusammen-
fassend fest, dass in der gewédhlten Abel’schen Ndherung eine klassische Rech-
nung, wie wir sie in unseren Simulationen fiir das CDM verwenden, dieselben
Resultate fiir die Energiedichte liefert wie eine entsprechende quantenmechani-
sche — zumindest was die Farbstruktur anbelangt. Wir wollen hier erwidhnen,
dass in der Gitter-QCD Rechnungen in Abel’scher Néherung durchgefiihrt wur-
den. Diese Analysen zeigen im Vergleich mit den nicht-Abel’schen Rechnungen
eine Abel’sche Dominanz, d.h. dass beobachtbare Groflen, wie z.B. die Ener-
gie des Systems zum grofiten Teil von den Abel’schen Freiheitsgraden bestimmt
werden [Ezawa82, Bali96, Amemiya99, Bornyakov04].
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2.7 Phinomenologie des Modells

In diesem Abschnitt werden wir die Eigenschaften des Chromo-Dielektrischen
Modells qualitativ beschreiben. Dazu werden wir zwei prinzipiell verschiede-
ne Konfigurationen hervorheben: Jene mit nicht-verschwindender Gesamtladung
und farbneutrale Zustéinde im Sinne von Abschnitt 2.5.3 und 2.6. Die besten
Beispiele dafiir sind ein einzelnes Quark fiir die erste Klasse von Systemen bzw.
ein Quark-Antiquark-Paar fiir die zweite. Wie wir weiter oben schon erwahnt
haben, bilden sich um die Farbladungen Bags mit Volumen V' aus. Diese Bags
haben eine relativ scharf definierte Oberfliiche S , an denen der Wert des Dielek-
trikums von seinem perturbativen auf seinen nicht-perturbativen Wert abfallt,
dh. Kk =1— K= Ky bel T = S. Jedem Punkt im Raum ist also eindeutig eine
Dielektrizitédts-Konstante x(Z) zugeordnet. Mit diesen dielektrischen Eigenschaf-
ten wird das Medium gleichzeitig polarisierbar, und wir erwarten entsprechende
Polarisations-Ladungen p,, auf den Bag-Oberflichen. Fiihren wir die elektri-
sche Suszeptibilitdt x = xk — 1 ein, ergeben sich die Polarisation Pe und die
Polarisations-Ladungen mit

D% = (1+ x)E®

= E°+ P° mit P = \E* (2.57a)
V-E°=V.D*—V.P°
= p" + ply mit pog=—V- P . (2.57b)

Die elektrischen Felder und die Polarisation lassen sich in einem Bag-Modell
analytisch bestimmen. In diesem Modell nehmen wir an, dass der Bag einen
infinitesimal scharfen Rand hat. In seinem Inneren ist x = 1 und in seinem
AuBeren k = Fyue, d.h. K(Z) = @(’g— f}) + ﬁvac@(}f - g}) Wir werden fiir ein
einzelnes Quark sowie fiir ein Quark-Antiquark-Paar die Felder in diesem Bag-
Modell bestimmen und anschliefend mit Ergebnissen aus dem CDM fiir diese
Konfigurationen vergleichen. Dieses wird uns ein qualitatives Verstandnis fiir die
CDM-Ergebnisse liefern. Diese Art von Bag-Modell wurde bereits diskutiert in
[Johnson76, Casher79, Casher79].

2.7.1 Bag-Modell

Ein einzelnes Quark mit Farbe ¢ hat eine sphérisch symmetrische Ladungsdich-
te p(Z). Wir nehmen hier an, das Quark sei punktformig, also gilt p*(¥) =
q%(Z). Auf Grund der Symmetrie sind sowohl die elektrischen Felder als auch
das Confinement-Feld o sowie die dielektrische Funktion radialsymmetrisch. Die-
se Situation ist in Abb. 2.7 auf der linken Seite dargestellt. Das Quark (mit
positiver Ladung) ist im Zentrum des Bags mit Radius R und mit x = 1, der
vom dielektrischen Medium mit kK = k.. umgeben ist. In der zweiten Situation
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Abbildung 2.7: Sphérisch symmetrischer Bag fiir eine einzelne (positive) Quark-
ladung (links) und axial-symmetrischer Bag fiir Quark-Antiquark-Ladung. Das
Dielektrikum hat den Wert x = 0 im Inneren und & = Ky im AuBeren. An
der Bagoberflidche bilden sich Polarisationsladungen. Beim Einzelquark wird die
zentrale Ladung nach auflen verstirkt (Antiscreening), beim Dipol ist die Netto-
Ladung weiterhin gleich Null.

(in der Abbildung rechts) hat der Bag nur noch Zylinder Symmetrie mit radialer
Ausdehnung pg. Quark und Antiquark befinden im Abstand R zueinander auf
der Symmetrie-Achse, die wir hier als x-Achse wéhlen.

Das elektrische Feld hat im ersten Fall allein eine radiale Komponente. Durch
das GauB-Gesetz in Gl. (2.14a) ist die transversale Komponente der dielektrischen
Verschiebung D beim Durchgang durch eine Grenzflache zwischen Bereichen mit
verschiedenen Dielektrizitéits-Konstanten stetig (siche [Jackson75]), also

= gsqa—» . 5(1 =4 0 , T <Tg
D — c e — - pa — N
()= LLs | Eeg {5 PO g o
(2.58)

Entsprechend macht die radiale Komponente von E einen Sprung um das 1/Ky,e-
fache an der Grenzflache (siehe auch Abb. 2.8, links). Die Polarisation ist dem
elektrischen Feld entgegengerichtet und auf der Grenzfliche bildet sich eine Po-
larisations-Ladungsdichte

4 ‘%‘ 9sqe 5(7“ - TO) . (2.59)

Ppol =
po 4 rd

Im Grenziibergang k... — 0 divergieren das elektrische Feld E“ und die Polari-
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sation P? sowie die Polarisations-Ladungsdichte p,, an der Bagoberfliche. Der
magnetische Strom j* = Vi x E@ verschwindet auf Grund der Symmetrie des
Problems.

3 D — c
Kyac=0.005 Y E --eeee E=D o
1
4 |-
S -
g 3r €
S =
— _ N 5
E’ Kvac_0'01 —7 ‘\ E,
-2t N Kyac=0-1
w i1}
0.05 Kyac=0.05
1r Kyac=0. e 4
e \ __________ Kyac=0.01
Kyac=0.1 e =000 SO
0 ey | 0 I N e e
0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15 2
IR p/pO

Abbildung 2.8: Elektrische Felder des einzelnen Quarks (links) und der ¢g-
Konfiguration (rechts). An der Bagoberflidche springt beim Einzelquark das elek-
trische Feld E proportional zu 1/ky,. und die Verschiebung D verlduft stetig.
Beim Dipol verlauft das elektrische Feld stetig und die Verschiebung fallt auf
einen Wert proportional zu Kyac.

Im gg-Fall kénnen wir die Felder bereits nur noch im Grenzfall sehr weit
entfernter Teilchen analytisch bestimmen, also fiir R — oo. Da die parallele
Komponente des E-Feldes stetig an der Bag-Oberfliche ist, kénnen wir anneh-
men, dass das elektrische Feld in der zentralen Ebenen zwischen den Quarks die
Dipol-Form des freien Feldes (k = 1) annimmt:

Eo(p) = L Co i (2.60a)
() 1]
= Ea P < pPo
D = ’ 2.60b
w={ e (2.600)
_»a _ O? p<p0
P ={ g s (2.60¢)

mit a = R/2. Hier haben wir bereits Ky, = 0 ausgenutzt und das GauB-Gesetz
verwendet. Die Polarisation-Ladungsdichte verschwindet aufgrund der Homoge-
nitéit der Felder in der zentralen Ebene zwischen den Teilchen. An den Polen der
qq-Konfiguration werden sich analog zum 1-Teilchen-Fall Polarisations-Ladungen
auf einer Kugel-Halbschale bilden mit entgegengesetzten Ladungen auf den bei-
den Polkappen. Die dazugehorige Polarisation ist auflerhalb des Bags dem elek-
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trischen Feld E entgegengesetzt und 16scht dieses bis auf Terme Do = O(Kyac)
aus (s. Abb. 2.8 rechts). Der magnetische Strom 7* = j*0(p — po)€, hat lediglich
eine azimutale Komponente und ist damit ein reiner Oberflachenstrom. Dieses ist
dual zu einer Spule, in der der Spulenstrom ein nahezu homogenes magnetisches
Feld erzeugt. Im Modell des dualen Supraleiters [Nielsen73, Wyld76, Baker91] ist
genau wie hier das elektrische Feld im Flussschlauch durch einen magnetischen
Strom eingeschlossen. Man nennt diesen Flussschlauch auf Grund des Stroms
auch einen Wirbel bzw. Vorter. Dieser Wirbel wird uns spéter bei den CDM-
Ergebnissen wieder begegnen.

Die stabilen Konfigurationen erhalten wir aus einer Energiebilanz. So wie im
CDM sind auch im Bag-Modell die verschiedenen Phasen des Systems (k = 1 und
K = Kyac) mit unterschiedlichen Energiedichten verbunden. Die Energiedifferenz
ist durch die Bag-Konstante B festgelegt. Bei Vernachlassigung der Oberflachen-
energie (siehe Gl. (2.29)) besteht die Energie allein aus dem Volumenanteil und
dem elektrischen Anteil.

Die elektrische Feldenergie des einzelnen Quarks ldsst sich mit den Gln. (2.58)
bestimmen. Wie in der freien Maxwell-Theorie fiir Punktladungen divergiert die
elektrische Energie (Gl (2.29b)) auf Grund der Selbstwechselwirkung. Dieses
regulieren wir, indem wir nur die Energiedifferenz zum rein perturbativen Fall
(k = 1 iiberall) betrachten.

1 L1 L
Egq = §/d3an-D“—§/d3x E*.D* (2.61)
k=1
_ 1/°°d 9:Cr 1 [ gCr
81 J, k(r)r?2 8w J, r2

2 e’}
9:Cr < 1 — 1) / dri
81 Kvac R 72

QECF 1 B 1)
Kvac

8TR
Die Volumenenergie des Einzel-Quarks bestimmt sich ganz einfach aus dem
Volumen des Bags und der Bag-Konstanten zu Ey, = (4/37)r®B und man erhélt
fiir die Gesamtenergie

8T\ Kyac

2C 1 4
Etot(r) - Eel + EVOI == s F < - 1) + §7TT33 . (262)

Wie man sieht, sinkt die elektrische Energie mit zunehmendem Volumen und man
erhélt den stabilen Quark-Bag durch Variation der Energie nach dem Bag-Radius,
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dEyq KvacKl 4 1 QECF
dT = 0 - TO - 327T2 B/fvac ) (263&)
1/4
1 (2B [ g2Cr\’
By = 3Ey, = 1= ( - ) ; (2.63b)
1/4
1|2B [ g2Cr\’°
Ew = 3| ( : ) (2.63¢)

Man sieht bereits, dass der Radius mit steigender Bag-Konstante sinkt und mit
wachsender Kopplungskonstante g, anwéchst. Aus diesem Grund interpretiert
man die Bag-Konstante auch als Vakuumsdruck, gegen den sich die elektrischen
Felder aufbauen miissen. Auflerdem divergieren sowohl der Bagradius als auch
die Energie der Einzelladung fiir K, — 0. In einem perfekt dielektrischen per-
turbativen Vakuum gibt es also keine stabilen Quark-Bags mit endlicher Ener-
gie. Fiir typische Werte g, = 2 und BY* = 260 MeV sowie Aye = 1072 bzw.
Kyac = 107* erhalten wir einen Bagradius o = 0.6 fm bzw. ry = 1.9 fm und eine
Gesamt-Energie Fi, = 2.3GeV bzw. Ei = 72 GeV.

Bei der gg-Konfiguration ist dies anders. Fiir sehr grofle Quarkabsténde
R/2 > py (s. Abb. 2.7, rechts) hat der Bag Zylinder-Geometrie. Die Feldkon-
figuration an den Pol-Kappen des Bags beeinflusst die Felder im Zentrum des
Zylinders nicht mehr. Die Energie in der zentralen Scheibe der Dicke AR lésst
sich mit GL. (2.60a) bestimmen:

ABg = 3 o AR+ O(Fyae) (2.64a)
ABE, = mp°BAR . (2.64b)

Der zweite Term in Gl. (2.64a) entsteht aus der elektrischen Energiedichte au-
Berhalb des Bags und verschwindet fiir k... — 0. Der stabile Bagradius pg ergibt
sich wieder durch Variation:

dEtOt Kvac—0 4 g2CF
=0 — = =2 2.65
dp p(] 271'23 ) ( a)

2
AEY = AEY, = ,/QSCTFB AR | (2.65b)

AE), = \/292CrB AR | (2.65¢)
E
T = ddgt = /2¢2CyB . (2.65d)

Hier haben wir die sog. Stringspannung 7 eingefiithrt. In diesem einfachen Bag-
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Modell ist die Stringspannung identisch mit der Energie pro Liange im Fluss-
schlauch, dFEi./dR = AF/AR. Sowohl der Bagradius als auch die Felder im
Flussschlauch &ndern sich nicht bei weiter zunehmendem R. Dieses gilt im CDM
nicht fiir endliche Quark-Abstinde mit R ~ 1fm, wie wir spéiter sehen werden.
Im gg-Fall sind Volumenenergie und elektrische Energie gleich grof. Auflerdem
skaliert die Stringspannung linear mit der Kopplung ¢,+/Cr, was typisch ist fiir
alle Bag-Modelle [Johnson76, Hansson86, Lucini01]. Mit denselben Werten fiir g,
und B wie zuvor aber mit £y, = 0 erhalten wir pg = 0.4 fm und 7 = 560 MeV /fm.
Der Radius des Flussschlauches hat ungefahr dieselbe Grofie wie sie in Gitterrech-
nungen [Bali95] bestimmt wurde. Allerdings liegt die Stringspannung weit unter
dem phé&nomenologischen Wert von 980 MeV. Wir werden spéter sehen, dass die
Beschreibung des qg-Flussschlauches mit stetiger Bagoberfliche im CDM realis-
tische ausfallt.

2.7.2 CDM-Ergebnisse

In diesem Abschnitt werden wir fiir dieselben Konfigurationen wie zuvor die
CDM-Gleichungen (2.28b) und (2.28¢) losen und die Ergebnisse mit dem Bag-
Modell vergleichen. Fiir diese numerischen Ergebnisse verwenden wir, soweit
nicht anders angegeben, den Parametersatz PS-I aus Abschnitt 3.2, d.h. BY/* =
260 MeV, my, = 1000 MeV, oy, = 1.29 fm 1, gs = 2 und Ky, = 107 Fiir eine
gegebene Anordnung der Quarks 16sen wir die Bewegungsgleichungen (2.28) mit
den numerischen Methoden, die wir im Anhang A vorstellen. Aus den so erhal-
tenen Losungen fiir die Potentiale ¢® und das Confinement-Feld o bestimmen
wir sowohl die elektrischen Felder Ea, als auch die dielektrische Funktion und
die Energie des Systems. In Abb. 2.9 zeigen wir die Vektorfelder E (oben) und
D (Mitte) fiir ein einzelnes Quark (links) und einen Dipol der Linge R = 1fm
(rechts) zusammen mit den Konturlinien fiir das Dielektrikum. Das einzelne
Quark ist durch eine sphérische Symmetrie ausgezeichnet, das gg-Paar zeigt Zy-
lindersymmetrie. Die Vektorbilder kénnen natiirlich nur einen semi-quantitativen
Eindruck der Felder vermitteln.

Im Quark-Fall sieht man, dass das E-Feld auBerhalb des Quarks, d.h. au-
Berhalb der x = 0.8-Linie, noch einmal ansteigt. Dies ist qualitativ wie bereits
im Bag-Modell in Abb. 2.8 (links) beschrieben. Im Dipol Fall nimmt das E-
Feld nahezu die Form eines freien Dipol-Feldes an. Das D-Feld dagegen wird
im Quark-Fall gar nicht vom Dielektrikum beeinflusst, wéhrend es fiir den Dipol
auBerhalb von x = 0.8 fast vollstdndig unterdriickt ist.

Im unteren Teil von Abb. 2.9 zeigen wir einen Schnitt fiir die beiden verschie-
denen Konfigurationen fiir die elektrischen Felder zusammen mit der dielektri-
schen Funktion (). Links sieht man fiir das einzelne Quark die radiale Kompo-
nente des elektrischen Feldes entlang der radialen Koordinate r. x(r) ist nahezu
1 bei r = 0 und fallt nach » = 0.2 — 0.3 fm sehr schnell auf k., zuriick. Hier ist
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Abbildung 2.9: Die elektrischen Felder E (oben) und D (Mitte) und die radialen
Schnitte (unten) fiir die Quark- (links) und die ¢g-Konfiguration (rechts). Die
Konturlinien beschreiben die dielektrische Funktion bei x = (0.2,0.4,0.6,0.8).
Im Quark-Fall gilt fyae = 1072 und im Dipol-Fall £y, = 1074,
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Kvac = 0.01. Fiir kleinere Werte von k., bilden sich auf Grund der Dirichlet’schen
Randbedingungen (s. Anhang A) Spiegelladungen zu jeder Seite des kubischen
Rechengitters. Zu diesen Spiegelladungen ziehen sich unphysikalische farbelek-
trische Flussschlauche wie im Dipol-Fall, so dass die sphérische Symmetrie der
Konfiguration durch numerische Artefakte gebrochen ist. Das E-Feld macht wie
im Bag-Modell (s. Abb. 2.8) einen Sprung an der Bag-Oberfliache, der durch die
Polarisationsladungen induziert wird. Da & stetig ist, ist der Sprung aber nicht
mehr unstetig, sondern zeigt sich nur noch an dem Maximum bei » = 0.6 fm.
Das D-Feld (Quadrate) zeigt die mit Gl. (2.58) erwartete 1/r2-Abhéngigkeit (fei-
ne gestrichelte Linie). Man sieht auch das fiir ausgedehnte Ladungsverteilungen
typische Verschwinden der Felder fiir r — 0.

Rechts unten in Abb. 2.9 sieht man die x-Komponente der Felder fiir den
Dipol entlang der radialen Koordinate p bei x = 0, normiert auf den zentralen
Wert bei p = 0. & (strich-punktierte Linie) fillt bei p = 0.25 fm auf die Hélfte
ab. Dieser Wert lésst sich als Definition der Bag-Oberfliche auffassen. Spéter
werden wir eher den Verlauf der Energiedichte zur Definition der Bag-Oberflache
heranziehen. Auf der gleichen Skala fillt auch das D-Feld (durchgezogene Li-
nie) ab und verschwindet danach sehr schnell mit wachsendem Abstand von der
String-Achse p = 0. Das E-Feld (gestrichelte Linie) verlauft glatt durch die Bag-
Oberflache. Man sieht aber, dass durch die dielektrische Kopplung das E-Feld
vom freien Fall Ej, (diinne gestrichelte Linie) abweicht. Das E-Feld wird an den
Pol-Kappen in Richtung des Strings gebogen und fillt daher in der zentralen
Ebene langsamer ab.

Fiir das qg-Systems zeigen wir die Energiedichte in der z-y-Ebene in Abb. 2.10.
In der Abbildung sieht man dreimal denselben Flussschlauch, allerdings fiir ver-
schiedene Skalen der Energiedichte. Im obersten Teil der Abbildung sieht man
das vollstandige Ergebnis der numerischen Rechnung. Die Energiedichte wird in
der Néahe der Teilchen von der Coulomb-artigen Divergenz der Selbstenergie do-
miniert. Lediglich auf Grund des diskreten Gitters, auf dem wir die numerische
Losung darstellen, sind die Energiespitzen nur gro8 und nicht unendlich. Man
sieht aber bereits den Flussschlauch als hellen, scharf begrenzten Bereich zwi-
schen den Coulomb-Peaks. In der mittleren und der untersten Reihe schrinken
wir den dargestellten Bereich auf ¢ < 40 GeV/ims bzw. ¢ < 2.5GeV/ims ein. Erst in
der untersten Reihe wird die Struktur des Flussschlauches zwischen den Quarks
sichtbar. In den folgenden Kapiteln werden wir die Struktur dieses Flussschlau-
ches und seinen energetischen Inhalt detailliert untersuchen.

Die Polarisations-Ladungsdichte aus Gl. (2.57b) zeigen wir in Abb. 2.11. Da
in beiden Konfigurationen nur in der Ndhe der Ladungen ungefahr x = 1 gilt und
k in deren Nahe schnell auf kleinere Werte abfillt, erhalt man zunéchst einmal
starke Peaks bei den Ladungen selbst, obwohl man hier nur die Polarisationsla-
dung betrachtet. Die Oberflichenladung ist dann am eigentlichen Bagrand loka-
lisiert, wo x endgiiltig auf k... abfillt. Die Polarisationsladung hat beim Quark
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Abbildung 2.10: Die Energiedichte eines gg-Flussschlauches. Von oben nach
unten wurde die Skala der Energiedichte immer weiter reduziert. Oben sieht man
sehr schon die Coulomb-Spitzen und unten die Struktur des Flussschlauches.
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(links) dasselbe Vorzeichen wie die Quarkladung und verursacht den Anstieg des
E-Feldes am Bagrand. Beim Dipol (rechts) hat die Polarisationsladung an den
Pol-Kappen ebenfalls dasselbe Vorzeichen wie das jeweilige (Anti-)Teilchen. Man
sieht sehr schon die Schale der Polarisations-Ladungen an den Pol-Kappen und
wie sie in Richtung der zentralen Ebene bei z = 0 verschwindet. Diese schalenar-
tige Ladungsverteilung verursacht das weitgehende Verschwinden der Polarisation
(D ~ E und P ~ 0) im Inneren des Bags und das Verschwinden des D-Feldes im
AuBeren (P~ —E und D =~ 0).
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Abbildung 2.11: Die Polarisations-Ladungsdichte fiir die ¢- (links) und die ¢g-
Konfiguration (rechts).

In Abb. 2.12 ist der magnetische Strom nach GIl. (2.15) dargestellt. Links
zeigen wir den Strom in der zentralen Ebenen bei x = 0. Die Wirbelstruktur ist
klar zu erkennen. Das Profil entlang der radialen Richtung ist rechts zu sehen.
Der Strom ist stark auf der Oberfliche bei » = 0.2 — 0.3 fm lokalisiert und f&llt
schnell nach auflen hin ab.

Fiir sehr grofle Quark-Abstéinde R mit den Quarks auf der z-Achse konnen
wir eine Losung fiir die Feldgleichungen (2.28) in der zentralen Ebene angeben.
Auf Grund der Zylinder-Symmetrie kénnen wir folgenden Ansatz machen:

O(F) = ¢'(2) = car . (2.66)
o) = olp) . (2.67)

Das Potential ¢ ist unabhéngig von p, weil E(p) nahezu konstant ist. Die Kon-
stante ¢, ist durch das Gaufi’sche Gesetz bestimmt. In diesem Fall besteht zwi-
schen der dielektrischen Verschiebung und der dielektrischen Funktion der einfa-
che Zusammenhang

D(p) = —car(p) & (2.68)

Das elektrische Feld ist parallel zur Verbindungsachse der Quarks, und sein Profil
ist direkt proportional zum Profil der dielektrischen Funktion x(p) = x(o(p)).
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Abbildung 2.12: Der magnetische Strom des ¢ Flussschlauches in der zentralen
Ebene bei z = 0. Der Strom zeigt eine Wirbelstruktur und ist stark an der
Oberflache des Flussschlauches lokalisiert.

Wir werden in Kapitel 4 diskutieren, ob und ab welchen Abstdnden R dieses
asymptotische Verhalten erreicht wird.

Wir schliefen die qualitative Diskussion ab, indem wir die Gesamtenergie
(2.29a) der beiden Konfigurationen als Funktion von Ky, in Abb. 2.13 zeigen.
Bei der Dipol-Konfiguration (Dreiecke) sieht man, dass die Energie sehr schnell
fiir kleiner werdende k... gegen einen konstanten Wert lauft. Fiir ry.. < 0.01
andert sich die Energie praktisch nicht mehr. Im Quark-Fall kénnen wir wieder
nur Konfigurationen mit k,. > 0.01 numerisch sinnvoll berechnen, bevor sich die
unphysikalischen Flussschlduche zu den Spiegelladungen ausbilden. Bis dahin
hat die Energie aber, genau wie im Bag-Modell (s. Gl. (2.63b)) in der doppelt
logarithmischen Darstellung einen linearen Verlauf. Im Quark-Fall haben wir
die doppelte Energie dargestellt. Diese muss aufgewendet werden, um einen ¢g-
Zustand in zwei isolierte Teilchen zu trennen. Wir haben die Energie mit der

Funktion
a
P
Rvac

Etot =

parametrisiert und die Parameter a und p durch einen Fit an die numerischen
Ergebnisse bestimmt. Wir erhalten p ~ 0.36 im Gegensatz zu p = 3/4 im
Bag-Modell. Der Fit ist durch die gestrichelte Linie dargestellt. Wir vermu-
ten, dass die kleinere Potenz mit den glatten Feldverlaufen an der Bagober-
fliche zusammenhéngt. Wenn wir den Fit zu kleineren Werten extrapolieren,
erhalten wir Ei(107%) = 15GeV und Ei(107%) = 82GeV im Gegensatz zu
FEit(107%) = 72 GeV im Bag-Modell. Im CDM zeigen die Bags gegeniiber dem
naiven Bag-Modell keine scharfen Bag-Grenzen, sondern eine charakteristische
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Ubergangsdicke, in der die elektrischen Felder abfallen und das Confinement-Feld

auf seinen Vakuumswert o,. steigt.
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Abbildung 2.13: Die Energie eines Quarks und eines Dipols als Funktion von
Kyac- Die Dipol-Energie (Dreiecke) ist praktisch konstant fiir ry,e < 0.01. Die

Quark-Energie (Quadrate) ldsst sich durch ein Potenz-Gesetz beschreiben mit

einer Abhéngigkeit Fio ox my0.
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KAPITEL 2. DAS CHROMO-DIELEKTRISCHE MODELL



Kapitel 3

Die Parameter des Modells

In diesem Kapitel werden wir das Modell beziiglich seiner Parameter untersuchen.
Dazu studieren wir die Reaktion eines ¢g-Flussschlauches auf die Variation der
Parameter. Genauer gesagt analysieren wir das Profil eines Strings fester Léange
R und das gg-Potential, also die Energie des Strings als Funktion seiner Lénge.
Das Profil wurde in Gitterrechnungen in verschiedenen Eichtheorien untersucht
[Bali95, Matsubara94]. Das Potential wurde durch das Quarkonia-Spektrum be-
stimmt [Eichten75, Quigg79, Eichten80]. Das gg-Potential V,;(R) ldsst sich durch
das Cornell-Potential [Eichten78]

V.(R) = 202 B, — C2 % +TR (3.1)
parametrisieren. In Gitterrechnungen sowohl in SU(2) [Bornyakov04] als auch in
SU(3) [Bali97] wurde die qualitative Form des gg-Potentials reproduziert. Der
unphysikalische, konstante Term FEj beschreibt die Selbstenergie der Ladungs-
Verteilungen, die durch die Definition der elektrischen Energie in Gl. (2.29b)
explizit in der Gesamtenergie enthalten ist. Wir haben hier den Faktor 2 fiir die
Zahl der Teilchen im String und den Farbfaktor C# isoliert, die in die Berechnung
der Selbstenergie explizit eingehen. Den Farbfaktor haben wir bereits in der fiir
unser Modell angemessenen Abel’schen Form gewéhlt. Fiir Punktteilchen, also
fiir ro — 0 (s. Gl (2.19b)), divergiert diese Selbstenergie.

Der Coulomb-Term beschreibt die ¢g-Wechselwirkung fiir kleine Absténde R.
Auch hier haben wir den Abel’schen Casimir-Faktor aus der effektiven Kopplungs-
Konstanten « isoliert. In der QCD léasst sich fiir kleine Abstande die Storungs-
theorie anwenden. Der 1-Gluon-Austausch fiithrt &hnlich wie der 1-Photon-Aus-
tausch in der QED zum 1/r-Potential. Im CDM erwarten wir fiir kleine Quark-
Absténde einen fast sphérischen Bag. Wenn der Bag grof§ ist gegen R, dann ist
die elektrische Wechselwirkung nahezu unbeeinflusst vom Bag. Wir erwarten also
auch im CDM ein Coulomb-Potential fiir kleine Absténde, das durch die Bag-
Bildung modifiziert wird. Diese Modifizierung wird in der effektiven Kopplung
a absorbiert. Der lineare Term ist das sog. Confinement-Potential. Fiir lange,

23
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diinne Flussschlduche skaliert die Energie mit der Linge R des Flussschlauches.
Die Stringspannung 7, die wir bereits in Abschnitt 2.7.1 im Rahmen des Bag-
Modell eingefiihrt haben, gibt die Stéarke des Confinements an.

Die Qualitét des Cornell-Fits an das gg-Potential V,; zeigen wir in Abb. 3.1.
In dieser und allen folgenden Abbildungen in diesem Abschnitt verwenden wir,
sobald wir nichts angegeben, die Modellparameter des Parametersatzes PS-1 aus
Tab. 3.2 in Abschnitt 3.2. Nur fiir sehr kleine Quarkabstinde R < 7y weicht
V,g(R) von V,(R) ab. In diesem Bereich tiberlappen die Ladungsverteilungen der
beiden Quarks und loschen sich gegenseitig aus. Das gg-Potential bleibt auch fiir
r — 0 endlich.

E [GeV]

Abbildung 3.1: Das CDM-qg-Potential (Késtchen) zusammen mit der Cornell-Pa-
rametrisierung (feine Linie). Zu sehen sind auch die verschiedenen Energieanteil
gemaB Gl. (2.29).

Das Profil des Flussschlauches wird durch die Energiedichte in der zentralen
Ebene zwischen den Quarks beschrieben. Fiir kleine Abstdnde erwarten wir ent-
sprechend zum Coulomb-Potential, dass sich die Felder wie im perturbativen Fall
(k = 1) verhalten. Die elektrischen Felder haben dann eine Dipolform. Fiir grofie
Absténde dagegen wird das Profil sehr viel schérfer durch den Bag begrenzt und
fallt schneller als Dipol-artig ab. Wir parametrisieren das Profil deshalb mit

fd(p) = Nd(p2 + p?l)_g ) R<1lm (3.2&)
fo(p) = Nyexp[—In2(p/py)"] ., R>1m . (3.2b)

Fiir grofle Abstéinde R wéhlen wir ein verallgemeinertes Gau3-Profil. Durch den
Faktor In 2 ist p, identisch mit dem Halbwertsradius. Neben dem absoluten Wert
N, bei p = 0 kénnen wir damit nicht nur den Halbwertsradius p, angeben, son-



55

dern auch die Steilheit des Profils bei p = p,, ausgedriickt durch den Parameter
n. Im Bag-Modell wire dieser Parameter unendlich grofl, n — oc. Auch hier
zeigen wir die Giite der Fits an die Energiedichte £(p). In Abb. 3.2 sieht man
tatsichlich, dass die Energiedichte fiir kleine R (links) besser durch den Dipol-Fit
in Gl (3.2a) und fiir grofie R (rechts) besser durch den generalisierten Gauf3-Fit
in Gl. (3.2b) beschrieben wird. Der Fit ergibt n = 2.1, das Profil der Energie-
dichte ist also nahezu GauB-artig. Der extrahierte Wert fiir den Halbwertsradius
liegt bei py = 0.33 fm.
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Abbildung 3.2: Das Profil der Energiedichte zusammen mit dem besten Fit der
Parametrisierung (3.2) an das ¢g-Potential fiir kleine (links) und groBe R (rechts).
Der Fit lduft {iber den gesamten Bereich von —1.5fm <y < 1.5fm. Links haben
wir den Peak abgeschnitten, um das charakteristische Dipol-Verhalten ey oc p~°
besser zu zeigen.

In Abb. 3.3 zeigen wir die Profile der Felder o und D2, sowie der dielektrischen
Funktion & fiir den 1fm langen String (links). Das Profil von s und D? sind
optisch bereits sehr dhnlich, und der String hat seine asymptotische Form fast
erreicht (vgl. Diskussion bei Gl. (2.68)). & fillt bei p ~ 0.30 fm auf die Hélfte
des zentralen Werts zuriick. Das Profil von k ist damit geringfiigig schmaler
als das der Energiedichte. Fiir denselben String zeigen wir im rechten Teil der
Abbildung das Profil der Energiedichte fiir die verschiedenen Anteile der Energie
nach Gl (2.29). Die elektrische Energie (gestrichelte Linie) bildet den grofiten
Teil der Energiedichte. Sie ist stark lokalisiert im Inneren des Strings mit einem
Halbwertradius von 0.26 fm. Die Volumenenergie (strich-punktierte Linie) nimmt
deutlich kleinere Werte an und ist dafiir etwas breiter mit einem Halbwertsradius
von 0.35 fm. Die Oberflichenenergie (gepunktete Linie) ist nur am Bagrand bei
p ~ 0.35 fm lokalisiert, was ihren Namen anschaulich macht.

Im Folgenden werden wir die Abhéngigkeit des gg-Potentials V,; und des Pro-
fils der Energiedichte £(p) von den CDM-Parametern untersuchen. Dazu werden
wir systematisch die Parameter B, mgy, oy und g, variieren und sowohl das
Potential als auch das Profil durch die Parametrisierungen (3.1) und (3.2b) be-
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Abbildung 3.3: Die Profile der Felder (links) und die verschiedenen Energiedich-
ten (rechts) des 1 fm langen Strings. Das elektrische Feld D? ist normiert auf
den zentralen Wert auf der Stringachse und das Confinement-Feld o auf seinen
Vakuumswert.

schreiben. Durch die Fit-Paratmeter Ey, o und 7 sowie N, p, und n kénnen wir
die Reaktion dann auch quantitativ beschreiben. In Abschnitt 2.7.1 haben wir ge-
zeigt, dass die im Bag-Modell eingefiihrte Stringspannung 7 zu gleichen Teilen von
der elektrischen und von der Volumenenergie gebildet wird (s. Gl. (2.65b)). Wir
werden im Rahmen dieser Analyse deshalb auch untersuchen, ob diese Gleich-
heit im CDM auch gilt und welchen Anteil die im Bag-Modell vernachléssigte
Oberflachenenergie an der Stringspannung ausmacht. Dazu machen wir je einen
separaten Cornell-Fit an die verschiedenen Energieanteile F.j, Fy, und Eg, mit
entsprechenden Parametern 7, 7y, und 7y, etc. In Abb. 3.1 haben wir bereits
die einzelnen Energien als Funktion der String-Lange mit eingezeichnet. Die Ge-
samtenergie wird von der elektrischen Energie dominiert. Dies liegt im Wesent-
lichen an der hohen elektrischen Selbstenergie der beiden Farbladungen. Man
sieht auch, dass die Volumenenergie rein linear iiber den gesamten Bereich ist
und somit der Parameter o im Cornell-Fit verschwindet. Wir werden deshalb die
Volumenenergie ohne den Coulomb-Anteil beschreiben, also a,, = 0.

3.1 Variation der Parameter

3.1.1 Die Bag-Konstante B

Aus dem Bag-Modell erwarten wir mit Gl. (2.65), dass der Stringradius propor-
tional ist zu B~'/* und die Stringspannung quadratisch mit B'/* anwichst. Im
CDM hat die Bag-Konstante nicht mehr die zentrale Bedeutung, wie sie es im
Bag-Modell noch hat. Im CDM wird sie ersetzt durch das skalare Potential U (o).
Da o keine Stufenfunktion mehr ist, mit ¢ = 0 im Inneren und o = o, im Aufle-
ren des Bags, sondern kontinuierlich von innen nach auflen ansteigt, nimmt auch
das skalare Potential eine kontinuierliche Form an. Hochstens auf der Stringach-
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se, wo o seinen minimalen Wert annimmt, kann U(c) noch den perturbativen
Wert U(0) = B erreichen. Wir miissten B also durch ein radial gemitteltes U(p)
ersetzen. Insofern ist das effektive B, das man mit dem B aus dem Bag-Modell
vergleichen konnte, nicht unbedingt mit U(0) identisch. Wir variieren im Folgen-
den die Bag-Konstante von B'/* = 0 bis zum maximal durch Gl. (2.4) gegebenen
Wert BY/4 = 240MeV (vergl. Abb. 2.1, gestrichelte Linien). Bei B = 0 hat
U(c) zwei entartete Minima bei ¢ = 0 und bei 0 = 0y,e. Bei BY* = 240 MeV
hat U(o) bei 0 = 0 nur noch einen Wendepunkt (wie die durchgezogene Linie
in Abb. 2.1). In Abb. 3.4 sieht man, dass mit wachsendem B das Profil der
dielektrischen Funktion (links) zwar nur geringfiigig schmaler und kleiner wird,
die Energiedichte (rechts) allerdings mit B*/* anwichst. Dieses liegt zum einen
an der mit B anwachsenden Volumenenergie. Zum anderen wird der Radius
des Flussschlauchs mit anwachsendem B leicht verkleinert, was zum Anwach-
sen auch der elektrischen Energiedichte fithrt. In Abb. 3.5 (links) sieht man das
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Abbildung 3.4: Die dielektrische Funktion (links) und die Energiedichte (rechts)
fiir verschiedene Werte B der Bag-Konstanten und R = 0. Im rechten Teil der
Abbildung sind die gezeigten Linien die besten Fits des verallgemeinerten Gauf3-
Profils gezeigt, um die Giite der Fits darzustellen.

Schrumpfen des Radius nochmal als Funktion von BY*. Der Halbwertsradius
sinkt von p, = 0.43fm bei BY* = 0 auf p, = 0.35. Gleichzeitig wird das Profil
etwas flacher fiir grofer werdende B und ist nahezu Gauf-formig (n = 2.25) fiir
B4 = 240 MeV. Obwohl die Energiedichte mit wachsendem B zunimmt, ist die
Stringspannung 7 (rechts in Abb. 3.5, Quadrate) nahezu unbeeinflusst von der
Anderung in B. Hier wird der Unterschied zu den Ergebnissen im Bag-Modell
fiir asymptotisch lange Strings deutlich. Die Stringspannung ist mit Gl. (2.65d)
T = dF/dR. Dies ist nur im Bag-Modell identisch mit der Energie in der
zentralen Scheibe des Flussschlauches. Im CDM wéchst der Radius des Strings
mit zunehmendem gg-Abstand R fiir R ~ 1fm. Dadurch nimmt die elektrische
Energiedichte bei z = 0 (2.64a) ab und es gilt dE/dR|,—0 # AFiot/AR|s—o-
Obwohl das asymptotische Profil fiir R < 1fm noch nicht erreicht ist, setzt das
lineare Verhalten des qg-Potentials bereits fiir R > 0.3 fm ein. Der elektrische Teil
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und der Volumenteil der Stringspannung sind wie im Bag-Modell fast identisch.
Der Oberflachenanteil nimmt mit wachsendem B ab, da der String-Radius mit
B schrumpft.
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Abbildung 3.5: Die Parameter p, und n fiir das Profil der Energiedichte (links)
und die Stringspannung 7 (rechts) als Funktion der Bag-Konstanten B.

3.1.2 Die Glueball-Masse m,
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Abbildung 3.6: Das gleiche wie in Abb. 3.4, aber fiir verschiedene Werte der
Glueball-Masse my.

Der Parameter m, gibt die Kriitmmung des skalaren Potentials U(c) bei o = 0
an. Er taucht im Bag-Modell nicht auf und ist mit der Dynamik des o-Feldes
verbunden. Fiir wachsende my wird das relative Maximum von U zwischen den
beiden stabilen Punkten ¢ = 0 und ¢ = oy,. immer ausgepragter (vgl. strich-
punktierte Linien in Abb. 2.1). Der Ubergang im String von ¢ = oy — 0 = 0
von auflen nach innen ist mit einer immer gréfer werdenden Volumenenergie
verbunden und ein schmaler Ubergangsbereich ist energetisch giinstiger. Ande-
rerseits wird dann das Profil im Ubergangsbereich immer steiler und die Ober-
flichenenergie nimmt zu. Da s sehr schnell auf x.,. abféllt, wird die elektrische
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Abbildung 3.7: Wie Abb. 3.5, aber als Funktion der Glueball-Masse m,.

Energie aus dem Aulenraum des Strings verdringt und die zentrale Dichte nimmt
ebenfalls zu. Im Grenzfall my — oo erwarten wir, dass ¢ und damit auch x am
Bagrand von 0 bzw. 1 auf den jeweiligen Vakuumswert springen und somit das
Bag-Modell reproduziert wird. Das Ergebnis der Variation von m, ist in Abb. 3.6
zu sehen. Das Profil von x (links) wird mit zunehmendem m, immer steiler und
der zentrale Wert nimmt zu. Das Profil wird also immer kastenférmiger. Die
Energiedichte (rechts) zeigt dasselbe Verhalten.

In Abb. 3.7 (links) sieht man, dass der Bagradius unverdndert bleibt, aber
die Steilheit des Profils am Bagradius stark zunimmt, das Profil also tatséchlich
immer kastenformiger wird. Gleichzeitig nimmt die Stringspannung (rechts) in
allen Energieanteilen gleichférmig zu. Fiir hohe m, ist die Gleichheit 7 = 7ol
perfekt, und wir reproduzieren das Bag-Modell.

3.1.3 Der Vakuumswert o,
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Abbildung 3.8: Wie in Abb. 3.4, aber fiir verschiedene Werte des Vakuumswertes

O-V&C .

Der Vakuumswert des Confinement-Feldes o, hat wie m, keine Entsprechung
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im Bag-Modell. Er hat direkten Einfluss iiber den Gradienten-Term in Gl. (2.29d)
auf die Oberflachenenergie. Da sich mit zunehmendem o,. im skalaren Potential
U(o) wie bei der Variation in m,, ein grofies relatives Maximum entwickelt, nimmt
auch die Volumenenergie entsprechend zu. Fiir wachsendes o, steigt der zentrale
Wert des Confinement-Feldes und entsprechend sinkt der zentrale Wert von & (s.
Abb. 3.8, links). Als Ergebnis steigt die Energiedichte (rechts), allerdings bleibt
ihr Profil (bis auf den absoluten Wert) weitestgehend stabil. Der Radius sinkt nur
leicht und die Steilheit n verdndert sich so gut wie gar nicht. Die Stringspannung
(Abb. 3.9 rechts) nimmt mit wachsendem o, zu.
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Abbildung 3.9: Das gleiche wie in Abb. 3.5, aber als Funktion des Vakuumswertes

O-V&C .

3.1.4 Die Kopplungs-Konstante g,
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Abbildung 3.10: Wie in Abb. 3.4, aber fiir verschiedene Werte der Kopplungs-
Konstanten g,

Die Kopplungskonstante hat im CDM dieselbe Bedeutung wie im Bag-Modell.
Sie bestimmt den totalen elektrischen Fluss im Flussschlauch. Wie im Bag-
Modell muss sich das elektrische Feld gegen den Vakuumsdruck B aufbauen.
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Wir erwarten also ein dhnliches Verhalten des Strings wie im Bag-Modell. In
Abb. 3.10 (links) sieht man, dass fiir kleine g5 das skalare Feld und damit auch
k nur wenig von seinem Vakuumswert abweicht. Das elektrische Feld ist nicht
stark genug, um das skalare Feld in sein perturbatives Vakuum zu driicken. Fiir
grofler werdende Werte von g, steigt der zentrale Wert von x an und erreicht fast
den perturbativen Wert k = 1. Die Energiedichte (rechts) wéchst rasch mit g
an, und das Profil wird breiter.

Der String-Radius verhélt sich fast wie im Bag-Modell (p, o< /g5, Gl. (2.65a)).
Die Form des Profils schwankt nur wenig und besitzt nahezu GauB-Gestalt n =~ 2
(Abb. 3.11, links). Auch die Stringspannung steigt genau wie im Bag-Modell
linear mit g,. Die Gleichheit von 74 und 7 ist fast erfiillt.
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Abbildung 3.11: Wie in Abb. 3.5, aber als Funktion der Kopplungs-Konstanten
gs-

Fiir die Kopplungs-Konstante g, untersuchen wir auch noch das Verhalten des
Coulomb-Parameters a des Cornell-Fits an das gg-Potential. Der perturbative
Coulomb-Term dominiert das Potential fiir kleine Quark-Abstéinde R. Im rein
perturbativen Fall, k = 1 iiberall, ist & = aq = ¢g2/(47). Wir erwarten, dass
der elektrische Teil a weiterhin diese g,-Abhéngigkeit zeigt, o aber durch den
Oberflachenterm modifiziert wird. Die Volumenenergie von V,; ist rein linear und
der entsprechende Coulomb-Parameter ist vertraglich mit o, = 0. In Abb. 3.12
sieht man, dass der elektrische Coulomb-Parameter (Kreise) dem perturbativen,
quadratischen Verlauf folgt (durchgezogene Linie). gy, liefert nur einen kleinen
Beitrag zur effektiven Kopplung und sattigt fiir groBe Werte von g, bei ag,, =~ 0.1
ab. Die effektive Kopplung héngt also nahezu quadratisch von g, ab, modifiziert
durch kleine Beitridge von der Oberflachenenergie.

3.1.5 Der dielektrische Vakuumswert k¢

Der dielektrische Vakuumswert k. ist im eigentlichen Sinne kein Parameter des
Modells. Im Rahmen des Modells ist das nicht-perturbative Vakuum ein perfektes
Dielektrikum, d.h. Ky, = 0. Aus den in Anhang A genannten Griinden ist uns
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Abbildung 3.12: Die effektive Kopplungs-Konstante «, extrahiert aus dem
Cornell-Fit.

dieser Grenzwert allerdings numerisch nicht zugénglich. Wir kénnen trotzdem die
Abhéngigkeit der physikalischen Gréflen wie String-Profil und gg-Potential von
diesem Parameter studieren. Das Ergebnis zeigen wir in Abb. 3.13 und Abb. 3.14.
Sowohl das Profil der dielektrischen Funkion x und der Energiedichte als auch
die Stringspannung verdndern sich praktisch nicht mehr, sobald k.. einen Wert
VON Kyae = 1073 unterschritten hat. Besonders auffillig ist es, wie schnell der
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Abbildung 3.13: Das gleiche wie in Abb. 3.4, aber fiir verschiedene Werte des
dielektrischen Vakuumswert &.qc.

elektrische Teil der Stringspannung seinen asymptotischen Wert erreicht. Bereits
fiir Kyae < 0.1 dndert sich 7, nur noch wenig, wihrend sich die beiden Anteile
Tvol UNd T4y sehr viel langsamer ihrem asymptotischen Wert anndhern. Demnach
wird das elektrische Feld bereits in einen Flussschlauch gedréngt, auch wenn das
skalare Feld noch keine Flussschlauch-Struktur hat.

Wir wéhlen in der genannten Parametrisierung fiir die dielektrische Funktion
in Gl. (2.6) Kyae = 107* fiir alle weiteren Rechnungen von physikalischen Kon-
figurationen. Dieser Wert ist klein genug, dass sich die beobachtbaren Groéfien
nur unwesentlich dndern und grof§ genug, dass unser numerischer Algorithmus
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Abbildung 3.14: Das gleiche wie in Abb. 3.5, aber als Funktion des dielektrischen
Vakuumswerts Kyqc.

noch schnell und stabil arbeitet. Alle Ergebnisse sind damit nahezu identisch
mit dem Grenzfall k., = 0. Diese Aussage ist allerdings nicht uneingeschrankt
giiltig. Wie wir in Abb. 2.13, Abschnitt 2.7.2 gesehen haben, ist fiir jeden Wert
Kvac > 0 auch die Energie des Einzelquarks endlich. Es gibt also immer eine ma-
ximale String-Lénge L., bei der die Energie eines qg-Strings grofler ist als die
zweier isolierter Quarks, und der String wére dann instabil. Man erwartet, dass
sehr lange Strings durch Paarerzeugung, die nicht im CDM beschrieben wird,
zerfallen. Deshalb erachten wir die Fragestellung nach Strings mit L > 4fm als
unphysikalisch. Bis zu dieser Lénge sind die im CDM beschriebenen Strings mit
Kyae = 1074 stabil.

Die Eigenschaft, dass die beobachtbaren Groéflen sehr schnell ihren asympto-
tischen Grenzwert annehmen, ist auch eine Eigenschaft der gewéhlten Parame-
trisierung der dielektrischen Funktion. Wir haben alternativ eine andere Para-
metrisierung versucht [Martens03], die bis auf logarithmische Korrekturen die
Bedingungen in Gl. (2.5) erfiillt:

(3.3)

{H%M*,azo
r(o) =

1, o<0

Es zeigt sich, dass fiir diese Parametrisierung sowohl das Profil, als auch die
Stringspannung sogar fiir sehr kleine Werte von k... abhdngen (Abb. 3.15). Das
Profil wird mit abnehmendem £,. immer eckiger (n wird immer gréflier) und die
Stringspannung nimmt selbst fiir so kleine Werte wie k.. = 107% noch stetig
zu. Diese Parametrisierung von k(o) ist nicht so formstabil wie die Polynom-
Parametrisierung in Gln. (2.6) und (2.7). Fir fy.. — 0 geht auch die Halbwerts-
breite von k(o) gegen Null. Die Eigenschaften der Polynom-Parametrisierung
sind dem Modell daher weitaus angemessener.

Wir fassen die Wirkungsweise der Modellparameter noch einmal in Tab. 3.1
zusammen. Die Bag-Konstante hat nur moderaten Einfluss auf die Stringspan-
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Abbildung 3.15: Das gleiche wie in Abb. 3.5, aber als Funktion des dielektrischen
Vakuumswert x.,. und mit der alternativen Parametrisierung fiir die dielektrische
Funktion k(o) in Gl. (3.3).

nung, die Breite des Strings ist nahezu unabhéngig von der Glueball-Masse und
die Steilheit des Profils ist fast unabhéngig vom o-Vakuumswert und von der
Kopplungs-Konstanten.

B mg Uvac gS I{VaC < 1073
LN 00 I I O O —
Pg l e l T e
n [ TTTT—T-1T —

Tabelle 3.1: Die Reaktion der Stringspannung 7, sowie der Profil-Breite p, und
der Profil-Steilheit n auf die Zunahme der einzelnen Modellparameter.

3.2 Wahl der Parameter

Nachdem wir den Einfluss der Modellparameter auf einen ¢g-String studiert ha-
ben, wollen wir in diesem Abschnitt jetzt die einzelnen Parameter festlegen. Wie
wir oben schon festgestellt haben, ist der Vakuumswert k... des Dielektrikums
kein eigentlicher Modellparameter. Er soll nur so klein gewahlt werden, dass die
beobachtbaren Gréflen nicht mehr von ihm abhéngen. Wir wéahlen einen Wert
fiir alle weiteren Rechnungen von kv, = 107%. Die anderen 4 Parameter legen
wir durch einen Fit der CDM-Rechnungen an Gitterergebnisse fest. Nur sehr we-
nige und nicht sehr prézise Rechnungen fiir die Energie- bzw. Wirkungsdichte des
qq-Flussschlauches existieren fiir die SU(3)-Theorie [Matsubara94]. Wir nehmen
hier an, dass die Energiedichte nicht stark von der Art der Eichtheorie abhéngt
und greifen deshalb auf SU(2)-Gitterrechnungen zuriick. Das Profil des Fluss-
schlauches wurde in [Cea95, Trottier93, Trottier95] in SU(2) bestimmt. Eine sehr
detaillierte Analyse des Flussschlauch-Profils fiir verschiedene Quark-Absténde R
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findet man bei Bali et al. [Bali95, Bali01]. Dort wurde sowohl die Energiedichte
als auch die Wirkungsdichte eines ¢qg-Zustandes bestimmt. Fiir statische Systeme
ist im CDM die Energiedichte gerade das Negative der Wirkungsdichte.

Um die Parameter des Modells festzulegen, wahlen wir folgende Methode: Fiir
einen gegebenen Parametersatz (B, my, Oyac, gs) bestimmen wir das ¢g-Potential
Vg fiir R = 1.0fmundR=1.5fm und das Profil der Energiedichte €(p)|,—o eines
1fm langen Strings. Aus dem Potential bestimmen wir die Stringspannung 7 =
[Vig(R = 1.5fm) — Vz(R = 1.0fm)]/(0.5fm). Das Profil ¢(p) vergleichen wir
mit dem entsprechenden Gitterprofil e1.t(p;) (vgl. Abb. 24 in [Bali95]). Die
Ubereinstimmung des CDM-Profils mit dem Gitterprofil lisst sich durch

(A0 =Y [E(p) = Euatp)]’ (3.4)

i

quantifizieren. Die p; sind die aus der oben genannten Abbildung extrahierten
axialen Abstdnde und die £ die auf den zentralen Wert normierten Werte der
Profilfunktion. Anschlieend variieren wir die Modellparameter in einem grofien
Bereich und bestimmen fiir jeden Parametersatz sowohl 7 als auch Ae. Wir
wihlen die Parameter so, dass die Stringspannung dem phédnomenologischen Wert
7 = 980 MeV entspricht und die Abweichung Ae minimal wird.

Das Ergebnis dieser Variation zeigen wir in Abb. 3.16. Dabei ist links je-
weils die Stringspannung und rechts die Abweichung des Profils fiir verschiedene
Parameter aufgetragen. In der ersten Zeile zeigen wir die Variation fiir festes
mg = 1000 MeV und festes g = 2.0 als Funktion von oy, und fiir verschiedene
Werte von B. Man sieht die erwartete schwache Abhéngigkeit der Stringspannung
von B und die fast lineare Abhéngigkeit von oy,. (links). Die Kurven links begin-
nen fiir jedes B bei einem anderen o,., da das minimale oy, mit Gl. (2.4) von B
und m, abhingt. In diesem Fall fiihrt 7 = 980 MeV/tm 71 0ype = (1.2 — 1.3) fm ™"
(links). Ae wird klein mit immer grofer werdendem B (rechts). Allerdings hat
das skalare Potential fiir B/* > 260 MeV kein lokales Minimum bei ¢ = 0 mehr.
B darf deshalb nicht zu grof8 gewahlt werden. Das sieht man auch links, wo die
Linien fiir groes B die gewiinschte Marke 7 = 980 MeV/tm nicht mehr schnei-
den. In der zweiten und dritten Reihe von Abb. 3.16 zeigen wir die Variati-
on bei festgehaltenem B4 = 240MeV fiir zwei verschiedene Glueball-Massen
mg = 1000 MeV (2. Reihe) bzw. m, = 1500 MeV (3. Reihe) als Funktion von oy,
und fiir verschiedene Werte g,. Man sieht, dass das Profil mit wachsendem m,
schlechter beschrieben wird (A€ = 0.2-0.5 bei m, = 1000 MeV und A€ = 0.3-0.7
bei m, = 1500 MeV). Wir haben noch eine weitere Variation durchgefiihrt, bei der
wir die Kopplungs-Konstante g; = 3.2 festgehalten und B und m, veréndert ha-
ben. oy, haben wir entsprechend Gl. (2.4) bestimmt (letzte Reihe in Abb. 3.16).
Fiir festes B sieht man scheinbar, dass die Stringspannung mit zunehmendem m,
abnimmt, was im Gegensatz zu dem Ergebnis in Abschnitt 3.1.2 steht. Durch
die Verkniipfung von oy, mit Gl. (2.4) wird fiir zunehmendes m, 0y, immer
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Abbildung 3.16: Variation der Parameter zur Bestimmung der optimalen Para-

metersitze. Erlduterungen dazu siehe Text.
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kleiner. Die Stringspannung nimmt mit abnehmendem o,. ab. Diese beiden
gegenldufigen Effekte fithren zu dem Verhalten in Abb. 3.16 unten.

Durch die in Abb. 3.16 gezeigte Studie konnen wir einen optimalen Parame-
tersatz bestimmen. Zusétzlich werden wir zwei weitere Parametersitze ermitteln,
indem wir sukzessive die Parameter auf Literatur-Werte einschrianken. Wir er-
halten so durch folgende Strategien drei Parameterséitze PS-I, PS-IT und PS-III.

Strategie 1: Wir lassen alle Parameter weitestgehend frei und wéhlen den
Parametersatz, der die Stringspannung reproduziert und gleichzeitig Ae mini-
miert. Die Tendenz, dass das Profil fiir kleine Werte von m, besser repro-
duziert wird, setzt sich bis zu sehr kleinen Werten der Glueball-Masse fort.
Wir beschranken aber diese Variation auf m, > 1000 MeV. Der mit dieser Ein-
schrankung erhaltene Parametersatz ist PS-I in Tab. 3.2. Der Wert der Bag-
Konstanten B = (260 MeV)?* ist 10fach hoher im Vergleich zum Standardwert
des Bag-Modells von B = (146 MeV)* [DeGrand75], der auch in vorangegan-
genen Analysen im CDM verwendet wurde [Loh96, Loh97b, Traxler99b]. Die
String-Breite war in diesen Analysen allerdings relativ gro mit p = 1fm. Die
Bag-Konstante ist dagegen vergleichbar (nur 50% hoher) mit anderen Analy-
sen im Bag-Modell mit B = (235MeV)* [Hasenfratz80a, Hasenfratz80b] und
mit den QCD-Summenregeln mit B = (240 MeV)?* [Shifman79b, Shifman79a].
Der Wert der Glueball-Masse m, = 1000 MeV ist klein im Vergleich zu Gitter-
vorhersagen fiir die skalare Glueball-Masse zwischen m, = (1500 — 1700) MeV
[Morningstar97, Michael99], nimmt aber den in [Loh97b] verwendeten Wert an.
Das entsprechende skalare Potential U (o) zeigen wir in Abb. 3.17 (durchgezogene
Linie). In dieser Parametrisierung gibt es nur ein sehr kleines relatives Maximum
zwischen den Minima.

Strategie 2: Wir schrinken sowohl die Bag-Konstante als auch die Glueball-
Masse auf Literatur-Werte ein. Dabei nehmen wir fiir die Bag-Konstante den
aus den QCD-Summenregeln bestimmten Wert B4 = 240MeV und wéhlen
die Glueball-Masse aus dem Bereich m, = 1500 MeV [Morningstar97] bis m, =
1700 MeV [Michael99]. Mit diesen Einschrankungen ergibt sich der Parametersatz
PS-IT in Tab. 3.2. Sowohl die Kopplungs-Konstante als auch der Vakuumswert
des Confinement-Feldes sind etwas kleiner als bei PS-1. Durch die héhere Glueball-
Masse entwickelt sich ein ausgeprigtes relatives Maximum fiir U (o) (gestrichelte
Linie).

Strategie 3: In einem letzten Schritt schrinken wir zusédtzlich noch den Wert
der Kopplungs-Konstanten ein. In den beiden Parametersédtzen PS-I und PS-II ist
der elektrische Coulomb-Term — und damit auch der gesamte Coulomb-Term (s.
Abschnitt 3.1.4) — relativ klein, a% = Crag = 0.11 (PS-1) bzw. a$ = 0.09 (PS-
II). In SU(3)-Gitterrechnungen wurde der Coulomb-Parameter mit ap = 0.29
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Abbildung 3.17: Das skalare Potential U(c) fiir die drei Parametersitze aus
Tab. 3.2.

bestimmt [Bali93, Bali97, Bali0l]. Wir fixieren im letzten Parametersatz PS-
I1I deshalb zusitzlich die Kopplungs-Konstante bei g, = 3.3 (a$ = 0.29). Mit
dieser weiteren Einschrinkung der Parameter bleibt nur noch o, als letzter freier
Parameter. Diesen justieren wir allein an der Stringspannung und akzeptieren
das resultierende Profil des qg-Strings ohne weitere Fein-Justierung. Das skalare
Potential U(o) ist ebenfalls in Abb. 3.17 (strich-punktierte Linie) dargestellt.

I II 111 Gitter
B4 [MeV] 260 240 240 -
mg [MeV] 1000 1500 1700 —~
Oyac [fm™1] 1.29 1.13 0.59 —
s 2.0 1.8 3.3 -
Kyac 104 1074 104 -
7 [MeV/tm] 979 982 980 980
pg [f] 0.33 0.34 0.44 0.30
n 2.3 3.1 3.2 1.8

Tabelle 3.2: Optimale CDM-Parametersétze zur realistischen Beschreibung von
farbneutralen Quark-Konfigurationen. Der Wert von 7 = 980 MeV/mt bei den
Gitterrechnungen dient als Skala der ansonsten skalenfreien Gittertheorie.

Zum Abschluss zeigen wir in Abb. 3.18 das Profil der Energiedichte fiir die
drei Parametersitze zusammen mit dem SU(2)-Gitterprofil [Bali95]. Wie zu er-
warten ist, ist die Ubereinstimmung des Profils mit PS-I (durchgezogene Linie)
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Abbildung 3.18: Die Energiedichte eines 1 fm langen Strings. Parametersatz PS-1
beschreibt das Profil am besten mit einem Halbwertsradius von 0.31fm. PS-II
hat denselben Halbwertsradius, hat aber ein steileres Profil. PS-III beschreibt auf
Grund der Einschrankungen das Potential am schlechtesten mit p, = 0.44 fm.

am besten. Sowohl die Breite als auch die Form folgen sehr gut dem Verlauf der
Gitterdaten. Das Profil fiir PS-II (gestrichelte Linie) ist steiler als das fiir PS-I,
aber der Halbwertsradius ist nahezu derselbe mit p, = 0.34fm. Aufgrund der
in Strategie 3 gemachten Einschrankungen der Modellparameter ist die Uberein-
stimmung des Profils fiir PS-III (strichpunktierte Linie) am schlechtesten. Der
Halbwertsradius ist p, = 0.39 fm und tiberschiefit das Gitterprofil damit um 25%.
Bei allen Parametersétzen ist das Profil nahezu Gauf3-férmig mit n ~ 2.

Wir werden im folgenden Kapitel gg- und gqq-Systeme fiir alle drei Parame-
tersétze betrachten. Die unterschiedlichen Varianten bieten damit einen quanti-
tativen Eindruck fiir die moglichen Schwankungen in den Modellergebnissen.
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Kapitel 4

Zwei- und Drei-Quark-Systeme

Nachdem wir die Parameter des Modells in Kapitel 3 festgelegt haben, wollen wir
in diesem Kapitel zundchst die damit verbundenen ¢g-Flussschlduche untersuchen
und spéter die Analyse auf 3-Quark- (gqg-)Systeme ausweiten.

4.1 qgqg-Flussschliauche

4.1.1 Profile von Feldern und Energien

Wir beginnen mit den zu Grunde liegenden Feldern D und o. Die elektrischen
Felder sind nach Abschnitt 2.5.2 zwar keine invarianten Groflen bzgl. diskreten
Farbrotationen, aber in einer gewéhlten Farb-Eichung sind sie natiirlich bestimm-
bar. Dariiber hinaus geben sie ein Verstdndnis fiir den zu Grunde liegenden
Confinement-Mechanismus. Im Folgenden zeigen wir die Profile der Felder und
der Energiedichten jeweils fiir die drei Parametersétze aus dem vorangegangenen
Kapitel.

In Abb. 4.1 zeigen wir die Profile des Confinement-Felds o (gestrichelte Linie)
sowie der dielektrischen Funktion s (strich-punktierte Linie) und des elektrischen
Felds D (durchgezogene Linie). o ist skaliert auf den Vakuumswert oy, und
das elektrische Feld auf seinen axialen Wert Dy = D%(p = 0). Bei keinem der
gewdhlten Parametersétze fallt o bis auf seinen perturbativen Wert o = 0 zurtick.
Auf Grund der hoheren Glueball-Masse in PS-II und PS-IIT und der hoheren
Kopplungs-Konstanten g, in PS-III ist der axiale Wert von ¢ in den letzten bei-
den Parametersiatzen etwas kleiner. Da ¢ nie Null wird, ist auch « kleiner als 1,
erreicht aber in PS-III fast diesen perturbativen Wert. Fiir das elektrische Feld
zeigen wir hier exemplarisch D3. Im speziellen Fall der gg-Konfiguration unter-
scheiden sich die Felder D3 und D® nur durch die verschieden starken Ladungen
der Quarks, es gilt also D® = ¢8/¢® D3. Dieses ist auf den gemeinsamen Bag
zuriickzufiihren, in dem sich beide elektrischen Felder befinden. In dem speziell
gezeigten Fall hat das gg-Paar die Farben r-7 und beide elektrischen Felder sind

71
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nicht-verschwindend. Im Fall eines Quark-Paares mit Farben b-b wiirde das 3-er
Feld komplett verschwinden (gj = 0, s. Abb. 2.3).

1
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Abbildung 4.1: Die skalierten Profile von D% o und k(o) eines 1fm langen
Strings. Die Profile von x und D® haben wie fiir lange Flussschlduche erwartet
(Gl. 2.68) ungefiahr dieselbe Form. r erreicht nur fiir PS-III fast den perturbati-
ven Wert x = 1 und ist deutlich kleiner als 1 fiir PS-I und PS-II. Die zentralen
Werte fiir das elektrische Feld sind von links nach rechts Dy = (3.1, 3.4,3.0) fm 2.

Die Profile von x und D haben in PS-I und PS-II rein optisch &hnliche Ge-
stalt. Nach Gl. (2.68) erwarten wir, dass die beiden Profile fiir sehr grofie Quark-
Abstiande bis auf einen Faktor identisch sind. Bei gegebener Parametrisierung
der dielektrischen Funktion k(o) stellt sich das o-Feld so ein, dass die Gl. (2.68)
erfiillt ist. Deshalb zeigen wir in Abb. 4.2 das Verhiiltnis ¢3 = (k/rg)/(D?/Dy)
der beiden Profile — jedes normiert auf seinen axialen Wert — fiir verschiede-
ne Abstiande R. Fiir grofie Absténde ist nach Gl. (2.68) ¢, = const = 1. Fiir
kleine Absténde R = 0.5 fm sehen wir noch starke Abweichungen vom asymptoti-
schen Wert, die aber fiir grofler werdende Absténde systematisch kleiner werden.
Das asymptotische Profil eines ¢g-Flussschlauches ist also schon fiir Abstédnde
R > 1.0fm so gut wie erreicht und das String-Bild ist innerhalb des Modells fiir
solche Absténde gerechtfertigt.

Als Néchstes analysieren wir die (invariante) Energiedichte. Wir beginnen,
indem wir die Energie in ihre Energieanteile entsprechend Gl. (2.29) zerlegen. Das
Ergebnis zeigen wir in Abb. 4.3. In allen drei Féllen wir die Gesamtenergie von
der elektrische Energie dominiert. Dieses steht nicht im Widerspruch zum obigen
Ergebnis, dass der elektrische Anteil und der Volumenanteil des Stringspannung
Ter und 7y, gleich grofl sind. Die Stringspannung ist per Definition 7 = df—;;“ und
nicht die Energie in der zentralen Scheibe des Strings (s. Diskussion in Abschnitt
3.1.1).

Mit PS-I erreicht die Volumenenergie nirgends den Wert B = U(0), wéhrend
fiir PS-III die Volumenenergie iiber einen weiten Bereich im Inneren des Strings
den konstanten Wert B annimmt. Zur Deutlichkeit haben wir den jeweiligen
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Abbildung 4.2: Das Verhiiltnis des elektrischen Feldes D? zur dielektrischen Funk-
tion k, beide normiert auf ihren axialen Wert. Das asymptotische Verhalten nach
Gl. (2.68) ist schon erreicht fiir R > 1.2 fm.

Wert von B mit eingezeichnet. Fiir PS-II kommt die Volumenenergie in die
Néhe des lokalen Minimums bei ¢ = 0, wie man an dem lokalen Minimum in U
erkennen kann. Fiir PS-1I entwickelt die Oberflaichenenergie zwei scharfe Peaks
und fiir PS-III sind die beiden Peaks deutlich voneinander getrennt. Im letzten
Fall bildet sich das Volumen des Bags klarer heraus als in den anderen beiden
Féllen.
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Abbildung 4.3: Die Zerlegung der Energie in die verschiedenen Energieanteile fiir
R =1fm.

Wie schon fiir die Felder 0 und D erwarten wir auch fiir die Energiedichte,
dass das Profil fiir groe Quark-Abstédnde eine stabile Form annimmt. Dieses
untersuchen wir in Abb. 4.4. Man sieht auch hier, dass sich fiir R < 1.0 fm das
Profil noch veréndert. Fiir sehr kleine Abstinde R = 0.4 fm sind zuerst noch
die Ausldufer der Coulomb-Peaks zu sehen (durchgezogene Linien) und erst fiir
R > 1.0fm nimmt auch die Energiedichte allmé&hlich ihre asymptotische Form



74 KAPITEL 4. ZWEI- UND DREI-QUARK-SYSTEME

an und verdndert sich nur noch schwach. Mit PS-III nimmt das Profil fiir grofle
Abstidnde (R = 2.0fm) eine eher eckige Form an.

ps-Il
\ R
Y 4 fm ——

€10 [GEVIMS]

&
i,

y [fm] Coypm oy

Abbildung 4.4: Das Profil der Energiedichte fiir verschiedene ¢g-Abstdnde R, wie
in der Abbildung gezeigt. Die asymptotische Form ist fast erreicht fiir R > 1.2 fm.

Dieses Verhalten spiegelt sich auch in der String-Breite p, wider. In [Bali95]
wurde die Breite des Strings fiir verschiedene Quark-Abstéinde bestimmt. Die
Autoren bestimmten dort die Breite durch einen Gauf-Fit an die Energiedichte
bzw. Wirkungsdichte. Wir folgen zur besseren Vergleichbarkeit diesem Verfahren
und legen in der Profil-Funktion (3.2b) den Parameter mit n = 2 fest. Damit
beschreiben wir das Profil durch eine reine Gaufl-Funktion und extrahieren aus
dem Fit wie zuvor die Breite des Strings. In Abb. 4.5 zeigen wir die volle Halb-
wertsbreite des Strings A = 2p, im Vergleich mit den SU(2)-Gitterrechnungen.
Man sieht bei allen Parameterséitzen ein schnelles Anwachsen der Breite. Fiir
qG-Abstiande ab R =~ 0.8 fm verlangsamt sich dieses Anwachsen und fiir PS-II
saturiert die Breite bei einem Wert von A = 0.68 fm bei R = 2.0 fm. Fiir die Pa-
rametersitze PS-I1 und PS-III sieht man selbst fiir solch grofien Quark-Abstéande
noch nicht diese Sattigung. Stattdessen nimmt die Breite noch leicht zu und
erreicht bei R = 2fm die Werte A = 0.78 fm fiir PS-I bzw. A = 0.97fm fiir
PS-III. Dieses leichte Anwachsen zeigt, dass das Bag-Modell, in dem der Radius
des Strings konstant bleibt, erst fiir sehr grole Quark-Abstidnde wirklich giiltig
ist. Andererseits ist dieses Verhalten von PS-I und PS-III vertrédglich mit dem
String-Bild auf dem Gitter [Kogut75, Kogut81, Liischer81]. In diesen Arbei-
ten wird ein logarithmisches Anwachsen der Stringbreite vorhergesagt, das durch
mogliche Quanten-Fluktuationen des Strings verursacht wird.

4.1.2 CDM und der duale Supraleiter

In diesem Abschnitt werden wir unsere Ergebnisse des qg-Flussschlauches mit de-
nen im Modell des dualen Farb-Supraleiters bzw. dem dualen Ginzburg-Landau-
Modell vergleichen. In diesem Modell bilden sich elektrische Flussschlauche
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Abbildung 4.5: Die volle Halbwertsbreite A = 2p, eines Strings als Funktion des
Quark-Abstands. Fiir PS-I saturiert der Wert bei A ~ 0.7 fm. Fiir PS-II und
PS-IIT nimmt die Breite fiir Werte bis zu R = 2 fm noch leicht zu. Gitterresultate
aus [Bali95].

ganz analog zu den magnetischen Flussschlduchen im herkommlichen Supraleiter
[Abrikosov57]. Der Flussschlauch ist umgeben von einem zirkularen magneti-
schen Strom, dual zum magnetischen Feld einer Spule, in der das magnetische
Feld durch einen elektrischen (Spulen-)Strom erzeugt wird. Die Profile von diesen
Abrikosov—Nielsen—Olesen- Wirbeln [Nielsen73] sind in den Arbeiten [Maedan90]
und [Shoshi03, Baker98] bestimmt worden. Wir vergleichen hier unsere Er-
gebnisse mit denen des Supraleiters indirekt iiber einen Vergleich mit SU(2)-
Gitterergebnissen. In [Bali98] wurde in der sog. mazimal Abel’schen Projektion
der Gitter-SU(2) das elektrische Feld! und der magnetische Strom bestimmt.
In einer weiteren Auswertung derselben Gitterergebnisse [Gubarev99, Koma03al
wurde die Ubereinstimmung dieser Resultate mit dem dualen Supraleiter gezeigt.

Im dualen Supraleiter hdngt der magnetische Strom direkt mit dem elektri-
schen Feld EDCS zusammen, also

jmag = 6 X EDCS . (41)

In diesem Modell gibt es kein Dielektrikum und elektrisches Feld und elektrische
Verschiebung sind identisch. Da hier das E-Feld eingeschlossen ist, vergleichen
wir unser D-Feld mit Epcg bzw. mit dem elektrischen Feld auf dem SU(2)-Gitter.
In Abb. 4.6 zeigen wir das elektrische Profil fiir die drei Parametersétze im Ver-

n der SU(2) mit Rang 1 wird die gréBte Abel’sche Untergruppe von nur einem Generator
gebildet, entsprechend einem elektrischen Feld.
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gleich mit den Gitterergebnissen (Dreiecke). Wie zu erwarten, beschreibt auch
hier PS-I die Gitterergebnisse am besten. Allerdings ist die Ubereinstimmung
hier nur noch qualitativ. Das Profil im CDM fallt deutlich schneller ab fiir grofe
Absténde von der String-Achse, als auf dem Gitter und damit auch als im Modell
des dualen Supraleiters. Wir erinnern uns (Tab. 3.2), dass das Profil der Energie-
dichte im CDM nahezu GaufB-artig abféllt. Das gleiche Verhalten vermuten wir
auch fir das elektrische Feld (gq o< Eg ), wahrend das elektrische Feld im dualen
Supraleiter nur exponentiell abfallt.
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Abbildung 4.6: Vergleich der elektrischen Verschiebung D im CDM mit dem
elektrischen Feld aus Gitterrechnungen. Gitterresultate (Dreiecke) aus [Bali98].

Der entsprechende magnetische Strom ist in Abb. 4.7 abgebildet. Die Stréme
fiir PS-I und PS-IT unterscheiden sich nur wenig. In PS-III bildet sich sehr deut-
lich ein Oberflichenstrom heraus. Dies liegt im Wesentlichen am gréfleren Radius
des Flussschlauches in PS-III. In diesem Parametersatz unterscheidet sich der ma-
gnetische Strom sogar qualitativ von den Gitterergebnissen, da er viel langsamer
anwéchst. Wir finden auf der Basis der elektrischen Felder und des magneti-
schen Stroms also bestenfalls eine qualitative Ubereinstimmung zwischen dem
CDM und dem Modell des dualen Supraleiters. Von einer weiteren Anpassung
der CDM-Modellparameter sehen wir ab, da nach dem oben Gesagten nur die
Energiedichte eine Beobachtungsgrofle ist.

4.1.3 Das ¢¢ Potential

Nachdem wir die Profile der Energiedichten und der Felder analysiert haben, kom-
men wir jetzt zum gg-Potential V;. Das Potential ist natiirlich nach Abschnitt
3.2 auf die Stringspannung 7 = 980 MeV /fm eingestellt. In Abb. 4.8 zeigen wir
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Abbildung 4.7: Der magnetische Kreisstrom g = V X De fiir PS-1 (oben links),
PS-1T (oben rechts) und PS-III (unten links) und dessen skaliertes Profil (unten
rechts). Gitterresultate (Quadrate) aus [Bali9g].
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V,q als Funktion des Abstandes R, aufgespalten in die verschiedenen Energiean-
teile. Wir zeigen auch den besten Fit des Cornell-Potentials (3.1) an das Potential
(durchgezogene Linie). Die Ubereinstimmung mit der Cornell-Parametrisierung
ist augenscheinlich sehr gut.
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Abbildung 4.8: Das gg-Potential £ = V,;(R) zusammen mit den verschiedenen
Energieanteilen und dem Cornell-Fit an die Gesamtenergie.

Die Giite des Fits sieht man in Abb. 4.9. Dort zeigen wir die relative Ab-
weichung (Ey; — V..)/Ve des gqg-Potentials von der Cornell-Parametrisierung. Die
CDM-Ergebnisse weichen fiir R > 0.2 fm nur um bis zu 2% von der Parametri-
sierung ab. Fiir kleinere Werte von R kommt in der Parametrisierung das 1/R-
Verhalten zum Tragen, das durch die endliche Quark-Ausdehnung rq = 0.02 fm
fiir sehr kleine R unterdriickt ist. Die leichten Abweichungen des Potentials von
der Parametrisierung fiir R > 0.2 fm beruhen auf kleinen numerischen Ungenau-
igkeiten, die bei dieser Darstellung besonders stark zum Tragen kommen.

Auffillig ist, dass das Potential schon fiir Abstédnde R > 0.2 fm vom linearen
Term in Gl (3.1) dominiert wird. Dieses ist insofern interessant, als dass das
Profil seine asymptotische Form erst fiir R > 1.0 fm annimmt. Auf der Ebene des
Potentials setzt das Confinement-Verhalten also schon sehr viel friither ein, obwohl
sich die lineare Flussschlauch-Struktur noch gar nicht vollstéindig herausgebildet
hat. Wir folgern daraus, dass man aus der Form des Potentials nicht direkt auf
die Feld-Geometrie schliefen kann. FEin lineares Potential kann also vorhanden
sein, auch wenn die Felder noch keine lineare Geometrie haben.

Der absolute Wert des Potentials wird dominiert von der elektrischen Energie.
Dieses ist auf die nahezu punktférmigen Teilchen, verbunden mit der grofien
elektrischen Selbstenergie, zuriickzufiihren. Dieses sieht man am deutlichsten bei
PS-III, wo die elektrische Kopplung mit g; = 3.3 am gréfiten ist. Wir haben
auch hier wieder einen Cornell-Fit an die einzelnen Energien durchgefiihrt. Die
aus dem Fit extrahierten Werte fassen wir in Tab. 4.1 zusammen (erster Satz von
3 Spalten). Der von R unabhiingige Term er = CpEy spiegelt die Selbstenergie
der Quarks wider und ist natiirlich von der Breite ry der Quark-Ladungsverteilung



4.1. QQ-FLUSSSCHLAUCHE 79

0.1
PS-| ——
PS-Il -eeeeeee
PS-IIl ==miee
0.05
(8]
2
T R I N ey
g v
Lu '~
N—r
-0.05
-0.1
0 0.5 1 15 2

R [fm]

Abbildung 4.9: Die relative Abweichung des qg-Potentials von der Cornell-
Parametrisierung V.. Die Abweichung ist im Bereich 0.2 fm < R < 2.0 fm kleiner
als 2%.

w(r) (2.19b) abhéngig. Hier wie in allen anderen Rechnungen haben wir ry =
0.02 fm gewahlt, so dass sich die GauB-Verteilung w(7) auf dem gewéhlten Gitter
noch auflésen lasst.

Die Stringspannung nimmt den phdnomenologischen Wert 7 = 980 MeV an.
Die kleinen Abweichungen davon nehmen wir im Rahmen der Genauigkeit in
Kauf. Wie im Bag-Modell (s. Gl. (2.63)) nehmen der elektrische Teil 7, und der
Volumenteil der Stringspannung 7, nahezu denselben Wert an. Der Coulomb-
Parameter arp = Cpa nimmt fiir PS-I und PS-II relativ kleine Werte ap =
0.18 bzw. ar = 0.12 an. PS-III dagegen produziert den Wert ar = 0.30, der
auch in SU(3)-Gitterrechnungen erhalten wurde [Bali93, Bali97, Morningstar97].
Durch optimale Fits des Cornell-Potentials an das beobachtete qg-Meson-Spek-
trum schwerer Quarks (¢ € {charm,bottom}) wurden Werte von ar = 0.25
[Eichten77] bis ar = 0.5 [Quigg79] erhalten. Im MIT-Bag-Modell [Chodos74b,
Chodos74a] wurde ein sehr viel hoherer Wert mit ap = 3.0 benutzt, der in dersel-
ben Groflenordnung auch in den CDM-Hadronisierungsstudien von Traxler et al.
[Traxler99b] verwendet wurde (ap = 2.6). Dieser hohe Wert fiir die Kopplung,
zusammen mit dem niedrigen Wert fiir die Bag-Konstante B = (146 MeV)* hat
dort zu sehr breiten Flussschldauchen gefithrt [Loh96]. In einer anderen Bag-ahnli-
chen Analyse wurde dagegen ein sehr viel kleinerer Wert bevorzugt mit ap = 0.38
[Hasenfratz80b].
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fundamental adjungiert ad/fund

PS-1 | PS-IT | PS-IIT || PS-T | PS-II | PS-IIT || PS-1 | PS-IT | PS-III

ep [MeV] | 388 | 294 | 757 | 961 | 763 | 2202 | 25 | 26 | 29
ap 0.18 | 0.12 | 030 | 041 | 031 | 0.87 | 23 | 2.7 | 2.9
7 MeV/ga] | 979 | 982 | 980 || 1548 | 1502 | 1586 | 1.6 | 1.5 | 1.6

eh [MeV] | 297 | 235 | 726 | 833 | 679 | 2163 | 2.8 | 29 | 3.0
ash 0.12 1 0.09 | 029 | 034|028 | 086 | 2.7 | 31 | 3.0
Tol [MeV/im] | 404 | 390 | 424 || 640 | 585 | 695 | 1.6 | 1.5 1.6

Tyol [MeV/im| | 381 | 380 435 610 | 588 717 1.6 1.5 1.7

e [MeV] | 108 | 78 A7 | 151 | 108 | 63 | 14 | 14 | 14
asyr 0.07 | 0.05 | 0.03 | 010 | 0.07 | 0.04 || 1.4 | 1.4 | 14
Towr [MeV/im] | 195 | 212 | 122 || 299 | 328 | 174 | 15 | 15 | 14

Tabelle 4.1: Die Parameter ep = CpEy, ap = Cpa und 7 nach dem Cornell-Fit
an das gg-Potential, sowie an die einzelnen Energieanteile. Der erste Satz von
3 Spalten beschreibt das Potential mit Quarks in der Fundamental-Darstellung
(D = F), der zweite entsprechend mit Quarks in der adjungierten Darstellung
(D = A) und der dritte zeigt das Verhéltnis von beiden.

4.1.4 Casimir Scaling

Im vorigen Abschnitt haben wir Quarks in der fundamentalen Darstellung be-
trachtet. In dieser Darstellung haben die Quarks Farb-Ladungen entsprechend
der ersten 3 Zeilen in Tab. 2.1 (s. auch Abb. 2.3). In diesem Abschnitt wer-
den wir kurz die Abhéngigkeit des gg-Potential von der Darstellung der Quarks
diskutieren. In der QCD erwartet man fiir Quarks in der Darstellung D und
fiir kleine Quark-Abstédnde, dass das Potential storungstheoretisch beschrieben
werden kann. Das 1-Gluon-Austauschpotential ist dann das typische Coulomb-
Potential mit Coulomb-Parameter ap = Cpa, wobei Cp der Casimir-Operator
der SU(3) in der Darstellung D ist. Das kurzreichweitige Potential skaliert also
mit dem Wert des Casimir-Operators. In Abschnitt 3.1.4 haben wir gezeigt, dass
auch der CDM-Coulomb-Parameter quadratisch mit der Kopplung ¢; und damit
linear mit dem quadratischen Ladungs-Operator C'p skaliert, also ap oc Cpg?.

Ambjgrn et al. haben zuerst die nicht-perturbative SU(2)-Stringspannung in
(3+1) Dimensionen [Ambjgrn84al und (2+1) Dimensionen [Ambjgrn84b] unter-
sucht und dabei festgestellt, dass auch die Stringspannung nidherungsweise mit
dem Casimir-Operator skaliert, d.h. 7p = (Cp/CF)7r und damit

VP(R)=—VE | (4.2)
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Hier ist Cp der SU(3)-Casimir-Operator in der Darstellung D und 77 = 7 die
Stringspannung in der fundamentalen Darstellung. In der adjungierten Darstel-
lung gilt C%" = 3. Diese als Casimir Scaling bekannte Hypothese ist nur durch
die numerische Analyse auf dem Gitter verifizierbar. Trotz der verbesserten nu-
merischen Techniken der Gitter-Eichtheorie und der gréfleren Rechenkapazitéit
moderner Computer ist diese Hypothese bis heute nicht zweifelsfrei bestétigt.
Wihrend Bali in SU(3)-Gitterrechnungen [Bali00] Casimir Scaling mit Abwei-
chungen von nur 2-5% fiir verschiedene Darstellungen bestétigt, finden sich in
[Deldar00] Abweichungen bis zu 15%. In der numerisch leichter zugénglichen
SU(2) wurde ein klares Signal fiir eine Abweichung vom Casimir Scaling von 15%
fiir das adjungierte Potential festgestellt [Kratochvila03], also fiir den Fall D = A,
wo die Ladungen in der adjungierten Darstellung sind.

Das adjungierte gg-Potential unterscheidet sich allerdings bereits qualitativ
vom fundamentalen Potential. Selbst in der sog. quenched (erstarrten) Naherung
der Gitterrechnungen, in denen keine dynamischen Quarks enthalten sind, kénnen
die adjungierten Quarks mit den dynamischen Gluonen einen Singulett-Zustand
bilden. Sowohl adjungiertes Quark und Gluonen sind beide Oktett-Zustidnde 8,
die mit 8®8 = (1@ Multipletts in hoheren Dimensionen) zu einem Singulett kop-
peln kénnen [Jones90]. Man erwartet, dass ab einem kritischen Quark-Abstand
R, der String reift und in zwei Gluelumps zerfillt [Michael98, Kratochvila03].
Das adjungierte Potential ist also nur bis zu R = R, linear ansteigend und kon-
stant fiir grofere Quark-Abstéande.

Im CDM koénnen wir Ladungen in der adjungierten Darstellung beschreiben,
indem wir den Quarks die adjungierten Ladungen aus Tab. 2.1 zuweisen, die sich
aus den Ladungen je einer Farbe und einer Antifarbe zusammensetzen. Alternativ
konnten wir die Kopplungskonstante gs entsprechend reskalieren. Im Rahmen
des CDMs gibt es keine Teilchen-Erzeugung, so dass in diesem Modell auch das
adjungierte Potential linear ansteigend sein wird fiir alle Quark-Absténde R. Dies
ist dann eben nur fiir R < R, mit Gitterrechnungen vergleichbar. Das adjungierte
Potential zeigen wir in Abb. 4.10. In Abschnitt 3.1.4 haben wir gezeigt, dass die
Stringspannung im CDM linear mit g; und damit linear mit dem quadratischen
Abel’schen Casimir-Operator /C% skaliert. In der Abel’schen Niherung gilt
C% =1/3 und C% = 1. Wir erwarten also, dass die adjungierte Stringspannung
den Wert 74 = /C%®/C® 1 = V371p &~ 1.77F annimmt anstatt des Wertes
TA = CA/CFTF = (9/4)7’1: = 2.25TF.

Wir haben wieder einen Cornell-Fit an das adjungierte Potential durchgefiihrt
und die entsprechenden Cornell-Parameter in Tab. 4.1 zusammengestellt (zweiter
Satz von 3 Spalten). Ebenso zeigen wir das Verhiltnis der jeweiligen Parame-
ter in der adjungierten und der fundamentalen Darstellung in derselben Tabel-
le. Nur der konstante Term und der Coulomb-Term der elektrischen Energie
zeigen das Casimir Scaling, zu einem geringeren Mafle auch noch die entspre-
chenden Parameter der Gesamt-Energie. Die Stringspannung entspricht in al-
len Fallen der CDM-Vorhersage 74/7r = 1.7. Da wir mit unserem Modell die
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Abbildung 4.10: Das adjungierte qg-Potential fiir alle Parametersétze. Die gestri-
chelte Linie entspricht der Vorhersage des Casimir Scaling. Der absolute Anteil
der elektrischen Energie an der Gesamtenergie ist hier auf Grund der héheren
Ladung und der damit hoheren elektrischen Selbstenergie stark dominant.

nicht-Abel’sche QCD beschreiben wollen, miissen wir diesen Wert vergleichen mit
Cy/Cr =9/4 =2.25. Im CDM-Modell weicht die adjungierte Stringspannung 74
also um 25% von der Casimir-Hypothese ab. Allerdings wurden auch in SU(3)-
Gitterrechnungen Abweichungen von dieser Aussage um 15% mit 74 = 1.977p
gefunden [Deldar00]. Dariiber hinaus ist dieses Verhalten im CDM in qualitativer
Ubereinstimmung mit der Tendenz, dass Gitterrechnungen das Casimir Scaling
systematisch unterschiatzen. Wir folgern, dass Casimir Scaling im CDM, ge-
nau wie in allen anderen Bag-Modellen [Johnson76, Lucini01, Hansson86], nicht
enthalten ist. Wir bemerken hier aulerdem, dass im Modell des dualen Farb-
Supraleiters die Stringspannung ebenfalls nicht durch das Casimir Scaling be-
schrieben wird [Koma03b, Ball88].

Die Abweichung vom Casimir Scaling hétten wir bereits aus der Analyse der
Modellparameter her erwarten kénnen. In Abschnitt 3.1.4 haben wir festge-
stellt, dass die Stringspannung nahezu linear mit g5 skaliert und gleichzeitig die
Stringbreite mit der Kopplung zunimmt. Der Flussschlauch weicht dem hoheren
elektrischen Feld also durch eine Zunahme der String-Querschnittsfliche aus. Fiir
das Casimir Scaling ist ein String mit konstanter Querschnittsfliche notwendig,
was wir im CDM nicht erreichen kénnen.

4.2 gqq-Zustinde

Die Parameter des Modells haben wir durch das Profil und das Potential der
qq-Konfiguration festgelegt und diese im vorangegangenen Abschnitt ausfiihrlich
beschrieben. Im Folgenden wollen wir die Analyse auf einen Baryon-artigen gqq-
Zustand ausdehnen. Wahrend sich bei einer ¢g-Konfiguration die 3- und die
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8-Komponente des elektrischen Feldes und auch der Ladungsdichte nur durch
das Verhiltnis der Ladungen ¢®/¢® unterscheiden. Bei der 3-Quark-Anordnung
dagegen sind die Ladungen auch rdumlich unterschiedlich verteilt. Die entspre-
chenden elektrischen Felder £3 und E® haben also im Allgemeinen nicht dieselbe
rdumliche Verteilung.

In Abb. 4.11 haben wir eine spezielle ggg-Konfiguration dargestellt. Die
3 Quarks sitzen auf den Ecken eines gleichseitigen Dreiecks mit Kantenlédnge
R. Nach Tab. 2.1 auf Seite 25 trigt dass b-Quark z.B. nur eine (negative)
8-Komponente der Ladung, wihrend das - und das g-Quark jeweils eine (po-
sitive) 8-Komponente und eine entgegengesetzt gleiche 3-Komponente der La-
dung tragen. In dieser speziellen Konfiguration mit der 3-zdhligen, rdumlichen
Symmetrie konnen wir auf Grund der globalen Farbsymmetrie aus Abschnitt
2.5.2 bereits vorhersagen, dass auch die invariante Energiedichte diese raumliche
3-zéahlige Symmetrie hat. Die elektrischen Felder miissen sich also so anordnen,
dass die rdumliche Symmetrie des Systems erhalten bleibt.

Die Energiedichte und das zugehorige gqq-Potential V4, gibt seit langem An-
lass zur Diskussion. In der QCD lassen sich drei Quarkfelder an verschiedenen
Orten eichinvariant nur iiber Eichstrings verbinden, die sich an einem gemein-
samen Punkt treffen [Peskin95, Kuzmenko03]. Diese Form, einen ausgedehnten
3-Quark-Zustand zu beschreiben, nennt man die Y-Konfiguration (in Abb. 4.11
links). Wir hatten bereits in Abschnitt 2.5.3 erwéhnt, dass auch im CDM nur die
Y-Geometrie invariant ist unter den diskreten Farbrotationen V; aus Gl. (2.40).
Man erwartet also auf der Ebene der Felder eine Y-artige Geometrie. Im CDM
kann dies iiber die Wechselwirkung der elektrischen Felder mit dem Confinement-
Feld o erreicht werden. Die Topologie der Eichstrings legt allerdings nicht zwin-
gend die rdumliche Verteilung der Energie fest. Nur im Extremfall infinitesimal
diinner Flussschlduche lasst sich die Geometrie der Eichstrings auf die Geometrie
des 3-Quark-Zustandes iibertragen. Fiir ausgedehnte Flussschlduche, wie sie auf
dem Gitter und auch im CDM bestétigt wurden, ist die Vorhersage iiber die gqq-
Geometrie nicht mehr so eindeutig. Da sich die Energiedichte also nicht direkt
aus der Eichstring-Konfiguration ableiten lasst, werden im Folgenden zwei mogli-
che Alternativen diskutiert, die dann im Modell oder auf dem Gitter entschieden
werden miissen.

Diese beiden Alternativen werden am besten auf der Ebene des ggg-Potentials
deutlich. Das Potential in einer Cornell-dhnlichen Parametrisierung spaltet sich
wieder in einen perturbativen und einen nicht-perturbativen Teil auf. Fiir kleine
qq-Abstande R ldsst sich wie im gg-Fall Storungstheorie anwenden. Das 1-Gluon-
Austauschpotential ergibt die typische 2-Teilchen-Coulomb-Wechselwirkung. Im
qqq-System ist diese 2-Teilchen-Wechselwirkung eine gg-Wechselwirkung und die-
se ist auf Grund des begleitenden Farbfaktors gieqg eorytl, 14 = —C{/2 ge-
geniiber der gg-Wechselwirkung um den Faktor 1/2 reduziert (siehe Gln. (2.53)

bis (2.56)). Das perturbative gqq-Potential fiir kleine Abstdnde R ldsst sich also
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durch
1 2 o
ert (= — =2 _ ab ab
i<j

parametrisieren. Hier sind die 7; die Positionen der Quarks und Ey und « sind
der konstante Term bzw. der effektive Coulomb-Parameter aus dem Cornell-Fit
in Gl. (3.1) an das ¢q Potential, die in Tab. 4.1 gegeben sind.

Abbildung 4.11: Y-Form (links) und A-Form (rechts) der ggg-Konfiguration. In
der Y-Geometrie ist jedes Quark iiber einen gg-String mit einem zentralen Punkt
verbunden. In der A-Geometrie sind je zwei Quarks iiber einen ¢g-String mitein-
ander verbunden.

Wenn die Felder die Y-Konfiguration annehmen und sich auch im gqg-Fall re-
lativ diinne Flussschlauche ausbilden, dann liegt es nahe, dass die Gesamtenergie
des Systems mit der totalen Flussschlauch-Lénge Ly skaliert. In jeder beliebigen
Dreiecks-Konfiguration lédsst sich ein Punkt finden, der sog. Fermat’sche bzw.
Steiner’sche Punkt, der die Lange der drei Y-Schenkel minimiert [Schreiber86].
Fiir eine detaillierte Beschreibung, wie sich dieser Punkt konstruieren lésst, sie-
he [Borchers96]. Der Knotenpunkt tragt formal drei Antifarben, mit denen die
Farben der drei Quarks wechselwirken. Fiir ein beliebiges Dreieck mit allen In-
nenwinkel kleiner als 120° schlieen die drei Y-Schenkel paarweise einen Winkel
von genau 120° ein. Fiir ein gleichseitiges Dreieck ist der Fermat’sche Punkt
gerade der Schwerpunkt. Fiir Dreiecke mit einem Winkel groler als 120° ist der
Fermat’sche Punkt identisch mit dem Eckpunkt an diesem Winkel. Im entarteten
Fall, dass zwei der drei Quarks aufeinander liegen und ein Diquark bilden, ist der
Fermat’sche Punkt identisch mit dem Diquark. Das Potential lasst sich dann mit
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dem sog. Y-Ansatz fiir das qqg-Potential

Vo (F1, 72, 75) = VRO, 7, T3) + Ly T, (4.4a)
3

Ly = > |f—iY| (4.4b)
i—1

parametrisieren. Hier ist 7y die Position des Fermat’schen Punkts und 7 die
q@-Stringspannung.

Eine alternative Beschreibung des 3-Quark-Potentials wurde von Cornwall
[Cornwall79, Cornwall96] vorgeschlagen. Im sog. Zentrums-Vortez-Modell erhélt
man fiir den langreichweitigen linearen Term des Potentials ein Skalieren nicht
mit der minimalen Y-Lénge Ly, sondern ein Skalieren mit der Kantenldnge L
des durch die drei Quarks aufgespannten Dreiecks (Abb. 4.11, rechts). Aus topo-
logischen Griinden erhélt man in diesem Modell einen zusétzlichen Faktor 1/2,
so dass sich dass ggq-Potential mit dem A-Ansatz

> o o ert (= = =2 1
Va(r1, 72, 73) = quqt(’f’1,7"277’3)+§LAT (4.5a)
3
La = > |77 (4.5b)
ij=1
i<j

beschreiben lédsst. Diese A-Parametrisierung lésst sich so interpretieren, als ob die
3-Quark-Wechselwirkung von einer paarweisen 2-Teilchen-Wechselwirkung domi-
niert wird mit einer um die Halfte reduzierten Stringspannung. In diesem Fall
wéren die Quarks paarweise mit einem gq-String verbunden, wie im rechten Teil
von Abb. 4.11 dargestellt. Diese Hypothese iiber das gqq-Potential wurde von
mehreren Gruppen auf dem Gitter mit unterschiedlichen Ergebnissen iiberpriift.
Interessanterweise hat Cornwall in einer jiingsten Veroffentlichung [Cornwall04]
die A-Vorhersage im Vortex-Modell widerrufen, so dass der Anlass fiir die kon-
troversen Ergebnisse auf dem Gitter verschwunden ist.

Wir weisen hier darauf hin, dass im Vergleich mit dem gg-Potential keine wei-
teren Parameter zur Beschreibung des qqg-Potentials benotigt werden. Wenn die
Parameter Fy, o und 7 festgelegt sind, ist auch das 3-Quark-Potential festgelegt.
Beide Parametrisierungen des ggq-Potentials sind in zwei Grenzfillen identisch,
die wir in Abb. 4.12 dargestellt haben. Wenn zwei Quarks sehr nahe beieinander
sind und im Grenzfall aufeinander liegen, wirken sie wie ein Antiquark mit einer
Antifarbe. Dies ist im linken Teil der Abbildung gezeigt. Wenn sich z.B. das r-
und das g-Quark anndhern und der Abstand rb = R fixiert bleibt, dann gilt

1
Ly:RzéLA fir r—g . (4.6)
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In diesem Fall wird das gg-Potential aus dem vorangegangenen Abschnitt repro-
duziert. Im anderen Grenzfall bilden die drei Quark eine lineare Anordnung wie
im rechten Teil der Abbildung dargestellt. Der Fermat’sche Punkt liegt in diesem
Fall direkt auf dem b-Quark. Der Knotenpunkt hat zusammen mit dem b-Quark
formal die Farben 7 und g. Vom r- und vom g-Quark zieht sich dann jeweils ein
qG-String. Wenn die Absténde rb = gb = R sind, dann gilt hier

1
Ly =2R = 3 La fiir einen Winkel von 180° bei b . (4.7)

Abbildung 4.12: Die beiden Grenzfélle der qqg-Konfiguration, in der die Y- und
die A-Parametrisierung identisch sind. Links: r- und g-Quark néhern sich an und
man erhélt einen Quark-Diquark-Flussschlauch, der mit dem gg-Flussschlauch
identisch ist. Rechts: Die drei Quarks bilden eine gestreckt lineare Konfiguration.

Der Unterschied in den beiden Parametrisierungen liegt allein im Vorfaktor
des linearen Terms. Fiir ein gleichseitiges Dreieck mit Kantenlénge R ist dieser
Unterschied am gréBten. Die einzelne Y-Schenkellinge ist 12/+/3 und die beiden
Parametrisierungen nehmen dann die folgende Form an

3
W(R) = 3C%E, —écgb% +V3RT (4.82)
ab 3 aba 3

Das 3-Quark-Potential wurde von einigen Gruppen auf dem Gitter gemessen
[Sommer84, Alexandrou02, Takahashi02]. Allerdings gibt es auch hier noch keine
endgiiltige Aussage, welche der beiden Parametrisierungen das ggq-Potential bes-
ser beschreibt. In den Arbeiten [Alexandrou02] und [Bali01] wurde ein A-artiges
Verhalten gefunden, wéhrend die Autoren in [Takahashi02, Bornyakov04] ein Y-
artiges Skalieren des Potentials angeben. In einer weiteren Arbeit [Alexandrou03]
dagegen wurde ein Ubergang des Potentials von der A-Parametrisierung fiir kleine
Absténde R zur Y-Parametrisierung fiir grofe Abstéinde ab R = 1-2fm angege-
ben. Nachdem mit der Arbeit von Cornwall [Cornwall04] die Motivation fiir das
A-Potential verschwunden ist, stellt sich die Frage, warum in Gitterrechnungen
trotzdem eine Ubereinstimmung mit diesem Potential gefunden wurde. Wir wer-
den im Folgenden sehen, dass eine Erklarung dafiir in der nicht-verschwindenden
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Breite der Flussschlduche zu finden ist.

Wir werden hier im Rahmen unseres Modells die qqg-Konfiguration in mehre-
ren Schritten analysieren. Zunéchst beschréinken wir uns auf Quarks, die auf ei-
nem gleichseitigen Dreieck angeordnet sind. Fiir einzelne Quark-Konfigurationen
zeigen wir die Felder und Energiedichten. Danach geben wir das Potential an
und vergleichen es mit den beiden Parametrisierungen in Gl. (4.8). Unabhéngig
davon machen wir wieder einen Cornell-Fit an das gqg¢-Potential und geben an-
schlieBend das Potential fiir beliebige Quark-Anordnungen an. Alle 3-Quark-
Konfigurationen wurden auf demselben numerischen Gitter bestimmt, um nume-
rische Unsicherheiten auf Grund variierender Gittergeometrien zu verhindern.

4.2.1 Felder und Energiedichten
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Abbildung 4.13: Die elektrischen Farbfelder des g¢gg-Zustands. Das ro-
te/griine/blaue Quark befindet sich oben/unten/links. Der D?-Fluss (links) ver-
bindet nur das rote und das griine Quark, und der D8-Fluss (rechts) verbindet
all drei Quarks. Die Konturlinien bezeichnen x bei den angegebenen Werten.

In Abb. 4.13 zeigen wir die elektrischen Felder D? (links) und D® (rechts) fiir
R = 1.7fm zusammen mit den Konturlinien fiir das Dielektrikum x. Das rote,
das griine und das blaue Quark sind ganz oben, ganz unten bzw. ganz rechts. Die
gewdhlten Modellparameter entsprechen dem Parametersatz PS-1I aus Tab. 3.2.
Das Dielektrikum zeigt eine Y-Struktur, die Konturlinien sind von der direkten
Verbindungslinie zwischen den Quarks nach innen deformiert. Von auflen nach
innen nehmen die Konturlinien die Werte k = 0.2, 0.4, 0.6, 0.8 an. Da das b-Quark
keine 3-Komponente der Ladung trégt, verbindet das Feld D3 nur das 7- und das
b-Quark. Allerdings ist die Struktur des Feldes gegeniiber der qg-Konfiguration
stark verdndert (vergl. Abb. 2.9). Das o-Feld nimmt durch das b-Quark auch
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weit rechts von der Verbindungsachse 7g einen Wert o < g, an. Dadurch kann
der elektrische Fluss D?® weiter nach rechts ausweichen, wird also in Richtung
des Zentrums verschoben. Das Feld D? entspringt symmetrisch dem r- und dem
g¢-Quark, und lauft in das b-Quark hinein. Auch hier wird der maximale Fluss in
Richtung des Zentrums verschoben.

Die elektrischen Felder sind natiirlich von der expliziten Wahl der Farben
abhéngig. Die Symmetrie der Quark-Anordnung erfordert aber dieselbe Symme-
trie in den beobachtbaren Gréflen wie der Energiedichte in der durch die Quarks
aufgespannten Ebenen. Die Energiedichte zeigen wir in Abb. 4.14. Dabei haben
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Abbildung 4.14: Die Energiedichte der gqq-Konfiguration. Die schwarzen Punkte
sind die Positionen der Quarks. Die Coulomb-Spitzen bei den Teilchen haben wir
ausgelassen (weifle Freiflichen). Oben links: ¢, oben rechts: €., unten links:
€sur, Unten rechts: €.;. Die durchgezogenen Linien entsprechen den Konturlinien
mit den angegebenen Werten auf der jeweiligen Skala. Die gestrichelte und die
strich-punktierten Linien deuten die Lage der Schnitte durch diese Konfiguration
an, die wir in den folgenden Abbildungen zeigen.

wir die Energiedichte in die verschiedenen Energieanteile zerlegt. Oben links zei-
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gen wir die elektrische Energie, oben rechts die Volumenenergie, unten links die
Oberflachenenergie und unten rechts die Gesamtenergie. Die Quark-Verteilung
ist dieselbe wie in Abb. 4.13. Die Energiespitzen, verursacht durch die starken
Coulomb-Felder der Teilchen, haben wir ausgelassen, damit die Flussschlauch-
Struktur besser zu erkennen ist. Man sieht deutlich, dass die Energiedichte die-
selbe drei-zéhlige rdumliche Symmetrie aufweist wie die Quark-Verteilung.

Man erkennt verschiedene Geometrien in den verschiedenen Energieanteilen.
Die elektrische Energie hat im Zentrum der Anordnung ein relatives Minimum.
Der maximale elektrische Fluss geht also nicht direkt durch den Fermat’schen
Punkt, sondern daran vorbei. Die Energiedichte zeigt dadurch eher eine, wenn
auch nach innen verbogene, A-artige Struktur als eine Y-Geometrie.

Ganz anders dagegen die Volumen-Energiedichte. Sie zeigt die gleiche Y-Form
wie schon das Dielektrikum in Abb. 4.13. Die Oberflichenenergie ist wieder nur
ungleich Null an den Flanken des Bags. Da die Flussschlduche eine charakteristi-
sche Breite haben, folgt 4, nicht dem Y-Verlauf der Volumenenergie, sondern ist
verschmiert zu einem klaren A. Allerdings ist der absolute Beitrag zur gesamten
Energiedichte klein im Vergleich zu £, und &,.

Die gesamte Energiedichte zeigt somit eine Uberlagerung des Y-artigen Pla-
teaus der Volumenenergie und der A-artigen Verteilung der elektrischen Energie.
Es bleibt auch hier ein lokales Minimum beim Fermat’schen Punkt.
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Abbildung 4.15: Schnitt durch die ggg-Konfiguration entlang der z-Achse.

Fiir einen quantitativen Einblick zeigen wir in den folgenden Abbildungen
Schnitte in - und in y-Richtung. In Abb. 4.15 zeigen wir fiir dieselbe Konfigu-
ration wie zuvor die verschiedenen Energiedichten fiir die drei Parametersétze.
Dabei haben wir die Skala der z-Achse so verschoben, dass die Verbindungsach-
se Tg zwischen r- und g-Quark bei 0fm liegt. Das b-Quark liegt jeweils rechts
aulerhalb des gezeigten Bereichs.

Das relative Maximum der Gesamtenergiedichte ist von dieser Verbindungs-
achse nach rechts, also in das Zentrum verschoben. Nur bei PS-III liegt das Ma-
ximum der Energieverteilung noch genau auf der Verbindungsachse. Das relative
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Minimum ist allein durch die elektrische Energie (gestrichelte Linie) verursacht.
Die Volumenenergie (strich-punktierte Linie) steigt fiir  — x, > 0fm schnell auf
den maximalen Wert an. Die Oberflichenenergie hat in allen Parametersiatzen
das Maximum links der Verbindungsachse.
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Abbildung 4.16: Energiedichte fiir verschiedene qq¢-Abstdnde R entlang eines
Schnitts durch die gqq-Konfiguration entlang der x-Achse. Der schnelle Anstieg
der Energiedichte fiir grole Werte von x — x, liegt am Coulombfeld des rechten

Quark (des b-Quarks).

In Abb. 4.16 zeigen wir fiir denselben Schnitt die gesamte Energiedichte fiir
drei verschiedene gg-Abstédnde R. Hier lassen sich bei den drei Parametersétzen
verschiedene Tendenzen beobachten. Bei PS-I féangt das Verschieben der Energie
in Richtung des Zentrums schon fiir kleine Abstdnde R = 0.8 fm an. Bei PS-II
wird das Maximum der Energiedichte und damit der Flussschlauch fiir Abstédnde
R < 1.2fm zuerst nach aulen gedriickt und knickt erst dann nach innen ab. Bei
PS-III bleibt die Lage des Flussschlauches relativ besténdig auf der Verbindungs-
achse 7g.

In Abb. 4.17 zeigen wir fiir die Konfiguration aus Abb. 4.14 mit R = 1.7fm
Schnitte in y-Richtung an verschiedenen Positionen x. Fiir Schnitte relativ na-
he am rechten b-Quark (z = 0.38 fm, durchgezogene Linie) hat das Profil des
Flussschlauches nahezu die Form des qg-Flussschlauches, das wir zum Vergleich
mit eingezeichnet haben (Dreiecke). Fiir Schnitte néher in Richtung des Fer-
mat’schen Punktes (gestrichelte Linie) wird das Profil breiter im Vergleich zum
qq-Flussschlauch und spaltet sich dann deutlich in 2 Flussschlduche auf (strich-
punktierte und gepunktete Linien). Die strich-punktierte Linie entspricht einem
Schnitt genau durch den Fermat’schen Punkt. Bis auf die charakteristische Brei-
te der Flussschlauche finden wir keine qualitativen Unterschiede fiir die Parame-
tersiatze PS-1 bis PS-III.
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Abbildung 4.17: Profil der gqg-Energiedichte entlang der in Abb. 4.14 (unten,
rechts) angedeuteten Schnitte. Die durchgezogene Linie entspricht einem Schnitt
durch einen der drei Y-Schenkel zwischen Fermat-Punkt und Quark. Das Profil
gleicht in diesem Fall dem ¢g-Profil (Dreiecke, s. Abb. 4.4).

4.2.2 Das qqq-Potential

Nachdem wir die Struktur der gqq-Felder gezeigt haben, untersuchen wir in die-
sem Abschnitt das Skalieren der Gesamtenergie fiir verschiedene Quarkabsténde.
Zunéchst konzentrieren wir uns wieder auf Konfigurationen, in denen die drei
Quarks auf den Ecken eines gleichseitigen Dreiecks sitzen. Wie schon zuvor
gesagt, ist hier der Unterschied zwischen der Y- und der A-Parametrisierung
des gqg-Potentials am groBten und ein mdogliches Skalieren des Potentials Vg, =
E¥(R) mit der einen oder der anderen Vorhersage ldsst sich hier am besten
beobachten.

Das Potential zeigen wir in Abb. 4.18 (Quadrate), zusammen mit den Parame-
trisierungen Vi (gestrichelte Linie) und Va (durchgezogenen Linie) aus Gl. (4.8).
Wir weisen noch einmal darauf hin, dass in diesem Fall die Parameter Fy, o und
7 nicht neu adjustiert wurden, sondern direkt aus dem Cornell-Fit an das ¢g-
Potential {ibernommen wurden (s. Tab. 4.1). Das Potential folgt augenscheinlich
einem linearen Verlauf fiir R > 0.5 fm. Die absoluten Werte der CDM-Ergebnisse
stimmen in dem gezeigten Bereich R < 2 fm bis auf sehr kleine Abweichungen mit
der A-Parametrisierung iiberein. Dieses wurde auch in SU(3)-Gitterrechnungen
beobachtet [Bali01, Alexandrou02].

Die Gesamtenergie folgt in guter Niaherung also der A-Parametrisierung. Im
vorangegangenen Abschnitt haben wir festgestellt, dass die verschiedenen Ener-
gieanteile verschiedene geometrische Strukturen aufweisen, nadmlich A-férmige
bei der elektrischen Energie und der Oberflichenenergie und Y-férmige in der
Volumenenergie. Um dieses auch auf der Ebene des Potentials zu analysieren,
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Abbildung 4.18: Das gqq-Potential im CDM (Quadrate) im Vergleich mit der A-
und der Y-Form der Cornell-Parametrisierung.

machen wir hier wieder einen Cornell-Fit mit dem Ansatz

o444

Vg R) = 302 399 — CF = + T R (4.9)

Dieses Verfahren wurde auch in der SU(3)-Gitteranalyse in [Takahashi02] ange-
wendet. Auch hier zerlegen wir die Energie wieder in elektrische Energie sowie
Volumen- und Oberflichenenergie und bestimmen fiir jeden Energieanteil die
Parameter EJ%, %% und 7,,,. Da sich die beiden Parametrisierungen fiir das
qqq-Potential V4 und V nur in der ggg-Stringspannung unterscheiden, geben wir
nur das Ergebnis des Fits fiir 7,4, in Tab. 4.2 an. Auflerdem definieren wir noch
die Abweichung

T, — TA

or =11 = (4.10)

Y — TA
von den zu testenden Stringspannungen 7y = /37,5 und 7o = (3/2)7,. Wenn 7,,,
perfekt mit dem Y- (A-)Bild {ibereinstimmt ist 67 = 1 (0). In der Tat bestétigt
sich das zuvor Gesagte. Bei der elektrischen Energie (zweite Reihe) finden sich
Werte um Null mit Schwankungen von bis zu 29%. Die grofite Abweichung bei
PS-IIT ist sogar negativ, so dass die Stringspannung sogar noch kleiner ist als
im A-Bild vorhergesagt. Dieselbe Tendenz zeigt sich in der Oberflichenenergie
(letzte Reihe). Die grofite Abweichung findet sich hier bei PS-I mit j7 = —0.3.
Auch hier wichst die Stringspannung also schwicher als im A-Bild.

Anders verhélt sich dagegen die Volumenenergie. Hier finden wir Werte fiir 67
um eins mit Schwankungen bis zu 28%. Bei PS-II sieht man sogar ein Uberschie-
Ben der Erwartung von 11%, d.h. dass die Stringspannung grofer ist als im Y-Bild
vorhergesagt. Die Gesamtenergie zeigt sich wieder als Uberlagerung dieser bei-
den idealisierten Szenarien. Die Abweichungen d7 sind hier systematisch grofier
als bei der elektrischen Energie und kleiner als bei der Volumenenergie. Aller-
dings sind die Abweichungen auch systematisch kleiner als 7 = 0.5. Nach dieser
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PS-1 PS-11 PS-111
Taga[MeV/fm] 1544 1568 1517
or 0.33 0.41 0.21
7l [NV /i) 616 588 607
07 0.11 0.05 -0.29
7Ol [MeV /i) 650 670 725
3Tyl 0.88 1.11 0.72
7o [MeV /i 278 311 184
ST -0.3 -0.016 0.01

Tabelle 4.2: Die gqq-Stringspannung des baryonischen Cornell-Potentials zusam-
men mit der Abweichung 67 von den Vorhersagen im Y-Bild (67 = 1) bzw. im

A-Bild (67 = 0).

Analyse finden wir demnach eher ein A-artiges Verhalten des qqg-Potentials. In
[Takahashi02] dagegen favorisieren die Fits an das ggq-Potential eher das Y-Bild.

Die vorangegangene Analyse des Potentials bezog sich primér auf die Abso-
lutwerte des Potentials. Der absolute Wert des Potentials ist allerdings erheblich
durch die grofle (konstante) Selbstwechselwirkung Fy der Quarks bestimmt. Fiir
grofe Abstédnde R dagegen ist das Potential von der 3-Quark-Stringspannung 7,4,
dominiert, also von der Steigung des Potentials. Erst die verschiedenen effektiven
qqq-Stringspannungen 7y = v/37 bzw. 74 = (3/2) 7 unterscheiden auch die beiden
Parametrisierungen. Um das Verhalten fiir grole R detaillierter zu studieren, zei-
gen wir in Abb. 4.19 die Differenz des Potentials sowohl zur Y-Parametrisierung
(AW = V& — V,,,, unten) als auch zur A-Parametrisierung (AVa = Va — Vyqq,
oben). Bei einer Ubereinstimmung mit einer der beiden Parametrisierungen er-
warten wir fiir die entsprechende Differenz ein lineares Verhalten fiir grofle R
mit einer verschwindenden Steigung, &dhnlich wie in Abb. 4.9 im q¢g-Fall. Die
gute Ubereinstimmung mit Va aus Abb. 4.18 wiederholt sich hier nicht. Nur fiir
R =~ 0.5fm verlauft AV konstant, knickt dann allerdings ab und verlauft fiir
grofle R linear mit einer nicht-verschwindenden Steigung.

Dies ist anders bei AV4. Die Differenz steigt zunédchst an, flacht dann aber
fiir grofle R rasch ab. Das vollige Abflachen ist fiir R < 2 fm noch nicht zu sehen,
lasst sich aber vermuten. Demnach zeigen die Differenzen in Abb. 4.19, dass es
einen Ubergang gibt von der A-Form fiir kleine Abstéinde zur asymptotischen
Y-Form fiir grole Absténde. Fiir die Differenz AV4 haben wir einen Ansatz

AV = ¢; + cge B/es (4.11)

probiert und die Parameter ¢; bis c3 an der Differenz gefittet. Der Parameter
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Abbildung 4.19: Abweichung des ¢gg-Potentials von der A-Parametrisierung
(oben) und von der Y-Parametrisierung (unten). Fiir grofie R flacht die Differenz
im Y-Fall ab, und die gqq-Stringspannung wird besser durch 7 beschrieben.

cs gibt hier die Skala an, auf der sich dieser Ubergang A — Y vollzieht. Wir
erhalten hier Werte von c¢3 = 1.1fm fiir PS-1, ¢3 = 0.9fm fir PS-II und ¢3 =
0.8 fm fiir PS-III. Diese Ubergangslingen cs sind von derselben GroSenordnung
wie der Durchmesser des gg-Flussschlauches mit A = (0.7 — 1.0) fm. In SU(3)-
Gitterrechnungen [Alexandrou03] wurde ein dhnliches Verhalten fiir das 3-Quark-
Potential beobachtet, allerdings mit einer gréeren Ubergangslinge von ¢ = 2 fm.

Eine etwas andere Analyse wurde von [Bornyakov04] vorgeschlagen. Dort
wurde das Baryon-Potential analysiert fiir beliebige Quark-Konfigurationen, also
nicht nur fiir gleichseitige Dreiecke. Gemé$ der Gln. (4.4) und (4.5) skaliert das
Potential mit der minimalen Lénge Ly im Y-Fall bzw. mit der Dreieckslange La
im A-Fall. Trigt man demnach das Potential gegen die jeweilige Lénge Ly bzw.
A auf, ergibt sich bei perfekter Ubereinstimmung mit einer der beiden Parametri-
sierungen ein einfacher linearer Zusammenhang und ansonsten streuen die Werte
starker um solch eine Gerade.

Wir haben deshalb fiir 500 zufillig angeordnete 3-Quark-Anordnungen jeweils
die Langen Ly, L und die Gesamtenergie berechnet. Um systematische Stérun-
gen auszuschlieBen, haben wir keine extremen Konfigurationen verwendet, bei
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denen entweder einer der drei gg-Absténde kleiner ist als 0.5 fm, oder bei denen
einer der drei Winkel des Quark-Dreiecks grofler ist als 120°. Das Ergebnis dieser
Rechnung zeigen wir in Abb. 4.20. Zur besseren Ubersicht haben wir im A-Fall
(jeweils untere Punktemenge) die Linge L mit dem Faktor 1/+/3 skaliert und das
Potential um 0.5 GeV nach unten verschoben. Das Potential korreliert sehr viel
starker mit der Dreieckslinge A als mit der Y-Lénge. Eine Léange Ly = 3 fm ent-
spricht im gleichseitigen Dreieck R = v/3fm = 1.7 fm. Diese Beobachtung stiitzt
unsere vorangegangene Aussage, dass zumindest fiir mittlere Quarkabstdnde das
qqq-Potential besser durch die A-Parametrisierung beschrieben wird.
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Abbildung 4.20: Das qqq-Potential fiir beliebige Dreiecks-Konfigurationen als
Funktion der jeweiligen minimalen Stringldnge Ly bzw. der A-Stringlénge La.
Lp ist mit 1/ V/3 skaliert und das entsprechende Potential um -0.5 GeV zur bes-
seren Sichtbarkeit verschoben.

4.2.3 Diskussion des gqq¢-Zustands

Wir haben jetzt das 3-Quark-Potential auf verschiedene Art und Weise unter-
sucht. Das Hauptaugenmerk lag dabei auf der Gestalt der Felder und Ener-
giedichten sowie auf dem 3-Quark-Potential. Ausgehend von der schematischen
Beschreibung infinitesimal diinner Strings in Abschnitt 2.5.3 und der Invarianz
der Y-Konfiguration hétte man erwartet, dass die Rechnungen im CDM die Y-
Konfiguration widerspiegeln. Stattdessen beobachten wir in einigen Teilaspek-
ten eine A-Struktur. Das sind die eher A-férmige Verteilung der elektrischen
Energie in Abb. 4.14, sowie die Tendenz des Potentials, besser durch die A-
Parametrisierung beschrieben zu werden (s. Abbn. 4.18 und 4.20). Es gibt aber
auch Hinweise auf die Y-Struktur, die sich allerdings erst fiir relativ grofle Quar-
kabstédnde zeigen. In Abb. 4.17 z.B. sieht man, dass fiir R = 1.7 fm Flussschlduche
entstehen, deren Profil dem ¢g-Profil gleicht und die sich am Fermat’schen Punkt
in zwei Flussschldauche aufspalten. Das Potential entwickelt auch erst fiir sehr
groBe R die Y-Stringspannung (s. Abb. 4.19). Dieser sehr spite Ubergang zum Y
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lasst sich wie folgt erkléren: Die elektrischen Felder breiten sich im Vergleich zu
einer qg-Konfiguration durch die Existenz des dritten Quarks in einem grofieren
Bag aus. Dadurch dass der gesamte elektrische Fluss, der von einem Quark aus-
geht, wegen des Gaufi’schen Gesetzes konstant ist, nimmt die lokale Feldstérke
und damit auch die Energiedichte ab. Die Stringspannung, also die Verdnderung
der Gesamtenergie bei Systemvergréferung ist darauthin ebenfall geringer, was
den zunéchst A-artigen Verlauf in Abb. 4.19 erkliart. Erst wenn die paarweisen
qq-Abstéande sehr viel grofler werden als die charakteristische Stringbreite bilden
sich die Y-artigen Flussschlduche mit dem Fermat’schen Punkt deutlich heraus.
Die aus dem Fit (4.11) erhaltenen Werte der Skala fiir den Ubergang A — Y von
c3 &~ 1fm stimmen dariiber hinaus damit iiberein, dass auch das gg-Profil erst
ab einem ¢g-Abstand von 1fm seine asymptotische Form erreicht. Es ist aber
interessant zu sehen, dass das gg-Potential schon fiir Quark-Abstéande R > 0.3 fm
vom linearen Term dominiert wird. Wir schlussfolgern daher, dass Quarks in
einem typischen Hadron der Gréfenordnung von 1fm eher von einem A-artigen
Potential beeinflusst werden.



Kapitel 5

Stabilitdt von Flussschliauchen

Im letzten Kapitel haben wir die Eigenschaften von zwei- und drei-Quark-Syste-
men im Vakuum untersucht. Fiir k.. — 0 sind solche Systeme stabil. Die Ener-
gie eines einzelnen Quarks ist unendlich grofl und es kénnen sich unendlich lange
Flussschlduche ausbilden. Fiir jedes endliche ky,. > 0 ist die Energie eines ein-
zelnen Quarks zwar nicht mehr unendlich grof3, aber fiir realistische Stringléngen
von wenigen Fermi ist mit dem in dieser Arbeit verwendeten Wert ki, = 1074 die
Energie noch sehr grofl, und die mesonischen und baryonischen Flussschlauche
sind stabil (siehe auch Abschnitt 2.7.2 und Abb. 2.13).

In diesem Kapitel werden wir die Stabilitdt von ¢g-Flussschlauchen untersu-
chen, die einer dufferen Anregung ausgesetzt sind. Wir werden hier zwei verschie-
dene Arten von Anregungen studieren. Zunéchst werden wir die Flussschlduche in
einem dufleren farbelektrischen Feld untersuchen und anschliefend ihre Reaktion
auf die Erzeugung eines zusétzlichen Quark-Antiquark-Paares im Flussschlauch
testen. Da der Parametersatz PS-1 aus Tab. 3.2 die Struktur der elementaren ¢g-
Flussschlduche am besten reproduziert hat, werden wir hier ausschlieSlich Rech-
nungen mit diesem Parametersatz zeigen.

5.1 Flussschliauche in dufleren Feldern

Starke farbelektrische Felder kénnen z.B. bei hochenergetischen Schwerionen-
Kollisionen auftreten [Kajantie85]. Die Kerne durchdringen sich, bei den einzel-
nen Nukleon-Nukleon-Reaktionen kommt es durch Gluonaustausch zu farbgelade-
nen Kernen, und im ersten Moment nach dem Durchdringen hinterlassen die Ker-
ne in der Reaktionszone einen Flussschlauch mit einer transversalen Ausdehnung
in der Groflenordnung der Kerne selber. Die Erzeugung von geladenen Teilchen-
Antiteilchen-Paaren wurde zuerst von Schwinger in [Schwinger51] fiir homogene
elektrische Felder der QED bestimmt. Dieser sog. Schwinger-Mechanismus wur-
de auf farbgeladene qg-Paare in farbelektrischen Feldern der QCD iibertragen
[Casher79, Kluger92, Lampert00]. Die transversale Ausdehnung des von den

97
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Kernen produzierten Flussschlauches von einigen Fermi ist grofl gegeniiber dem
elementaren qg-Flussschlauch mit einem Halbwertsradius von p ~ 0.3 — 0.4 fm.
Die (Lorentz-kontrahierten) Kerne wirken dann so wie die Platten eines farbge-
ladenen Plattenkondensators [Lampert00]. Das farbelektrische Feld der Kerne
ist somit das duflere Hintergrundsfeld, in dem gg-Paare mit den entsprechenden
qq-Flussschlduchen entstehen kénnen. Alternativ wurde die Formierung von sog.
Farbseilen im Color-Rope-Model vorgeschlagen [Biro84], die durch den Uberlapp
von elementaren Strings entstehen.

In [Magas01] wurden fiir den Anfangszustand einer Schwerionen-Kollision sehr
starke farbelektrische Felder bis zu E = (5 — 12) G¢V/im angenommen. Nach
[Soff03, Soff04] verindert sich das Verhéltnis der gemessenen Baryon- und An-
tibaryonen-Multiplizitdten mit zunehmendem Hintergrundsfeld. Dort wurde fiir
Gold-Gold StoéBe bei RHIC-Energien, d.h. bei Nukleon-Nukleon-Schwerpunkts-
energien /s = 200 GeV, eine effektive Stringspannung des homogenen Hinter-
grundfeldes von bis zu 7oy = 3 ¢¢V/mm angenommen. Bei einem Goldkern ergibt
sich der Radius mit A = 197 und ry = 1.0fm zu ra, = AY%ry = 5.8fm. Mit
der effektiven Kern-Kern-Stringspannung entspricht das einer Energiedichte des
duBeren Feldes von e = 7an/(77%,) = 28 MeV/tm3,

Die quellenfreien (p* = 0) CDM-Bewegungsgleichungen (2.28) lassen eine ein-
fache Losung fiir solch ein Hintergrundsfeld zu:

—

v.(f@(a) %a) ~0 , (5.1a)

Ao —U'(o) = —

D*. Do (5.1b)

Diese ist durch ein rdumlich konstantes Confinement-Feld o(7) = const und ein
ebenso raumlich konstantes elektrisches Feld E%(7) = const gegeben, d.h.

o(r) = const — k() = const (5.2a)
E*(f) = —V¢*(7) = const (5.2b)
— D) = k E* = const . (5.2¢)

Die Laplace-Gleichung (5.1a) ist damit trivial gelost und Gl. (5.1b) reduziert sich
auf die algebraische Gleichung
1Ko
2 k2(0)

N—
o]l
)
-]l
IS)
I
o

U'(o) (5.3)
Diese Gleichung ist die Extremalbedingung zur Minimierung der Gesamtenergie
bei rdumlich konstanten Feldern bzgl. o, d.h. des effektiven Potentials g

1D®. D

Eeff = U(O‘)+ QW

(5.4a)
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dgeﬁ
do

-0 -  GL(53) . (5.4b)

Dieses effektive Potential haben wir fiir verschiedene #uBere Feldstéirken DZ, =
D®-D®in Abb. 5.1 dargestellt. Fiir das skalare Potential U (o) haben wir hier die
Parameter aus PS-I aus Tab. 3.2 gewi#hlt. Fiir D2, = 0 reduziert sich das effektive

ext
Potential auf U (o) (durchgezogene Linie). Fiir D2, > 0 entwickelt sich auf Grund
des Terms 1/k(0) in eq eine grofie Barriere (fiir Kyae — 0 eine Divergenz) fiir o —
Ovac- Gleichzeitig wandert das absolute Minimum des effektiven Potentials von
0 = Oyac 72U kleineren Werten o < oy, (gestrichelte Linie). Bei einer kritischen
duBeren Feldstéirke sind dieses Minimum und das bei ¢ = 0 entartet (strich-
punktierte Linie) und fiir jedes grofere duflere Feld ist das absolute Minimum bei

oc=20.
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Abbildung 5.1: Das effektive Potential fiir verschiedene &uflere Felder. Fiir ver-
schwindende &dufilere Anregung reduziert sich ¢ auf U(c) (durchgezogene Linie).
Fiir Anregungen D, > 0 verschiebt sich das Minimum zu Werten o < 0y,.. Ab
einer kritischen Anregung ist das absolute Minimum bei o = 0.

Die Lage des absoluten Minimums o,,;, sowie den entsprechenden Wert des
Dielektrikums k,;, und den dazugehorigen minimalen Wert des effektiven Poten-
tials haben wir in Abb. 5.2 dargestellt. Bei D%, = D? ~ 1.5/fm" springt o,
(durchgezogene Linie) auf oy, = 0 und Ky, auf eins (gestrichelte Linie). Das
effektive Potential verlduft kontinuierlich bei D? hat dort aber einen sehr kleinen

Knick.

In der Situation konstanter Felder reduziert sich die Losung der CDM-Glei-
chungen also auf ein Extremalproblem. Das elektrische Feld ist nicht mehr die
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Folge einer Farbladung, sondern wird von aulen vorgegeben.! Das Confinement-
Feld nimmt dann nur noch die Rolle eines Ordnungsparameters an, der die
Confinement-Phase des Systems charakterisiert. In der perturbativen Deconfine-
ment-Phase ist er o,;, = 0 und op,;, > 0 in der nicht-perturbativen Confinement-
Phase. Der Sprung des Ordnungsparameters beim kritischen duBeren Feld D2
deutet auf einen Phaseniibergang erster Ordnung hin. Dasselbe Verhalten fin-
det sich auch mit den anderen Parametersédtzen PS-II und PS-IIT des skalaren
Potentials. Mit der alternativen Form der dielektrischen Funktion in Gl. (3.3)
[Martens03] finden sich allerdings auch Phaseniibergéinge zweiter Ordnung, d.h.
der Ordnungsparameter o, selbst verschwindet kontinuierlich bei Dg. Wir wei-
sen hier darauf hin, dass die kritische Feldstéirke D, und die damit verbundene
duBere Energie sehr viel kleiner sind als die Werte, die typischerweise im Inneren
eines ¢g-Flussschlauches auftreten (vgl. Abbn. 4.1 und 4.3).

T
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Abbildung 5.2: Erwartungswert des skalaren Feldes (durchgezogene Linie) und
des Dielektrikums (gestrichelte Linie) sowie der entsprechende Wert des effektiven
Potentials (strich-punktierte Linie) als Funktion des externen elektrischen Feldes
Dext-

Wir untersuchen im Folgenden gg-Flussschlduchen in solch einem dufleren Me-
dium. Da die CDM-Gleichungen nicht-linear sind, gilt nicht das Superpositions-
Prinzip, und man kann nicht einfach die Losungen der gg-Konfiguration und
des homogenen, konstanten Mediums addieren, um eine vollstéandige Losung zu
bekommen. Stattdessen integrieren wir das duflere Feld {iber die Randbedin-
gungen in unsere numerischen Rechnungen (vgl. Anhang A.1). Wir geben eine
duBere Feldstirke D®

ext

vor, bestimmen mit Gl. (5.3) das minimierende 0, und

17 B. durch die farbelektrischen Felder im ersten Moment einer Kern-Kern-Kollision.
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damit auch kp;,. Mit diesen Werten bestimmt sich das elektrische Feld mit
E¢. = D¢, /Emin- Omn und E%, bestimmen die Randbedingungen am Rand des

numerischen Volumens fiir das elektrische Potential ¢* und das Confinement-Feld
0.

o(r) Omin (5.5a)
06°(r) _  _ 7a
o = —B, (5.5b)

fir 7 € 0. Hier ist 02 der Rand des numerischen Volumens und 9/0n die
Normalableitung auf 0€2. Wir erreichen damit, dass am Rand des numerischen
Volumens die dufleren Felder vorliegen. Im Allgemeinen wird das duflere Feld
eine 3- und eine 8-Komponente besitzen. Wir wahlen aus Griinden der Einfach-
heit eine Eichung, in der das duflere Feld nur eine 8-Komponente besitzt. Dieses
ist zumindest eine mogliche Wahl, und das &duflere Feld kann man sich durch
blau/antiblau geladene Kerne erzeugt vorstellen. Auf Grund der Invarianz unter
diskreten Farbrotationen in Gl. (2.41a) ist dieses dquivalent zu moglichen ande-
ren Farbkombinationen, in denen dann auch eine 3-Komponente des elektrischen
Feldes vorkommt. Das &uflere Feld ﬁgxt orientieren wir entlang der z-Achse, d.h.
ﬁgxt = Dgxt €y

Bei Anwesenheit eines dufleren Feldes ist die spezielle Farbwahl des zu un-
tersuchenden ¢g-Flussschlauches sensitiv auf das duflere Feld. Ein bb-String mit
nur einer 8-Komponente der Ladung wird anders auf das dufiere DS -Feld rea-
gieren, als ein rr-String mit beiden Ladungskomponenten. Bei unserer Wahl des
duBeren Feldes ﬁgxt verhilt sich ein gg-String genauso wie ein r7-String. Diese
beiden Farbkonfigurationen unterscheiden sich nur durch die Tranformation Vg
der diskreten Farbrotationen aus Gl. (2.40). Dadurch unterscheiden sich zwar die
elektrischen Felder (in diesem Fall nur das 3-Feld), die Energiedichte ist allerdings
invariant unter dieser Transformation. Auflerdem sind die Felder des ¢g-Strings
abhéngig von der relativen Orientierung des dufleren Feldes. Wir wéahlen im Fol-
genden nur die beiden extremen Orientierungen, dass das gg-interne Feld D® in
dieselbe Richtung zeigt wie das duflere Feld (parallele Ausrichtung), bzw. genau
entgegengesetzt (antiparallele Ausrichtung).

Die Stéirke des dufleren Feldes D?2, variieren wir in einem sehr viel kleineren

Bereich als in Abb. 5.2. D.h. die dufleren Felder sind so klein, dass das System
noch klar in der Confinement-Phase sind. In Abb. 5.3 zeigen wir den Bereich von
D2, < 0.1fm™*, innerhalb dem wir die #uBere Feldstiirke variieren. Gleichzei-
tig sieht man dort die dquivalente dulere Anregungsenergie oy (durchgezogene
Linie), aufgespalten in den elektrischen Anteil ¢, (gestrichelte Linie) und den

Volumenanteil Uy (strich-punktierte Linie). Die Anregungsenergie variiert hier
von 0 auf 270 MeV/fy3,
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Abbildung 5.3: Die Hintergrundsenergie aufgeteilt in den elektrischen und den
Volumenanteil. Der Knick bei D%, < 0.01fm* liegt nur an der endlichen Zahl
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der Stiitzstellen und hat keinen physikalischen Inhalt.

5.1.1 Felder und Energiedichten

Zunichst zeigen wir wieder in den Abbildungen 5.4 bis 5.8 die Felder und die da-
zugehorigen Energiedichten. Wir beginnen mit einem bb-Flussschlauch der Linge
R = 1fm in Abb. 5.4, in der wir das elektrische Feld D8 zeigen. Hier haben wir
jeweils das &uflere Feld ﬁgxt subtrahiert. Auferdem zeigen wir eine Konturlinie
des Dielektrikums fiir £ = 0.2. Das b (b)-Quark ist bei z = 0.5 (—0.5) fm und das
stringeigene 8-Feld zeigt in positive x-Richtung. In der linken Halfte der Abbil-
dung ist das #uBere Feld parallel und in der rechten antiparallel zum bb-String
gerichtet. In der parallelen Konfiguration wirken auf die Quarks demnach Kréfte,
die den String verkiirzen (oder aber auch drehen), und in der antiparallelen sol-
che, die den String auseinanderziehen wiirden.

Von oben nach unten wird die Anregungsenergie vergroflert und die Strings
in den beiden Orientierungen veréndern sich auf unterschiedliche Art und Weise.
In der parallelen Anordnung verbreitert sich der String und in der antiparal-
lelen schniirt er sich allméhlich ein. Hier wird die Wirkungsweise des dufleren
Feldes deutlich. Das #duflere Feld verschiebt das Confinement-Feld zu Werten
Omin < Ovac Und das angeregte Vakuum hat dadurch einen gréfleren dielektrischen
Wert Kmin > Kvae als das ungestorte Vakuum. Das Vakuum verliert dadurch seine
nahezu perfekte dielektrische Eigenschaft und das elektrische Feld ist nicht mehr
so stark stark nach auflen abgeschirmt. In der parallelen Konfiguration kommt
es so zur Stringverbreiterung. Bei der antiparallelen Konfiguration nimmt das
Feld D® im qq-String allméhlich ab und im Gegenzug dazu an den Stringenden
zu. Dadurch wird der String nahezu aufgelost und das Quark und das Antiquark
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bilden quasi einen String zu den &ufleren jeweils entgegengesetzt geladenen Kon-
densatorplatten aus. Der bb-Flussschlauch ist nicht mehr in einem gebundenen
Zustand.

In den Abbildungen 5.5 und 5.6 zeigen wir dieselben Situationen fiir einen
rr-String. In der parallelen Konfiguration (Abb. 5.5) verhalten sich die Felder
D? (links) und D# (rechts) qualitativ wie im bb-Fall. Das 8-Feld wird von aufien
verstiarkt, der Wert des Dielektrikum im Vakuum steigt, und der String breitet
sich in transversaler Richtung aus. Im antiparallelen Fall (Abb. 5.6) dagegen
kommt es im Gegensatz zum bb-String nicht zum Einschniiren des Strings. Das
3-Feld (links) wird nur indirekt iiber den vergroflerten Bag beeinflusst, andert
aber nicht seine qualitative Ausrichtung. Das 3-Feld hat weiterhin einen binden-
den Charakter. Das Feld D8 (rechts) dagegen dndert im Inneren des Strings seine
Richtung. Bei fehlender duflerer Anregung zeigt das 8-Feld vom Quark (rechts)
zum Antiquark (links). Bei einer Anregungsenergie von e = 146 MeV/im3 ver-
schwindet das 8-Feld im Inneren des Strings fast vollstdndig und fiir grolere
Anregungsenergien kehrt sich die Richtung des 8-Feldes um. Beim r7-String kon-
kurrieren also die Felder D3 und D8 um einen bindenden Zustand.

Wir halten hier schon einmal fest, dass ein dufleres, parallel gerichtetes Feld
den Flussschlauch unabhingig von der Farbkomponente des Strings verbreitert.
Ein antiparalleles Feld dagegen reduziert die Feldstéirke im Inneren des Strings
und fiihrt damit je nach der Wahl der Stringfarbe zu einem vollstdndigen Zerrei-
Ben des Strings, bzw. nur zur teilweisen Ausloschung des Feldes im Inneren des
Flussschlauches.
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Abbildung 5.4: Elektrisches Feld D8 eines bb-Strings im parallelen (links) bzw.
im antiparallelen (rechts) Hintergrundsfeld.
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Abbildung 5.5: Elektrische Felder D3 und D8 eines rr-Strings im parallelen Hin-
tergrundsfeld.
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Abbildung 5.6: Elektrisches Felder D3

Hintergrundsfeld.
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und D* eines rr-Strings im antiparallelen
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In den Abbildungen 5.7 und 5.8 zeigen wir an Hand der Energiedichte das
Verhalten des Strings, wenn wir den ¢g-Abstand R verindern. Wir wéhlen dazu
eine feste Anregungsenergie ¢ = 191 MeV/ims und variieren den Quarkabstand
von R = 0.5 fm (ganz oben) bis R = 2.0 fm (ganz unten). Fiir die parallele String-
Konfiguration (Abb. 5.7) erwarten wir nach der vorangegangenen Diskussion der
elektrischen Felder, dass sich weiterhin Strings mit einer homogenen Energiedich-
te entlang der Stringachse ergeben. Die Energiedichte im Zentrum des Strings
bei 7= 0 nimmt wie im Vakuum leicht ab, aber die homogene Energieverteilung
ist weiterhin zu sehen. Die bb- (links) und die r7-Konfiguration (rechts) verhalten
sich qualitativ gleich.

Bei der antiparallelen Konfiguration (Abb. 5.8) sieht man das Einschniiren
des bb-Strings (links) und die Abnahme im Zentrum des Strings sehr deutlich.
Bei der r7-Konfiguration (rechts) bleibt auf Grund der weiterhin vorhandenen
53—Komponente des elektrischen Feldes der String zwar erhalten, aber die Ener-
giedichte im Inneren ist auch hier drastisch reduziert im Vergleich zum String im
Vakuum. Im antiparallelen Fall haben wir fiir die bb-Konfiguration eine kleinere
Anregungsenergie von ey = 106 MeV/im3 verwendet, weil das Einschniiren des
bb-String schon bei relativ kleinen Anregungen einsetzt.
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Abbildung 5.7: Die Energiedichte eines bb- (links) und eines r7-Flussschlauches in
einem parallel orientierten Hintergrundsfeld. Die Konturlinien sind &quidistant
mit einer Schrittweite von Ae = 0.4 MeV/m3 beginnend bei 0.4 MeV/mms. In der
Energiedichte ist der Beitrag des externen Hintergrundsfeldes enthalten.
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Abbildung 5.8: Wie in Abb. 5.7 fiir ein antiparalleles Hintergrundsfeld. Beim
bb-String schniirt sich der String ein und die Energiedichte zwischen den Quarks
nimmt stark ab.
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Abbildung 5.9: Das Profil der Energiedichte fiir einen bb- (oben) bzw. r7-String
(unten) im parallelen (links) bzw. antiparallelen Hintergrundsfeld (rechts). Die
Anregungsenergien sind in der Abbildung gegeben.

Die Profile der Energiedichte in der zentralen Ebenen zwischen den Quarks
zeigen wir in Abb. 5.9. Der qg-Abstand betréigt in diesem Fall R = 1fm. Der bb-
und der r7-String ist in den oberen bzw. den unteren beiden Teilbildern fiir die
parallele (links) und die antiparallele Ausrichtung (rechts) des Hintergrundfeldes
dargestellt. In der Energiedichte ist der Beitrag des externen Feldes €., enthalten.
Bei Abwesenheit des gg-Paares wire die Energiedichte konstant und wiirde den
jeweiligen Randwert annehmen. Das Feld des gg-Flussschlauches iiberlagert sich
nicht-linear dem &ufleren Feld und fiihrt in allen Féllen zu einer Abschwichung
in der Randzone des dargestellten Bereichs. Der zentrale Wert der Energiedichte
nimmt in allen Féllen mit zunehmendem e ab. Bei den antiparallelen Ausrich-
tungen ist dieser Effekt allerdings weit aus groSer. Beim bb-String nimmt das
Feld entsprechend dem beobachteten Einschniiren in den Abbn. 5.4 und 5.8 am

deutlichsten ab (oben rechts). Man beachte in diesem Fall auch die niedrigeren
Werte von ey .

Die Profile werden nicht nur in ihrer maximalen Hohe reduziert, sondern ha-
ben auch eine hohere Halbwertsbreite. Den Halbmaximumsradius A zeigen wir
in Abb. 5.10 als Funktion des gg-Abstands R fiir verschiedene Anregungsener-
gien q. In den oberen beiden Teilbildern sicht man A fiir einen bb-String und
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Abbildung 5.10: Der Halbwertsdurchmesser A fiir einen bb- (oben) bzw. r7-String
(unten) im parallelen (links) bzw. antiparallelen Hintergrundsfeld (rechts).

in den unteren beiden fiir einen r7-String. Jeweils links und rechts zeigen wir
die beiden Konfigurationen fiir ein paralleles bzw. fiir ein antiparalleles Hinter-
grundsfeld. Die durchgezogene Linie steht in allen Féllen fiir €.y = 0 MeV, d.h.
fiir einen String im Vakuum und ist deshalb in allen 4 Féllen identisch (vgl. auch

Abb. 4.5).

Bei den beiden parallelen Ausrichtungen nimmt der Durchmesser kontinuier-
lich mit der &ufleren Anregung zu. Fiir grofle Anregungen wéchst der Durch-
messer nahezu linear mit dem Abstand R und ein Abséttigen der Stringbreite
ist immer weniger zu sehen. Dieses deutet auf eine Dissoziation des Strings hin.
Im perturbativen Fall, in dem es nur eine Coulomb-artige Bindung zwischen dem
Quark und dem Antiquark gibt und das Profil der Energiedichte durch Gl. (3.2a)
mit pg; = R/2 gegeben ist, nimmt der Halbwertsradius gemafi A ~ 0.5R linear
zu. Fiir grofile Anregungen nimmt der Wert des Dielektrikums zu (s. Abb. 5.2)
und das Vakuum verliert nach und nach seine Confinement-Eigenschaft. Der
Durchmesser sollte demnach fiir hinreichend grofie R linear anwachsen.

Beim r7-Flussschlauch sehen wir auch bei der antiparallelen Ausrichtung ein
stetiges Anwachsen der Breite, allerdings ist das Anwachsen etwas reduziert. In
diesem Fall wirkt das Feld D® dem inneren 8-Feld entgegen, wodurch im Vergleich
zur parallelen Ausrichtung der elektrischen Druck auf die Bagwand reduziert
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wird, und der Durchmesser A etwas langsamer mit dem Abstand R wéchst.

Bei der antiparallelen Ausrichtung des bb-Flussschlauches finden wir tatséich-
lich eine Abnahme der Breite mit zunehmender Anregung. Verbunden mit der
starken Abnahme der Energiedichte (Abb. 5.9 oben rechts) siecht man damit sehr
schon das Einschniiren und allm&hliche Durchtrennen des Strings.

5.1.2 Das q¢-Potential im Hintergrundsfeld

Wenn die Energiedichte zwischen den beiden Quarks mit zunehmender Anregung
abnimmt und sich der String einschniirt und im Extremfall sogar trennt, sollte
damit auch ein nicht mehr bindendes gg-Potential verbunden sein. Wir erwar-
ten also ein Potential, das nicht mehr monoton mit der gg-Stringspannung des
Vakuums von 7 = 980 MeV/tm ansteigt, sondern fiir grofe ¢g-Abstéinde R abflacht
oder sogar wieder abnimmt. Fiir ein flaches Potential mit 7 = 0 — wie man es
auch im perturbativen Coulomb-Fall erhélt — geht das Confinement vollstandig
verloren, und fiir ein Potential mit 7 < 0 ist dass Potential sogar abstoflend, d.h.
die Quarks wiirden sich voneinander trennen.

Wir zeigen das Potential Vz in Abb. 5.11. Die Symbole stehen fiir die CDM-
Ergebnisse, die durchgezogenen Linien sind die dazugehorigen Cornell-Fits nach
Gl (3.1). Die Cornell-Fits ergeben weiterhin eine gute Ubereinstimmung mit den
Rechnungen. Es gilt wieder dieselbe Anordnung, d.h. das bb- und das r7-Potential
ist in den oberen bzw. den unteren Teilbildern dargestellt und die parallele und
die antiparallele Ausrichtung jeweils links bzw. rechts. Wir sind hier nur an dem
Verhalten fiir grofle R interessiert und haben der Deutlichkeit halber die Graphen
durch verschiedene additive Konstanten gegeneinander verschoben.

Das Potential im parallelen Hintergrundsfeld &ndert sich (bis auf die addi-
tive Konstante) nur gering. Nur ein leichtes Abflachen des linearen Verlaufs
ldsst sich hier vermuten. Bei der antiparallelen Anordnung (rechts) sehen wir
aber das fiir das Spalten der Strings vermutete Abflachen bzw. Abknicken des
Potentials. Das Umschlagen zu einem abnehmend linearen Verlauf ist bei der bb-
Konfiguration natiirlich deutlicher als bei der r7-Anordnung, da bei der letzteren
immer noch das bindende 3-Feld wirkt. Bei der bb-Anordnung finden wir, dass
fiir Quarkabstéinde R > 0.5fm ab einer Anregungsenergie von ey = 91 MeV/fy3
(geschlossene Dreiecke) das Potential abflacht und die Strings nicht mehr stabil
sind. Bei dem r7-Flussschlauch gilt dieses erst fiir Quarkabstéinde R > 0.8 fm und
ab einer Anregungsenergie von €ey = 163 MeV/im3 (wieder geschlossene Dreiecke).

Wir haben aus den jeweiligen Cornell-Fits die Stringspannung 7 extrahiert
und in Abb. 5.12 als Funktion der Anregungsenergie fiir die beiden verschiede-
nen Farbkombinationen und die beiden Orientierungen aufgetragen. Fiir den
bb-String (links) in der parallelen Orientierung (Quadrate) nimmt die String-
spannung zunéchst leicht ab, stabilisiert sich dann aber bei 7 &~ 700 MeV/tm. Der
antiparallel orientierte Flussschlauch zeigt dagegen schon fiir gqy > 100 MeV/pm3
eine negative Stringspannung, die mit einer absoluten Instabilitdt verbunden ist.
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Abbildung 5.11: Das gg-Potential fiir verschiedene duflere Anregungen. Das Po-
tential fiir den bb-String zeigen wir oben und fiir den r7-String unten, beide fiir
eine parallele (links) und eine antiparallele Ausrichtung (rechts).

Beim r7-String sehen wir das gleiche qualitative Verhalten. Die Stringspannung
im parallelen Fall sinkt hier auf einen Wert von 7 = 420 MeV/fm, der etwas gerin-
ger ist als im bb-Fall. Wir erinnern uns wieder, dass das dufiere Feld vom 8-Typ
ist und nur das Feld D8 des rr-Strings direkt verstarkt. Die Komponente D3
wird vom &ufleren Feld nur indirekt iiber die Modifikation des skalaren Felds o
beeinflusst. Dafiir wirkt das Feld D? in der antiparallelen Ausrichtung weiterhin
bindend und die Stringspannung sinkt folglich erst bei einer dufleren Anregung
VON Egyp A (190 — 200) MeV/iy3 auf einen Wert 7 < 0.

Wir stellen fest, dass ein dufleres farbelektrisches Feld das absolute Confine-
ment eines gg-Paares authebt. Das duflere Feld verschiebt den Erwartungswert
des Confinement-Feldes von 0 = 0y, iIm Vakuum zu kleineren Werten. Damit
steigt der dielektrische Wert des angeregten Vakuums. Die elektrischen Felder
werden zu einem geringeren Mafle in den Flussschlauch gedréangt und koénnen
sich in einem grofleren rdumlichen Bereich ausdehnen. Das duflere farbelektri-
sche Feld bricht sowohl die Isotropie des Vakuums als auch die Invarianz unter
Farbrotationen. Deshalb finden wir unterschiedliche Reaktionen des ¢g-Strings je
nach seiner relativen Orientierung zum &dufleren Feld und seinem Farb-Antifarb-
Inhalt. Es ist zu vermuten, dass in einer dynamischen Beschreibung des Strings
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Abbildung 5.12: Die Stringspannung als Funktion der Anregungsenergie €ex;.
Links fiir das bb-Potential und rechts fiir das rr-Potential.

die Quarks des Strings entsprechend ihrer Farbladung ¢® im #uBleren Feld be-
schleunigt werden. Der Flussschlauch richtet sich auf diese Weise selbstédndig in
paralleler Richtung aus. Bis zu einer kritischen Stérke des dufleren Feldes ist das
qq-Paar weiterhin gebunden. Wir fassen die obigen Ergebnisse in Tab. 5.1 zu-
sammen. Dort geben wir die Feldstédrken der &dufieren elektrischen Verschiebung
Dext und des elektrischen Feldes Eext an, bei der die Stringspannung 7 fiir ei-
ne gegebene Farbkombination verschwindet. Die kritische elektrische Feldstérke
Eext, die zum Zerreien des Strings notwendig ist, ist mit Fey < 16¢V/mm sehr
viel geringer als die oben zitierten Feldstérken von 5-12 GeV/im [Magas01].
Ebenfalls in der Tabelle aufgefiithrt sind der Wert des angeregten o-Feldes
und des dielektrischen Wertes, sowie die entsprechende Anregungsenergie bei der
der String instabil wird. Wir finden stark unterschiedliche Werte fiir die bei-
den Kombinationen bb und 77, nimlich o = 90 MeV/iy3 fiir den bb-Fall und
Eext = 200MeV/iy3 im rr-Fall. In unserer Formulierung der Farbladungen in der
CDM-Lagrangdichte (2.1) ist die Ladung der Quarks zeitlich konstant. In einer
transporttheoretischen Beschreibung der Quarks kann man dagegen eine Dyna-
mik auch im Farbraum generieren, so dass der Farbvektor im Farbraum préze-
diert [Wong70, Elze89]. Die Farbe des Flussschlauches wire dann nicht mehr
zeitlich konstant. Die Werte €.y = 90 MeV/im3 und eeyy = 200 MeV/im3 fiir die kri-
tische Energiedichte, bei der der String reifit, sind deshalb als untere und obere
Abschétzung zu verstehen fiir einen ¢g-String mit beliebiger Farborientierung.

5.2 Fragmentation durch Paarerzeugung

Eine andere Ursache fiir eine Instabilitdt des Strings ist durch den Mechanismus
der Paarerzeugung gegeben. Die zentrale Energiedichte eines elementaren Fluss-
schlauches ist mit € < 2.5 GeV/m? (s. Abb. 4.3) im Vergleich zu den kritischen An-
regungsenergien aus dem vorangegangenen Abschnitt sehr viel grofler. In diesem
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D Sxt Oext Rext ngt Eoxt

MV/w]  [fmh] [107%) [MeV/pn]  [MeV/n3]
bb 16 1.13 1.7 940 90
v 40 1.0 5.5 730 200

Tabelle 5.1: Die Werte des angeregten Mediums an der Schwelle zum ungebunden
qq-Flussschlauch, an der die Stringspannung 7 gerade verschwindet. FEin g¢g-
String verhélt sich in dem gewihlten Hintergrundsfeld wie der r7-String. Die
externe Anregungsenergie €., enthélt sowohl die Volumenenergie als auch die
elektrische Energie.

starken Feld konnen ebenfalls iiber den Schwinger-Mechanismus [Schwinger51]
zusitzliche Quark-Antiquark-Paare entstehen. Dieses wird z.B. im Lund-Modell
verwendet [Andersson83, Andersson87, Andersson98], in dem ein hochangeregter
String durch ¢g-Paarbildung oder durch Quark-Diquark-Bildung in Mesonen und
Baryonen zerfillt. Im CDM-Modell kénnen wir dieses Szenario eingeschrénkt be-
schreiben. Wir betrachten einen Quark-Antiquark-Flussschlauch QQ mit fester
Lange R. Die Erzeugung eines zusétzlichen gg-Paares kénnen wir im Rahmen des
Modells nicht dynamisch beschreiben. Wir konnten im Rahmen des Schwinger-
Mechanismus auf Grund des QQ-Feldes die Wahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit
und Volumenelement abschétzen, mit der solch ein Prozess stattfindet. Fiir
Flussschlduche mit festgehaltenem Querschnitt und fiir konstantes elektrisches
Feld des Flussschlauches auch wiahrend der Paarproduktion wurde dieses z.B. in

[Vasak83, Pavel91, Schonfeld90, Warke92, Wilets95] durchgefiihrt.

Da wir in dieser Arbeit aber nur an statischen Konfigurationen interessiert
sind, nehmen wir die Existenz des zusétzlichen Paares als gegeben an. Fiir dieses
qq konnen wir das Potential bei Anwesenheit des QQ-Flussschlauches berech-
nen. Dazu platzieren wir die Quarks wie in Abb. 5.13 gezeigt in einer linea-
ren Anordnung. Allerdings werden wir die Reaktion des elektrischen Feldes des
QQ-Flussschlauches auf die Existenz explizit mitberechnen, d.h. wir bestimmen
die Feldkonfiguration fiir den so konstruierten 4-Teilchen-Zustand. Den QQ-
Abstand R halten wir fest und variieren den gg-Abstand d. Der Einfachheit
halber liegt der gg-Schwerpunkt immer im Zentrum des QQ-Strings. Wir nen-
nen den inneren String parallel zum &dufleren orientiert, wenn d < 0, d.h. wenn
das Quark ¢ zum Quark @ und das Antiquark ¢ zum Antiquark Q zeigt. Um-
gekehrt nennen wir den inneren String antiparallel orientiert, wenn d > 0. Bei
dieser 4-Quark-Konfiguration gibt es verschiedene Farbkombinationen, die wir
schematisch in den folgenden Reaktions-Gleichungen dargestellt haben.

(r—F—r—7) — (rF)+ (rF) | (5.6a)
(r—r—7—7) — (rr)—(FF) | (5.6b)
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Q g—d—g Q

- R >

Abbildung 5.13: Die Quark Anordnung bei der qG-Erzeugung. Das dufiere QQ-
Paar hat einen festen Abstand R, der gg-Abstand d wird variiert. Bei d = 0
liegen Quark ¢ und Antiquark ¢ direkt aufeinander und loschen sich gegenseitig
aus, so dass nur der QQ-String reproduziert wird.

(r—g—g-7) — (9) = (g7) (5.6¢)
(r—g-g-7) — (r9)~(g7) = (b-1b) . ] (5.64)
(r—g-g-7) — (r—g—b-b—g—r) —(rgh) + (bgr) .  (5.60)

Ausgehend von einem QQ-String mit beliebiger Farbe, hier ein r7-String, kann
entweder ein ¢g-String gleicher Farbe, wie in den Gln. (5.6a) und (5.6b) oder ein
String mit anderem Farbinhalt, hier ein gg-Paar wie in den Gln. (5.6¢) und (5.6d)
entstehen. In der ersten Gleichung von (5.6) zerfillt das 4-Quark-System in zwei
mesonische r7-Strings. Mit entgegengesetzter Orientierung des ¢g-Paares, also
fiir d < 0, iiberlagern sich die beiden r7-Strings konstruktiv.

Haben die Quarks ) und ¢ verschiedene Farben, z.B. ¢g = r und ¢, = ¢
16schen sie sich nicht mehr aus, und der QQ-String kann nicht mehr zerfallen.
Vielmehr ergibt sich fiir d > 0 wie in Gl. (5.6¢) ein adjungierter (rg) — (g7)-String
wie in Abschnitt 4.1.4. Fiir d < 0 erhélt man einen (rg)-(7g)-String, der genau
einem bb-String entspricht (Gl. (5.6d)). Ein gg-Paar mit blauem Farbinhalt gibt
wegen der Invarianz unter Farbtransformation g <> b nichts neues. In [Casher79]
wird dariiber hinaus eine sukzessive Erzeugung von Farb-Antifarb-Paaren wie in
Gl. (5.6e) zur Erzeugung eines Baryon-Antibaryon-Paares diskutiert.

In den folgenden Abbildungen 5.14 und 5.15 zeigen wir die Energiedichte
fiir solch einen 4-Teilchen-Zustand. Die Quarks werden hier durch einen weif3
gefiillten Punkt dargestellt und die Antiquarks durch einen schwarzen Punkt mit
weilem Umkreis. In Abb. 5.14 hat der innere String denselben Farbinhalt wie
der #uBere (hier RR und r7) und in Abb. 5.15 einen davon verschiedenen (hier
RR und ¢g). Jeweils in der linken Spalte ist der innere gg-String parallel zum
duferen orientiert und in der rechten Spalte antiparallel.

In Abb. 5.14 variiert links der gg-Abstand von d = —R (oberste Zeile) bis
d = —0.2fm (unterste Zeile), d.h. zuerst liegen die Quarks ¢ und ¢ und die
Antiquarks @ und ¢ iibereinander und zum Schluss liegen die Teilchen des inneren
Paares dicht nebeneinander. Fiir d = —R erhalten wir so die Uberlagerung von
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zwei identischen ¢g-Strings. Man sieht sehr schén wie hier innerhalb des QQ-
Flussschlauches ein ¢g-String eingebettet ist. Die Energiedichte zwischen den
beiden inneren Teilchen ist ab d > —0.6 fm gréfer als zwischen den inneren und
auBeren Quarks. Die beiden roten und die beiden antiroten Quarks stoflen sich ab,
so dass der elektrische Fluss aus dem jeweiligen Zwischenbereich bei |z| ~ 0.5 fm
herausgedrangt wird.

Rechts variiert der Abstand von d = 0 bis d = 0.9fm. Bei d = 0 l6schen
sich die beiden inneren Teilchen gerade gegenseitig aus und hinterlassen das Feld
des duBeren QQ-Flussschlauches. Wie man sieht, ist das Feld der konstruktiv
tiberlagerten Strings (oben links) breiter als dieser einfache Flussschlauch. Ab
d = 0.2fm beginnt sich der String einzuschniiren und fiir gréflere gg-Abstéinde
spaltet sich das System in zwei unabhéngige mesonische Flussschldauche. Wir
haben hier den Fall d = R ausgelassen, da sich dann alle Teilchen gegenseitig
neutralisieren und iiberhaupt kein Feld erzeugt wird.

In Abb. 5.15 haben wir bis auf das Bild unten rechts, bei dem hier d = R gilt,
die Quarkabsténde genauso gewéhlt wie in Abb. 5.14. Die Anordnung entspricht
jetzt den Gleichungen (5.6d) (links) und (5.6¢) (rechts). Auf der linken Seite
oben iiberlagern sich ein 7- und ein g-Quark zu einem b-Quark bei x = 0.75 fm
und entsprechend die Antiquarks bei 2 = —0.75fm und bilden einen bb-String.
Bei Abstdnden —R < d < 0 sieht man hier im Gegensatz zu Abb. 5.14, dass die
Energiedichte im Bereich |z| ~ 0.5 fm hoher ist. Dies liegt daran, dass das r-
und das g-Quark eine entgegengesetzt gleiche Ladung ¢® haben, und sich somit
teilweise anziehen.

Fiir Abstdnde d > 0 (rechts) sieht man wie erwartet kein Auseinanderbrechen
des Flussschlauches. Fiir d = 0 erhélt man wieder einen einfachen ¢g-String und
die Energiedichte in den beiden obersten Bilder ist somit identisch. Fiir d = R
(unten rechts) erhélt man den adjungierten String. Dieser ist etwas breiter als
der fundamentale String (also der in beiden oberen Bildern), aber etwas schmaler
als die direkte Uberlagerung zweier fundamentaler Strings (wie in Abb. 5.14 oben
links).
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Abbildung 5.14: Ein 1.5fm langer Flussschlauch Q@ mit einem zusitzlichen ¢g-
Paar mit verschiedenen Abstédnden d < 0 (linke Spalte) und d > 0 (rechte Spalte).
Quarks (Antiquarks) sind hier durch weile Punkte (weifle Kreise) dargestellt. Die
Konturlinien der Energiedichte sind dquidistant mit Ae = 0.5MeV/fy3 beginnend
bei ¢ = 0.5MeV/mm3s. Die Farben des inneren und des duBeren Quarkpaares sind
vom selben Typ, hier jeweils r7. Fiir d = 0 erhilt man einen einfachen QQ-
Flussschlauch. Fiir d > 0.2 fm schniirt sich der Flussschlauch ein und zerfallt fiir
grofiere d.
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Abbildung 5.15: Wie Abb. 5.14, allerdings fiir verschiedene Farbkombinationen
von innerem und duflerem Quarkpaar. Hier gilt Q@ = r7 und qq = ¢g.
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Wir schlielen dieses Kapitel wieder ab, indem wir das Potential fiir die Paar-
bildung in Abb. 5.16 diskutieren. Unter dem Potential verstehen wir hier die
Differenz Vpaar = FEiot — Er zwischen der Gesamtenergie Ei, des 4-Teilchen-
Zustands und der Energie des ungestorten dufleren QQ-Strings Fr mit der Linge
R als Funktion des gg-Abstandes d. Der QQ-Abstand betrigt R = 1.5fm und
wir zeigen das Potential fiir die beiden angesprochenen Farbkombinationen. Fiir
ungleiche Farben von innerem und &uflerem String (offene Quadrate) verschwin-
det wie erwartet das Potential bei x+ = —R und bei x = 0, da bei diesen beiden
Abstinden lediglich ein einfacher QQ-String bleibt. Fiir Werte d > —R und und
d < R, sowie |d| < 0.2fm verdndert sich das Potential auf Grund der Coulomb-
Wechselwirkung zwischen den eng beieinander platzierten Teilchen relativ schnell.
Im Bereich —1.3fm < d < —0.2fm ist das Potential nahezu konstant. Man
sieht auch in Abb. 5.15, linke Spalte, dass sich der Flussschlauch in der Breite
kaum verdndert. Im Wesentlichen wird somit die Selbstenergie der neu produ-
zierten Teilchen zum Potential addiert. Der Energiegewinn durch Verringerung
des gG-Abstandes wird durch den Energieverlust durch die Vergroflerung des QQg-
bzw. des Q¢-Abstandes nahezu aufgewogen. Fiir die parallele Orientierung und
0.2fm < d < 1.3 fm nimmt das Potential linear zu. Zum Vergleich zeigen wir das
Cornell-Potential Vi(d) aus Gl. (3.1) mit den Cornell-Parametern von Parame-
tersatz PS-I aus Tab. 4.1 (durchgezogene Linie). Das Potential V.., steigt mit
einer etwas geringeren Steigung als der gg-Stringspannung 7 = 980 MeV /.

Fiir die Anordnung mit denselben Farben fiir den inneren und den dufleren
String (geschlossene Quadrate) sehen wir wieder die schnellen Verdnderungen des
Potentials durch die Coulomb-Wechselwirkung bei jeder Teilchen-Ann&herung
wie zuvor, also bei d 2 —R, d < R und |d| < 0.2fm. Fiir d < 0, also wenn das
innere qgq-Paar parallel zum &ufleren orientiert ist, nimmt das Potential ungeféihr
mit der ¢g-Stringspannung zu. Zum Vergleich haben wir das an der y-Achse
gespiegelte Cornell-Potential V,(—d) mit eingezeichnet (gestrichelte Linie). Das
duflere Feld gibt demnach nur einen konstanten Beitrag zum Paarpotential V,aa;.
Fir d > 0.2 fm kommt es zur Aufspaltung des Strings. Bis zu d = 0.6 fm, nimmt
das Potential nahezu linear mit einer &hnlichen Steigung wie der Stringspannung
T ab. Fiir groflere Abstande d knickt das Potential spiirbar ab und fallt ungefihr
mit der doppelten Stringspannung 7. Die strich-punktierte Linie entspricht dem
Cornell-Potential, wobei die Stringspannung durch ihr negatives ersetzt wurde.
Wenn der Flussschlauch erst in zwei Teilstrings zerfallen ist, dann entspricht das
Potential V., tatsidchlich dem Potential zweier unabhdngiger sich verkiirzenden
Strings.

Da das Paarpotential ab einem kritischen Wert d, negativ wird, ist der QQ-
String instabil gegeniiber einer qg-Erzeugung gleicher Farbe. Dieser Mechanismus
wird gerade vom Lund-Modell [Andersson83, Andersson87, Andersson98] verwen-
det. Allerdings wird dort angenommen, dass das Potential V., fiir d > 0 sofort
rein linear mit der Stringspannung 7 abnimmt. Dem liegt die Hypothese eines
sehr diinnen Strings konstanter Breite zu Grunde, der in longitudinaler Ausrich-
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Abbildung 5.16: Das Potential des zusitzlichen ¢g Quarkpaares im duferen QQ-
Feld. Das Potential misst die Differenz zwischen der Gesamtenergie und der
Energie des reinen QQ-Strings. Die geschlossenen Quadrate stehen fiir gleiche
Farben und die offenen Quadrate fiir verschiedene Farben von innerem und &ufle-
rem String. Zusétzlich zeigen wir das Cornell-Potential Vo (d) mit den Werten von
PS-T aus Tab. 4.1 (durchgezogene Linie), das an der y-Achse gespiegelte Cornell-
Potential Vo (—d) (gestrichelte Linie) und Vi (d) mit 7 — —7 (strich-punktierte
Linie).

tung absolut homogen ist. Coulomb-Effekte fiir kleine Quarkabstéinde sowie eine
Verbreiterung des Strings bei Verlangerung des Strings, wie wir sie im CDM se-
hen, werden dort vernachléssigt. Das neue qg-Paar wird bei z = 0 mit einem
Abstand d = 0 mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit produziert, der QQ-
String zerfillt sofort in einen Qg- und einen ¢@Q-String und die beiden Teilstrings
unterliegen einer Yoyo-artigen Dynamik.

Im CDM sehen wir aber, dass ein mit einem Abstand d = 0 produziertes
qg-Paar durch die starke Coulomb-Anziehung in einem gebunden Zustand ist.
Im Paarpotential Vp,a, fiir den Fall gleicher Farben sieht man dementsprechend
ein Minimum bei d = 0 (geschlossene Quadrate in Abb. 5.16). Erst wenn diese
Coulomb-Barriere iiberwunden ist, zerfallt der String wirklich. Wir kénnen das
Potential als ein Tunnelpotential interpretieren. In Abb. 5.17 betrachten wir die-
ses Tunnelpotential etwas genauer. Wir beschrinken uns hier auf den Fall, in dem
der Stringaufbruch moglich ist, also fiir gleiche Farbkombinationen von innerem
und duBlerem Quarkpaar und d > 0. In der Abbildung zeigen wir dieses Potential
fiir verschiedene duflere Quarkabstdnde R. Wir sehen, dass mit zunehmendem
Abstand R, der kritische ¢g-Abstand d. zunimmt. In einem naiven Flussschlauch-
Modell mit konstantem Querschnitt wére dieses nicht der Fall. Erst fiir relativ
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grofle Quarkabstinde R > 1.5fm dndert sich die Form und die Ausdehnung des
Paarpotentials nur noch langsam (geschlossene Quadrate und offene nach unten
zeigende Dreiecke). Wir weisen in diesem Zusammenhang darauf hin, dass auch
der einfache Flussschlauch noch seine Breite éndert bei Vergréferung des QQ-
Abstandes R (vgl. Abb. 4.5). Die Hohe des Paarpotentials dagegen dndert sich
bereits fiir Absténde R > 1.0 fm nur noch unwesentlich.
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Abbildung 5.17: Das Potential des zusitzlichen ¢g Quarkpaares im duferen QQ-
Feld. Das Potential misst die Differenz zwischen der Gesamtenergie und der
Energie des reinen QQQ-Strings.

Es erscheint verwirrend, dass das Paarpotential sowohl in Hohe als auch Breite
zunimmt mit der dufleren Linge R. Dadurch wird die Wahrscheinlichkeit dafiir,
dass ein mit d = 0 produziertes ¢g-Paar durch das Potential tunnelt immer kleiner
und damit ebenso die Wahrscheinlichkeit, dass der String reifit. Allerdings haben
wir hier zwei Aspekte nicht beriicksichtigt. Zum einen wird die Wahrscheinlich-
keit, {iberhaupt ein zusétzliches gg-Paar zu produzieren mit zunehmender Fluss-
schlauchldnge immer gréfler. Und zum anderen wird im Allgemeinen der Prozess
der Paarbildung dynamisch ablaufen. Das heifit, dass sich der duBlere QQ-String
selbst veréndert mit der Zeit. Im Lund-Modell z.B. wird angenommen, dass sich
die d&ufleren Quarks nahezu mit Lichtgeschwindigkeit voneinander fortbewegen bis
ihre kinetische Energie vollstindig in die Energie des Strings umgewandelt wird.
AnschlieBend bewegen sie sich wieder aufeinander zu und fithren die schon oben
erwahnte Yoyo-Bewegung aus. Der String durchlauft deshalb dynamisch die in
Abb. 5.17 dargestellten Léngen und entsprechend &ndert sich auch das Paarpo-
tential mit der Zeit. Die absolute Wahrscheinlichkeit fiir einen Paaraufbruch ist
somit durch eine dynamische, zeitlich integrierte Tunnelwahrscheinlichkeit und
die von der dufleren Stringléinge gegebene Produktionswahrscheinlichkeit des in-
neren Paars gegeben.



Kapitel 6

Multiquark-Systeme

In diesem letzten Kapitel werden wir uns mit einer Klasse von Konfiguratio-
nen mit einer neuen Kigenschaft beschéftigen. Sowohl ¢g-Mesonen als auch qqq-
Baryonen sind die elementaren Cluster, die innerhalb des Modells moglich sind.
Bis auf die im vorigen Kapitel diskutierten Moglichkeiten der Paarbildung und
der dufleren Anregung sind diese Cluster absolut stabil. Jedes global farbneutra-
le Quarksystem mit mehr als drei Teilchen dagegen kann in kleinere Subsysteme
zerfallen, die ebenfalls farbneutral sind (s. auch Diskussion von farbneutralen
Clustern in [Traxler99b]). Wir haben damit also die Gelegenheit, sowohl die Ha-
dronenbildung aus einem Quarksystem heraus zu studieren, als auch die Wech-
selwirkung zwischen diesen elementaren Clustern zu untersuchen. Wir werden in
diesem Kapitel ausschlieSlich Modellparameter aus dem Parametersatz PS-I aus
Tab. 3.2 verwenden.

6.1 Wechselwirkung zwischen Strings

Wir beginnen hier mit dem einfachsten System mit der Moglichkeit des Zerfalls
in farbneutrale Subcluster. Dieses besteht aus je zwei Quarks und zwei Anti-
quarks mit den entsprechenden Antifarben. Wie bereits beim Stringaufbruch
durch Paarbildung in Abschnitt 5.2 besprochen, gibt es die beiden Moglichkei-
ten, dass die beiden Strings von derselben Farbe sind und dass sie verschiedene
Farben haben. Wir werden im Folgenden die Struktur der Flussschlduche und
das entsprechende String-String-Potential untersuchen. Dabei beschrinken wir
uns auf solche Systeme, in denen nur eine Farbe und die entsprechende Antifarbe
auftreten.

Dazu wollen wir zunéchst die rdumlichen Freiheitsgrade diskutieren. Das
String-String-System ist schematisch in Abb. 6.1 dargestellt. Die beiden Strings
haben die Lingen R = |R| bzw. r = |7], wobei B und 7 die Orientierung der
Farbdipole angeben. Der Abstand der Schwerpunkte der beiden Strings ist durch
die Verschiebung D gegeben. Der Vektor R definiert die z-Richtung und die
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xy-Ebene wird durch die beiden Vektoren R und D aufgespannt (linker Teil
von Abb. 6.1). Die relative Orientierung der Strings ldsst sich dann vollstindig
durch die Angabe der Langen der Strings R und r, sowie des Abstands D = |ﬁ|
und drei Winkel festlegen. Der erste Winkel ist der zwischen R und 5, also
© = Z(R,D). Der zweite Winkel ist der polare Winkel zwischen B und 7, d.h.
¥ = Z(R, 7). Der dritte Winkel ist dann der azimutale Winkel ¢ bei Drehungen
von 7 um die Richtung von R (rechter Teil von Abb. 6.1). Fiir ¢ = 0 liegen also
alle Teilchen in der zy-Ebene. Fiir ¥ = 0 bzw. ¥ = 7 sind die beiden Strings
parallel bzw. entgegengesetzt parallel zueinander. Fiir ¢ = /2 sind die beiden
Strings orthogonal zueinander. In den folgenden Rechnungen betrachten wir nur
die Wechselwirkung zwischen gleich langen Strings R = r von derselben Farbe.

y4
y |— y
Abbildung 6.1: Schematische Darstellung der Koordinaten im String-String-
System. Projektion auf die xy-Ebene (links) und auf die yz-Ebene (rechts).

Zwei Strings sind um D gegeneinander verschoben. Der Verschiebungsvektor D
und die Stringachse R liegen in der zy-Ebene. Der zweite String ist bzgl. der
Richtung R um den polaren Winkel ¢ und den azimutalen Winkel ¢ verdreht.

6.1.1 4-Teilchen Flussschliuche

Die Wechselwirkung zwischen den ¢g-Flussschlduchen wird am deutlichsten in
Konfigurationen mit ausgewihlter hoher Symmetrie. Wir zeigen zunéchst die
Flussschlduche fir ¢ = (0,7) und ¢ = 0, also fiir zwei parallel und zwei antipar-
allele Flussschlauche. Diese Rechnung wurden mit anderen Modellparametern
bereits von [Loh96] und [Traxler99b| durchgefiihrt. In [Loh96] war allerdings die
Numerik noch nicht auf 3-dimensionale Rechnungen ausgelegt, und hat dadurch
die Feldgleichungen nur in einer sehr groben Naherung geltst. Die verwendeten
Parameter in [Loh96] und [Traxler99b] fithrten dariiber hinaus zu Flussschldauchen
mit einem Radius von (1-2) fm und einer charakteristischen Reichweite der String-
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Wechselwirkung von bis zu 4 fm. Diese Reichweite liegt in der GroBenordnung von
mittelgrofen Kernradien und iiberschreitet bei weitem den mittleren Nukleonab-
stand in einem Atomkern. Wir werden sehen, dass auch in unseren Rechnungen
die Reichweite zwischen Strings in der Groflenordnung des Flussschlauchradius
p ~ 0.35 fm liegt, allerdings von der Stringléinge und besonders von der relativen
Orientierung der Strings abhéngt.

In Abb. 6.2 zeigen wir die Energiedichte des Systems von zwei jeweils R =
1.0 fm langen Strings. In der linken Spalte sind die Strings parallel orientiert und
in der rechten antiparallel. Die Quarks (Antiquarks) sind durch weile Punkte
(weile Kreise) dargestellt. Fiir groBe Stringabstinde D > R = 1.0fm ist die
Energiedichte unabhéngig von der relativen Orientierung und man erhélt zwei
unabhéngige ¢g-Strings. Né&hern sich die beiden Strings aneinander an, dann
verhalten sich die beiden Konfigurationen unterschiedlich. In der parallelen Aus-
richtung iiberlappen sich die beiden Bags allméhlich. Fiir D ~ 1.0 fm findet der
erste Kontakt statt und man sieht (mittleres Bild links), dass sich die Energie-
dichte iiber einen gréferen Bereich verteilt und gleichzeitig die Energiedichte in
der Mitte eines jeden gg-Paares leicht absinkt. Fiir Abstéinde D < 0.5 fm befin-
den sich alle Quarks in einem gemeinsamen Bag. Fiir D — 0 n&hert sich die
Konfiguration der in Abb. 5.14 oben links an.

In der antiparallelen Ausrichtung richten sich die Flussschlduche ab einem
Abstand D < R transversal zu ihrer urspriinglichen Ausrichtung aus. Dann sind
sich die Quarks und Antiquarks aus den urspriinglich getrennten Strings néher
als die Stringlange R und es bilden sich zwei neue Strings mit der Lange D.
Fiir die symmetrische Situation D = R ist das System vollstéindig unentschie-
den bzgl. der Ausrichtung seiner Strings und die Flussschlduche transportieren
jeweils die Halfte des elektrischen Flusses einer Quarkladung zu beiden Anti-
quarks. Fiir kleinere Abstédnde D verkiirzen sich die neu ausgerichteten Strings
mit D und fiir D — 0 verschwindet die Energiedichte iiberall. Dieses Ph&nomen
des String-Flips wird im sog. String-Flip-Modell angenommen [Lenz86]. Wir wei-
sen darauf hin, dass sich die Ausrichtung der Strings automatisch aus der Lésung
der CDM-Feldgleichungen ergibt. Eine analoge Rechnung wurde von Suzuki et
al. [Kodama97] im Modell des dualen Supraleiters durchgefiihrt. In diesem Mo-
dell benétigt man noch als zusétzliche Information die Lage des Dirac-Strings
[Dirac31, Dirac48], der die Ausrichtung der Flussschlduche bestimmt. Im dualen
Supraleiter ergibt sich die Ausrichtung demnach nicht automatisch.

Die symmetrische Anordnung aus Abb. 6.2 (Mitte, rechts) untersuchen wir in
Abb. 6.3 noch etwas eingehender. Dazu halten wir D = R fest und variieren die
Stringldnge R, d.h. wir verdndern die Lénge des Quadrats, das aus den Teilchen
gebildet wird. Fiir R = 0.5fm hat das System noch gar keine separaten Fluss-
schlduche ausgebildet, da sich alle Flussschlduche noch weitgehend iiberlappen.
Aus Symmetriegriinden verschwindet die elektrische Energiedichte bei (z,y) = 0,
womit sich das Minimum im Zentrum der Konfiguration erkldart. Fiir Langen
R > 1.0fm sieht man sehr schon die Quadratsymmetrie der Flussschlauche und
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Abbildung 6.2: Zwei Strings der Lénge R = 1fm fiir verschiedene Absténde D.
Links: parallel orientiert, rechts: entgegengesetzt parallel orientiert.
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fir R > 1.5fm sind die Flussschlduche so weit voneinander entfernt, dass im
4-Teilchen Zentrum die Energiedichte vollstdndig verschwindet.

15
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y [fm]
y [fm]
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“15 -1 -05 0 05 1 15 “15 -1 -05 0 0.5 1 15
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Abbildung 6.3: Die Energiedichte zweier entgegengesetzt parallel orientierter
Flussschlduche. Abstand und Lange der Strings sind gleich, D = R. Von oben
links nach unten rechts: R = (0.5fm,1.0fm, 1.5fm,2.0fm). Die Konturlinien
sind dquidistant im Abstand von 0.2 GeV/m3, beginnend bei 0.2 GeV/gms.
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Abbildung 6.4: Zwei 2.0 fm lange Strings, die senkrecht zueinander orientiert sind.
Die Teilchen bilden einen regelméfligen Tetraeder, so dass alle Teilchenabsténde
identisch sind. Zu sehen ist die Aquipotentialfliche des Dielektrikums bei x =
0.3. Der Fluss jedes Quarks (dunkle Kugeln) verteilt sich gleichméBig auf zwei
getrennte Flussschlauche zu je einem Antiquark (weifle Kugeln). Die Abbildungen
zeigen dieselbe Konfiguration in verschiedenen Ansichten. Die Linien geben die
gedachte direkte Verbindung der Teilchen an.

Eine noch symmetrischere Situation ergibt sich, wenn wir die Teilchen auf den
Ecken eines regelméfligen Tetraeders verteilen. Wir wéhlen also © = ¢ = ¢ =
7/2, sowie D = R/+/2. In dieser Situation sind alle Teilchen gleich weit vonein-
ander entfernt. Diese Konfiguration ist dariiber hinaus die erste in dieser Arbeit,
in der die Teilchen nicht gleichzeitig in einer Ebene liegen. Wir zeigen in Abb. 6.4
den Fall R = 2.0 fm aus verschiedenen raumlichen Perspektiven. Dargestellt ist
die Aquipotentialfliche der dielektrischen Funktion bei x = 0.3. Man sieht auch
hier, dass von jedem Quark (schwarzer Punkt) zwei Flussschlduche zu beiden An-
tiquarks ausgebildet werden. Diese laufen fast parallel zu den Tetraederkanten,
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die wir als schwarze Linien mit eingezeichnet haben. Die Flussschldauche werden
nur leicht in das Zentrum des Tetraeders gezogen. Dieses ist qualitativ genau wie
bei dem planaren Analogon in Abb. 6.3 rechts.

6.2 Das 4-Quark Potential

Fiir die oben gezeigten 4-Teilchen Konfigurationen bestimmen wir nun die Gesam-
tenergie F4, und das Potential V; des 4-Teilchen-Zustands. Unter dem Potential
V4 verstehen wir hier die Differenz der Gesamtenergie des 4-Teilchen-Zustands
und der Gesamtenergie zweier dquivalenter isolierter ¢g-Strings.

V4q = E4q - min{(Em@ + EQQCIE)v (ququ + EQQCﬁ)} (61>

Das heifit, wir suchen in der 4-Quark-Konfiguration die beiden farbneutralen ¢g-
Subcluster mit minimaler Energie. Beispielsweise sind dies in den beiden oberen
Konfigurationen von Abb. 6.2 zwei Strings der Lange R, in der Konfigurati-
on unten links in derselben Abbildung ebenfalls zwei Strings der Linge R und
in der Konfiguration unten rechts zwei Strings der Lange D. Bei der mittle-
ren Konfiguration auf der rechten Seite (und allen Konfigurationen in Abb. 6.3
und Abb. 6.4) gibt es zwei verschiedene, energetisch entartete Moglichkeiten,
diese Subcluster zu bilden. Das Potential Vj, ist bzgl. der Koordinaten aus
Abb. 6.1 symmetrisch unter den Transformationen (0,9,¢) — (0,7,21 — o)
und (0,9, ¢) — (7 — 0,9, 71 + ¢).

Die Energie jedes einzelnen ¢g-Strings konnten wir mit dem Cornell-Potential
aus Gl. (3.1) und den Parametern aus Tab. 4.1 bestimmen. Allerdings sind wir
durch die Differenz in Gl. (6.1) sehr sensitiv auf kleine numerische Schwankungen
in der Gesamtenergie Iy, die sich durch Randeffekte auf dem numerischen Gitter
ergeben. Wir bestimmen deshalb fiir jede Konfiguration sowohl die 4-Teilchen
Energie als auch die Energien der beiden 2-Teilchen-Zusténde. Durch die Diffe-
renzbildung 16schen sich die unphysikalischen Selbstenergien der 4 Teilchen gerade
aus, so dass wir die Wechselwirkung genauer studieren konnen.

Zunéchst aber zeigen wir in Abb. 6.5 die Gesamtenergie der Konfigurationen
aus Abb. 6.2, also fiir die planaren Konfigurationen mit paralleler (links) bzw.
antiparalleler Ausrichtung (rechts). Die Stringldange betriagt hier R = 1.0 fm und
wir variieren den String-String-Abstand D. In der Abbildung zeigen wir sowohl
die Gesamtenergie, als auch die verschiedenen Energieanteile des Systems. Von
der Gesamtenergie haben wir die Energie E,, = Ey|p—o abgezogen, das ist
die Energie der sehr weit voneinander entfernten Strings. Im parallelen Fall
entspricht das gerade dem 4-Teilchen-Potential Vy,. Die einzelnen Energicanteile
sind zur besseren Sichtbarkeit um konstante Werte gegeneinander verschoben.

Die Gesamtenergie (durchgezogene Linie) zeigt im parallelen Fall (links) ein
absolutes Minimum bei D =~ 0.4fm. Der starke Anstieg fiir D — 0 liegt an
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der Coulombabstoung der sich anndhernden und gleichnamig geladenen Quarks.
Dieser Anstieg zeigt sich deshalb nur noch in der elektrischen Energie (gestrichelte
Linie). Die Volumenenergie (strich-punktierte Linie) hat ihr absolutes Minimum
erst bei D = 0, also wenn die beiden Strings direkt aufeinander liegen. Wenn die
beiden Strings voneinander getrennt werden, vergroflert sich das Bagvolumen und
damit auch die Volumenenergie. Diese wird maximal bei D ~ 1.0 fm und nimmt
dann den asymptotischen Wert der beiden voneinander isolierten Strings an. Das
Vergroflern des Bagvolumens fithrt zum Absenken der elektrischen Energie bei in-
termedidren Abstédnden. Der elektrische Fluss der beiden Quarkladungen verteilt
sich auf eine groflere Bag-Querschnittsfliche und die elektrische Energie entspannt
sich. Die Oberflichenenergie (gepunktete Linie) dagegen verringert sich nahezu
monoton bei Annédherung der beiden Strings. Die qualitative Form des Potenti-
als findet sich bereits in [Loh97b] und [Traxler99b], obwohl dort das Minimum
auf Grund der sehr viel breiteren Bag-Strukturen nicht so ausgeprégt ist. Das
Minimum in der Gesamtenergie bei D ~ 0.4fm deutet auf einen gebundenen
4-Quark-Zustand hin. Dieses ist qualitativ anders als bei elektrischen Dipolen,
die allein iiber das Coulomb-Potential miteinander wechselwirken. Dort findet
man ein rein repulsives Potential. Allerdings ergibt sich das Energieminimum
nur durch die Zwangsbedingung der konstanten Stringlédngen von hier R = 1 fm.

Bei der antiparallelen Ausrichtung (rechts) sehen wir natiirlich qualitativ ein
anderes Verhalten. Wenn sich die Strings auf Abstdnde D =~ 1.0fm annéhern,
bilden sich erst die zusétzlichen Flussschlauche zu den jeweils anderen Quarks aus
und anschlieBend verschwinden die urspriinglichen Strings bei weiterer Annéhe-
rung. Fiir Abstdnde D < 1.0fm bleiben zwei sich stetig verkiirzende Strings
tibrig und fiir £y, ergibt sich damit ungeféhr das doppelte ¢g-Potential. Auch in
diesem Fall zeigt die Volumenenergie ein lokales Maximum, wenn die Bags gerade
aneinander stoflen.

In Abb. 6.6 zeigen wir jetzt das 4-Quark-Potential Vj, aus Gl. (6.1), wieder fiir
die parallele (links) und die antiparallele Ausrichtung (rechts). Die verschiedenen
Kurven gehoren zu jeweils anderen Stringléngen R. Links sieht man wie sich das
absolute Minimum des Potentials fiir groflere Stringlangen absenkt und zu grofe-
ren Gleichgewichtsabsténden Dy verschiebt. Der Gleichgewichtsabstand steigt
von Dy =~ 0.2fm bei R = 0.12 fm auf Dy ~ 0.4 fm bei Stringldngen R > 0.6 fm. Dy
steigt fiir groflere R nicht weiter an. Dieser charakteristische Wechselwirkungs-
Abstand entspricht gerade dem Radius des einzelnen ¢g-Strings. Wie zu erwarten
skaliert das Minimum Vj iy = Vi (D = Dy) mit der Stringlinge R. Beim Ver-
schmelzen langerer Flussschlduche gewinnt man eben mehr Energie. Wir haben
das Potential-Minimum V} ,;, in Abb. 6.7 als Funktion der Stringldange dargestellt
(offene Dreiecke).

Bei der antiparallelen Konfiguration (rechts in Abb. 6.6) sieht man eine ty-
pische Spitze am Potential-Minimum bei D = R. Diese Spitze entspricht gerade
dem String-Flip. Fiir Werte D > R erhélt man zwei Strings der Lénge R und
fiir Werte D < R zwei Strings der Lénge D. Das Verschwinden des Potentials
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Abbildung 6.5: Die reduzierte Gesamtenergie des 2-String-Zustand als Funktion
des Abstandes D fiir eine Stringlénge von jeweils R = 1fm. Die Teilenergien
sind um einen konstanten Beitrag gegeneinander verschoben. Links: parallele
Orientierung. Bei D < 1fm beginnen die Bags sich zu iiberlappen und die
Volumenenergie ist grofler als die der beiden getrennten Systeme. Fiir kleine
Abstédnde D erkennt man die CoulombabstoBung der Teilchen untereinander.
Rechts: entgegengesetzt parallel Orientierung. Fiir Abstdnde D < 1fm bilden
sich die Flussschlauche zum jeweils anderen Antiteilchen aus und das Potential
entspricht dem doppelten gg-Potential.

fir D — 0 zeigt, dass sich das Potential der 4-Quark-Konfiguration wie zwei
unabhéngige Strings verhélt, deren Gesamtenergie mit D verschwindet. Suzuki
et al. [Kodama97] haben das String-Flip-Potential im Modell des dualen Supra-
leiters bestimmt und qualitativ dasselbe Ergebnis erhalten. Allerdings war das
Minimum fiir Stringldngen von R = 0.12 fm bis R = 0.24 fm nur ca. 100 MeV tief
im Gegensatz zu unseren 300 MeV. SU(2)-Gitterrechnungen [Green93] zeigen fiir
das String-Flip-Potential ebenfalls Potentialtiefen von ca. 100 MeV.

Auch fiir diese Konfiguration haben wir das Minimum des Potentials als Funk-
tion der Stringlange R in Abb. 6.7 dargestellt (gefiillte Quadrate). In Analogie
zum Cornell-Potential in Gl. (3.1) fiir das ¢g-System koénnten wir die 4-Teilchen
Energie fiir die Konfiguration mit R = D (vgl. Abb. 6.3) durch

By = 4C2 By — O < a QL) + 47 R (6.2)

WRRNGT:

parametrisieren. Hier sind Fy und « die aus dem Cornell-Fit extrahierten Grofien
in Tab. 4.1 und 74 eine effektive Stringspannung. Der erste Term in Gl. (6.1) spie-
gelt die Selbstenergie der vier Teilchen wieder, der zweite die paarweise Coulomb-
Anziehung bzw. -AbstofSlung und der dritte charakterisiert die linear anwachsende
Confinement-Energie. Die effektive Stringspannung kénnen wir folgendermaflen
abschétzen. Der elektrische Fluss einer Quarkladung spaltet sich symmetrisch in
je zwei Flussschlauche auf. Der elektrische Fluss in jedem der Flussschlauche ist
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Abbildung 6.6: Das 4-Quark-Potential fiir Strings in der parallelen (links) und
der antiparallelen Ausrichtung (rechts) fiir verschiedene Stringldngen R. Bei der
parallelen Ausrichtung nimmt das Minimum im Potential mit der Stringldnge
zu, wahrend bei der antiparallelen Ausrichtung das Minimum maximal ist bei

R ~ 0.5 fm.

demnach nur durch die halbe Quarkladung gegeben. In Abschnitt 3.1.4 haben
wir gesehen, dass die gg-Stringspannung 7 mit der Ladung bzw. mit g,/C%P
skaliert. Wenn sich die vier Flussschlduche in der antiparallelen Konfiguration
nur durch die Reduzierung der effektiven Quarkladung gegenseitig beeinflussen,
dann erwarten wir, dass die effektive Stringspannung durch 7, = 7/2 gegeben
ist. Fiir sehr grofle Teilchenabstdnde R sollte demnach das Potential abflachen
und verschwinden. In Abb. 6.3 haben wir gesehen, dass sich die Flussschlduche
fir R > 1.0 fm kaum mehr iiberlappen. Trotzdem sieht man fiir solch grofle
Abstédnde in dem Potential (geschlossene Quadrate in Abb. 6.7) noch keine Sétti-
gung, sondern ein nahezu linear anwachsendes Potential. Dasselbe finden wir
fiir die Tetraeder-Konfiguration aus Abb. 6.4. Auch hier spaltet sich der elektri-
sche Fluss eines Quarks auf je zwei identische Flussschlduche auf. Und auch hier
wichst das Potential V,,(R) fiir Quarkabstande R > 1.0fm linear an (schwar-
ze Punkte in Abb. 6.7). Leider kénnen wir im Rahmen der Numerik nur sehr
schwer zu noch gréfleren Quarkabstéanden gehen. Wir bemerken hier noch ein-
mal, dass das Potential V,, die kleine Differenz (wenige Zehntel GeV) von zwei
grofien Energien ist (einige GeV) ist. Die numerischen Schwankungen, die wir im
Algorithmus zulassen miissen, wirken sich hier deshalb besonders drastisch aus.

Fiir kleine Quarkabstdnde dagegen bildet sich ein gemeinsamer Bag aus, in
dem sich die elektrischen Felder ausbreiten. Die Bagenergie und die elektrische
Energie werden dadurch im Vergleich mit der Energie zweier unabhéngiger Strings
derselben Stringldnge abgesenkt. In der planaren, antiparallelen Konfigurati-
on erhélt man dadurch ein Minimum im Potential bei R =~ 0.4fm und bei der
Tetraeder-Konfiguration bei R ~ 0.8 fm.

Dieses Minimum im Potential Vj, bedarf allerdings einer weiteren Diskussion.
Im Rahmen unseres klassischen Modells ist die absolut stabile Konfiguration je-
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Abbildung 6.7: Das Minimum des 4-Quark-Potentials als Funktion der
Stringlange R. Im parallelen Fall (offene Dreiecke) skaliert das Minimum
mit der Stringlinge. Im antiparallelen Fall (Quadrate) und in der Tetraeder-
Konfiguration (Kreise) gibt es dagegen ein Minimum im Potential.

des farbneutralen Vielteilchensystems die, in der sich alle Teilchen am selben Ort
befinden. Dann l6schen sich die Farbladungen lokal gegenseitig aus, so dass alle
elektrischen Felder verschwinden und auch das skalare Feld seinen Vakuumwert
Ovac annimmt. Dies liegt daran, dass es in dem Modell keine repulsive Wechselwir-
kung zwischen den Quarks aufler der Coulombabstofung gibt. Das Minimum im
String-String-Potential erhélt man deshalb nur, indem man die Linge R bzw. D
zwischen den Quarks einfriert. Bei der Betrachtung des 4-Quark-Potentials sind
die elementaren Objekte deshalb die Strings einer festen Linge, die miteinander
wechselwirken und nicht die Quarks. Trotzdem ist die damit verbundene Bindung
zwischen den Strings ein interessanter Effekt, der in dem Confinement-Verhalten
des Modells zu suchen ist und der sich nicht in der reinen Elektrodynamik zweier
aquivalenter elektrischer Dipole findet.

Der Vollstandigkeit halber schliefen wir die 4-Quark Analyse ab, indem wir
das Potential Vj, fiir weitere Orientierungen (©,v,¢) in Abb. 6.8 zeigen. Von
oben nach unten éndert sich der Winkel © = (7/2,37/8,7/4,7/8). In der linken
Spalte halten wir den azimutalen Winkel ¢ = 0 fest und variieren ¥ = (0, 7/2, 7)
in jedem Bild, und in der rechten halten wir den polaren Winkel 9 = 7 /2 fest
und variieren ¢ = (0,7/2, 7). Die Abhéngigkeit von O bei festem ¢ = 0 (links)
ist nur bei ¥ = 7/2 (Dreiecke) ausgepriagt. Wir beobachten hier bei © = 7/4 eine
zusétzliche Spitze im Potential bei D = R/v/2 = 0.7 fm. Dies liegt daran, dass
bei dieser Konfiguration gerade ein Quark und ein Antiquark aufeinander liegen.
Damit bestehen sowohl die 4-Quark-Konfiguration als auch die unabhéngigen ¢g-
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Konfigurationen nur aus genau einem ¢g-String und sind somit identisch, so dass
Viq = 0 gilt. Die Abhéngigkeit von ¥ ist nattirlich relativ grof}, weil dieser Winkel
tiber die Moglichkeit des String-Flips entscheidet. Bei 9 = 0 (Quadrate) gibt es
keinen String-Flip (deshalb auch die glatten Kurven).

6.3 Quarkphasen

Der letzte Teil dieser Arbeit beschéftigt sich mit ungeordneten Quarksystemen.
Wir betrachten die Struktur der Flussschlauche und die entsprechende Energie
in Abhéngigkeit von der Teilchenzahl. Bei kleinen Quarkzahlen bzw. kleinen
Quarkdichten zeigte sich, dass sich wohldefinierte Bags und Flussschlduche aus-
bilden, die sich scharf gegeneinander abgrenzen. Wenn sich die Teilchendichte
erhoht, erwarten wir, dass sich die Bags iiberlappen und miteinander verschmel-
zen. Wir kénnen nicht erwarten, dass wir innerhalb unseres Modells Bags in
einem stabilen Gleichgewicht beschreiben konnen. Stabil in dem Sinne, dass sich
z.B. baryonische 3-Quark Zustédnde in einem bestimmten Gleichgewichtsabstand
zu Kernmaterie anordnen. Die Bags kénnen sich auf Grund der fehlenden Re-
pulsion nicht im Gleichgewicht zueinander halten. Wir kénnen aber untersuchen,
wie sich die Flussschlduche bei zufillig angeordneten Quarks anordnen, ob und
bis zu welchen Teilchendichten unterscheidbare Bags entstehen und ob es einen
Ubergang zu einem Quarkgas gibt, in dem sich beliebig viele Quarks in einem
gemeinsamen Bag aufhalten.

Wir simulieren den Ubergang zu solch einem Quarkgas folgendermafien. Fiir
eine feste Zahl von Teilchen bestimmen wir zuféllig die Position und die Farbe
der Quarks. Die Wahl der Farben geschieht auf zwei verschiedene Weisen. Einer-
seits weisen wir fiir jede ausgewiirfelte Quarkfarbe die entsprechende Antifarbe
einem weiteren Antiquark zu. Auf diese Weise erhalten wir ein Quarkensemble
mit verschwindender Baryonzahl. Andererseits wahlen wir immer gleichzeitig
drei Quarks und weisen ihnen die Farben r, ¢ und b zu. Damit konnen wir
Quarkphasen mit hoher Baryonzahl simulieren. Alle Quarks und Antiquarks ver-
teilen wir zufallig im numerischen Simulationsvolumen. Durch diese Wahl der
Farben ist das Teilchenensemble global farbneutral. Wir betrachten also Sys-
teme mit dem Farbinhalt von N,, Mesonen bzw. N, Baryonen mit N = 2N,,
bzw. N = 3N, Quarks und Antiquarks. Fiir jede Teilchenzahl bestimmen wir
mehrere verschiedene Ensembles mit zufélliger Verteilung im Farb- und im Orts-
raum. Fir Teilchenzahlen bis zu N = 100 betrachten wir je 20 verschiedene
Ensembles, fiir 100 < N < 1000 je 10 Ensembles und fiir gréflere N nur ein bis
zwei. Fiir jede Konfiguration bestimmen wir entsprechend der Feldgleichungen
die Feldkonfiguration und die Energie des Systems. Das ganze wiederholen wir
fiir verschiedene Teilchenzahlen. Wir wéahlen Teilchenzahlen von N,, = N, = 2
bis zu Teilchenzahlen von N = 1250 und verteilen diese zuféllig in einem Volumen
V = (5fm)? = 125 fm®. Das numerische Gitter hat dabei eine etwas groBere Aus-
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Abbildung 6.8: Das String-String-Potential fiir verschiedene relative Orientierun-
gen des Strings.
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dehnung von (6 fm)3. Die Quarkdichte n = N/V steigt damit von n = 0.04 fm—3
bis zu n = 10fm~3. Kernmaterie mit einer Nukleondichte ny = 0.17fm~3 hat
zum Vergleich eine Konstituentenquarkdichte n = 3ng = 0.51 fm 3.

In Abb. 6.9 zeigen wir die entstehenden Bagstrukturen anhand des Wertes des
Dielektrikums. Zu sehen ist die jeweilige Aquipotentialfliche bei k = kp = 0.4
zusammen mit dem Teilchenensemble. Wir zeigen hier ein mesonisches Ensemble
mit Teilchenzahlen von N = 14 bis N = 134. Man erkennt bei niedrigen Teilchen-
zahlen (N = 14) Quarkbags mit wenigen Teilchen. In diesem speziellen Ensemble
bilden sich drei qg-Strings und zwei 4-Quarkbags. Die 4-Quarkbags bestehen wie-
derum aus je zwei Quarks und Antiquarks. Fiir groflere Teilchenzahlen ergeben
sich weiterhin mesonische 2-Quark-Cluster, sowie baryonische gqq- und antiba-
ryonische qgg-Cluster und Quarkbags mit héherem Teilcheninhalt. Die Bags be-
ginnen tatséchlich, sich zu iiberlappen und die Teilchenzahl pro Bag erhoht sich.
Allerdings sind auch fiir N = 134 mit einer Quarkdichte von n = 1.07 fm?® weite
Bereiche des Volumens auflerhalb des perturbativen Bereichs zu sehen. Fiir sol-
che Teilchenzahlen hat sich noch immer kein homogener Bag ausgebildet, der das
gesamte Volumen ausfiillt und das nicht-perturbative Vakuum dringt zwischen
die Quarkbags ein. Allerdings nimmt die Zahl der Quarks pro Cluster stetig zu.
In dem speziell gezeigten Ensemble fiir N = 134 in Abb. 6.9 rechts unten bei-
spielsweise befinden sich alle Quarks in einem gemeinsamen Bag. Dieses ist ein
typischer Perkolationsiibergang, in dem die Bags allméhlich miteinander fusio-
nieren [Bauer88, Nardid8]. Ab einer kritischen Quarkdichte ist mindestens ein
Cluster so grof, dass er gegeniiberliegende Seiten des Gasvolumens miteinander
verbindet bzw. alle Quarks in diesem Cluster vereinigt sind.

Wir untersuchen dieses Wechselspiel zwischen perturbativem und nicht-per-
turbativem Vakuum etwas quantitativer mit Hilfe der Vielteilchen-Energie. In
Abb. 6.10 zeigen wir die Energie pro Teilchen als Funktion der Teilchendichte
in einer doppelt logarithmischen Darstellung. Links sieht man ein baryonisches
System aus zufillig positionierten gqg-Quarkmengen und rechts ein mesonisches
System bestehend aus gg-Paaren. Die offenen Késtchen zeigen die Energie der
verschiedenen Ensembles fiir jede Teilchendichte, und die schwarzen Punkte sind
die Mittelwerte iiber die Ensembles bei fester Teilchenzahl. Zum Vergleich haben
wir auch die entsprechende freie Energie, d.h. fiir k = 1 iiberall, mit einge-
zeichnet (offene Kreise). Die mittlere Energie folgt sehr gut einem Potenzgesetz.
Wir wissen, dass in unserem Modell die Energie eines Clusters linear mit dessen
Grofle skaliert. In einem System hoher Teilchendichte, wird sich jedes Teilchen
mit einer bestimmten Farbe die néchsten Teilchen suchen, die die entsprechende
Antifarbe besitzen und ein farbneutrales Cluster bilden. Wir koénnen die mitt-
lere Grofle L eines Clusters mit dem mittleren Teilchenabstand abschéitzen. Bei
gegebener Teilchendichte n ist der mittlere Teilchenabstand und damit die mitt-
lere Clustergréfe gegeben durch L = n~'/3. Die Gesamtenergie des Systems ist
dann proportional zur Teilchenzahl N und zur mittleren Gréfle L der Cluster.
Fiir die Energie der Teilchen ergibt sich somit Fi. /N = en~ Y3, wobei ¢ eine
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Abbildung 6.9: Die Flussschlauch-Struktur eines Quarkgases fiir verschiede-
ne Teilchendichten. Von links oben nach rechts unten sind die Teilchenzah-
len N = (14, 34, 54, 74, 94, 134) entsprechend einer Teilchendichte von n =
(0.11, 0.27, 0.43, 0.59, 0.75, 1.07)fm 3.
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Abbildung 6.10: Die Energie pro Teilchen als Funktion der Teilchendichte fiir ein
rein baryonisches (links) und ein rein mesonisches System (rechts). Die Késtchen
entsprechen jedem einzelnen QQuarkensemble, die schwarzen Punkte dem jeweili-
gen Mittelwert. Die gestrichelte Linie ist der Fit durch die Daten mit dem Ansatz
Eioi/N = cn”, mit 3~ 0.4. Die offenen Symbole stehen fiir die freie Energie Ej
pro Teilchen.

Proportionalitéitskonstante ist. Wir haben die Energie pro Teilchen mit dem An-
satz By /N = cn? an die CDM-Ergebnisse gefittet und finden einen Exponenten
# = —0.39 im mesonischen und # = —0.40 im baryonischen Fall (gestrichelte
Linie). Der Fit erstreckte sich nur iiber den Bereich mit hoher Statistik, also
im Bereich 0.1fm™3 < n < 1fm~3. Die Extrapolation zu hoheren Werten der
Dichte zeigt aber weiterhin eine gute Ubereinstimmung. Zum Vergleich finden
wir in einem Fit an die freie Energie einen Exponenten (3, der im Rahmen des
Fehlers vertréglich ist mit Null (entsprechend dem flachen Verlauf in Abb. 6.10).
Fiir eine freie Quarkphase erwarten wir, dass sich die elektrischen Farbfelder wie
freie Coulombfelder verhalten. Dementsprechend wird sich die elektrische Energie
der Quarkphase der freien Energie annédhern. Wir sehen in der Abb. 6.10, dass
sich tatséchlich fiir grofle Quarkdichten die elektrische Energie der Quarkphase
(Dreiecke) der freien Energie annéhert.

Eine andere interessante Grofle ist das Volumen der Bags pro Teilchen. Fiir
kleine Teilchenzahlen bilden sich scharf gegeneinander abgegrenzte Bags mit zwei
bis drei Teilchen pro Bag. Da die Bags nahezu 1-dimensionale Flussschlauchge-
stalt annehmen, nimmt das mittlere Volumen dieser Bags mit dem mittleren
Teilchenabstand ab. Je nach rdumlicher Quarkanordnung und mit zunehmen-
der Quarkdichte iiberlappen die Bags oder verschmelzen miteinander, so dass
dem einzelnen Quark auch gréflere Volumen zur Verfiigung stehen und das Volu-
men der Bags pro Teilchen wieder zunimmt. Das Volumen der Bags bestimmen
wir durch den Bereich des Gesamtvolumens, in dem der Wert des Dielektrikums
grofer als ein vorgegebener Wert ist, d.h. in diesem Fall k > 0.6. Das Ergebnis
zeigen wir wieder als Funktion der Teilchendichte in Abb. 6.11, links bzw. rechts
fiir das baryonische bzw. das mesonische System. Auch hier Verhalten sich beide
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Abbildung 6.11: Das Gesamtvolumen der Bags, in denen x > 0.6 gilt, pro Teil-
chen fiir ein rein baryonisches (links) und ein rein mesonisches System (rechts).
Weifle Késtchen fiir jedes Ensemble und schwarze Punkte fiir deren Durchschnitt.
Die offenen Kreise geben den Anteil des perturbativen Volumens am Gesamtvo-
lumen V; an.

Systemtypen sehr dhnlich. Zunédchst nimmt tatsédchlich das perturbative Volu-
men Vet pro Teilchen ab, d.h. die typischen Quarkcluster verkleinern sich. Ab
einer Quarkdichte von n ~ 0.7 fm?® nimmt das Bagvolumen pro Teilchen bis zu
einer Dichte von n = (2-3) fm® wieder zu. Fiir gréfere Teilchendichten sehen wir,
dass das mittlere Bagvolumen wieder abnimmt. Dieses ist ein numerisches Arte-
fakt. Das numerische Volumen ist nur unwesentlich grofler, als das physikalische
Volumen, in dem wir die Quarks verteilt haben. Ab einer kritischen Dichte ist
das gesamte numerisch zur Verfiigung stehende Volumen im perturbativen Va-
kuum und das perturbative Volumen kann nicht weiter anwachsen. Dann ist das
ganze Volumen ein einziger (kubischer) Bag. Zur Illustration haben wir deshalb
den Anteil des perturbativen Volumens am Gesamtvolumen in dieselbe Abbil-
dung mit eingezeichnet (offene Kreise). Fiir Dichten n > 3 fm?® néihert sich dieses
Verhéltnis Vyet/Vo sehr schnell an eins an.

Solange die numerischen Beschriankungen noch nicht ins Gewicht fallen, ba-
lancieren sich die elektrische Energie in der Quarkphase und der Druck des nicht-
perturbativen Vakuums, also die Volumenenergie, gerade aus. Dies zeigen wir
in Abb. 6.12 , wo wir das Verhéltnis von Volumenenergie F,, zur elektrischen
Energie E, darstellen. Dieses Verhéltnis ist nahezu konstant gleich eins und
nimmt erst ab, wenn die numerisch kritische Dichte erreicht wird. Fiir geniigend
grofle Rechenvolumen erwarten wir dass dieses Verhéltnis immer konstant eins
bleibt. Die Quarkphase bildet sich in einer Blase im perturbativen Vakuum aus,
die durch den Bagdruck stabilisiert wird.
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Abbildung 6.12: Das Verhéiltnis der Volumenenergie zur elektrischen Energie des
Quarksystems. Links fiir ein rein baryonisches und rechts fiir ein rein mesonisches
System.

6.3.1 Das kalte Quark-Gluon-Plasma

Die vorangegangene Beschreibung von Vielquark-System war eine mogliche Si-
mulation des Phaseniibergangs eines hadronischen Systems zum Quark-Gluon-
Plasma. In unserer statischen Betrachtungsweise, in der die Quarks fest im Raum
lokalisiert sind, entspricht dieses einem System bei verschwindender Temperatur.
Im Phasendiagramm der QCD (vergl. Abb. 1.3) bewegen wir uns mit zunehmen-
der Quarkdichte entlang der Achse des chemischen Potentials. Wir hatten in
der einleitenden Diskussion in Abschnitt 1.1 festgestellt, dass man bei kleinen
Temperaturen und hohen Quarkdichten einen Phaseniibergang erster Ordnung
feststellt. In unserem Modell vollzieht sich der Ubergang von isolierten Hadronen
zu einem Quarkgas allerdings sehr stetig. Das nicht-perturbative Vakuum wird
nur sehr allméhlich durch die Quarks verdréingt. Beide Phasen des Modells — die
perturbative mit x < 1 und die nicht-perturbative mit kK &~ Kys. — durchdringen
sich in einer pordsen Struktur, bis allméahlich bei sehr hoher Quarkdichte die letz-
ten Bereiche des nicht-perturbativen Bereichs aus dem Bereich des Quarkgases
herausgedriingt werden. In [Nardi98] wird solch ein Ubergang im Rahmen eines
Perkolations-Modells beschrieben. Die mittlere Clustergrofie wachst mit zuneh-
mender Quarddichte und die mittlere Zahl der Quarks pro Cluster wéchst ebenso.
Ab einer kritischen Dichte befinden sich alle Quarks in einem gemeinsamen Bag,
obwohl der Bag nicht das gesamte Volumen ausfiillt.



Kapitel 7

Schlussbetrachtung

7.1 Zusammenfassung

In dieser Arbeit haben wir das Chromo-Dielektrische Modell verwendet, um das
Phénomen des Confinements zu studieren. Wir haben das Modell vorgestellt
und den Mechanismus verdeutlicht, durch den die farbelektrischen Gluonfelder
in wohldefinierten Quarkbags eingeschlossen werden. Dabei bildet das nicht-
storungstheoretische Vakuum ein nahezu perfektes Dielektrikum, aus dem die
elektrischen Felder d&hnlich dem Meissner-Effekt im Supraleiter die magnetischen
Felder herausgedringt werden. Die Existenz von farbgeladenen Quarks erzwingt
allerdings nicht-verschwindende Farbfelder, so dass sich bagartige Raumberei-
che im nicht-perturbativen Vakuum bilden, in denen Quarks und Gluonfelder
eingeschlossen sind. Diese Bags bilden sich dynamisch entsprechend der Bewe-
gungsgleichungen des Modells und werden nicht von auflen vorgegeben wie im
urspriinglichen Bag-Modell.

Das einfachste Objekt in diesem Modell ist ein Bag bestehend aus einem
qq-Paar. Wir haben in einer detaillierten Analyse den Einfluss der Modellpa-
rameter sowohl auf dessen geometrische Gestalt als auch auf seinen Energiein-
halt untersucht. Schon aus vorangegangen Arbeiten ist bekannt, dass die Bags
mit zunehmendem ¢gg-Abstand Flussschlauch-artige, 1-dimensionale Strukturen
entwickeln und die Energie des Systems fiir groe Absténde linear mit dem Ab-
stand skaliert. Wir sehen in dieser Arbeit, dass fiir kleine Quark-Absténde das
Coulomb-Potential zwischen den Quarks reproduziert wird, und das ¢g-Potential
gut durch ein Cornell-Potential beschrieben werden kann. Die Modellparameter
haben dabei direkten Einfluss auf die transversale Breite und Form der Fluss-
schlduche und auf die Koeffizienten des qg-Cornell-Potentials.

Die Analyse der Modellparameter hat ergeben, dass sich die globalen Eigen-
schaften der Flussschldauche wie in einem naiven Bag-Modell, beschrieben durch
die Bag-Konstante und die farbelektrische Kopplungskonstante, verhalten. So
ist der Zusammenhang zwischen Bag-Konstante und Kopplung einerseits und
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Breite der Flussschlduche und Stringspannung andererseits im CDM genau wie
im einfachen Bag-Modell. Im CDM sind wir dariiberhinaus in der Lage, auch
die rdumliche Feld- und Energieverteilung innerhalb der Bags zu beschreiben.
So konnten wir im Vergleich und in Ubereinstimmung mit Rechnungen in der
Gitter-QCD die Parameter des Modells festlegen [Bali95]. Wir finden einen Pa-
rametersatz, der diese Gitterrechnungen optimal wiedergibt. Diese Parameter
weichen zum Teil erheblich von denen ab, die in vorangegangenen Arbeiten zum
CDM verwendet wurden. So ist die Bag-Konstante bei beispielsweise zehnfach
grofler und im Gegenzug die elektrische Kopplung sehr viel kleiner. Diese neuen
Parameter beschreiben das Verhalten der Flussschlduche allerding sehr gut und
sind auch in Ubereinstimmung mit Analysen, die sich allein mit dem Gluonsektor
der QCD beschéaftigen. Wir geben zusétzlich noch zwei weitere Parametersitze
an, in denen wir die Parameter teilweise auf Literaturwerte einschrinken und im
Rahmen dieser Beschrénkung die beste Ubereinstimmung der gg-Flussschliuche
suchen. Natiirlich vergrofert diese Einschriankung die Abweichungen von den
Gitterdaten. Die Ergebnisse der alternativen Parametersitze spiegeln demnach
die moglichen Bandbreiten in den Beobachtungsgréfien wider.

Das qg-System haben wir sehr ausfiihrlich beschrieben. Das Potential wird
schon fiir gg-Abstéinde von R = 0.3fm vom linearen Confinement-Term domi-
niert. Die asymptotische Geometrie des Strings wird allerdings erst fiir String-
langen von R = 1.0 fm erreicht. Die Stringbreite séttigt bei ca. p = 0.35-0.4fm
ab und steigt fiir grofere Stringldngen nur noch langsam an. Wir haben die
Ergebnisse fiir den ¢g-Flussschlauch mit den Ergebnissen im Modell des dua-
len Supraleiters verglichen [Ripka04]. In diesem Modell wird Confinement durch
einen supraleitenden magnetischen Wirbelstrom erreicht, der das elektrische Feld
in den Flussschlauch dréngt. Wir konnten im Rahmen des CDMs einen magneti-
schen Strom aus den Feldgleichungen extrahieren und somit auf einer qualitativen
Ebene die beiden Modelle miteinander vergleichen. Gegeniiber dem CDM hat der
duale Supraleiter den Vorteil, als dass fiir einfache Systeme wie dem (unendlich
langen) ¢g-Flussschlauch analytische Losungen existieren [Nielsen73, Wyld76].
Allerdings sind Modellrechnungen fiir komplizierte Quarkanordnungen ebenfalls
nur noch numerisch durchzufiihren. Zusétzlich hat man einen numerischen Nach-
teil durch die Dirac-Strings, die neben den Singularitdten der punktformigen
Quarkladungen eine 1-dimensionale singuldre Linie einfiihren. Fiir einfache Sys-
teme kann man die Lage dieser Linie der rdumlichen Symmetrie entnehmen und
aus den Modellgleichungen entfernen [Ball88]. Fiir Systeme mit mehr als drei
Quarks ist dies allerdings nicht mehr trivial und Wechselwirkungen zwischen
Flussschlduchen kénnen nur noch unter der Annahme der Lage der Dirac-Strings
gelost werden [Kodama97].

Die in der Literatur seit langem diskutierte Hypothese des Casimir Scaling
konnen wir in unserem Modell nicht bestdtigen. Es ist eine generelle Eigen-
schaft von bag-éhnlichen Modellen, dass die Stringspannung nur linear mit der
Ladung skaliert und nicht quadratisch, also mit dem Casimir-Operator der je-
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weiligen Darstellung. Dies ist im CDM durch die die Wechselwirkung mit dem
Vakuum-Druck zu verstehen. Das nicht-perturbative Vakuum weicht dem elek-
trischen Feld der hoheren Ladung aus, und der String verbreitert sich. Erst
mit von der Ladung unabhéngigem Stringradius kann man das Casimir Scaling
reproduzieren. Diese Hypothese ist zu diesem Zeitpunkt noch nicht eindeutig ent-
schieden. Einige Gitterrechnungen bestéitigen diese Hypothese [Bali00], andere
wiederum schlielen sie aus. Bei den letzteren gibt es sowohl direkte Analysen des
qq-Potentials in hoheren Darstellungen, die eine Abweichung vom Casimir Sca-
ling sehen [Kratochvila03], als auch indirekte Hinweise. Gitterrechnungen finden
qualitative Ubereinstimmungen mit Ergebnissen des dualen Supraleiters, wenn
dieser gerade auf der Grenze zwischen erster und zweiter Art ist [Matsubara94].
Der duale Supraleiter zeigt unter diesen Umstédnden allerdings ebenfalls kein
Casimir Scaling. Wie schon in der Einleitung in Abschnitt 1.1.1 diskutiert,
wird das Casimir Scaling vom Modell des stochastischen Vakuums reproduziert
[Dosch88, Shoshi03]. Erst widerspruchsfreie Rechnungen in der Gitter-QCD wer-
den in der Zukunft entscheiden, ob das Casimir Scaling in der QCD enthalten ist.
Bis dahin bestehen die verschiedenen Modelle des Confinements gleichberechtigt
nebeneinander.

Neben den elementaren ¢g-Strings haben wir auch ggg-Konfigurationen be-
trachtet. Besonderes Augenmerk lag dabei wieder auf der Geometrie der Felder
und auf dem Potential der Konfiguration. Das Potential lédsst sich in zwei Be-
reiche aufteilen. Fiir kleine und mittlere paarweise Quarkabstdnde von bis zu
1-2fm lasst sich das Potential durch paarweise, perturbative Wechselwirkungen
beschreiben. FErst fiir groflere Quarkabsténde bilden sich die charakteristischen
Flussschlduche heraus und die Konfiguration zeigt eine Y-artige Struktur. Da-
mit verbunden skaliert auch das Potential mit der Lange der Schenkel des Y’s,
so dass das Potential eine wesentliche 3-Quark-Wechselwirkungen zeigt. Dieser
Ubergang zum Y setzt erst fiir relativ grofe Abstinde ein. Wir erklidren dies
in unserem Modell durch den relativ grofien und symmetrischen Quarkbag. Die
Ausbildung des gqq-Systems zum Y ist in der symmetrischen Dreieckskonfigurati-
on am besten zu beobachten. In dieser Anordnung hat der Bag ein relativ grofies
Volumen und die elektrischen Felder kénnen sich in ihm perturbativ ausbrei-
ten. Erst fiir Quarkabstéinde, die wesentlich grofier sind als der Durchmesser der
Flussschlduche (2p = 0.7-0.8 fm) prégen sich die drei einzelnen Y-Flussschlduche
aus und das Potential wird zum 3-Teilchen-Potential. Aktuelle Gitterrechnungen
bestétigen dieses Verhalten des gqg-Systems [Alexandrou03].

Die Wechselwirkung zwischen farbneutralen Bags beschreiben wir fiir zwei ¢g-
Flussschlduche. In dieser 4-Quark-Konfiguration kommt es zum String-Flip, in
dem die Ausrichtung der Flussschliduche zwischen zwei Moglichkeiten wechselt.
Wir finden ein Potential mit einer charakteristischen Reichweite und Tiefe, die
von der Léange und der Ausrichtung der Strings abhéngig ist. In den symmetri-
schen Konfigurationen, in denen die vier Teilchen durch vier Flussschlauche mit-
einander verbunden sind, finden wir eine Wechselwirkung die nicht allein durch
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die triviale Uberlagerung der vier Teilstrings bestimmt ist. Erginzend haben
wir das String-String-Potential fiir beliebige rdumliche Orientierungen der bei-
den Strings zueinander bestimmt.

Die Stabilitdt von Flussschldauchen haben wir in zwei verschiedenen Szenari-
en untersucht. Im Vakuum sind die Strings im CDM (bis auf numerische Ein-
schrinkungen) absolut stabil. In geniigend starken, dueren Farbfeldern dagegen
finden wir, dass die Stringspannung reduziert wird. Wir konnen uns vorstellen,
dass in einer Schwerionenkollision bei hohen Energien im ersten Moment durch
Farbaustauschreaktionen solch hohe Felder entstehen kénnen. In diesem angereg-
ten Hintergrund entwickeln sich neu entstehende qg-Paare. Wir haben gezeigt,
dass in geniigend starken Feldern die Bindung zwischen diesen Paaren aufgeho-
ben wird und quasi frei Quarks zulédsst. In einer weiteren Analyse haben wir
die Moglichkeit der Paarerzeugung innerhalb eines Flussschlauches betrachtet.
Wir haben ein Tunnelpotential mit Hilfe der Feldgleichungen bestimmt, dass die
Produktion von mesonischen ¢g-Clustern beeinflusst.

In einem letzten Schritt haben wir globale Eigenschaften von Systemen mit
grofler Teilchenzahl untersucht. Solche Systeme bilden, abhéngig von der Teil-
chendichte, voneinander isolierte mesonische, baryonische und antibaryonische
Bags aus. Diese verschmelzen mit zunehmender Dichte und Bags mit hoherem
Quarkinhalt entstehen. Dabei stellen wir fest, dass das nicht-perturbative Va-
kuum nach und nach aus dem rdumlichen Bereich der Quarks herausgedringt
wird. Die beobachtbaren Grofien wie Energie pro Teilchen und Bagvolumen pro
Teilchen verdndern sind kontinuierlich und nicht abrupt. Die Flussschlauchstruk-
turen gehen {iber in einen homogenen Bereich, in dem das perturbative Vaku-
um vorherrscht. Die Balance zwischen elektrischer Energie und Volumenenergie
geht dabei allerdings nicht verloren. Der Druck des perturbativen Vakuums, der
dem einzelnen qg-Flussschlauch seine Gestalt aufprégt und ihn stabilisiert, hélt
auch das ausgedehnte Quarkensemble gefangen. Auf einer globalen Ebene geht
Confinement dadurch also nicht verloren. Die Blase perturbativen Vakuums im
nicht-perturbativen, dielektrischen Medium ist lediglich gréer und enthélt mehr
Quarks. Wenn das Volumen des Bags nur grofl genug ist, dann sind die Quarks
tief im Inneren des Bags quasi frei und die elektrischen Gluonfelder sind identisch
mit denen freier Quarks.

7.2 Ausblick

Wir haben in dieser Arbeit die Wechselwirkung der Gluonfelder mit dem nicht-
perturbativen Vakuum studiert. Die Quarks waren in dieser Betrachtung nur
statische, dulere Quellen. Dieses Szenario statischer und damit unendlich schwe-
rer Quarks dhnelt der quenched Naherung der QCD, in der nur die Gluonen dy-
namische Freiheitsgrade sind. Wir wir schon in der Einleitung diskutiert haben,
sind die Eigenschaften der QCD wesentlich abhéngig von den Eigenschaften der



7.2. AUSBLICK 145

Quarks. So éndern sich sowohl die Temperatur als auch die Art des Phaseniiber-
gangs von der hadronischen in die partonische Phase. Es wire interessant, die
Quarks in einer selbstkonsistenten Analyse mit ihren Wechselwirkungen sowohl
zu den farbelektrischen Feldern als auch zum skalaren Confinement-Feld zu be-
schreiben. Das Modell, ausgedriickt durch die Lagrange-Dichte in Gl. (2.1), sieht
diese Wechselwirkungen explizit vor. Die Wechselwirkung der Quarks mit dem
Confinement-Feld iiber die skalare Kopplung stabilisiert die farbneutralen Bags
gegeniiber einer vollstdndigen Ausloschung der Felder. Wenn die Quarks den-
selben rdumlichen Zustand einnehmen, dann 16schen sich die Farbladungen der
Quarks exakt aus, und die farbelektrischen Felder verschwinden. Mit fehlender
skalarer Kopplung gibt es keinen Quellterm mehr fiir das skalare Term und al-
le Felder verschwinden. Die skalare Kopplung fiihrt die skalare Quarkdichte als
zusétzlichen Quellterm fiir das Confinement-Feld ein, so dass die Existenz von
Quarks die Ausbildung von Bags induziert. Fiir ausgedehnte ¢g-Zustdnde haben
wir die skalare Dichte versuchsweise einmal durch die Gaufi’sche Quarkverteilung
w(Z) aus Gl (2.19b) simuliert. Der zusétzliche Quellterm veréndert die Bags nur
in der Ndhe der Quarks aber die Struktur der farbelektrischen Flussschlduche nur
unwesentlich.

Das CDM kann also auf jeden Fall Quarkbags erzeugen, auch bei verschwin-
dender Farbladungsdichte. Leider gibt es keinen Term in den Modellgleichun-
gen, der eine Abstofung zwischen den Bags verursacht. Aus diesem Grunde
wird man im CDM keine sich selbst stabilisierende Kernmaterie, bestehend aus
baryonischen qqg-Bags, beschreiben konnen. Allerdings haben wir in dieser Ar-
beit gesehen, dass sich in jeder global farbneutralen Quarkkonfiguration immer
die energetisch giinstigsten farbneutralen Subcluster in einem Bag oder Fluss-
schlauch finden. In [Traxler99b] wurde gezeigt, dass sich auch in einer semi-
dynamischen Reaktion die Quarks nur in farbneutralen 2- und 3-Quark Clustern
in separaten Bags finden. Auf diese Weise wurde dort die Hadronisierung aus
einem heiflen Quark-Gluon-Plasma heraus simuliert. Solch ein Plasma wird in
hochenergetischen Kernreaktionen erwartet. Diese Hadronisierung wird in al-
len transporttheoretischen Modellen als ad hoc Annahme eingebaut. Im CDM
konnen wir einen dynamischen und mikroskopischen Mechanismus angeben, mit
dem dieses Prozess stattfindet. In [Traxler99b] wurde die Dynamik der Teil-
chen und des Confinement-Feldes untersucht. Die Gluonfelder wurden in jedem
Zeitschritt genau wie in dieser Arbeit durch die Losung der Poisson-Gleichung
bzw. des GauB-Gesetzes gelost, also durch die Losung einer Zwangsbedingung bei
vorgegebener Teilchen- und Confinement-Feld-Konfiguration.

Die Gluonfelder unterliegen aber selbst dynamischen Bewegungsgleichungen.
Diese sind gerade durch die zeitabhédngigen Maxwell-Gleichungen in Gl. (2.14)
gegeben. Wir konnen demnach prinzipiell alle Felder und auch die Teilchen dy-
namisch in der Zeit propagieren. Allerdings glauben wir nicht, dass dieses einfach
ist. Zwei Dinge stellen eine wirkliche Herausforderung dar. Die eine liegt in der
Numerik, die andere in der Interpretation der Felder. Kommen wir erst zur letz-
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teren. In der semi-dynamischen Simulation von Traxler et al. wurde ein zunéchst
dichtes Quarkensemble in einem einzigen groflen Bag in der Zeit propagiert. Die
hohen Anfangsimpulse der Quarks fiihrten zu einem Aufbruch des Feuerballs und
letztendlich zu einer vollstédndigen Zerlegung in hadronische Subcluster. Am En-
de der Simulation gab es allerdings nicht nur die weiflen Hadronen, sondern auch
starke Anregungen im Confinement-Feld. Diese o-Wellen machten am Ende der
Simulation ungefdhr die Hélfte der Gesamtenergie aus. Es ist eigentlich nicht
klar, wie diese Anregung in physikalisch beobachtbare Teilchen umzuwandeln ist.
Bei unseren statischen Analysen ist die Kombination aus Bag, elektrischem Feld
und den Quarks der physikalische ¢g-String und das skalare Feld dient als eine
Art Fiithrungsfeld, in dem sich die Gluonfelder ausbreiten. Die o-Wellen breiten
sich dagegen auch ohne Farbfelder und Quarks aus. Vor einer Realisierung einer
dynamischen Simulation sollte diese Frage erst gekldrt werden.

Die zweite Herausforderung ist natiirlich numerischer Natur. Die kleinsten
physikalischen Objekte in unserem System sind mesonische ¢g-Strings. Diese
haben einen typischen transversalen Radius von 0.4fm. Die Léngenskala auf
der die elementaren Felder o, x und ¢® variieren ist von derselben Grofienord-
nung. Wir haben in unseren numerischen Simulationen kartesische Gitter mit
einer Ausdehnung zwischen 3 fm und 6 fm verwendet mit einer Gitterschrittweite
von 0.02fm und 0.05fm verwendet. Die Gitterweite darf nicht sehr viel gréfer
gewdhlt werden, damit die Ergebnisse nicht zu stark durch den Diskretisierungs-
fehler beeinflusst werden. Andererseits benotigt man fiir Hadronisierungsszenari-
en sehr viel groBere numerische Raumbereiche. In der Arbeit von Traxler wurde
vollstéindige Hadronisierung in einem Volumen von ca. (30 fm)? beobachtet, was
ungefahr dem doppelten Durchmesser eines Goldatoms entspricht. Wir benéti-
gen also 5-10fach groflere Volumen in jeder Raumrichtung. Bei gleichbleibender
Gitterweite entspricht das einem 100-1000fach erh6htem Speicheraufwand. Die-
ser Speicher steht uns noch nicht zur Verfiigung. In der Arbeit von Traxler wurde
ein lokal verfeinertes Gitter vorgestellt. Allerdings wurden nur die elektrischen
Felder auf diesem Gitter bestimmt. Das skalare Feld wurde ebenfalls auf einem
kartesischen Gitter mit entsprechend gréflerer Schrittweite dargestellt. Die elek-
trischen Feldgleichungen sind lineare partielle Differentialgleichungen. Uns ist
nicht klar, ob der in [Traxler99a] vorgestellte lokale, adaptive Algorithmus auch
auf die nicht-linearen Gleichungen des Confinement-Feldes iibertragbar ist. Ei-
ne lokale Verfeinerung ist aber angesichts des hohen Speicheraufwandes fiir eine
quantitative Analyse zwingend erforderlich.

Fiir eine qualitative Analyse konnten moderne und zukiinftige Rechnerarchi-
tekturen allerdings ausreichen, um das Phdnomen der Hadronisierung zu beob-
achten. Wir glauben, dass der von uns vorgestellte Mehrgitter-Algorithmus, der
elektrisches Potential und Confinement-Feld gleichberechtigt nebeneinander 16st,
in modifizierter Form dafiir verwendet werden kann, die zeitlichen Verdnderun-
gen der Felder zu bestimmen. Wir denken, dass dieses am besten auf der Ebene
der elektromagnetischen Felder E® und B® zu formulieren ist. Die Maxwell-
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Gleichungen sind nur erster Ordnung in der Zeit und damit leichter zu hand-
haben. Fiir die Diskretisierung der elektro-magnetischen Felder gibt es dariiber
hinaus schon etablierte Verfahren, wie z.B. den Yee-Algorithmus [Sadiku92], der
die Geometrie der Feldgleichungen beriicksichtigt. Wir warnen an dieser Stel-
le noch einmal vor den unerwarteten Eigenschaften von Systemen nicht-linearer
partieller Differential-Gleichungen.

Die dynamische Beschreibung der Hadronisierung ist numerisch also relativ
aufwandig. Trotzdem ist das Chromo-Dielektrische Modell ein ausgezeichneter
Kandidat, dieses Problem zu beschreiben. Die Gleichungen sind schnell formulier-
bar und die auftretenden Felder — mit der genannten Schwierigkeit fiir das skalare
Feld — leicht interpretierbar. Die Farbladungen konnen iiber quantenmechanische
Dirac-Spinoren oder iiber klassische Ladungsdichten in das System eingefiihrt
werden. Es ist geeignet, elementare hadronische Eigenschaften wiederzugeben,
lasst sich mit existierenden Gitterdaten zu den Flussschlauch-Strukturen verein-
baren und stellt einen anschaulichen Mechanismus des Confinements und der
Hadronisierung zur Verfiigung. Die Interpretation des physikalischen Vakuums
als dielektrisches Medium erweist sich damit als duflerst fruchtbar, da es stark
wechselwirkende, farbige Systeme sowohl auf hadronischen Skalen als auch auf
Skalen von ausgedehnten Feuerball-Strukturen beschreibt. Wir sind somit der
in der Einleitung aufgeworfenen Frage nach dem Confinement und dem Mecha-
nismus der Hadronenbildung etwas néher gekommen und schliefen damit diese
Arbeit.
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Anhang A

Der FAS-Algorithmus

Das Chromo-Dielektrische Modell beschreibt farbelektrische Potentiale ¢® und
das Confinement-Feld ¢ in der Anwesenheit von farbgeladenen Quarks. Die Be-
wegungsgleichungen fiir statische Probleme, wie sie in dieser Arbeit diskutiert
wurden, sollen hier noch einmal wiederholt werden:

@, 0(7) = V- (K(0)V0) = —g.p (A.1a)
S 0(F) == Ao —U'(0) + Lk (0) D*/K*(0) =0, (A.1b)

mit D = k(0)E = k(0)V¢. Hier haben wir fiir den spiteren Gebrauch die
Differential-Operatoren ®, und ¥, eingefiihrt und der Notation wegen den Far-
bindex a weggelassen.

Dieses System von gekoppelten partiellen Differentialgleichungen ist erst ein-
deutig bestimmt nach Angabe von Randbedingungen. Physikalisch motivierte
Randbedingungen wéren solche, die die Felder oder ihre Ableitungen im Un-
endlichen bestimmen. Die spezielle Wahl des skalaren Potentials U(o) legt nahe,
dass das Confinement-Feld ¢ dort seinen Vakuums-Erwartungswert o,. annimmt.
Ferner ist es plausibel, dass die elektrischen Felder im Unendlichen verschwinden.
Im Allgemeinen lassen sich nicht alle Komponenten des elektrischen Feldes auf
dem Rand gleichzeitig vorgeben, d. h. dass entweder Dirichlet’sche oder von-
Neumann’sche Randbedingungen fiir das elektrische Potential ¢ gew&hlt werden
miissen. Die angemessenen Randbedingungen sind also:

o(f) = Ovac (A.2a)
o(f) = 0 oder % =0 (A.2Db)

e
fir |r] — o0

Von-Neumann’sche Randbedingungen sind allerdings nicht immer kompatibel mit
der Poisson-Gleichung in Gl. (A.la). Diese ist nur die differentielle Form des
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Gauf¥’schen Gesetzes, das in seiner integralen Form
5:/6-5d3r:f KE -t d*a=Q | (A.3)
v oV

ist. Das bedeutet, dass der gesamte elektrische Fluss S durch eine geschlossene
Oberflache durch die in dem Volumen V' eingeschlossene Ladung () gegeben ist.
Ist @ # 0 dann ist der Fluss durch die Oberflache 0V S # 0, was im Widerspruch
ist zu E - = 0¢/0n = 0. Fiir Ladungsverteilungen mit nicht-verschwindender
Gesamtladung ) wahlen wir also Dirichlet’sche Randbedingungen, fiir alle ande-
ren von-Neumann’sche Randbedingungen, da diese gerade jeden Fluss durch die
Oberflache verhindern.

Die Farbladungsdichte p bestimmt sich durch die Farbladungen ¢, und die
Positionen 7}, der Quarks,

p() = D qrw(i— ) (A.4)
w(r) = (27?7’(2])_3/26:2/(%3). (A.5)

Die Zahl N und die Positionen der Quarks sind beliebig von auflen vorzuge-
bene Groflen und bestimmen das System vollstédndig. Obwohl sich diese Arbeit
hauptséchlich mit den Feldern und Potentialen von zwei und drei Teilchen Sys-
temen befasst, soll doch die numerische Realisierung moglichst allgemein giiltig
sein. Kénnte man fiir qq Strings noch die Zylindersymmetrie ausnutzen und die
Zahl der rdaumlichen Dimensionen von drei auf zwei, im Falle sehr langer Strings
sogar auf eine (zylinderradiale) reduzieren, wiirde bereits das drei Quark-System
solch eine Vereinfachung nicht mehr zulassen. Die freie Wahl der Quarkverteilung
erfordert also einen wirklich drei-dimensionalen Algorithmus. Dieser Algorithmus
soll einerseits flexibel mit allen Quarkverteilungen umgehen kénnen, andererseits
stabil und gering im Verbrauch der Computer-Ressourcen sein. Er soll also gering
sowohl im Speicherbedarf als auch in der verwendeten CPU-Zeit sein. Der hier
verwendete Full Approzimation Storage Algorithmus (FAS) [Brandt82, Press96]
geniigt diesen Anforderungen und soll im Folgenden vorgestellt werden.

A.1 Diskretisierung

Zur numerischen Losung des Systems (A.1) wird das kontinuierliche System, das
im ganzen drei-dimensionalen Raum definiert ist, auf ein diskretes Gitter mit
endlicher rdumlicher Ausdehnung eingeschrankt. Der Rand des Gitters fillt al-
so mit dem Rand des physikalischen Volumens zusammen, dass wir betrachten.
Wir wihlen ein kubisches Kartesisches Gitter 2" mit Volumen V, Zahl der Git-
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terpunkte (Knoten) N, und Gitterschrittweite h, wie folgt:

V = Ly x Lyx L3 (A.6a)
N = (n+1+20)* (A.6b)
he = Ly/n (A.6¢)
n = 2 ae€{1,2,3} (A.6d)

5 — {O, Dirichlet

1, von-Neumann

Die Ausdehnungen L; der Box miissen im Allgemeinen nicht gleich sein, die Zahl
der Knoten pro Dimension n allerdings schon!. Wir wollen hier aber der ein-
facheren Notation wegen L; = L = L3 = L voraussetzen und damit auch
h1 = he = hg = h. Bei von-Neumann’schen Randbedingungen wird die Normal-
ableitung auf dem Gitterrand vorgegeben. Da diese numerisch iiber die Nachbar-
knoten bestimmt wird (siehe weiter unten) wird das Gitter an jedem Rand um

einen Knoten iiber den physikalischen Rand hinaus erweitert (§ = 1).

Mit der Wahl dieses Gitters kénnen ¢(7), o(7) und p(7) nur noch an den
diskreten Gitterstellen

x;, = xo+ih (A.7a)
yj = Yo —+ j h (A7b>
2y = zo+kh, (A.7¢)

i,j,k = {-=0,0,1...n4 4}

dargestellt werden, d. h.

o(F) — oz y; ) = aﬁfj,k (A.8a)
¢(F) - ¢h<xi7 Yj, zk) = (b?,j,k (ASb)
p(7) — o s 2) = Pl (A.8c)

wobei der Index h die Schrittweite des Gitters angibt.

Zum Abschluss miissen nur noch die Differential-Operatoren ®, und ¥, auf
ihre Differenzen—Form gebracht werden. Fiir die Ableitungen wéhlen wir zentrale
Differenzen Niherungen der Ordnung O(h?):

ofjor — :ﬁigifﬁ_l (A.9a)
firn —=2fi + fia

0 f ) 0u? 5

(A.9b)

!Diese Einschriinkung gilt nur aufgrund der gewiihlten Realisierung im Computercode.
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Abbildung A.1: Das Gitter Q" auf dem die Losung definiert ist. Das Gitter hat
eine Schrittweite h und eine Ausdehnung L = Nh in jeder Raumrichtung. Wir
benutzen bei der Losung eine sog. rot-schwarz-Reihenfolge in der Knotenabfolge,
entsprechend den schwarzen und weilen Punkten in der Abbildung. Ebenfalls
in der Abbildung zu sehen (unten rechts) ist die Diskretisierungs-Matrix fiir die
benachbarten Gitterpunkte (s. Gl. (A.9)). Der zentrale Wert 6 entspricht der
Diskretisierung in drei Raumdimensionen.



A.1. DISKRETISIERUNG 153

Die Differenzen-Form von Gl. (A.1) sieht dann vollsténdig wie folgt aus:

‘bh( Zk) = K U@ k) [( Oit1,k — Fim 1]k)(¢?+1,jk_ gil,jk) (A.10a)
+ (O-zh]—i—lk 0'” 1k>(¢?,j+1,k_¢?,j—l,k)
+ (Of 1 — ”k DOk — O] /(2h)°
U@k) [ngk 1]k+¢zj+1k+¢z] 1k

+¢1] k+1 + gbz‘j,kfl Z]k] /h2

= —Js p?jk
Zh(azhjk) = [azh—i—l,jk: +Uzh—1,jk; + Uzhjﬂk + Uzhj—l,k (A.10b)
+ Uzhj,kJrl + Uzhj,kq z]k] /b

—U/< z]k) + %HI( mk)( Uk> /H< ZJk)
- 0=

Uk

In der Differenzen-Gleichung (A.10b) haben wir als Quellterm bereits die kiinst-
liche GroBe f1 i eingefiihrt. Diese allgemeinere Form der Gleichung werden wir
im nicht-linearen Mehrgitter—Algorithmus spéter noch gebrauchen. Wir kénnen
die obigen Gleichungen (A.10) kurz notieren durch:

Prp = —g.p" (A.11a)
sho = f* | (A.11Db)

wobei die jeweils N Komponenten der Vektoren ¢" und o die Unbekannten ¢

bzw. U,hjk sind, und p" und f" die jeweils N Quellterme enthalten. Die erste der

beiden Gleichungen kann als Matrix-Vektor-Gleichung gelesen werden mit der
band-diagonalen Matrix ®". ®” enthilt in der Tat nur ¢ unabhingige Terme,
was die Linearitdt des Differenzen-Operators zum Ausdruck bringt. Die analoge
Matrix ¥ dagegen enthilt durch das skalare Potential U(o) und die dielektrische
Funktion k(o) auf der Diagonalen auch o abhéngige Terme und ist demnach ein
nicht-linearer Operator.

ijk

Zur vollstdndigen Beschreibung des Differenzen—Systems miissen jetzt noch
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die Randbedingungen in Gl. (A.2) an das Gitter angepasst werden.

Oijk = Ovac (A.12a)
Gijk = Prand (A.12b)
oder
Git1,jk — Picijk = 0O (A.12¢)
Gijrik — Qij-1xe = 0
Gijkt1 — Pijr—1 = 0

fiir {iaja k} € {O,TL}

Die Gln. (A.12b) und (A.12c) beschreiben dabei Dirichlet’sche bzw. von-Neu-
mann’sche Randbedingungen. Im Allgemeinen muss die Normalableitung auf
dem Rand nicht verschwinden, sondern kann einen endlichen Wert haben. Das
System von partiellen Differentialgleichungen (A.1) ist damit auf ein algebraisches
Gleichungssystem fiir die 3(n — 1)3 &~ 3N Unbekannten b und oy, reduziert.
Dieses Gleichungssystem hat folgende Eigenschaften:

1. Der Satz von Gleichungen fiir das elektrische Potential ¢ (A.10a) ist zwar
linear, hat aber durch die o-Abhéngigkeit von k nicht-konstante Koeffizi-
enten.

2. Der Satz von Gleichungen fiir das Confinement-Feld o ist durch das quarti-
sche Potential U(c) und die dielektrische Kopplung (o) an das elektrische
Feld nicht-linear.

3. Die Zahl der Unbekannten ist sehr grof}, in drei Dimension ist NV in der
GroBenordnung 10°.

A.2 Grob-Gitter-Korrekturen

Zum Losen von Gleichungssystemen gibt es einige erprobte Verfahren, wovon die
giangigsten allerdings ausscheiden. Das in dieser Arbeit vorgestellte Mehrgitter-
Verfahren ist in der Lage, die genannten Schwierigkeiten zu bewéltigen. Alle
Mehrgitter-Algorithmen sind sog. iterative Verfahren, in denen ausgehend von ei-
ner Startlosung sukzessive bessere Naherungen fiir die Losungen gefunden werden.
Der Algorithmus endet bei Erreichen einer vorgegebenen Abbruch-Genauigkeit.
Innerhalb des Algorithmus werden temporiére Gitter erzeugt, durch die die Lésung
weiter verbessert und die Konvergenz-Rate erhoht wird. Der Algorithmus besteht
aus folgenden Bausteinen:

1. Relaxations-Methoden, d.h. ein Losungsverfahren fiir die Differenzen-Glei-
chungen auf jedem Gitter.
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2. Konstruktion temporérer Gitter mit groflerer Schrittweite H > h und klei-
nerer Knotenzahl ny < ny. Alle erzeugten Gitter haben immer dieselbe
Ausdehnung L.

3. Transport der temporéren Losungen von feinen zu groben Gittern und um-
gekehrt, beschrieben durch Restriktions- und Interpolations-Operatoren.

4. Korrektur der Losung auf jeweils feinerem Gitter.

Die einzelnen Bausteine werden jetzt beschrieben und zunéchst mit ihrer Hilfe
ein linearer Mehrgitter-Algorithmus entwickelt, der dann im Folgenden auf einen
nicht-linearen verallgemeinert wird. Der lineare Algorithmus wird in der nume-
rischen Realisierung (im CDM Computer-Code) zur Losung der ungekoppelten
Gleichungen verwendet, also fiir den Fall, dass k = 1 iiberall gilt. Die PDG
(A.la) fiir das elektrische Potential ¢* entkoppelt dann von der PDG (A.1b) und
reduziert sich auf die Poisson—Gleichung. Er ist dariiber hinaus auch in der Lage,
die Gleichung (A.1a) bei vorgegebenem o (7) zu lsen, also die Poisson-Gleichung
mit nicht-konstanten Koeffizienten (o) und '(o).

A.2.1 Relaxations-Methode

Der zentrale Baustein des Mehrgitter-Algorithmus ist die verwendete Relaxati-
ons- bzw. Glattungsmethode. Fiir den linearen Algorithmus beschrinken wir uns
auf die Differenzen-Gleichungen (A.10a) bzw. (A.11a), d.h.

Pp=—p (A.13)

wobei wir hier der Einfachheit halber g, = 1 gesetzt haben. Fiir die Relaxation
verwenden wir eine klassische iterative Methode zum Losen solcher Gleichungs-
systeme [Press96, Briggs87, Brandt82]. Solche sind z.B. das Jacobi- und das
GauB-Seidel-Verfahren. Wie bei jedem iterativen Verfahren wird zuerst eine be-

~0
liebige Startlosung ¢ geraten. Natiirlich hdngt die Konvergenz des Verfahrens
von der Wahl der Startlosung ab. Zunéchst wissen wir noch nichts iiber die wirk-

liche Losung und wéhlen einfach (Nﬁo = 0. Zu einem spiteren Zeitpunkt werden
wir diese Wahl verbessern. Bei beiden Verfahren wird zuerst die Gleichung fiir
den Knoten (ijk) nach der Unbekannten ¢;;; gelost — was auf Grund der Linea-
ritét der Gleichung leicht ist. Man erhélt einen neuen Wert ¢}, durch ausnutzen
der Gleichung (A.10a) und festhalten der alten Werte der Nachbarknoten, d.h.
solche mit Indices (i+1,j+1, k+1). Fiir einen vollstdndigen Relaxations-Schritt
werden alle Knoten (ijk) durchlaufen und diese Prozedur wiederholt und man

relax

~0 1
erhélt eine neue Ndherung ¢ —— ¢ . Der Notation halber nennen wir solch
einen Relaxation-Schritt S. Damit konnen wir formal schreiben

b =S¢p . (A.14)
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Der Unterschied zwischen Jacobi- und GaufB-Seidel-Relaxation ist vorwiegend
praktischer Natur. Bel der Jacobl Relaxation werden erst alle Werte ¢? ik aus-

gerechnet und dann ¢ durch ¢ ersetzt. Bei der GauB-Seidel-Relaxation wird
sofort jeder neue Wert ¢} ;x zur Berechnung aller weiteren verwendet. Man sieht
leicht, dass im ersten Fall der Speicher-Bedarf verdoppelt wird, wihrend im letz-
teren kein temporarer Speicher benotigt wird. Allerdings wird dadurch das Er-

gebnis von 351 abhéngig von der Reihenfolge, in der die einzelnen Knoten im
Relaxations-Schritt S angesprochen werden. Wir wéahlen hier die sog. rot-schwarz
Reihenfolge. Bei dieser Abfolge werden erst alle roten, d.h. alle Knoten die nicht
direkt benachbart sind, berechnet und danach alle schwarzen, also alle anderen
(s. Abb. A.1). Die Reihenfolge innerhalb der roten Knoten ist dabei beliebig,
da diese auf Grund der Wahl des Differenzen-Operators (A.9) nur von schwar-
zen Nachbarknoten abhidngen. Das gleiche gilt natiirlich fiir die darauffolgende
Relaxation der schwarzen Knoten. Diese Wahl der rot/schwarzen Reihenfolge
hat zwei Vorteile. Zum einen bleibt jede rdumliche Symmetrie, die in der Pro-
blemstellung enthalten ist, durch diesen Update erhalten. Zum anderen kénnen
prinzipiell alle roten (schwarzen) Knoten parallel bestimmt werden.?

GauB-Seidel-Relaxation ist fiir sich schon ein vollstédndiges Losungsverfahren
zum Losen des Differenzen-Systems (A.13). Durch p-fache Anwendung des Ope-
rators S erhalten wir die p-te Approximation

o =8¢ . (A.15)

Nach unendlich vielen Iteratlonen p — oo konvergiert die Ndherungslosung gegen
die exakte Losung, also q,’> — ¢. Nach endlich vielen Iterationen dagegen gibt es
noch eine Abwe1chung von der Losung ¢ und wir konnen einen Fehler e definieren
mit (b (b und

e=¢p—¢ . (A.16)

Der Fehler e kann quantitativ natiirlich nicht bestimmt werden, da auch die
exakte Losung nicht bekannt ist. Aber wir werden den Fehler e noch qualitativ
untersuchen und wichtige Aussagen iiber ihn machen kénnen. Wir kénnen aber
eine Grofle definieren, die wir auch quantitativ bestimmen kénnen und die eine
Aussage iiber die Giite unserer Naherung ¢ macht, ndmlich das Residuum

r:©(7>+P . (A.17)

Fiir <~ﬁ — ¢ gilt 7 = 0 und wir erhalten die gesuchte Gleichung (A.13). Die Grofie
7 kann numerisch bestimmt werden, da sowohl der Quellterm p als auch die
aktuelle Ndherung ¢ bekannt sind. Das Residuum verwenden wir unter anderem
auch als Abbruchkriterium (s. weiter unten).

Es zeigt sich allerdings [Briggs87, Press96], dass jedes klassische Iterations-

2Dieses ist im CDM-Code allerdings nicht realisiert.
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Verfahren nur sehr langsam konvergiert. Um den Fehler um eine signifikante
Stelle zu verkleinern benétigt man p = (O(n?) Iterationen. Bei Gittern mit
n ~ 100 ist dieses Verfahren fiir sich also nur von theoretischem Interesse. Zum
Verstéandnis fiir den Mehrgitter-Algorithmus ist es allerdings hilfreich den Grund
fiir die langsame Konvergenz der klassischen Iterations-Verfahren zu erkennen.
Dazu entwickeln wir zunéchst die nicht diskretisierte Funktion ¢ in die Eigen-
funktionen vy, (7) des Laplace-Operators im kubischen Gebiet Q = L3, die die
Randbedingungen erfiillen [Jackson75]:

) = ) Eruwvaw(7) (A.18)

Apv

I sin(kxx) sin(k,y) sin(k,z) , Dirichlet
Onu () = { cos(kxx) cos(k,y) cos(k,z), von-Neumann (A-19)
Avy (7)) = =KX+ kj, + B vaw (7)) (A.20)

mit k) = AT” etc. Im kontinuierlichen System ist das Spektrum nach oben nicht

beschrankt, d.h. (A, u,v) € {1...00}. Das dquivalente diskretisierte System hat
dann folgende Gestalt:

¢ = Z ¢)\uuv)\uu (A2la)
Apv
ik sin(22) sin(247) sin(£2) | Dirichlet (A21h)
v A ; .
Ay cos(2T) cos(L4T) cos(54T),  von-Neumann

(I)’v)\uu ~ E)\Myv)\uu 5 (A21C)

wobei die Eigenvektoren wv),, auf die sog. Brillouin-Zone eingeschrinkt sind,
d.h. (A, u,v) < n. Die Einfithrung des Gitters unterdriickt also alle Moden mit
grofferen Modenzahlen. Das bildet den sog. Diskretisierungs-Fehler. Die Diskre-
tisierung muss so fein gewihlt werden, dass diese Moden keinen nennenswerten
Beitrag liefern.?> Wenn die finite Differenzen Matrix ® aus dem Laplace-Operator
hervorgeht, gilt Gl. (A.21c) exakt. Ist ® die in Gl. (A.10a) definierte Differenzen
Matrix, gilt dies nicht mehr exakt. Wichtig fiir das Folgende ist lediglich, dass
die Vektoren wy,, nicht zu stark mischen und Gl. (A.21c) néherungsweise gilt.
Die diskreten Eigenwerte I;:AW lassen sich fiir den Laplace-Operator analytisch
bestimmen [Briggs87], sind hier aber nicht von Bedeutung.

Weiter wollen wir die Entwicklung (A.21a) zerlegen in die lang- und die kurz-
welligen Moden, die wir auch die glatten und die oszillierenden Moden nennen.

3Im CDM-Code wird dies nicht weiter untersucht und eine maximale Knotenzahl n von
vornherein festgelegt.
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¢ = ¢os + d)gl ) (A22)
wobei ¢, nur die glatten Moden mit (A, i, v) < n/2 enthilt und ¢, alle anderen.
Wir kénnen nun die Differenzen-Gl. (A.13) mit Hilfe der durch GauB-Seidel-

Relaxation erhaltenen N#herungslosung ¢, dem in Gl. (A.16) definierten Fehler
und dem Residuum = umschreiben zu

d(p+e) = p (A.23)
dp+Pe = p (A.24)
dbe = —r . (A.25)

Im ersten Schritt haben wir hier die Linearitdt von ® und im zweiten die Defini-
tion des Residuums ausgenutzt. Gl. (A.25) ist die sog. Residuums-Gleichung. Sie
besagt, dass der Fehler e derselben Gleichung wie ¢ gehorcht, wenn der Quellterm
p durch das Residuum r ersetzt wird.

Die zentrale Eigenschaft des GauB-Seidel-Operators & besteht nun in seiner
Selektivitéit auf die glatten und die oszillierenden Moden in der exakten Losung
¢. Da er nur benachbarte Knoten miteinander verkniipft, kann das kurzwellige
Spektrum ¢, sehr effizient mit ihm bestimmt werden, wéahrend das langwellige
Spektrum nahezu unbeeinflusst bleibt. Das bedeutet, dass nach nur wenigen
Iterationen von S (p < 4) der oszillierende Teil der Naherungs-Losung identisch
ist mit dem oszillierenden Teil von ¢, d.h. gﬁos = ¢, Dieses ist in Abb. A.2
dargestellt. Wir illustrieren dies hier an einem Fall, den wir analytisch l6sen
kénnen. Dazu wihlen wir ein Gitter mit N = 32 Knoten und setzen die Losung
¢ aus einer glatten Mode mit A = 3 und einer oszillierende Mode mit u = 17
zusammen mit jeweils gleicher Amplitude.

Q') = vV + UMMM (A26a)
p = /{ﬁ)\)\’v)\)\)\ + kiwfku (A26b)
®p = —p (A.26¢)

Sowohl ¢ als auch p sind so gewéhlt, dass Gl. (A.13) gelost ist. Da wir die Losung
kennen, kénnen wir zu jedem Zeitpunkt den Fehler e angeben. Als Startlosung
wihlen ¢° = 0, so dass:

e’ = b — (],’)0 =V T Upup (AQ?)

In der Abbildung zeigen wir einen eindimensionalen Schnitt entlang der z-
Achse. Auf der linken Seite sieht man, dass nach nur wenigen Relaxationen S die
Néherungslosung ¢ (gestrichelte Linie) fast identisch mit dem oszillierenden Teil
der exakten Losung ¢ (durchgezogenen Linie) ist. Der Fehler (strich-punktierte
Linie) ist noch von derselben Grofienordnung wie die Ndherungslosung selbst.
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Abbildung A.2: GauB-Seidel-Relaxation bestimmt den kurzwelligen Anteil der
Losung und hinterlésst einen langwelligen Fehler und ein glattes Residuum.

Auf der rechten Seite zeigen wir den Fehler und das Residuum. Die kurzwelli-
gen Storungen sind nahezu verschwunden und sowohl der Fehler e als auch das
Residuum 7 bestehen fast ausschliellich aus der langwelligen Mode.

~4

RV (A.28a)

84 X Vi (A28b)
7“4 =~ ]z‘i)\A’UA)\A (A28C)
de' = —r! (A.28d)

Die nur ungefdhre Gleichheit ist dadurch bedingt, dass e und r nach nur weni-
gen Iteration von S noch kurzwellige Beitrége mit allerdings vernachléssighbaren
Amplituden enthalten. Wir wollen hier allgemein festhalten, dass

1. wenige Relaxationen § das kurzwellige Spektrum von ¢ effizient 16sen, und

2. dass der Fehler und das Residuum nur das langwellige Spektrum mit Moden
(A, i, v) < n/2 enthalten.

Dabei hat die spezielle Wahl der Gauf3-Seidel Relaxation mit rot-schwarzer Kno-
tenfolge S eine weitere Eigenschaft. Die kurzwelligen Fehler-Moden mit g > n/2
werden nicht nur geddmpft, sondern gleichzeitig auf eine langwellige Mode mit
A = n — p abgebildet. Damit verschwinden sie aus dem kurzwelligen Spektrum,
tauchen aber im langwelligen Spektrum wieder auf. Gleichzeitig enthélt auch
das Residuum diese zusétzlichen Moden, so dass die beiden obigen Aussagen
weiterhin gelten.

A.2.2 Fehler-Korrektur

Diese Aussage hilft uns, den Fehler e effektiv weiter zu bestimmen. Dazu greifen
wir auf die Residuums-Gleichung (A.25) zuriick. Naiverweise konnten wir jetzt
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einfach dieselben Relaxationen wie zuvor anwenden, um den Fehler zu bestim-
men,* aber da Fehler und Residuum glatt sind, konvergiert dieses Verfahren wie
zuvor nicht. Stattdessen fithren wir ein neues Gitter Qf mit doppeltem Gitterab-
stand H = 2h ein. Dieses Gitter hat die gleiche physikalische Ausdehnung wie "
hat aber nur die halbe Knotenzahl n; = n/2 pro Dimension. Auf diesem Gitter
konnen wir jetzt die gleiche Entwicklung fiir e wie fiir ¢» in Gl. (A.21) ansetzen.
Allerdings ist das Spektrum auf diesem Gitter auf Moden mit (A, i, v) < ny =n/2
beschrénkt.

o — _ L o L
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Abbildung A.3: Das grobere Gitter QF mit Schrittweite H = 2h ist durch die
durchgezogenen Linien dargestellt.

Da das Residuum 7 ebenfalls nur Moden aus diesem Spektralbereich enthilt,
kann es ohne Informationsverlust auf dieses Gitter iibertragen werden. Dasselbe
gilt natiirlich auch fiir den Fehler.

L (A.29a)
el = (A.29D)
Die Indizes h und H deuten dabei an, auf welchem Gitter die Groflen definiert

sind. Wir wollen hier zunéchst einmal annehmen, dass die Gleichung (A.29b) auf
dem groben Gitter Q leicht gelost werden kann und die Losungsmethode erst

4Prinzipiell wissen wir nichts iiber den Fehler, aufier dass er glatt ist.
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spiter spezifizieren.> Wenn die Losung e’ bekannt ist, konnen wir sie wieder auf
das urspriingliche Gitter zuriicktransportieren und die alte N&herungslosung ¢
mit dem Fehler korrigieren.

e eh (A.30a)
~h ~

i e (A.30b)

Diese Korrektur verandert dabei nur das glatte Spektrum der Néherungs-Losung,
da e selbst glatt ist. In unserem obigen Beispiel erhalten wir also

~h
d —¢ +e'muvnn+ Ve = @ - (A.31)

In diesem Beispiel erhalten wir also eine sehr gute Néherung fiir die wahre
Losung. Allerdings ist diese Aussage nur wertvoll, wenn die Bestimmung des
Fehlers auf dem groben Gitter mit Hilfe der Residuums-Gleichung (A.25) bzw.
(A.29Db) tatséchlich leicht, d.h. numerisch schnell zu finden ist.

A.2.3 Gittertransfer

Bevor wir uns allerdings dem numerischen Aufwand zur Losung der Residuums-
Gleichung zuwenden, miissen wir noch genauer sperzifizieren, wie die Gleichung
(A.29b) zu verstehen ist. Auferdem miissen wir den Transport des Residuums
von Q" nach QO in Gl. (A.29a) und den des Fehlers von Q% nach Q" in G1. (A.30a)
beschreiben. Im ersten Fall nennen wir den dazugehorigen Operator Restriktions-
Operator R und im zweiten Fall Interpolations-Operator Z, mit

Rieh = oH (A.32a)
Ihet = e . (A.32Dh)

Fiir Z wahlen wir einfache lineare Interpolation. Fiir den Operator R wiirde

sich anbieten, einfach jeden zweiten Gitterpunkt zu wéhlen, also vgk = b, 9] 2k

"Wir betonen hier bereits, dass das grobe Gitter nur noch n$ = n3/8 Gitterpunkte enthélt.
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Stattdessen wahlen wir hier einen gewichteten Mittelwert {iber alle Nachbarwerte.

1
ng = 64 { U§¢—1,2j—1,2k—1 + U§¢+1,2j—1,2k—1 8 Ecken (A.33)

+ng‘—1,2]‘+1,21<;—1 + ng‘—l,Qj—l,QkH
+Ugi+1,2j+1,2k71 + ng’+1,2j71,2k+1
+ng‘—1,2]‘+1,21<;+1 + ng‘+1,2j+1,2k:+1

+2 ( ng'q,zjq,% + ng’ﬂ,zjq,% 12 Kanten
+ng‘—1,2]‘+1,21<; + ng‘+1,2j+1,2k:
Jrngel,zj,mrcq + ng’+1,2j,2k71
+Ugifl,2j,2k+1 + ng’+1,2j,2k+1
+ng‘,2j—1,2k:—1 + Ugi,2j+1,2k:—1
+U3@',2j71,2k+1 + ng',2j+1,2k+1 )

+4 ( ngel,zj,% + ng’+1,2j,2k 6 Flachen
+ng‘,2j—1,2k: + Ugi,2j+1,2k:
+ng',2j,2k71 + ng’,zj,zkﬂ )

+ 8 Ugi,z;‘,%)% 1 Zentrum

Jeder Gitterpunkt von Q7 wird also von allen 27 niichsten Gitterpunkten von
0" beeinflusst. Die Wahl dieses Restriktions-Operators hat eine besondere Ei-
genschaft, die die Wahl des Differenzen-Operators ® auf dem groben Gitter
betrifft. Nach dem oben Gesagten ist der Fehler e” glatt und wir kénnen anneh-
men, dass es einen Aquivalenten Vektor el auf dem groben Gitter gibt, fiir den
Gl. (A.32b) gilt. Die Residuums-Gleichung (A.25), definiert auf Q" lisst sich
dann folgendermafien umschreiben:

Phet = o'Ihe = —ph
RY O The! = —RI
ol el = —pH , mit
of = RIO"TV . (A.34)

Damit ist der Differenzen-Operator ®# auf Qf eindeutig definiert. Im Falle der
reinen Poisson-Gleichung zeigt sich [Briggs87], dass dadurch ®* mit ®" identisch
ist nach der Ersetzung h — H. Fiir allgemeinere Differenzen-Operatoren ist dies
nicht mehr exakt aber immer noch ausreichend giiltig. Gleichzeitig ist auch der
Relaxations-Operator S mit S" identisch mit der gleichen Ersetzung.
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A.3 Mehrgitter-Verfahren

Durch den Transport der Residuums-Gleichung auf das grobe Gitter erreichen wir
eine neue Einteilung in oszillierende und glatte Moden. Auf dem Gitter QF sind
alle Moden mit (A, p, v) < ny/2 = n/4 glatt und solche mit n,/2 < (A, pu,v) < ny
oszillierend. Wir wollen mit Hilfe der Gl. (A.29b) und gegebenem Residuum %
den groben Fehler e bestimmen. Der Nomenklatur und der spéteren Mehrgitter-
Rekursion halber benennen wir den Fehler und das Residuum mit

el — ¢ (A.35)

ri - pf (A.36)
Damit haben die urspriingliche Gl. (A.13) und die Residuums-Gl. (A.29b) formal
dieselbe Form.

Der auf diesem Gitter definierte Relaxations-Operator S¥ hat dieselbe Wir-
kung wie S" auf dem Gitter Q". Das kurzwellige Spektrum von ¢ wird sehr

schnell vom kurzwelligen Anteil der Ndherung (NﬁH beschrieben und der jetzt neu
definierte Fehler e ist glatt. Mit dieser Erkenntnis lisst sich jetzt leicht ein re-
kursiver Algorithmus definieren, mit dem sukzessive der Fehler auf ein immer klei-
ner werdendes Spektrum reduziert wird, und dieser auf immer gréberen Gittern
durch Relaxation schnell gelost wird. Das grobste Gitter besteht nur noch aus
einem einzigen freien Gitterpunkt und fiir die Gitterschrittweite gilt Ay = L/2.
Der Algorithmus, den man auch einen V-Zyklus nennt ist in Abb. A.4 als Fluss-
Diagramm dargestellt.

Der Name V-Zyklus kommt daher, dass zuerst alle Gitter vom feinsten mit
h = hpyin zum grobsten mit b = by, durchlaufen werden (die absteigende Flanke
des V’s) und danach alle in der entgegengesetzten Reihenfolge (die aufsteigen-
de Flanke des V’s). Der zweite Relaxation-Schritt nach der Fehler-Korrektur
ist notig, um eventuell wieder aufgetretene, oszillierende Moden nachtraglich
zu ddmpfen. Fiir diesen linearen Algorithmus wéahlen wir p = 2 GauB-Seidel-
Relaxationen auf jedem Gitter sowohl vor der Residuums-Berechnung als auch
nach der Fehler-Korrektur.

Ein V-Zyklus reduziert den absoluten Fehler sehr effektiv und fiir alle Moden
gleichméBig. Natiirlich kénnen wir den Fehler im Allgemeinen nicht bestimmen,
da wir die wahre Losung nicht kennen. Wir kénnen uns aber ein weiteres Mafl
fiir den numerischen Fehler iiber das Residuum definieren. Das Residuum 7
verschwindet genau dann, wenn ¢ = ¢. Wenn die Norm von 7 klein ist gegen
typische Groflen im System, dann kénnen wir das Verfahren abbrechen. Wir
beobachten also die Gréfie

(A.37)

und konnen z.B. fordern, dass € < €y ist. || - || ist hier die Norm eines Vektors,
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Abbildung A.4: Fluss-Diagramm fiir den V-Zyklus Algorithmus.
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z.B. ||r|| = /r-r. Der V-Zyklus wird wiederholt, bis der numerische Fehler
diesen Wert unterschritten hat. In der Praxis wéhlen wir allerdings ein etwas
anderes Abbruchkriterium. Wir bestimmen nach jedem V-Zyklus mit den jewei-
ligen Feldern die Gesamtenergie des Systems geméafl Gl. (2.29). Die Differential-
Operatoren, die in dem Ausdruck fiir die Energie auftreten iibersetzen sich dabei
natiirlich in die Differenzen in Gl. (A.9). Wir wiederholen die den V-Zyklus, bis
sich die aufeinanderfolgenden Werte fiir die Gesamtenergie nur noch um ein Pro-
mille unterscheiden. Diese hohe Genauigkeit ist fiir einige Analysen notwendig
und wir bereits nach wenigen V-Zyklen erreicht.

A.3.1 Vollstiandiger Mehrgitter-Algorithmus

Der V-Zyklus beschleunigt also die Konvergenz der Relaxationen, indem der glat-
te Fehler e" auf dem jeweils nichst groberen Gitter bestimmt und interpoliert
wird. Die absolute Konvergenz-Geschwindigkeit héngt dariiber hinaus stark von
der Wahl der geratenen Anfangslosung qﬁg ab. Je besser diese mit der wahren
Losung iibereinstimmt, desto schneller werden die Fehler-Moden gedampft. Die
jetzige Wahl ¢8 = 0 spiegelt lediglich unsere véllige Unkenntnis der Losung zu Be-
ginn des Losungs-Verfahrens wider. Es gibt allerding eine numerisch recht giinsti-
ge Methode, dieses zu verbessern. Dazu miissen wir uns noch einmal klar machen,
das der numerische Aufwand fiir alle Operationen stark von der Knotenzahl des
Gitters abhangt. Mit Verdoppelung der Knotenzahl in jeder Raumdimension
verachtfacht sich die Zahl der elementaren Operationen. Deshalb ist es nahelie-
gend, eine Losung auf einem Gitter Q%" mit nur halber Knotenzahl nl = n/2
zu suchen. Diese Losung konnen wir per Interpolation auf das endgiiltige Gitter
Q" transportieren und als Startlosung verwenden. Natiirlich ldsst sich dasselbe
Argument auch auf die Startlosung auf dem groben Gitter iibertragen, und wir
erhalten folgenden vollstédndigen Mehrgitter-Algorithmus.

1. h = hpax = L/2 und nyy, = 2

2. Lose ®" ¢" = —p mit V-Zyklus.
3. Interpoliere ¢" — ¢"/? = T ¢
4. h «+ h/2 und n < 2n

5. Wenn n < ng gehe zu 2

Dieser Algorithmus ist graphisch in Abb. A.5 dargestellt. Der Start ist auf
dem Gitter mit n = 2 mit nur einem freien Gitterplatz ((,j,k) = (1,1,1)). Dort
wird die lineare Gleichung exakt gelost. Die Losung wird zum néchsten Gitter mit
n = 4 interpoliert (gestrichelte Pfeile) und mit dieser Startlosung ein V-Zyklus
gestartet. Dieses wird bis zum feinsten Gitter mit n = ny durchgefiihrt und dort
die Losung gefunden. Wieder gilt, dass der V-Zyklus so oft gestartet wird, bis
der numerische Fehler € unterschritten wird.
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Abbildung A.5: Struktur des vollen Mehrgitter-Algorithmus. Jeder aufsteigende
Pfeil entspricht einer Interpolation von einem groben zum feinen Gitter, jeder
absteigende Pfeil einer Restriktion in umgekehrter Richtung. Auf jedem Gitter
wird die Gitter durch S geglattet. Ausgehend von einer Losung auf dem grobsten
Gitter mit n = 2 Knoten pro Dimension wird sukzessive das Gitter verfeinert bis
zu einem Gitter mit n Knoten. Auf jedem Gitter wird ein vollstandiger V-Zyklus
durchlaufen (ab- und aufsteigende Aste).

A.3.2 Nichtlinearer FAS

In diesem Abschnitt werden wir den vorgestellten linearen Mehrgitter-Algorith-
mus verdndern, damit auch die nicht-lineare Gleichung (A.10b) und damit auch
das gekoppelte System geltst werden kann. Wir verfolgen hier nicht die Strategie,
abwechselnd eine Losung fiir das skalare Potential ¢ und fiir das Confinement
Feld o bei jeweils festgehaltenem anderen Feld zu suchen. Es hat sich gezeigt,
dass dieses Verfahren nicht konvergiert. Stattdessen werden wir beide Felder
gleichzeitig innerhalb eines Mehrgitter-Verfahrens 16sen.

Wir schreiben hier kurz fiir das zu 16sende System
Yo=f , (A.38)

wobei der Quellterm f vorwegnehmend bereits hier eingefithrt wird. Auf dem
Gitter Q" gilt natiirlich f = 0. Der folgende Algorithmus wird auch auf die
Gleichung (A.10a) angewendet, wird aber aufgrund der einfacheren Notation hier
nicht explizit ausgeschrieben.

Der grobe Ablauf des nicht-linearen Verfahrens unterscheidet sich nicht sehr
von seinem linearen Pendant. Deshalb beschreiben wir hier nur die Unterschiede.
Zunichst einmal konnen wir nicht die einfache GauB-Seidel-Relaxation verwen-
den. Gl (A.10b) als Gleichung fiir den Gitterwert o;;, angesehen, lédsst sich auf
Grund der nicht-linearen Funktionen U(c) und k(o) nicht wie im linearen Fall
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nach o;;;, auflosen. Wir konnen die Gleichung aber linearisieren und einen einzel-
nen Newton-Raphson Schritt [Press96] fir die Nullstellen-Suche anwenden. Fiir
unser System heiflt das:

neu a. Z(Uz k)
ol = ol — B s - (A.39)
80ijk

alt
Tijk

[ entspricht dabei einer numerischen Reibung, die wir kiinstlich einfiigen um
mogliche Schwierigkeiten des Newton-Verfahrens (z.B. in der N#he von relativen
Extrema) abzufangen. In der Praxis hat sich ein Wert von § = 0.5 bewéhrt. Ein
voller Relaxation-Schritt durchlauft jeden Gitterpunkt und berechnet den neuen
Gitterwert 073", Die Konvergenz des Newton-Raphson Verfahrens ist ausreichend
hoch, um ein vergleichbares Gléittungsverhalten zu erhalten wie im linearen Fall.
Den dazugehorigen Glattungsoperator nennen wir hier Sy;. Selbstverstandlich
wirkt auf die linearen Gleichungen (A.10a) weiterhin der Glattungsoperator S.
Nach p-facher Anwendung von S, erhalten wir so die Naherungs-Losung o. Sy
16st ebenso wie § sehr effektiv das kurzwellige Spektrum von o und hinterlasst
einen glatten Fehler e.

Die zentrale Gleichung im linearen Algorithmus war die Residuums-Gleichung
(A.25) fiir den glatten Fehler e. Da X ein nicht-linearer Operator ist, konnen wir
die analoge Gleichung hier nicht aufstellen. Wir suchen also nach einer anderen
Art, den glatten Fehler auf einem groben Gitter zu bestimmen. Dazu manipulie-
ren wir Gl. (A.38) folgendermaBen:

EhO'h — ,fh
Shoh —sheh = fr_xhe" = —ph (A.40)

wobei wir hier die Definition des Residuums r verwendet haben. Das Residuum
ist nach der Relaxation glatt, also ist auch die linke Seite von Gl. (A.40) glatt. Die
Gleichung kann also ohne Informationsverlust auf ein groberes Gitter iibertragen
werden.

et v (R&") = —R»"
el = SH(R&") —Rr"
el = f1 mit (A.41)
= sH(Re") -Rr" . (A.42)

Hier haben wir £ als Quellterm auf dem groben Gitter eingefiihrt. Selbst wenn
wir mit f" = 0 starten, ist £ # 0. Wieder nehmen wir an, dass Gl. (A.41) leicht
nach ol gelést werden kann.® Wir haben dann zwei Reprisentation von o auf
dem groben Gitter O, namlich o und R&". Wir kénnen dann die Differenz

6Natiirlich greifen dazu wieder auf den V-Zyklus zuriick.
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der beiden Reprisentationen als den Grob-Gitter-Fehler e! definieren. Dieser
enthilt per Konstruktion nur langwellige Moden und kann auf Q" interpoliert

~h
werden und wir konnen die Naherungs-Losung ¢ weiter verbessern:

e’ = o' —(R&") (A.43)
" — "+Tef . (A.44)

In Abb. A.4 verdndern sich nur zwei Blocke. Auf dem absteigenden Ast
des V-Zyklus wird der Quellterm fiir die Differenzen-Gleichung auf dem groben
Gitter anders bestimmt. Gleichzeitig wird die Startlosung auf diesem Gitter mit
P =R & initialisiert. Auf dem aufsteigenden Ast des V-Zyklus wird der Fehler
durch Gl. (A.43) bestimmt. Diese Anderungen sind in Abb. A.6 dargestellt.

2h — R(DhHh 4 ph el — Th?h )
- (@™ +p") ~ ii , Linear
o =0 ot — M te
¢ — 0
= f
P — X
Y Y
r?h = R(ZhGh — 1) e2h — g2h _ RFh
foh = $2hg2h _ p2h ol — Gh + Te Nicht-Linear
O'gh — R&h

Abbildung A.6: Verdnderungen im FAS-Algorithmus gegeniiber dem linearen V-
Zyklus aus Abb. A.4. Im absteigenden Ast (links) dndert sich die Bestimmung
des Quellterms und der Startvektor wird mit der alten Néaherung initialisiert. Im
aufsteigenden Ast (rechts) dndert sich die Bestimmung des Grob-Gitter-Fehlers.

Bei diesem nicht-linearen Algorithmus benutzen wir sowohl fiir den ersten als
auch fiir den zweiten Glattungsschritt p = 4 GaufB-Seidel-Relaxationen. Auch
hier wird der V-Zyklus bis zur Konvergenz wiederholt. Es zeigt sich, dass dies
nach nur wenigen (¢ = 3...5) V-Zyklen der Fall ist. Wir weisen hier noch einmal
darauf hin, dass wir die Losung fiir ¢* und fiir o gleichzeitig und mit demselben
FAS-Algorithmus auffinden. In der Praxis durchlaufen wir den nicht-linearen V-
Zyklus nicht bis zum grébsten Gitter mit nur einem freien Gitterpunkt, sondern
wéhlen eine Rekursionstiefe £q < ¢, wobei ¢ die Zahl der verschiedenen Gitter
angibt (s. auch Diskretisierung in Gl. (A.6)). Das grobste Gitter hat dann ein
Knotenzahl von n = 8. Dies hat sich als numerisch stabil erwiesen. Die Re-
kursionstiefe lasst sich verdndern, so dass ¢y = 0 einer einfachen Newton-Gauf3-
Seidel-Relaxation entspricht. Dieses ist maximal stabil, aber wie oben gesagt
nur duBerst langsam konvergent. Je groBer die Rekursionstiefe ist, (wir wéhlen
Uy = 4 fiir Gitter mit n = 128 Knoten pro Dimension) desto héher ist die Kon-
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vergenzrate, aber leider nimmt die Stabilitdt der Numerik ab. Fiir groflere £,
ist die numerische Umsetzung des Algorithmus’ in unserem Computercode nicht
mehr stabil. Trotzdem erreichen wir, wie wir weiter unten zeigen werden, eine
ausgezeichnete Konvergenzrate.

A.3.3 Numerische Komplexitit

In diesem Abschnitt wollen wir die Effizienz des Algorithmus beschreiben. Da-
zu gehen wir auf die Speicheranforderungen und die Zahl der Operationen ein.
Die v = 3 Felder ¢*, ¢®, 0 werden in d Dimensionen auf einem n? Gitter abge-
speichert. Zu jedem Feld gibt es einen entsprechenden Quellterm, so dass die
Minimalanforderung an den Speicher M = (2v)n¢ FlieBkommazahlen sind. Diese
Speichergrofle nennen wir eine Speichereinheit. Genauso kénnen wir eine CPU-
Arbeitseinheit festlegen. Im Idealfall kennen wir die Losung analytisch und wir
miissen fiir jedes Feld mit n¢ Operationen entsprechend der Komplexitit der
Gleichungen die Losung zuweisen. Die Arbeitseinheit ist also W = yn? Flie§-
kommazahloperationen (flops). Jetzt kénnen wir die Mehrbelastung durch den
Algorithmus abschétzen.

Wir beginnen mit der zusétzlichen Speicherbelastung. Auf dem feinsten Git-
ter miissen wir fiir jedes Feld das Residuum bestimmen. Die Residuen werden
allerdings nicht alle gleichzeitig (auf dem feinsten Gitter) benotigt, so dass nur
noch einmal n¢ Speicherplitze benétigt werden. Die Speicheranforderung auf
dem feinsten Gitter Q" sind demnach mg = (2y + 1)n? Speicherpliitze. Wihrend
des V-Zyklus’ durchlaufen wir die Gitter (Qo = Q" Q; = Q% ..., Q... Q =
02'h). Fiir die zusiitzlichen Gitter brauchen wir auf jedem der Gitter m; =
(2v + 1)(n/2")? Speicherpliitze. Summieren wir den Speicherbedarf fiir den ge-
samten V-Zyklus auf erhalten wir

¢ l
mo= Y mi=Q2y+1)nt > (27 (A.45a)
=0 1=0
1
< — d :
< 1_2_d(27+1)n (A.45D)
= ¢cq(2y+1)n? (A.45¢)

Von der ersten zur zweiten Zeile haben wir die endliche Summe durch einen
unendliche geometrische Reiche abgeschitzt. Der von der Dimension abhéngige
Vorfaktor ist ¢; = 8/7 in d = 3 Raumdimensionen und wird erstaunlicherweise
um so kleiner, je grofler die Dimensionalitét ist. Fiir v = 3 unabhéngige Felder
und d = 3 Dimensionen ergibt sich somit ein gesamter Speicheraufwand von

8 4
=73 =="M A .46
m=zTn’ =g (A.46)
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Speicherplétzen, also nur das 4/3 & 1.3fache des minimalen Speicheraufwands.

Auf dhnliche Weise kénnen wir die hohere numerische CPU-Belastung ab-
schétzen. Fiir jedes Feld fithren wir auf dem auf- und dem absteigenden Ast des
V-Zyklus’ je p = 4 Newton-Gauf-Seidel-Relaxationen durch und miissen je einmal
das Residuum bestimmen. Das ergibt zusammen (2p+ 1)yn? flops. Den Transfer
vom feinen zum groben Gitter und wieder zuriick schitzen wir mit weiteren 2yn?
flops ab. Das ergibt zusammen auf dem feinsten Gitter wy = (2p + 3) v n? flops.
Fiir die gesamte CPU-Anforderung ergeben sich dann

¢ ¢
w o= Z w; = (2p + 3)yn? (277 (A.47a)
i=0 i=0
< d :
< 779 (2p+3)yn (A.47b)
= ¢cq(2p +3)yn* (A.47¢)

FlieBkommazahloperationen. Hier haben wir wieder auf die geometrische Reihe
zuriickgegriffen. Fiir v = 3 unabhéngige Felder und d = 3 Raumdimensionen
ergibt sich damit eine gesamte CPU-Belastung von

w = %33 n’ = %W (A.48)

FlieBkommazahloperationen. Ein vollstéandiger V-Zyklus entspricht demnach % =
12.5 elementaren Newton-Gaufl-Seidel-Iterationen.

A.3.4 Effizienz des Algorithmus

In diesem Abschnitt zeigen wir die Effizienz unseres Computercodes mit dem FAS-
Algorithmus im Vergleich zu einer einfachen Newton-GauB-Seidel-Relaxation.
Unser Test-Problem besteht aus einem ¢g-Paar und die Modellparameter ent-
sprechen dem Parametersatz PS-I. Zunéchst zeigen wir den relativen numeri-
schen Fehler € aus Gl. (A.37) als Funktion der CPU-Belastung in Arbeitseinhei-
ten W in Abb. A.7. Bei der Gauf-Seidel-Relaxation (offene Symbole) nimmt die
Konvergenzrate mit zunehmender Knotenzahl stark ab. Auffillig ist auch ein
starkes Oszillieren des Fehlers. Im Vergleich dazu nimmt der Fehler mit dem
FAS-Algorithmus sehr viel schneller ab (geschlossen Symbole). AuBlerdem sinkt
der Fehler streng monoton und die Konvergenzrate ist unabhéngig von der Kno-
tenzahl des Gitters.

Als néchstes zeigen wir in Abb. A.8 (links) die Schwankungen in der Ge-
samtenergie auf einem Gitter mit n = 128 Knoten pro Dimension. Nach 4-5
V-Zyklen ist die Energie stabil und &ndert sich nur noch unwesentlich. Der nu-
merische Aufwand ist im Vergleich zur einfachen Relaxation um zwei Gréfenord-
nungen kleiner. Typischerweise dauert die Bestimmung der Felder einer einzelnen
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T
FAS,N=32 —@— |
FAS,N=64 &
FAS,N =128 --@-- |
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Abbildung A.7: Der numerische Fehler als Funktion der CPU-Belastung. Der
Fehler sinkt mit dem FAS-Algorithmus sehr schnell und die Konvergenzrate ist
unabhéngig von der Knotenzahl des Gitters.

Quark-Konfiguration auf einem Intel Pentium mit 2.0 Ghz 3-4 Minuten. Um die
Energieschwankungen auf ein dhnliches Mafl zu reduzieren, wéren mit der Gauf3-
Seidel-Relaxation fiir eine einzige Konfiguration ca. 14 Stunden notig.

AbschlieBend zeigen wir in derselben Abbildung (rechts) die Rechenzeit fiir
fiir Gitter mit verschieden grofien Knotenzahlen n. Nach Gl. (A.47) skaliert der
Zeitaufwand fiir ein Problem in d = 3 Raumdimensionen mit der dritten Potenz
von n. Ein Fit durch die Rechenzeiten mit dem Ansatz T o< n? ergibt einen
Wert d = 2.8. Im vollen Mehrgitteralgorithmus ist die jeweilige Startlosung auf
jedem temporidren Gitter (bis auf Diskretisierungs-Abweichungen) optimal und
der Aufwand zum Losen verringert sich dadurch. Dadurch ist der Zeitaufwand
zum Losen sogar sublinear d = 2.8 < 3.
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Abbildung A.8: Links: Die Gesamtenergie des Systems als Funktion des nume-
rischen Aufwands auf einem Gitter mit n = 128 Gitterpunkten. Mit dem FAS-
Algorithmus ist die Energie nach 4-5 V-Zyklen stabil. Rechts: Die Rechenzeit als

Funktion der Knotenzahl n des Gitters.



Anhang B

SU(3) Yang-Mills Theorie

B.1 Elemente der SU(3) Algebra

In diesem Abschnitt werden wir einige verwendete Relationen der SU(3) ange-
ben. Wir folgen im Wesentlichen der Notation in [Peskin95] und in [Ebert89].
Wir beziehen uns hier auf die Farb-SU(3), obwohl die Flavor-Algebra von dieser
nicht verschieden ist. Die SU(3)-Lie-Algebra ist definiert durch die Kommutator-
Relationen zwischen ihren N? — 1 = 8 (N = 3) Hermite’schen und spurlosen
Generatoren t*:

[th, th] = if "5 (B.1a)
(th)" = (tp)" (B.1b)
Spth =0 acl...8 (B.1c)

Uber doppelt auftretende Indizes ist hier und im Folgenden immer zu summieren.
Der Index D bezeichnet die sog. Darstellung der SU(3)-Algebra. In der Darstel-
lung D sind die Generatoren t%, D x D Matrizen. Die f%¢ sind die vollstindig
anti-symmetrischen Strukturkonstanten der SU(3). Die Generatoren sind geméi8

Sp thth, = npé® (B.2)

normiert. np ist ein von der Darstellung D abhéngiger Normierungsfaktor. Mit
Gl (B.1) und der Normierung in Gl. (B.2) ergibt sich fiir die Strukturkonstanten

fabe = —% Sp ([t "] t°) (B.3)

Die SU(3)-Gruppe ist vom Rang 2 und man kann 2 Operatoren finden, die gleich-
zeitig mit allen Generatoren vertauschen, die sog. Casimir-Operatoren. Diese sind
quadratisch bzw. kubisch in den Generatoren. In dieser Arbeit werden wir nur

173
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den quadratischen Casimir-Operator verwenden:

CD == t%t%:CD]_D s (B4a)
[Cp,t%] = 0 . (B.4b)

Da die Gruppe vom Rang 2 ist, vertauschen maximal zwei der acht Generatoren ¢*
miteinander. Die Dimension der fundamentalen Darstellung ist D = N =3 = F.
Die Generatoren in dieser Darstellung sind explizit durch die Gell-Mann-Matrizen
gegeben, d.h. t* = t%. = \*/2 mit

010 0 — O
M=[100] , =i 0 o] . (B5a)
000 0 0 O
1 0 0
Ay = 0 -10]| , (B.5b)
0 0 O
0 01 00 —2
M=[00 0] |, =00 o] . (Bs5e)
100 1 0
0 00 0 0
=00 1] |, =00 —i| ., (Bs5d)
010 0 2 O
; (100
N=—[01 0 (B.5e)
V3 00 -2
und der Normierungskonstanten np = 1/2; d.h.
ab
Sp t P = — . (B.6)

2

Die explizite Form der Generatoren ist so gewiihlt, dass 3 und t® diagonal sind
und so miteinander vertauschen. Die nicht-verschwindenden Strukturkonstanten
sind dann durch Gl. (B.3) gegeben mit:

1 1
123 147 156
= 1 = — e
/ , M=3 =g
1 1 1
246 257 345
I == = - B.
=3 =5 =5 B
£367 1 F458 V3 F678 V3
’ 2 7 2
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Fiir die adjungierte Darstellung mit D = N2 —1 = 8 = A lassen sich die Darstel-
lungsmatrizen 7% = t9 explizit durch die Strukturkonstanten f¢ formulieren:

(T = —if ™ . (B8)

Man beachte, dass in dieser Form die beiden Matrizen 7% und T® zwar nicht dia-
gonal sind, aber weiterhin miteinander vertauschen. Die Generatoren t* erzeugen
unitire Transformationen

[ — pigst™t°

, (B.9)

die auf die Zustdnde im Multiplett wirken. Die Phasenwinkel ¢ sind entweder
konstant oder selbst eine Funktion der Raumkoordinaten #* = 6%(z). Die Tran-
formationen U nennt man dann entweder globale oder [okale Transformationen.
Jeder Darstellung ist ein Multiplett mit D Elementen zugeordnet. Die farbigen
Quarks sind demnach die Elemente der Fundamental-Darstellung, des Tripletts.
Die D = F = 3 Zusténde lassen sich durch drei Basisvektoren beschreiben, die
wir rot (r), griin (¢) und blau (b) nennen

1 0 0
le) =Ir)=|{ 0 |, le)=lod)=1{ 1], lesy=1)={ 0| . (B.10)
0 0 1

Der Casimir-Operator hat fiir alle Zustdnde innerhalb eines Multipletts denselben
Wert. Aus Gl (B.4) und Gl. (B.2) mit np = 1/2 ergibt sich fiir das Triplett
Cr = 4/3. Fiir das 8-dimensionale adjungierte Oktett ergibt sich analog mit
ny = 3 fiir den Casimir-Operator C'4 = 3. Die Zustidnde eines Multipletts lassen
sich durch die beiden Generatoren t3, und t%, charakterisieren.! Wir nennen
t?b/g auch die Farbladungsoperatoren Q3% = t:)l’j/g. Durch die Eigenwerte ¢® und
q® dieser beiden Operatoren ist ein Zustand eindeutig innerhalb des Multipletts
festgelegt. In der SU(3) lésst sich ein weiteres unabhéngiges Triplett finden, dass
den Antiquarks zugeordnet wird. Fiir die Generatoren dieses Antitriplett gilt

= —(t") = —(t")". (B.11)

B.2 Eichsymmetrie der QCD

Die QCD beschreibt farbige Quark- und Gluon-Felder ¢ (x) bzw. A*%(x). Die
Dynamik der Felder ist durch die QCD Lagrange-Dichte

Locp = (i D" —m)y (B.12a)
1
-3 Sp F,, F" (B.12b)

L' In der Flavor-SU(3) entsprechen diese beiden Operatoren gerade der 3-Komponente des
Isospins T3 und der Hyperladung Y.
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mit den Dirac’schen -Matrizen gegeben. Die Quark-Felder i(z) = v¥;(z)|c;)
sind Vektoren im Farbraum. Die v;(z) selbst sind Dirac-Spinoren und m ist
die Masse des Quarkfeldes. Wir vernachlédssigen hier die verschiedenen Flavor-
Komponenten der Quarks mit den verschieden Quarkmassen my. Die kovariante
Ableitung D* und der Feldstérketensor F'*¥ sind gegeben durch

D' = 9" + g, A (B.13a)
mit Al = AP g
wnd  F* = —[D*, D] (B.13b)
Js
mit  FW = prvage

— (8uAu,a — OV AMe s fabcAu,bAu,c) e

Man beachte, dass F*” kein Ableitungsoperator ist, wie man an der letzten Zeile
in Gl (B.13b) erkennen kann.

Die in Gl. (B.9) definierten lokalen SU(3)-Transformationen U(x) transfor-
mieren die Quark- und Gluon-Felder mit

() — Y(z) = Ul)y(z) (B.14a)
P(x) — () = P@)Ul(z) | (B.14b)
A(z) — AM(z) = Ulz) A*(z) UT(@—éU(:c) Ut (x) (B.14c)

Unter denselben Transformationen ergibt sich fiir die kovariante Ableitung und
den Feldstérketensor

D' — D" =U(z) DU (x) (B.15a)
o — P = U () F*™ UV (x) . (B.15b)

Mit den letzten Transformations-Vorschriften sieht man, wenn man die zykli-
sche Vertauschbarkeit unter der Spur verwendet, dass die QCD-Lagrange-Dichte
invariant unter SU(3)-Transformationen ist.

In der Gluon-Lagrange-Dichte Gl. (B.12b) treten im Gegensatz zur QED mit
Gl. (B.13b) Potenzen von A*® in dritter und vierter Ordnung auf. Diese verur-
sachen die Nicht-Linearitat der Yang-Mills-Gleichungen, die zusammen mit der
Dirac-Gleichung fiir die Quarks als Bewegungsgleichungen aus Gl. (B.12) folgen.
Die Yang-Mills-Gleichungen werden durch die Bianchi-Identitat ergénzt, die die
homogenen Maxwell-Gleichungen der U(1)-Theorie ersetzt. Die Bianchi-Identitét
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folgt aus der Definition des Feldtensors F* in Gl. (B.13b). Insgesamt:

(Dirac) (tyu D —m)y = 0 (B.16a)
(Yang-Mills) D FI — gy [ AL e = g vt (B.16D)
(Bianchi) (D, F*"] + [DY, FP*]+ [D*,F*"] = 0 . (B.16¢)

Der Quarkstrom B
g =ttty (B.17)

in Gl. (B.16D) ist kein erhaltener Strom. Durch Kontraktion von Gl. (B.16b) mit
0, erhalt man namlich:

-V, ]' v,a aoc v,Cc
a0, = —gsayaﬂFﬂv — [ 9, AL P (B.18)
_ abc b v,c
= —f®0, AL Fre 40

Der erste Term in Gl. (B.18) verschwindet auf Grund der Antisymmetrie von
Fre Der Quarkstrom ist keine Erhaltungsgrofie, da die Gluonen selbst ei-
ne Farbladung tragen. Definiert man die elektrischen und magnetischen Felder

Ebt = —F0e hyw, Bhe = —%eijk Fika erhilt man die Maxwell-Gleichungen der
SU(3):

V-E* = —Js f“bcffb CE°+ gs 72 (B.19a)

V x H — Gtﬁa = —g, f% ((b“ﬁc + Ab x ﬁc) + 9.7 (B.19b)

V x E* 4+ 0,H* = g, f%%[A" x (9,A° + V) — (V x A)¢]  (B.19c)
S o 1 S S
VoA = oy FOev - (AP x A (B.19d)

Hier treten neue nicht-lineare Quellterme zusétzlich zum Quarkstrom j#*¢ auf.
Die jeweils rechten Terme in den Gln. (B.19¢) und (B.19d) wirken wie ein magne-
tischer Strom bzw. eine magnetische Ladung. Diese werden durch die Farbfeld-
Konfigurationen selbst erzeugt. Innerhalb der SU(3) lassen sich magnetische
Monopolterme konstruieren ['t Hooft74, Polyakov74].

B.3 Farbneutrale Zustande

Auf Grund der Invarianz der QCD Lagrange-Dichte unter lokalen SU(3)-Trans-
formationen miissen physikalische Zustdnde so konstruiert sein, dass sie eben-
falls invariant sind unter diesen Transformationen. Da die Zusténde aller nicht-
trivialen Multipletts nicht invariant sind,? miissen physikalische Zusténde in ei-

Zper definitionem transformieren sie sich mit Up = exp[igs0*t%]
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nem Farb-Singulett sein. Solche Singulett-Zusténde lassen sich aus den funda-
mentalen Triplett- und Antitriplett-Zustéinden konstruieren. Als Beispiel nennen
wir hier Quark-Antiquark- (¢g-) und 3-Quark- (ggq-) Zusténde, also mesonische
und baryonische Zustdnde. Bezeichnet man einen Zustand eines Multipletts mit
Dimension D mit D, dann ergibt sich fiir Mesonen und Baryonen:

33 = 1®8 |, (B.20a)
333 = 198383410 . (B.20b)

Aus den 9 bzw. 27 verschiedenen Moglichkeiten die (Anti)-Tripletts zu koppeln,
erhilt man jeweils genau einen Singulett-Zustand.® Die explizite Konstruktion
der q¢- und qqg-Zusténde ist dann mit

q) = L C; ¢ a

lqq) = \/gl( i) (C)) (B.21a)
1

lqqq) = ﬁ@jﬂ(cﬂ/}l)(Cj%)(ck?/’?»)) ) (B.21b)

eindeutig, wobei wieder iiber doppelt auftretende Indizes zu summieren ist.
bzw. 1) bezeichnen hier den raumlichen Teil des Zustands und sind auf Eins nor-
miert. Sowohl |¢q) als auch |gqq) sind per Konstruktion invariant unter Eichtrans-
formationen U(z):

leies) —  |UyeaUl) = leja) ULU; (B.22a)
——
Okj
= ‘Cjéj> )
6ijk|cicjck> — 6ijk|Uii’Ujj’Ukk’ Ci/Cj/Ck/> (B22b)

= €iji Uin Ujj Ui |carcircir)

-~

ei/j/k/

= ei’j’k" |CZ'/Cj/Ck./>

Der Operator, der die Farbladung des Zustands misst, ist

N
Q" => 1t | (B.23)
n=1

wobei die Summe iiber alle Teilchen im N-Teilchen-Zustand lduft. Der Ope-
rator t2 wirkt auf das n-te Teilchen und wirkt entweder als Teilchen- oder als
Antiteilchen-Operator. Die Zustdnde |¢g) und |qqq) sind farbneutral, d.h. es gilt:

3In der Flavor-SU(3), die keine Eichgruppe ist, werden auch die Oktett- und Dekuplett-
Zusténde beobachtbaren Hadronen zugeordnet.
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(cvci| Q" laq) = 0 (B.24a)
(crcper| Q% laqq) = 0 (B.24b)

fiir jede Farbkombination ¢', 5/, k’. Dieses gilt nicht fiir Zustéande wie |r7) oder
|rgb), die damit auch nicht eichinvariant sind (s. auch Diskussion in Kap. 2.5.3).
Der Erwartungswert von Q® in den Zusténden |¢g) und |qqq) verschwindet eben-

falls:

3(qq1 Q" 1qq) = (cici| 17 + 15 |c;¢;) (B.25a)
(cil 2" |e;)diy + (@i £ €1) 04
= {alt]c) — (el t* |ei)
= 0
6 (qqq| Q% lqqq) = eijk€ijur (cocpcp|t] + 15+ t5|cicjer)  (B.25b)
= Beireiy (Colt*]ci) 0jj0rrs
= 60 (cy|t|ci)
= 6S5pt*"=0

Die Farbladungs- Dichte wird vom Operator

N

ph(x) =) 0w — wa)te (B.26)

n=1

gemessen. Fiir einen eichinvarianten Zustand ist auch der Erwartungswert der
Ladungsdichte Null, die Ladung verschwindet also lokal iiberall*

3{qql p(x)* lga) = Y ((ea)) (@) 6(x — wa) b, [(c00) (E5)) (B.27a)

n

= {ailt*|e) (@] 8(x — 2') l)

— {ci| t i) (W] 6(z — 2') )
= Spt* (|¢(@)2 — [b(2)]?)
=0 ,

4Ein herzlicher Dank gilt Tina Leitner, die im Rahmen des Bag-Modells in Computerge-
nauigkeit dieses nachgerechnet und dem Verfasser dieser Arbeit diese Erkenntnis vermittelt
hat.
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6 (qqq| ()" lqqq) = eijneijnr (cir|t®|ci) 85Ok Z |thn () [? (B.27b)
= 28pt* ) [un(a)l’
=0
Hier haben wir die Spurfreiheit der ¢* und folgende Identitédten ausgenutzt:
(Ylo(z —2)[v) = /dB»’C’ U (@)o(x — a)p(z) = [Y(@)]F , (B.28a)
@ltle) = —(¢lt*|a) (B.28b)
Ergénzend geben wir hier 2-Teilchen-Eigenschaften an:

(¥]o(z — 2")o(y — 2")[v) Z/d?’w' Ur(@")d(x — 2")d(y — 2")ib(x) (B.29a)

()o@ —y)
(@66 ]e) = +Helttle) . (B.29D)
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