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Kapitel �

Einleitung

Die relativistische Schwerionenphysik bietet die einzigartige M�oglichkeit� im Labor
Kernmaterie bei hohen Dichten �� � ��� und hohen Temperaturen zu untersuchen�
Eines der Hauptziele dieses Forschungszweiges ist es� die Zustandsgleichung der Kern�
materie �EOS von engl� �equation of state�� zu bestimmen� Die ersten Experimente
zu diesen Fragestellungen wurden Mitte der siebziger Jahre am BEVALAC in Berk�
eley� Californien durchgef�uhrt� Die Resultate dieser ersten Messungen wurden durch
Feuerball�Modelle ��� ��� hydrodynamische Rechnungen ��� � und Kaskaden�Modelle
��� qualitativ wiedergegeben�
In den Feuerball�Modellen geht man davon aus� da� in einer Schwerionenkollision im
�Uberlappbereich beider Kerne ein expandierender thermalisierter Feuerball gebildet
wird� der die Dynamik der Reaktion bestimmt� w�ahrend die Kernmaterie au�erhalb
dieser geometrischen �Uberlappzone nicht an der Reaktion beteiligt ist ��spectator �
participant��Bild�� In den hydrodynamischen Modellen wird die Schwerionenreaktion�
basierend auf dem Tr�opfchenmodell der Kernphysik� als die Kollision zweier Kern�
materietropfen beschrieben� Ein v�ollig anderer Zugang wird in Kaskadenrechnungen
verwendet� wo die Kollision der Schwerionen als inkoh�arente �Uberlagerung individuel�
ler Nukleon�Nukleon�St�o�e beschrieben wird�
Anfang der achtziger Jahre gelang es in komplizierteren Experimenten �streamer�cham�
ber ���� plastic�ball �
��� durch inklusive Messungen z�B den kollektiven transversalen
Flu� und den sog� �squeeze out� genauer zu bestimmen� Versuche� diese experimen�
tellen Resultate mit den Feuerball�Modellen oder den hydrodynamischen Rechnungen
zu reproduzieren� schlugen fehl� Dies ist darauf zur�uckzuf�uhren� da� es sich bei diesen
Ph�anomenen um Nichtgleichgewichtse�ekte handelt� Zur Beschreibung dieser Nicht�
gleichgewichtsph�anomene wurden in der folgenden Zeit transporttheoretische Modelle
herangezogen�
Es ist bis heute nicht gelungen� alleine aus den kollektiven Observablen wie kollektiver
Flu� oder squeeze�out de�nitive R�uckschl�usse auf die Kernmateriezustandsgleichung zu
ziehen� Dies liegt mit darin begr�undet� da� die hier angesprochenen Observablen kei�
ne direkten Informationen �uber die verdichtete Kernmaterie� wie sie im Verlauf einer
Schwerionenreaktion auftritt� enthalten� da diese innerhalb k�urzester Zeit in Fragmente
mit einfacher Kerndichte oder Nukleonen zerf�allt� Nur diese Endprodukte der Reaktion
lassen sich dann im Experiment beobachten�
Um weitere Erkenntnisse zu gewinnen� ist es notwendig� die gesamte Dynamik von

�
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Schwerionenkollisionen zu verstehen� Dazu wird neben den schon erw�ahnten kollektiven
Observablen die Untersuchung der im Verlauf einer Schwerionenkollision produzierten
Teilchen herangezogen� der Teilchenproduktion �speziell Pionen� ��Mesonen und Dilep�
tonen� Die experimentellen Untersuchungen konzentrieren sich hier haupts�achlich auf
folgende Teilchenarten�

� Pionen ���� ��� ���

� ��Mesonen

� Kaonen und Antikaonen

� Antiprotonen

� Dileptonen

In Schwerionenkollisionen im SIS�Energiebereich werden � im Vergleich zu den anderen
genannten Teilchenarten � gro�e Mengen ��Mesonen produziert� Die Pionenprodukti�
on geschieht prim�ar durch die Anregung baryonischer Resonanzen R � haupts�achlich
der ��������Resonanz � in Nukleon�Nukleon�Kollisionen �N � NR�� Diese so ge�
bildeten Resonanzen k�onnen an weiteren Baryon�Baryon�Kollisionen teilnehmen� z�B�
elastische Nukleon�Resonanz�Streuung �NR � NR� oder Absorption der Resonanz
an einem Nukleon �RN � NN�� Die Pionen� die am Ende einer Schwerionenkollision
als freie Teilchen vorliegen� stammen �uberwiegend aus dem Zerfall der baryonischen
Resonanzen in ein Nukleon und Pionen �������� � N�� R� N�� o��a���
Bei Schwerionenkollisionen mit Einschu�energien im Bereich von � bis � AGeV liegen
im Zentrum des Reaktionsvolumens circa ��� der Baryonen in Form von Resonanzen
vor und es werden Baryonendichten von bis zum Dreifachen der Grundzustandsdichte
�� erreichet� Die Dichte der baryonischen Resonanzen entspricht in der Hochdichtepha�
se somit etwa dem Wert ��� weshalb man auch von Resonanzmaterie spricht ����
Da die Pionen stark an die baryonischen Resonanzen koppeln� tragen die am Ende
der Reaktion vorliegenden Pionen wichtige Informationen �uber die Resonanzdynamik�
Somit ist es f�ur transporttheoretische Beschreibungen von Schwerionenkollisionen un�
erl�a�lich� die experimentell bestimmten Wirkungsquerschnitte f�ur die Pionenprodukti�
on hinreichend gut zu beschreiben� um anhand dieser Modelle verl�a�liche R�uckschl�usse
auf die REaktionsdynamik ziehen zu k�onnen�
Der Wirkungsquerschnitt f�ur die Produktion von ��Mesonen in Schwerionenkollisionen
ist um circa einen Faktor ���� kleiner als der Wirkungsquerschnitt f�ur Pionenproduk�
tion �	�� Im Gegensatz zu den Pionen koppelt das ��Meson nur an eine baryonische
Resonanz� n�amlich die N������� oder S����Resonanz� welche etwa zu ��� in ein Nukle�
on und ein � zerf�allt� Die experimentelle Beobachtung der ��Produktion erlaubt somit
R�uckschl�usse auf die Dynamik der N�������Resonanz� Da die Masse der ��Mesonen
gr�o�er als die der Pionen ist� ist anzunehmen� da� die ��Mesonen fr�uher als die Pionen
ausfrieren� d�h� die Reaktionszon ohne weitere Wechselwirkung verlassen�
Sowohl die Pionen als auch die ��mesonen� die am Ende einer Schwerionenreaktion be�
obachtet werden� geben nur indirekt Aufschlu� �uber die Hochdichtephase der Reaktion�
da beide Mesonenarten eine starke Endzustandswechselwirkung mit dem sie umgeben�
den nuklearen Medium erfahren� Ihre freie Wegl�ange in Medium betr�agt nur etwa � fm�



�

Die Produktionsschwelle f�ur K��Produktion in Nukleon�Nukleon�Kollisionen �NN �
NYK�� Y � ���� ist vergleichbar mit der Schwelle f�ur die ��Produktion� Die prim�are
Produktion beider Mesonenarten �ndet somit etwa bei gleichen Dichten statt� Da es
sich bei der K��Produktion um assoziierte �Strangeness��Produktion handelt� erfahren
die K��Mesonen auf ihrem Weg aus der Reaktionszone nur elastische Streuung und
werden nicht absorbiert ���� ���� Die K��Mesonen stellen also eine Observable dar� mit
deren Hilfe die Hochdichtephase einer Schwerionenreaktion direkt untersucht werden
kann� Alledings mu� auch hier bedacht werden� da� die am Ende der Reaktion vorlie�
genden K��Mesonen nicht ausschlie�lich aus der Hochdichtephase stammen� sondern
auch in der Expansionsphasen z�B� durch Reaktionen vom Typ �N � �K� erzeugt
werden k�onnen�
Neben der K��Produktion wird derzeit auch die K��Produktion experimentell un�
tersucht� Die K��Produktion in Nukleon�Nukleon�Kollisionen erfolgt ebenfalls �uber
assoziierte �Strangeness��Produktion� allerdings liegt die K��Schwelle �uber der f�ur K��
Produktion� da zus�atzlich zum K��Meson noch ein K��oder K��Meson erzeugt wird�
NN � NNK�K�� In ���� ��� wurde gezeigt� da� in Schwerionenkollisionen im SIS�
Energiebereich etwa genausovieleK��Mesonen aus ��Baryon�Kollisionen stammen� wie
aus Baryon�Baryon�Kollisionen� Aufgrund der hohen Pionendichte kommt es auch zur
Produktion von K� in �Y �Kollisionen infolge von �strangeness��Austauschreaktionen�
Die Hyperonen liegen etwa in gleicher Zahl vor wie die K��Mesonen� Im Rahmen ei�
ner transportheoretischen Rechnung ���� wurde k�urzlich gezeigt� da� der Beitrag dieser
Reaktionen zur K��Produktion sogar die Beitr�age aus Baryon�Baryon� und ��Baryon�
Kollisionen �ubersteigen kann�

Da energetische Teilchen haupts�achlich in der Hochdichtephase einer Schwerionen�
kollision produziert werden� eignet sich die Teilchenproduktion unterhalb der frei�
en Nukleon�Nukleon�Energieschwelle ��subthreshold��Teilchenproduktion� ebenfalls zur
Untersuchung der Dynamik eine Schwerionenkollision� Unter �subthreshold��Teilchen�
produktion versteht man Teilchenproduktionsprozesse� die in Schwerionenreaktionen
oder Proton�Kern�Kollisionen bei Einschu�energien ablaufen� bei denen sie im freien
Nukleon�Nukleon�Sto� energetisch verboten w�aren� In Schwerionen� oder Proton�Kern�
Reaktionen sind diese Prozesse bedingt durch Mehrfachst�o�e der dort vorhandenen
Baryonen unter Ausnutzung des Fermiimpulses m�oglich� F�ur Einschu�energien im Be�
reich von � bis � AGeV ist die Antiproton�Produktion eine extremste �subthreshold��
Reaktion� da die Produktionsschwelle f�ur Antiprotonen im freien Nukleon�Nukleon�
Sto� �NN � NNp p� bei ���� GeV liegt� Die Interpretation der experimentellen Daten
zur Antiproton�Produktion in Schwerionenkollisionen ��� ��� ��� �
� gestaltet sich al�
lerdings schwierig� da 	� bis 	�� der produzierten Antiprotonen durch Annihilation
mit Nukleonen �p p� X� wieder absorbiert werden�

Neben diesen hadronischen Observablen stellen elektromagnetische Teilchen eine viel�
versprechende Sonde dar� um zus�atzliche Informationen �uber die Hochdichtephase einer
Schwerionenkollision zu erhalten� Hierzu z�ahlen Photonen und Dileptonen� Da diese
Teilchen nicht der starken Wechselwirkung unterliegen� k�onnen sie � einmal produ�
ziert � die Reaktionszone ohne nennenswerte Endzustandswechselwirkung verlassen� Die
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wichtigsten Elementarreaktionen f�ur die Produktion von Dileptonen in Schwerionen�
kollisionen sind� Proton�Neutron�Bremsstrahlung� Pion�Nukleon�Bremsstrahlung� ���
�� und ���Dalitz�Zerfall� sowie der Zerfall von Vektormesonen �� �� � e�e� und die
������Annihilation�
Aufgrund der fehlenden Endzustandswechselwirkung bieten Dileptonen auch die M�og�
lichkeit�Modi�kationen von Hadronenmassen und �breiten innerhalb des nuklearen Me�
diums zu untersuchen� Derartige Modi�kationen werden von QCD�Rechnungen ��	� ���
vorhergesagt� Der Grund hierf�ur ist� da� der Erwarungswert des Quarkkondensats
�  qq 	� der im Vakuum etwa einem Wert von ����� MeV�� entspricht� aufgrund
der Wiederherstellung der chiralen Symmetrie mit steigender Baryonendichte kleinere
Werte annimmt und somit die Massen der Hadronen abnehmen� Zur experimentellen
�Uberpr�ufung dieser Aussage eignet sich besonders die Untersuchung des ���Zerfalls in
Dileptonen� da die Lebensdauer des �� sehr klein ist �� ��� fm!c�� da� es innerhalb des
dichten Mediums zerf�allt�

��� Experimente zur ��� �� und e�e��Produktion

Zur Untersuchung der Pionenproduktion �meist ��� in Schwerionenkollisionen wurden
in den achtziger Jahren sowohl in Berkeley als auch in Dubna ���� zahlreiche Messun�
gen durchgef�uhrt� Bereits die ersten Messungen an leichten Systemen ergab� da� die
Pionenmultiplizit�at linear mit der Zahl der an der Reaktion teilnehmenden Nukleo�
nen und ebenso ann�ahernd linear mit der Energie im Schwerpunktsystem der Reaktion
ansteigt ���� W�ahrend f�ur Einschu�energien von ��� AMeV die Pionenspektren einen
von der Systemgr�o�e abh�angigen exponentiellen Verlauf aufwiesen ����� wurde f�ur das
System Ar�KCl bei einer Einschu�energie von ��� AGeV ein �konkaves� Pionenspek�
trum gemessen� das durch die Superposition zweier Exponentialfunktionen mit unter�
schiedlicher Steigung beschrieben wurde ����� Am BEVALAC wurde Ende der achtziger
Jahre am DLS �Dilepton�Spektrometer� ���� zum erstenmal die Dilepton�Produktion in
Schwerionenkollisionen untersucht� Aufgrund der kleinen e�e��Multiplizit�aten konnten
noch keine konklusiven Aussagen aus den erhaltenen Spektren gezogen werden�

Im Jahre �		� wurde an der GSI in Darmstadt der Beschleuniger SIS� in Betrieb
genommen� Mit Hilfe dieses Beschleunigers ist es m�oglich� selbst schwere Elemente wie
Gold auf Energien bis zu ��� AGeV zu beschleunigen� Mit den an der GSI durchgef�uhr�
ten Experimenten soll die Dynamik von Schwerionenreaktionen m�oglichst vollst�andig
erfa�t werden� Die Untersuchungen zur Teilchenproduktion in Schwerionenkollisionen
�ndet mit Hilfe folgender Detektorsysteme statt� TAPS� KaoS� FOPI und FRS�
Mit Hilfe des Detektorsystems TAPS ��Two Arm Photon Spectrometer�� ���� �� wer�
den Photonen nachgewiesen� Der Nachweis von ��� und ��Mesonen erfolgt �uber die
Messung der in deren Zerfall ���� � � 

� entstehenden Photonen und anschlie�en�
der Rekonstruktion der invarianten Massen der Mesonen� Beim Detektor KaoS ��Kaon
Spectrometer�� ���� handelt es sich um ein Magnetspektrometer zum Nachweis leich�
ter geladener Teilchen �p�  p� ��� ���K��K��� FOPI ���� ist ein ��Detektorsystem�
das ebenfalls zum Nachweis geladener Teilchen entwickelt wurde� Mit diesem Detek�

�Schwerionen�Synchrotron



�� Mikroskopische Modelle zur Beschreibung von Schwerionenkollisionen
�

torsystem k�onnen nicht nur Protonen� Antiprotonen� Pionen und Kaonen gemessen
werden� auch die Untersuchung kollektiver Ph�anomene und der Nachweis vom Frag�
menten ist mit FOPI m�oglich ��
�� K�urzlich gelang sogar der Nachweis von ��Mesonen
durch Analyse der invarianten Massen detektierter K�K��Paare ����� Mit Hilfe des
FRS �FRagmentSeparator� konnten ebenfalls leichte geladene Teilchen � p�K�� ��� mit
sehr guter Statistik unter �o im Laborsystem nachgewiesen werden ����
Derzeit wird das Detektorsystem HADES ��High Acceptance DilElekctron Spectro�
meter�� ��	� zum Nachweis von Dileptonen in Schwerionenkollisionen und ��Kern�
Reaktionen entwickelt� Mit diesem Spektrometer er�o�net sich die M�oglichkeit� die in�
teressante Fragestellung der Modi�kation von Hadronenmassen durch das nukleare
Medium experimentell zu untersuchen und diesbez�ugliche theoretischen Vorhersagen
zu �uberpr�ufen�

��� Mikroskopische Modelle zur Beschreibung von

Schwerionenkollisionen

Zur theoretischen Beschreibung von Schwerionenkollisionen im SIS�Energiebereich wer�
den gegenw�artig fast ausschlie�lich Transportmodelle herangezogen� Diese Modelle stel�
len Erweiterungen der sog� Kaskadenmodelle ��� dar� in denen eine Schwerionenkolli�
sion durch die zeitliche Abfolge von Baryon�Baryon� und Meson�Baryon�Kollisionen
beschrieben wird� Die Produktion und Absorption von Mesonen erfolgt durch die Po�
pulation und den anschlie�enden Zerfall von Nukleonenresonanzen�
In den Transportmodellen werden zus�atzlich zu der erw�ahnten Nukleonen�Kaskade
noch dichte� �und impulsabh�angige� mittlere Felder bzw� Potentiale� die die Dynamik
der Baryonen beein�ussen� aufgenommen� Diese Potentiale werden an die Saturations�
eigenschaften der Kernmaterie sowie die experimentellen Ergebnisse zur Nukleon�Kern�
Streuung angepa�t�
Bei den Tranportmodellen werden zwei verschiedene numerische Ans�atze verfolgt�

� Quanten�Molekulardynamik�Modelle �QMD�

� Boltzmann�Uehling�Uhlenbeck�Modelle �BUU�

Beiden Ans�atzen ist die Behandlung der elementaren Baryon�Baryon� und Meson�
Baryon�Kollisionen gemein� Zur numerischen Realisierung der elementaren Kollisio�
nen werden Parametrisierungen der freien Wirkungsquerschnitte verwendet� QMD und
BUU unterscheiden sich in der Behandlung der Realteile der optischen Potentiale der
Baryonen�W�ahrend diese in QMD�Modellen durch �� und ��Teilchen�Wechselwirkungen
realisiert werden� werden in BUU�Modellen Mittlere�Feld�Potentiale verwendet�
Zur Beschreibung relativistischer Schwerionenkollisionen im SIS�Energiebereich ha�
ben sich das QMD�Modell ���� und das IQMD�Modell ���� ��� als erfolgreich erwie�
sen� Zur Beschreibung von Schwerionenreaktionen bei h�oheren Einschu�energien wur�
de das RQMD�Modell ���� entwickelt� Ausgehend von ��
� wurden mehrere BUU�
Modelle ��� ��� �� entwickelt� mit deren Hilfe ebenfalls die experimentellen Daten
sehr gut reproduziert werden k�onnen� W�ahrend sich die soeben genannten Modelle
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nicht�relativistischer Parametrisierungen der Mittleren�Feld�Potentiale bedienen� wer�
den im RBUU�Modell �		� ��� ��� die Einteilchen�Potentiale aus kovarianten e�ektiven
Wechselwirkungen abgeleitet�

��� Intention dieser Arbeit

Ziel dieser Arbeit ist es� ein BUU�Modell zur Beschreibung der gesamten Dynamik
von Schwerionenkollisionen mit Einschu�energien bis zu einigen GeV!Nukleon zu ent�
wickeln und numerisch zu implementieren�
Neben der Verwendung von Einteilchen�Potentialen� die die experimentell bestimmte
Impulsabh�angigkeit aufweisen und kovariant de�niert werden m�ussen� mu� in diesem
Energiebereich auch der Ein�u� der h�oheren baryonischen Resonanzen auf die Dyna�
mik der Schwerionenreaktionen ber�ucksichtigt werden�
Trotz dieser komplexenAnforderungen sollte das Modell so bescha�en sein� da� mit ver�
tretbarem numerischen Aufwand Vergleiche mit experimentellen Daten m�oglich sind�

Im zweiten Kapitel dieser Arbeit werden die Grundz�uge des ��coupled�channel�� CBUU�
Modells dargelegt� Dazu werden zuerst die CBUU�Gleichungen abgeleitet und anschlie�
�end wird ein �Uberblick �uber alle im CBUU�Modell realisierten elementaren Reaktio�
nen gegeben� Danach wird im dritten Kapitel der Begri� des Mittleren�Feld�Potentials
erl�autert und verschiedene nicht�relativistische Parametrisierungen des Einteilchen�
Potentials vorgestellt� Ausgehend von diesen Parametrisierungen werden die im Rah�
men des CBUU�Modells verwendeten Einteilchen�Potentiale so de�niert� da� sie erstens
wohl de�nierte Eigenschaften unter Lorentz�Transformationen besitzen und� zweitens�
die experimentell bestimmte Impulsabh�angigkeit aufweisen�
Neben den Mittleren�Feld�Potentialen bilden die verwendeten Wirkungsquerschnitte
f�ur die elementaren Reaktionen das Herzst�uck eines Transportmodells� Im vierten Ka�
pitel wird die konsistente Bestimmung dieser Wirkungsquerschnitte im Rahmen ei�
nes Resonanzmodells erl�autert� Insbesondere werden dabei die Wirkungsquerschnitte
zur Bev�olkerung baryonischer Resonanzen mit Massen bis zu �	�� MeV!c� so be�
stimmt� da� gleichzeitig die ���� ��� �� und ���Produktion in freien Nukleon�Nukleon�
Reaktionen reproduziert wird�
Im Anschlu� daran wird im f�unften Kapitel die numerische Realisierung des CBUU�
Modells vorgestellt� Darauf aufbauend wird die Stabilit�at der initialisierten Kerne und
die G�ute der Energieerhaltung �uberpr�uft�
Im sechsten Kapitel werden erste Ergebnisse vorgestellt� Es wird untersucht� welche
Rolle die baryonischen Resonanzen bei der Beschreibung der Dynamik von Schwer�
ionenkollisionen spielen und inwieweit sie die Pionen�Produktion beein�ussen� Daran
anschlie�end wird �uberpr�uft� ob die Pionenproduktion sensitiv auf die verwendete EOS
ist� Zum Schlu� dieses Kapitels wird n�aher auf die Sto�parameterabh�angigkeit der ��
Produktion eingegangen�
Die Coulomb�E�ekte auf die Spektren geladener Pionen werden im siebten Kapi�
tel eingehend untersucht� Im achten und neunten Kapitel werden die Ergebnisse der
CBUU�Rechnungen zur �� und ��Produktion in Schwerionenkollisionen mit vorhande�
nen Daten verglichen� Daran anschlie�end werden im zehnten Kapitel Ergebnisse zur
Dileptonen�Produktion vorgestellt�



Kapitel �

Das CBUU�Modell

In der klassischen Physik verwendet man Transportgleichungen� um Nichtgleichge�
wichtsph�anomene wie z�B� Str�omungsprobleme in der Hydrodynamik� Di�usion oder
elektrische Leitf�ahigkeit zu beschreiben� Da auch Schwerionenreaktionen in erster Linie
zu den Nichtgleichgewichtsreaktionen zu z�ahlen sind� werden auch diese transporttheo�
retisch behandelt� Zu diesem Zweck soll im folgenden die CBUU�Transportgleichung
abgeleitet und deren numerische Implementierung vorgestellt werden�

��� Die Transportgleichung

Die CBUU�Transportgleichung besteht aus zwei Teilen ���� �
��

� der Vlasov�Gleichung� die die Bewegung der Nukleonen im Mittleren�Feld be�
schreibt� Bei dieser Gleichung handelt es sich um eine semiklassische Gleichung�
die mit quantenmechanischen Mittleren�Feld�Methoden wie z�B� der zeitabh�angi�
gen Hartree�Fock Theorie ���� vergleichbar ist� Eine Beschreibung von Schwer�
ionenreaktionen allein mit der Vlasov�Gleichung ist nur bei niedrigen Einschu�
�energien �E�A � ��MeV � m�oglich� denn hier wird die gesamte Bewegung der
Nukleonen durch die Mittlere�Feld�Dynamik bestimmt�

� demSto�integral� Bei h�oheren Einschu�energien gewinnen die Nukleon�Nukleon�
St�o�e an Bedeutung� da diese nicht mehr durch das Pauli�Blocking verboten
sind� Diesen St�o�en wird durch die Einf�uhrung des Boltzmannschen Sto�integrals
Rechnung getragen ��	� ���� wobei zus�atzlich Blocking�Faktoren f�ur die Fermio�
nenendzust�ande auftreten ����

Eine allgemeine Herleitung der relativistischen Transportgleichung �uber die Reduktion
der Hierarchie relativistischer Dichtematrizen wurde in ��� �� gegeben� Hierbei erh�alt
man sowohl die Bewegungsgleichungen der Nukleonen im Mittleren�Feld als auch die
Beitr�age von Nukleon�Nukleon�St�o�en konsistent aus einer renormierten Wechselwir�
kung� Ein �aquivalenter Zugang �uber zeitabh�angige Greenfunktionen und der Schwinger�
Hierarchie der Greenfunktionen ist in der Literatur ��� � diskutiert�
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��� Die Vlasov�Gleichung

In dieser Arbeit wird auf eine formale Herleitung der Vlasov�Gleichung verzichtet� Statt
dessen wird sie aus dem aus der klassischen Mechanik bekannten Liouvilleschen Satz
begr�undet�
In der klassischen Mechanik wird ein System aus N Teilchen durch die N �Teilchen�
Phasenraumdichte fN ��r�� �r�� �r�� � � � � �rN � �p�� �p�� �p�� � � � � �pN � t�� die explizit von den Orten
und Impulsen der N Teilchen und von der Zeit t abh�angt� charakterisiert� Falls sich
diese N Teilchen gem�a� den Hamiltonschen Gleichungen ��� bewegen� so gilt der Liou�
villesche Satz� Dieser Satz besagt� da� die Phasenraumdichte fN in der Umgebung eines
mitbewegten Punktes zeitlich konstant ist� d�h�

dfN
dt

�
fN
t

� �fN �H� � �� �����

Die Poisson�Klammer �fN �H� ist wie folgt de�niert�

�fN �H� �
NX
i��

�
fN
�ri

� H
�pi

� fN
�pi

� H
�ri

�
� �����

wobei H die Hamiltonfunktion des N �Teilchen�Systems bezeichnet�

H �
NX
i��

ti �
X
i�j

V �i� j�� �����

ti gibt kinetische Energie des Teilchens i an und V �i� j� dbezeichnet die ��Teilchen�
Wechselwirkung der Teilchen i und j�
Ausgehend von der N �Teilchen�Phasenraumdichte de�niert man die reduzierten Pha�
senraumdichten ���

fn��r�� �r�� � � � � �rn� �p�� �p�� � � � � �pn� t� �
N "

�N � n�"
Tr

�n�������N�
�fN��r�� �r�� �r�� � � � � �rN � �p�� �p�� �p�� � � � � �pN � t�� ����

Die reduzierte Phasenraumdichte fn erh�alt man aus der N �Teilchen�Phasenraumdichte�
indem die Freiheitsgrade von N � n Teilchen ausintegriert werden� was in Gleichung
���� durch die Spur �uber die Teilchen n � � bis N angedeutet wird� Der Vorfaktor
ergibt sich aus Symmetrie�uberlegungen f�ur Fermionen�
Gleichung ����� ist �aquivalent zu einem System gekoppelter Gleichungen f�ur die redu�
zierten Phasenraumverteilungen� der sog� BBGKY��Hierarchie �
� ���

fn
t

� �
nX
i��

ti� fn� � �
nX
i�j

V �i� j�� fn� � Tr
�n���

�
nX
i��

V �i� n� ��� fn���� �����

mit � � n � N und fN�� � �� Die Vlasov�Gleichung ergibt sich aus der Gleichung f�ur
f�

f�
t

� �t�� f�� �
Tr
���

�v��� ��� f�� �����

�Bogoliubov�Born�Green�Kirkwood�Yvon
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unter der Annahme� da� sich die ��Teilchen�Phasenraumdichte gleich dem Produkt
zweier ��Teilchen�Phasenraumdichten

f���r�� �r�� �p�� �p�� t� � f���r�� �p�� t�� f���r�� �p�� t� ���
�

ist� Eingesetzt in Gleichung ����� liefert dieser Ansatz

f���r�� �p�� t�

t
� �t�� f���r�� �p�� t�� �

Tr
���

�v��� ��� f���r�� �p�� t�f���r�� �p� t��� �����

Der zweite Term der l�a�t sich umschreiben zu

Tr
��� �v��� ��� f���r�� �p�� t�f���r�� �p� t�� � Tr

��� �v��� ��� f���r�� �p�� t��f���r�� �p�� t�

� Tr
���

�v��� ��� f���r�� �p�� t��f���r�� �p�� t�� ���	�

Aus der De�nition f�ur die Poisson�Klammer ����� und der Tatsache da� in der klas�
sischen Mechanik die Spur �uber Teilchen � mit einer Integration �uber d�r� und d�p�
gleichzusetzen ist� ergibt sich

Tr
���

�v��� ��� f���r�� �p�� t�� � ��

W�ahrend der �� Term in Gleichung ���	� verschwindet� kann der �� Term mit dem
Mittleren�Feld�Potential identi�ziert werden� In der klassischen Mechanik erh�alt man
das Mittlere�Feld�Potential U��r�� �p�� eines Teilchens aus der Faltung der ��Teilchen�
Wechselwirkung mit der ��Teilchen�Phasenraumdichte und anschlie�ender Integration
�uber den gesamten Phasenraum�

U��r�� �p�� t� �
Z
d�p�

Z
d�x�v��� ��f���r�� �p�� t��

Mit dieser De�nition des Mittleren�Feld�Potentials ergibt sich f�ur den ersten Term von
Gleichung ���	��

Tr
���

�v��� ��� f���r�� �p�� t��f���r�� �p�� t� � �U��r�� �p�� t�� f���r�� �p�� t���

Somit erh�alt man f�ur Gleichung �����

f���r�� �p�� t�

t
� �t�� f���r�� �p�� t�� � �U��r�� �p�� t�� f���r�� �p�� t��

� ��t� � U��r�� �p�� t�� f���r�� �p�� t��

� �Hmf
� � f���r�� �p�� t��� ������

wobei Hmf
� die Hamiltonfunktion f�ur die Bewegung eines Teilchens mit den Koordina�

ten �r�� �p� im Mittleren�Feld�Potential U��r�� �p�� t� ist� Unter Ausnutzung der De�nition
der Poisson�Klammer erh�alt man aus Gleichung ������ die Vlasov�Gleichung
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�
Hmf

�p

f

�r
� Hmf

�r

f

�p
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Hier wurden die Koordinaten �r� und �p� durch �r und �p ersetzt�
Im CBUU�Modell wird f�ur Nukleonen ein skalares Mittleres�Feld�Potential U��r� �p� �s�
Kapitel ���� verwendet� Dies f�uhrt zusammen mit der Ruhemasse mN der Nukleonen
auf eine e�ektive Masse

m���r� �p� � mN � U��r� �p�� ������

Damit ergibt sich die folgende Quasiteilchenenergie f�ur die Baryonen�

E �
q
m���r� �p�� � �p�� ������

Setzt man diese Energie in die Vlasov�Gleichung ������ ein� so ergibt sich
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E
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�
�rrf��r� �p� t�

�

�
�m

���r� �p�
E

�rrU��r� �p�

�
�rpf��r� �p� t� � �� �����

Physikalisch beschreibt die Vlasov�Gleichung ein System von nicht wechselwirken�
den Nukleonen� die sich im Mittleren�Feld�Potential U��r� �p� bewegen� Die ��Teilchen�
Phasenraumdichten aller anderen Teilchensorten gen�ugen entsprechenden Vlasov�Glei�
chungen� Im CBUU�Modell wird f�ur alle Baryonen dasselbe skalare Mittlere�Feld�
Potential U��r� �p� verwendet� F�ur die Mesonen hingegen enth�alt das Modell kein nu�
kleares Mittleres�Feld�Potential�

��� Das Sto�integral

Im letzten Abschnitt wurde gezeigt� da� die Phasenraumdichte� die der Vlasov�Glei�
chung gen�ugt� an jedem Punkt des Phasenraums konstant bleibt� Dies hat nur G�ultig�
keit� falls St�o�e der Teilchen untereinander vernachl�assigt werden k�onnen �Gleichung
���
��� Allerdings gewinnen die individuellen Nukleon�Nukleon�Kollisionen bei der Be�
schreibung von Schwerionenreaktionen immer mehr an Bedeutung� je gr�o�er die Labor�
energie wird� Speziell f�ur den in dieser Arbeit betrachteten Energiebereich �� � � AGeV�
m�ussen diese Kollisionen ber�ucksichtigt werden� die im folgenden heuristisch eingef�uhrt
werden�
Betrachtet man eine Phasenraumzelle mit �r � ��r� �r � ��r� und �p � ��p� �p � ��p�� so ist
es m�oglich� da� die Phasenraumdichte in dieser Zelle aufgrund von St�o�en abnimmt
�Verlust�Term� oder da� Teilchen aus anderen Phasenraumzellen in die betrachtete
Zelle hineingestreut werden �Gewinn�Term�� Diese E�ekte werden im Sto�integral
Icoll�f��r� �p� t�� ber�ucksichtigt� Zusammen mit Gleichung ����� ergibt sich die CBUU�
Transportgleichung�
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Der Sto�term soll nun analog zu klassischen kinetischenTheorien �Boltzman�Gleichung�
��	� ��� eingef�uhrt werden� Die zugrundeliegende Annahme ist der sog� �Sto�zahlansatz��
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der besagt� da� die Zahl der Kollisionen proportional zum Produkt der Einteilchenpha�
senraumdichten im Ausgangzustand ist� Weiterhin wird die Annahme gemacht� da� die
St�o�e lokal sind� d�h� die r�aumlich�zeitliche Entwicklung eines ��Teilchen�Sto�es klein
�kurz� ist im Vergleich zum mittleren Abstand der Nukleonen�
Da neben der Vlasov�Gleichung auch das Sto�integral Icoll�f��r� �p� t�� als Funktion der
e�ektiven Massen und Energien formuliert wird �s� u��� stellt Gleichung ������ eine
Bewegungsgleichung f�ur Quasiteilchen mit e�ektiven Massen m���r� �p� und e�ektiven
Impulsen p� mit p� � E �

p
m�� � �p� dar�

Im folgenden wird der Verlust�Term f�ur die Phasenenraumzelle�r���r� �r���r�� �p����p�� �p��
��p� erl�autert� Der Gewinn�Term ergibt sich aus analogen �Uberlegungen� Dazu werden
��Teilchen Kollisionen vom Typ

B� �B� � B� �B	� ������

betrachtet� Die Bi �i � �� � � � � � stehen f�ur die an der Reaktion teilnehmenden Ba�
ryonen� Die e�ektiven Massen sind durch m�

i und die e�ektiven Energien und Impulse
durch p�i gegeben� Diese Zahl dieser Reaktionen ist proportional zum Produkt der Pha�
senraumdichten f��r� �p�� und f��r� �p�� �Sto�zahlansatz�� zur �Ubergangsrate W �p�� � p

�
� j

p�� � p
�
	� der Reaktion ���� und zur ��Funktion �	�p�� � p�� � p�� � p�	 �� welche Energie�

und Impulserhaltung gew�ahrleistet� Um die Zahl aller m�oglichen Reaktionen� die zum
Verlust�Term beitragen k�onnen� zu erhalten� mu� man noch �uber alle m�oglichen End�
zust�ande �p�� � p

�
	 � integrieren und �uber die Spin� und Isospinfreiheitsgrade der Teilchen

B� und B	 summieren� Genauso mu� man alle m�oglichen Impulskon�gurationen� Spin�
und Isospinfreiheitsgrade von Teilchen B� in Betracht ziehen und� da hier Fermionen�
systeme behandelt werden� noch das Pauli�Blocking der Endzust�ande ber�ucksichtigen�
Dies geschieht durch Einf�ugen der Faktoren �� � f��r� �p�� t�� und �� � f��r� �p	� t��� Da
die �Ubergangsrate f�ur die R�uckreaktionW �p�� � p

�
	 � j p�� � p���� die zum Gewinn�Term bei�

tr�agt� den gleichen Wert wie die �Ubergangsrate W �p�� � p
�
� j p�� � p�	 � hat� ergibt sich f�ur

das Sto�integral�

Icoll �f���r� �p�� t�� �
X
����	

g

�����

Z
d�p�
E�

Z
d�p�
E�

Z
d�p	
E	

����
�

� W �p�� � p
�
� j p�� � p�	 � �	 �p�� � p�� � p�� � p�	 �

� �f���r� �p�� t� f	��r� �p	� t� �� � f���r� �p�� t�� ��� f���r� �p�� t��

� f���r� �p�� t� f���r� �p�� t� ��� f���r� �p�� t�� ��� f	��r� �p	� t����

wobei die Indizes �� �� ��  der Phasenraumdichten die Spin� und Isospinquantenzah�
len der Teilchen repr�asentieren� Der Faktor g in Gleichung ������ ber�ucksichtigt die
Spinentartung der an der Reaktion beteiligten Baryonen� F�ur Nukleon�Nukleon Kolli�
sionen ergibt sich g � ��

P
����	 korrespondiert zur Summe �uber die Isospinfreiheitsgrade

der Teilchen B�� B� und B	�
Es sei noch angemerkt� da� die �Ubergangsrate W �p�� � p

�
� j p�� � p�	 � im Schwerpunktsys�

tem der beiden sto�enden Teilchen ��p� � ��p�� wie folgt geschrieben werden kann�

W �p�� � p
�
� j p�� � p�	 � � v��

d�

d#
jB��B��B��B�� ������
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wobei d��d# der di�erentielle Wirkungsquerschnitt der Reaktion und v�� die Relativ�
geschwindigkeit der Teilchen � und � ist

v�� �j �p�
E�

� �p�
E�
j � ����	�

Setzt man d��d# und v�� in Gleichung ������ ein und integriert �uber den Betrag es
Impulses von Teilchen B	� so ergibt sich f�ur das Sto�integral Icoll �f���r� �p�� t��

Icoll �f���r� �p�� t�� �
X
����	

g

�����

Z
d�p�
E�

Z
d�p�
E�

Z
d#	 ������

� v��
d�

d#
jB��B��B��B� �

� ��p� � �p� � �p� � �p	�

� �f���r� �p�� t� f	��r� �p	� t� �� � f���r� �p�� t�� ��� f���r� �p�� t��

� f���r� �p�� t� f���r� �p�� t� ��� f���r� �p�� t�� ��� f	��r� �p	� t����

Neben ��Teilchen Kollisionen vom Typ ������ wird im CBUU�Modell auch die Produk�
tion von Resonanzen in Meson�Nukleon Kollisionen �z�B� �N � �������� betrachtet�
Die Kollisionsintegrale f�ur Prozesse dieser Art ergeben sich� bis auf �Anderungen des
Endzustandsphasenraums� direkt aus Gleichung ������� Geiches gilt f�ur die Beschrei�
bung des Umkehrprozesses� n�amlich des Zerfalls einer Resonanz in einen ��Teilchen�
Endzustand� Hier wird in Gleichung ����
� die �Ubergangswahrscheinlichkeit W durch
die Zerfallswahrscheinlichkeit der entsprechenden Resonanz ersetzt und die Phasenrau�
mintegrationen� die Spin� und Isospinsummationen und die energie� und impulserhal�
tende ��Funktion entsprechen angepa�t�

����� Elementare Reaktionen

Bei der Beschreibung niederenergetischer Schwerionenst�o�e ist es ausreichend� sich auf
die elastischen Nukleon�Nukleon�St�o�e zu beschr�anken� Bei Einschu�energien oberhalb
der Pionenproduktionsschwelle m�ussen auch inelastische Prozesse wie direkte Mesonen�
produktion in Nukleon�Nukleon Kollisionen oder die Anregung und der Zerfall h�oher
liegender baryonischer Resonanzen mit in die Beschreibung einbezogen werden�
Im CBUU�Modell werden folgende Mesonen explizit propagiert� �� �� � und ein ska�
lares ��Meson� das korrelierte ���Paare mit Isospin � beschreibt� Neben dem Nukleon
und dem ������� enth�alt das Modell die folgenden baryonischen Resonanzen mit Mas�
sen bis zu �	�� MeV!c�� N����� N������� N������� �������� �������� N�������
����
��� N������� ���
���� N��
���� ���	���� ���	��� und ���	���� Die verwende�
ten Resonanzmassen� Zerfallsbreiten und partiellen Zerfallswahrscheinlichkeiten sind in
�Ubereinstimmung mit der �Particle Data Group� PDG �	� gew�ahlt�
F�ur jede Teilchensorte wird eine entsprechende Phasenraumdichte eingef�uhrt� Jede die�
ser Phasenraumdichten gehorcht einer Gleichung �aquivalent zu Gleichung ������� Da
die verschiedenen Teilchensorten miteinander wechselwirken� sind die verschiedenen
Integro�Di�erentialgleichungen ������ durch die Sto�integrale miteinander gekoppelt�
Schematisch l�a�t sich dieser Satz gekoppelter Gleichungen wie folgt schreiben�

DfN � Icoll�fN � f
������� ���� f
������� f�� f�� f�� f��
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Df� � Icoll�fN � fN��		��� ���� f
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wobei Df die jeweilige Vlasov�Gleichung darstellt� Die Kollisionsintegrale der Glei�
chungen ������ haben dieselbe Gestalt wie das Kollisionsintgegral �������
Im Anschlu� werden alle im CBUU�Modell implementierten elementaren Reaktionen
aufgelistet� Eine detailierte Beschreibung der verwendeten Wirkungsquerschnitte be�
�ndet sich in Kapitel � Dabei werden die Nukleonen mit N bezeichnet und die baryo�
nischen Resonanzen einschlie�lich des ������� mit R bzw� R��

� elastische Baryon�Baryon Kollisionen

NN 	 NN

NR 	 NR

F�ur den elastischen NN �Wirkungsquerschnitt wird eine Parametrisierung von
Cugnon ��
� ��� verwendet� Zur Beschreibung der elastischen NR�Streuung wird
ein invarantes Matrixelement verwendet� das aus dem Wirkungsquerschnitt der
elastischenNN �Streuung extrahiert wird� Neben elastischenNR�Kollisionen sind
auch Kollisionen erlaubt� in denen sich die Masse der baryonischen Resonanz
entsprechend ihrer Verteilungsfunktion �s� Kapitel ��� ver�andert�

� inelastische Baryon�Baryon Kollisionen

NN 	 NR

NR 	 NR�

NN 	 ��������������

Zur Berechnung des Wirkungsquerschnittes der Reaktion NN 	 N������� wird
ein Mesonaustauschmodell von Dimitriev und Sushkov ���� verwendet� Der inela�
stische NN 	 NR�Wirkungsquerschnitt f�ur die h�oheren baryonischen Resonan�
zen wird im Rahmen eines einfachen Resonanzmodells bestimmt� Details dieses
Modells werden in Kapitel  vorgestellt� Die verwendeten Parametrisierungen des
NN 	 ���������������Wirkungsquerschnittes stammen von Huber und Aiche�
lin �����

� inelastische Meson�Baryon Kollisionen

R 	 N�
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R 	 N��

	 ��������� N������ N�� N�

N������ 	 N�

NN 	 NN�

Neben der Produktion und Absorption in Baryon�Baryon Kollisionen k�onnen
baryonische Resonanzen auch in Meson�Baryon Kollisionen bev�olkert werden�
Angeregte Resonanzen k�onnen anschlie�end wieder in Mesonen und Baryonen
zerfallen� Der ���Zerfall der h�oheren baryonischen Resonanzen wird durch se�
quentielle ��K�orper�Zerf�alle dargestellt$ wie weiter oben angedeutet� Eine detai�
lierte Diskussion der entsprechenden Wirkungsquerschnitte und Zerfallsbreiten
be�ndet sich in Kapitel ���

� Meson�Meson Kollisionen

� 	 �� �p�Welle�

� 	 �� �s�Welle�

Zur Beschreibung der rein mesonischen Wirkungsquerschnitte wird eine Breit�
Wigner Parametrisierung verwendet �s� Kapitel ������



Kapitel �

Einteilchen�Potentiale

Ziel dieses Kapitels ist es� die im CBUU�Modell verwendeten Einteilchen�Potentiale
vorzustellen� Dazu wird zuerst der Begri� des Mittleren�Feld�Potentials im Rahmen
der Hartree�Fock�N�aherung n�aher erl�autert� bevor nicht�relativistische Parametrisie�
rungen der Einteilchen�Potentiale f�ur Nukleonen dargelegt werden� Anschlie�end wird
die Behandlung der Mittleren�Feld�Potentiale im Rahmen eines kovarianten Trans�
portmodells untersucht� Die hier gewonnenen Erkenntnisse erm�oglichen es� kovarian�
te Einteilchen�Potentiale ausgehend von nicht�relativistischen Parametrisierungen zur
Verwendung im Rahmen des CBUU�Modells abzuleiten�

��� Nicht�relativistische Mittlere�Feld�Potentiale

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels soll der Begri� des Mittleren�Feld�Potentials �MFP�
erl�autert werden� Dabei wird skizziert� wie die MFP in der Hartree�Fock�N�aherung aus
einem Vielteilchen�Hamiltonoperator resultieren� Au�erdem wird gezeigt wie sich die
Impulsabh�angigkeit des optischen Potentials der Nukleonen� das dem MFP entspricht�
aus der Nichtlokalit�at der Nukleon�Nukleon Wechselwirkung ergibt�

����� Grundlagen

Ausgangspunkt der Mittleren�Feld�Modelle ist eine Zweiteilchenwechselwirkung end�
licher Reichweite v��r� �r��� die nicht explizit von der Zeit abh�angt� Zur Vereinfachung
sei angenommen� da� v��r� �r�� nicht explizit spinabh�angig sei� Dann wird ein System
von A miteinander wechselwirkenden Teilchen �speziell Nukleonen� ���� �� durch die
Schr�odinger�Gleichung

H%��r�� �r�� � � � �rA� 
 E%��r�� �r�� � � � �rA� �����

� �
AX
i��

ti �
�

�

AX
i�j��
i��j

v��ri� �rj��%��r�� �r�� � � � �rA�

beschrieben� wobei H und % den Hamiltonoperator bzw� die Wellenfunktion des A�
Teilchen�Systems darstellen� Der Einteilchen�Operator ti bestimmt die kinetische Ener�
gie eines Teilchens und beim Zweiteilchenoperator v��ri� �rj� handelt es sich um die oben
erw�ahnte Zweiteilchenwechselwirkung�

��
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Die Mittleren�Feld�Potentiale erh�alt man in der Hartree�Fock�N�aherung ���� ��� In
dieser N�aherung wird die A�Teilchen�Wellenfunktion im allgemeinen als antisymmetri�
siertes Produkt der A Einteilchen�Wellenfunktionen �i��r� angesetzt� Wird mit diesem
Ansatz der normierte Energieerwartungswert des Gesamtsystems

E 
 � %��r�� �r�� � � � � �rA j H j %��r�� �r�� � � � � �rA� 	
� %��r�� �r�� � � � � �rA j %��r�� �r�� � � � � �rA� 	 �����

mittels einer Variation der Wellenfunktion % minimiert� so ergeben sich die Hartree�
Fock�Gleichungen f�ur die Einteilchen�Wellenfunktionen �i��r�� die in der Ortsraumdar�
stellung lauten� �k � �� � � � � A�

&t�k��r� �
AX
j��

Z
d�r�v��r� �r����j��r��

n
�j��r���k��r�� �j��r��k��r��

o
� �k�k��r�� �����

Diese Gleichungen entsprechen A nichtlinearen Schr�odinger�Gleichungen f�ur die Ein�
teilchen�Wellenfunktionen �k��r�� Man de�niert die Dichte�

���r�� �
AX
j��

j �j��r� j�� ����

wobei die '�Funktion sicherstellt� da� nur Zust�ande unterhalb der Fermienergie �F zur
Teilchendichte und somit zum Mittleren�Feld�Potential beitragen� Mit Hilfe dieser De�
�nition l�a�t sich der direkte Anteil von Gleichung ����� in das lokale Hartree�Potential
umformen�

UH��r� �
Z
dr�v��r� �r�����r��� �����

w�ahrend das nicht�lokale Fock�Potential analog aus dem Austauschterm von Gleichung
����� folgt�

UF ��r� �r�� � �v��r� �r��
AX
j��

��j ��r��j��r��� �����

Unter Verwendung dieser Potentiale lassen sich die Hartree�Fock�Gleichungen ����� in
folgender Form schreiben�

&t�k��r� � UH��r��k��r� �
Z

d�r�UF ��r� �r���k��r�� � �k�k��r� ���
�

�k � �� � � � � A� oder �aquivalent�

&t�k��r� �
Z

d�r�UHF ��r� �r���k��r�� � �k�k��r�� �����

mit dem Hartree�Fock�Potential

UHF ��r� �r�� � UH��r����r � �r�� � UF ��r� �r��� ���	�

Anhand der Gleichungen ���
� und ����� wird der Einteilchen�Charakter der Hartree�
Fock N�aherung o�ensichtlich� Die Nukleonen� beschrieben durch die Wellenfunktionen
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�k��r� �k � �� � � � � A�� bewegen sich unabh�angig von einander in dem durch die Wech�
selwirkung aller Nukleonen miteinander erzeugten Mittleren�Feld�Potential UHF �
Untersucht man die Mittlere�Feld�Potentiale im Grenzfall unendlicher Kernmaterie
oder in der Lokalen�Dichte�N�aherung �LDA�� so entsprechen die Einteilchen�Wellen�
funktionen �k��r� den ebenen Wellen

�k��r� � ei
	k	r� ������

Weiterhin h�angt wegen der Translationsinvarianz das MFP UHF nur von der Di�erenz
der Argumente �r und �r� ab� Der Anteil der Hartree�Fock�Gleichungen� der die poten�
tielle Energie oder den Realteil der Selbstenergie �wenn im folgenden von Selbsenergie
gesprochen wird� ist immer nur der Realteil der Selbsenergie gemeint� ���r� der Teilchen
beschreibt� hat in der LDA folgende Gestalt

�HF 

Z

d�r� UHF ��r� �r���k��r�� �
Z

d�r� UHF ��r � �r��ei
	k	r�� ������

F�uhrt man die Ortsraumintegration anstatt �uber �r� �uber die Koordinate �R � �r � �r�

aus� so ergibt das Integral ������ die Fourier�Transformierte

�HF �
Z

d�R UHF ��R�e
i	k 	Rei

	k 	R

� UHF �k� e
i	k	r 
 UHF �k��k��r�� ������

Setzt man f�ur UHF Gleichung ���	� ein und ersetzt die Summation �uber diskrete Teil�
chenzust�ande in den Gleichungen ������ ���� und ���	� durch eine Integration �uber
kontinuierliche Impulszust�ande�

AX
j��

� �

�����

Z
kF

d�k� ������

so erh�alt man f�ur den lokalen Hartree�Anteil des Integrals �������

�H �
Z

d�r� UH��r� ���r � �r���k��r�� � v�k � �� ���r�� �����

F�ur den nicht lokalen Fock�Anteil ergibt sich�
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Mit der Transformation auf die Koordinate �R � �r � �r� �s� o�� erh�alt man
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mit

v��k� � �k� �
Z
d�Rv��R� ei�

	k��	k�	R� ����
�

Zusammenfassend stellt man fest� da� das Mittlere�Feld�Potential � bzw� die Selbstener�
gie eines Teilchens� im Grenzfall unendlicher Kernmaterie oder in der Lokalen Dichte

N�aherung auch vom Impuls �k des Teilchens abh�angt� W�ahrend der Hartree�Anteil der
Selbstenergie �in der betrachteten N�aherung��

�H��k� � v�k � �����r� ������

nicht vom Impuls abh�angt� ist der Austauschanteil der Selbstenergie immer explizit
vom Teilchenimpuls abh�angig�

�F ��k� �
��

�����

Z
d�k�v��k� � �k� ei

	k	r� ����	�

Da sich die gesamte Selbstenergie eines Teilchens aus �H umd �F zusammensetzt� ist
jede Nukleon�Selbstenergie auch explizit impulsabh�angig�

���r��k� � �H��r� � �F ��r��k�� ������

����� Parametrisierungen

In diesem Abschnitt werden Parametrisierungen von nicht�relativistischen Mittleren�
Feld�Potentialen vorgestellt� welche in Transportrechnungen Verwendung �nden� Bei
diesen Potentialen handelt es sich um Funktionale� die von der Phasenraumdichte der
Baryonen f��r� �p� bzw� von der Baryonendichte ���r� abh�angen� Die Dichte ���r� erh�alt
man aus der Phasenraumdichte� indem man diese �uber den Impuls �p integriert und
�uber die Spin� S und Isospinfreiheitsgrade I summiert

���r� �
X
I�S

�

�����

Z
d� p fI�S��r� �p�� ������

Der dem Faktor ������� ist die Phasenraum�Normierungskonstante�
F�ur jede Parametrisierung wird die potentielle Energiedichte V und das Einteilchen�
Potential U angegeben� das sich aus V durch Variation nach f��r� �p� bzw� ���r� �siehe�
Gleichung ����� ergibt�

Das Skyrme�Potential

Die einfachste Parametrisierung f�ur das Mittlere�Feld�Potential erh�alt man unter der
Annahmne� da� sowohl die potentielle Energiedichte als auch das Einteilchen�Potential
nur von der Dichte ���r� abh�angen ���� ��� ����
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Dieses Einteilchen�Potential erh�alt man in der Hartree�N�aherung unter Verwendung ei�
ner punktf�ormigen Nukleon�Nukleon�Wechselwirkung bestehend aus einem Zweiteilan�
teil und aus einer Wechselwirkung� die Vielteilchene�ekte in Betracht zieht� Die Zwei�
teilchenwechselwirkung f�uhrt in V zu Termen proportional zu �� w�ahrend die Terme
proportional zu �
�� aus der Mehrteilchenwechselwirkung herr�uhren� Die Parameter
A� B und � werden an Bindungsenergie� die Saturationsdichte �� und die gew�unschte
Kompressibilit�at K �s� Abschnitt ������ von Kernmaterie angepa�t�
Erweiterungen der Einteilchen�Potentiale ������ k�onnen explizit spin� und isospin�
abh�angige Koe(zienten erhalten� Bei diesen Ans�atzen ist jedoch zu bemerken� da�
sie zwar recht gut Radien und Bindungsenergien von Kernen reproduzieren� jedoch�
aufgrund fehlender Impulsabh�angigkeit� zur Beschreibung elastischer Nukleon�Kern�
Streuung ungeeignet sind�

Impulsabh�angige Potentiale

Eine realistische Parametrisierung des Mittleren�Feld�Potentials der Nukleonen sollte
die experimentelle Impulsabh�angigkeit des Realteils des optischen Potentials des Nukle�
ons wiedergeben� Wenn im folgenden von der Abh�angigkeit des Einteilchen�Potentials
vom Impuls �p gesprochen wird� so ist damit der Impuls des Nukleons relativ zu dem es
umgebenden Medium gemeint� Eine entsprechende Parametrisierung wurde von Welke
et al� ���� �	� vorgeschlagen�
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Diese Parametrisierung stellt o�ensichtlich eine Erweiterung der Skyrme�Parametri�
sierung ����������� um einen Anteil dar� mit dessen Hilfe � durch Anpassen der neuen
Parameter C und � � die experimentell beobachtete Impulsabh�angigkeit reproduziert
werden kann� Dieser impulsabh�angige Anteil des Potentials entspricht der Integration
eines nicht�relativistischen Propagators skalarer Austauschmesonen �uber die nukleoni�
sche Phasenraumdichte� Dies soll nun am Beispiel des Yukawa�Potentials verdeutlicht
werden�
In der Yukawa�Theorie wird die Zweiteilchenwechselwirkung durch den Austausch u�a�
skalarer Mesonen der Masse � beschrieben�

v��r� �r�� � e�j	r�	r�j

� j �r � �r� j � ������

Entsprechend den Gleichungen ������ und ������ hat die Selbstenergie in der Hartree�
Fock�N�aherung die Form

�HF ��k� � U��k��k��r� �
Z
d�r� U��r� �r���k��r�� ����
�
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�
�
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Z
d�k� v��k � �k�� ei

	k	r� ������

wobei ���r�� � ei
	k	r� in lokaler Dichte N�aherung angenommen wurde� Durch Einf�uhrung

neuer Variablen �R � �r � �r� und �K � �k � �k� ergibt sich
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In ���� �ndet man f�ur das Integral�Z �

�
dx e�axsin�xy� �

y

a� � y�

mit a 	 ��

F�ur v� �K� ergibt sich somit

v� �K� � ��
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Einsetzen von v� �K� in ������ ergibt eine impulsabh�angige Selbstenergie ���k�� die die
gleiche funktionale Form hat wie der impulsabh�angige Anteil von ������� W�ahrend in
������ die Wellenfunktion gefaltet mit ������ integriert wird� handelt es sich bei ������
um eine Faltung mit der klassischen Phasenraumdichte�

An dieser Stelle ist folgendes zu bemerken�
Die nicht�relativistischen Parametrisierungen der Einteilchen�Potentiale gelten im
Grenzfall unendlicher Kernmaterie bzw� f�ur ein System� in dem die Kernmaterie ruht�
d�h� in welchem die r�aumlichen Komponenten des Viererbaryonenstroms verschwinden
��j 
 ���� Hier gilt f�ur ein Teilchen der Masse m� das sich mit Impuls �p am Ort �r bewegt�
die Dispersionsrelation

E��r� �p� �
q
�p� �m� � U����r�� �p�� ������

Bei der Simulation von Schwerionenkollisionen ist die Berechnung der Potentiale im
Ruhesystem der Kerne nicht m�oglich� da die beiden Kerne sich aufeinander zubewe�
gen und sich die Nukleonen beider Kerne in der Kollisionsphase durchmischen� Daher
nimmt man �ublicherweise in Transportrechnungen ���� ��� ��� an� da� �CMS � �
gilt� und berechnet sowohl die Baryonendichte als auch die Einteilchen�Potentiale im
Schwerpunktsystem der Schwerionenreaktionen �CMS�� Diese N�aherung ist f�ur klei�
ne Einschu�energien gerechtfertigt� F�ur Einschu�energien im SIS�Bereich von � � �
AGeV verliert diese N�aherung jedoch an G�ultigkeit� W�ahrend man bei einer Energie



�� Die kovariante Transportgleichung ��

von �� AGeV ein � von �� im CMS erh�alt� erh�oht es sich bei � AGeV auf ��� und bei
� AGeV auf ��
�� Diese Werte f�ur � f�uhren in der Anfangsphase einer Schwerionen�
kollision� in der sich die beiden Kerne gleichf�ormig aufeinander zu bewegen� Lorentz�
Faktoren 
 von ���� ���� und ��� Dies bedeutet� da� � zumindest in der Anfangsphase
� die Einteilchen�Potentiale aus Baryonendichten berechnet werden� die aufgrund der
Lorentz�Kontraktion um �� � �� " erh�oht sind� Die obige N�aherung erh�alt in der
Hochdichtephase einer zentralen Schwerionenreaktion wiederum G�ultigkeit� da hier die
Kernmaterie im wesentlichen im CMS ruht� In der Expansionsphase einer Schwerionen�
kollision oder beim Auftreten von Flu�ph�anomenen wie z�B� dem �squeeze�out� oder
dem transversalem Flu� unterscheidet sich das CMS allerdings wieder vom System� in
dem lokal �j � �� gilt� und somit verf�alschen die oben genannten E�ekte auch hier die
Berechnung der Potentiale signi�kant�

��� Die kovariante Transportgleichung

Im vorangegangenen Abschnitt wurde der Begri� des Mittleren�Feld�Potentials bzw�
der Selbstenergie am Beispiel von nicht�relativistischen Potentialen eingef�uhrt� Da die�
se Potentiale aus L�osungen der Schr�odinger�Gleichung hervorgehen� ist das Verhalten
unter Lorentztransformationen nicht eindeutig vorgegeben� In diesem Abschnitt wird
nun die Ableitung einer kovarianten Transportgleichung f�ur die Phasenraumdichte der
Nukleonen� die Potentiale mit eindeutigemTransformationsverhalten enth�alt� skizziert�
Die vollst�andige Herleitung dieser Gleichung ist in ��� ��� zu �nden�
Ausgangspunkt ist eine Dirac�Gleichung f�ur die Nukleonenspinoren )� in der die auf�
tretenden Potentiale sowohl lokale als auch nicht lokale Anteilen besitzen�

�
�i� �m�)�x�� UMF �x�)�x��
Z
d	y UMD�x� y�)�y� � �� ������

Hier ist zu beachten� da� im Gegensatz zu den Ausf�uhrungen im letzten Abschnitt
die Zeitkoordinate in gleicher Weise behandelt wird wie die r�aumlichen Koordinaten�
x und y repr�asentieren demnach Vierervektoren �x � �t� �r�� y � �t�� �r���� UMF �x�
entspricht einem lokalen Potential analog zum Hartree�Potential� wie es in Abschnitt
��� eingef�uhrt wurde� Dieses Potential UMF �x� wird nun nach der Cli�ord�Algebra ����
entwickelt� Unter der Annahme� da� mit Gleichung ������ spinges�attigte Systeme mit
guter Parit�at beschrieben werden� enth�alt UMD nur skalare �Us� und vekorielle �U�

v �
� � �� � � � � �� Komponenten� d�h�

UMF �x� � Us�x� � 
�U
�
v �x�� ������

In Ref� ��� werden Us und U�
v aus der Hartree�N�aherung des nichtlinearen Walecka�

Modells ���� bestimmt� Die skalare Selbstenergie ist hier proportional zu einem e�ek�
tiven skalaren Mesonenfeld und die Vektorselbstenergie wird entsprechend durch den
Austausch e�ektiver Vektormesonen bestimmt� Auf die genaue Form der Potentiale
wird im folgenden nicht weiter eingegangen� da sie f�ur die Ableitung der Transportglei�
chung ohne Bedeutung ist�
F�ur den impulsabh�angigen Teil des Potentials wird analog eine Kombination aus ska�
larem und vektoriellem Anteil verwendet�

UMD�x� y� � UMD
s �x� y� � 
�U

MD�
v �x� y� �����
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Gleichung ������ stellt einen allgemeinen Ansatz dar� mit dem� in Anlehnung an expe�
rimentelle Befunde� sowohl die Werte der Konstanten cs und cv als auch die funktionale
Abh�angigkeit von Ds und Dv bestimmt werden k�onnen�
Unter Ausnutzung von Identit�aten f�ur die Wigner�Tranformierte von UMD�x� y� ���
erh�alt man�

UMD
s �x� p� �



�����
cs

Z
d	p�DMD

s �p � p��m��x� p��f�x� p��

UvMD
� �x� p� �



�����
cv

Z
d	p�DMD

v �p � p�� *��x� p
��f�x� p��� ������

Mit den impulsabh�angigen e�ektiven Massen und Impulsen

m��x� p� � m� Us�x� � UMD
s �x� p�

*���x� p� � p� � U�
v �x�� UMD�

v �x� p��

In Gleichung ������ ist f�x� p� die Phasenraumdichte der Nukleonen� die hier von den
Vierervektoren x und p abh�angt� Die Funktionen DMD

s�v �p � p�� sind �uber die Fourier�
Transformierte

DMD
s�v �p� p�� 


Z
d	z DMD

s�v �z� eiz��p�p
�� ����
�

de�niert�
In Anlehnung an die Hartree�Fock�N�aherung des Walecka�Modells ���� werden f�ur Ds

und Dv funktionale Abh�angigkeiten gew�ahlt� die e�ektiven Mesonenpropagatoren ent�
sprechen�

DMD
s �p� p�� �

��
s

��
s � �p� p���

DMD
v �p� p�� �

��
v

��
v � �p � p���

� ������

wobei die freien Parameter �s und �v an die experimentellen Daten angepa�t wer�
den ���� An dieser Stelle soll bemerkt werden� da� die impulsabh�angigen Potentiale
eine �ahnliche funktionale Form haben wie der nicht�relativistische Ansatz von Welke
et al� �Abschnitt ������� Die Potentiale ergeben sich wiederum als Impulsraumintegra�
tion �uber eine Propagatorfunktion� Im nicht�relativistischen Fall handelt es sich um
eine dreidimensionale Integration �uber eine Porpagatorfunktion� die nur einen Dreie�
rimpuls�ubertrag enth�alt� w�ahrend im relativistischen Ansatz sich sowohl die Impul�
sintegration �uber die vier Impulskomponenten erstreckt als auch der Propagator den
Viererimpuls�ubertrag enth�alt�

Diese Methode zur Bestimmung der Mittleren�Feld�Potentiale hat folgende Vorz�uge
gegen�uber den in Abschnitt ����� vorgestellten nicht�relativistischen Ans�atze f�ur die
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Selbstenergien� Die demAnsatz zugrunde liegendenWechselwirkungen f�ur das nicht im�
pulsabh�angige Potential �s� Gleichung ������ und die daran anschlie�enden Ausf�uhrun�
gen� und f�ur das impulsabh�angige Potential ������ sind selbst kovariant und gew�ahr�
leisten somit� da� die daraus abgeleiteten Einteilchen�Potentiale wohl de�nierte Eigen�
schaften unter Lorentztransformationen haben� Dies bedeutet� da� die Potentiale in
jedem beliebigen Inertialsystem relativistisch korrekt bestimmt werden k�onnen�

Ausgangspunkt der Ableitung der kovarianten Transportgleichung ist die Wignerma�
trix� die als Wignertransformierte des Erwartungswertes des dyadischen Produktes der
Nukleonenspinoren  ) und ) de�niert ist� Diese Matrix stellt das quantenmechanische
�Aquivalent zur klassischen Phasenraumdichte dar� Sowohl die skalare Baryonendichte
als auch die Vektorstromdichten erh�alt man durch Spurbildung aus der Wignermatrix�
Zusammen mit der Dirac�Gleichung ������ ergibt sich aus einer  h � ��Entwicklung
in den Gradienten der Potentiale die kovariante relativistische Vlasovgleichung f�ur die
klassische Phasenraumdichte f�x� p�n �

*� �*��
p
�U

�
v ��m��p�Us�

	
�x

�
�
*��

x
�U

�
v � � m��x�Us�

	
�p

o
f�x� p� � �� ����	�

Unter der Annahme� da� die Nukleonen nur skalare und keine vekorielle Selbstenergie
�U�

v 
 �� � � �� � � � � �� besitzen� reduziert sich Gleichung ����	� auf den Vlasovteil der
CBUU�Transportgleichung� wie sie dem in dieser Arbeit verwendeten Modell zugrunde
liegt �s� Gleichung ��������

��� Potentiale im CBUU�Modell

In diesem Abschnitt soll beschrieben werden� wie die Potentiale in dem dieser Arbeit
zugrunde liegenden CBUU�Modell implementiert sind� Ziel ist es� einerseits die Un�
zul�anglichkeiten� die � wie in Abschnitt ����� geschildert � auftreten� wenn die Eigen�
schaften der Einteilchen�Potentiale unter Lorentz�Transformationnen nicht eindeutig
de�niert sind� zu vermeiden� Andererseits soll das Modell �numerisch praktikabel� sein�
d�h� es soll m�oglich sein� mit angemessener Rechenzeit Vergleiche mit den experimen�
tellen Daten durchf�uhren zu k�onnen�
Die zugrundeliegende Idee ist� mit Hilfe der nicht relativistischen Parametrisierungen
des Realteils des optischen Potentials der Nukleonen im lokalen Ruhesystem der Kern�
materie �LRF�� in dem die r�aumlichenKomponenten des Baryonenstroms verschwinden
��j � ���� ein skalares Potential zu de�nieren� Dieses Potential hat dann klar de�nierte
Lorentz�Eigenschaften und kann somit sowohl in der Teilchenpropagation als auch im
Sto�term verwendet werden�

����� De�nition der Einteilchen�Potentiale

Wie im letzten Abschnitt dargelegt� lautet die Dirac�Gleichung f�ur Fermionen� in spin�
ges�attigter Kernmaterie mit guter Parit�at�n
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Die entsprechende Dispersionsrelation in der Mittleren�Feld�N�aherung ist durch

E�x� p� �

r�
�p � �Uv �x� p�

	�
� �m� Us �x� p��

� � U�
v �x� p� �����

gegeben�
Im lokalen Ruhesystem der Kernmaterie �LRF� verschwinden die r�aumlichen Kom�
ponenten des Vektorpotentials �U i

v�x� p� � �� i � �� �� ��� nach Abschnitt ���� Die
vektorielle Selbstenergie eines Teilchens ist proportional zur Kopplung an die die Wech�
selwirkung vermittlenden Baryonensstrom � cv  )
�)� In der Mittleren�Feld�N�aherung
wird  )
�) durch den Erwartungswert �  )
�) 	� also durch den Erwartungswert des

Baryonenstromes ����j� ersetzt� Somit ergibt sich im LRF die folgende Dispersionsre�
lation

E�x� p� �
q
�p� � �m� Us �x� p��

� � U�
v �x� p� � �����

Vergleicht man diese Gleichung mit Gleichung ������� so erkennt man� da� das opti�
sche Potential aus nicht�relativistischen Rechnungen im allgemeinen sowohl skalare als
auch vektorielle Anteile enth�alt� Um aus den nicht�relativistischen Parametrisierungen
Potentiale mit de�nierten Lorentz�Eigenschaften zu erhalten� werden diese Potentiale
nun so de�niert� da� sie im LRF mit der Dispersionsrelation ������ �ubereinstimmen�
Hierzu bieten sich drei M�oglichkeiten�

��� Aufteilung des nicht�relativistischen Potentials in ein Vektorpotential und ein
skalares Potential� Diese M�oglichkeit entspricht dem im letzten Abschnitt vorge�
stellten Modell� Der Nachteil ist hier� da� die numerische Behandlung sehr auf�
wendig ist� so da� ein Vergleich mit experimentellen Daten aufgrund mangelnder
Statistik nur bedingt m�oglich ist�

��� Behandlung des Einteilchen�Potentials als Vektorpotential� Hierbei wird das nicht�
relativistische Einteilchen�Potential im LRF der ��ten Komponente eines Vektor�
potentials gleichgesetzt�

��� Mit Hilfe des nicht�relativistischen Potentials wird ein skalares Potential de�niert�
das sich unter Lorentz�Transformationen wie eine Masse verh�alt�

Im CBUU�Modell wird die dritte M�oglichkeit gew�ahlt� da diese im Vergleich zu den
beiden anderen M�oglichkeiten numerisch einfacher zu handhaben ist�
Somit ergibt sich f�ur die Dispersionsrelation eines Baryons� das sich mit dem Viererim�
puls p am Ort �r be�ndet�

E��r� p� �
q
�p� � �m� Us��r� p���� �����

Die explizite Zeitabh�angigkeit der Einteilchen�Potentiale wird im folgenden vernachl�as�
sigt� da im CBUU�Modell von einer einzigen Zeitkoordinate in allen Inertialsystemen
ausgegangen wird� Das skalare Potential Us wird immer im LRF bestimmt� Dazu
wird im LRF die Dispersionsrelation ����� mit der Dispersionsrelation� die das nicht
relativistische Potential Unr ������ enth�alt� gleichgesetzt�q

�p�lrf �m�� 

q
�p�lrf �m� � Unr��lrf ��r�� �plrf �� ����
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Die e�ektive Masse m� eines Teilchens ergibt sich aus der Summe seiner Ruhemasse m
und seines skalaren Potentials

m� � m� Us��lrf ��r�� �plrf �� �����

Bei �plrf und �lrf ��r� handelt es sich um den Impuls des Teilchens im LRF bzw� die
Baryonendichte am Ort des Teilchens im LRF� �lrf ergibt sich in jedem Inertialsystem
als die Norm des Baryonenstroms j� �� � �� � � � � ���

�lrf��r� �
q
���r�� ��j��r��� �����

Au��osen der Gleichung ���� nach Us ergibt

Us��lrf ��r�� �plrf � �r�
Unr��lrf ��r�� �plrf � �

q
�p�lrf �m�

	� � �p�lrf � ���
�

An dieser Stelle sei bemerkt� da� das skalare Potential Us� entsprechend der De�nition
�uber das nicht�relativistische Potential Unr� im LRF nur von den r�aumlichen Kompo�
nenten des Teilchenimpulses abh�angt� In jedem anderen Inertialsystem kommt jedoch
eine implizite Energieabh�angigkeit hinzu� die sich aus der Lorentz�Transformation zwi�
schen dem LRF und dem entsprechenden Inertialsystem ergibt� Ferner wird durch
die Bestimmung des skalaren Potentials im LRF erreicht� da� man ein Potential mit
de�nierten Eigenschaften unter Lorentz�Transformationen erh�alt� obwohl die zugrun�
deliegende Zweiteilchenwechselwirkung nicht kovariant ist�

����� Bestimmung der Parameter

Zur Bestimmung des skalaren Potentials Us im LRF werden die in Abschnitt ����� an�
gegebenen nicht�relativistischen Parametrisierungen ������ und ������ des Einteilchen�
Potentials verwendet� Die dort auftretenden Parameter werden an die Saturationsei�
genschaften von Kernmaterie und die experimentell gefundene Impulsabh�angigkeit des
Realteils des optischen Nukleonenpotentials angepa�t�
Ausgangspunkt ist die Energiedichte

H��r� �
X
I�S

Z
d� p

�����

q
�p� �m� fI�S��r� �p� � V ����r��� �����

wobei f��r� �p� die Phasenraumdichte der Nukleonen ist� �p und m repr�asentieren den
Impuls bzw� die Masse der Nukleonen am Ort �r und bei V ����r�� handelt es sich um
die potentielle Energiedichte entsprechend den Gleichungen ������ und ������ F�ur un�
endliche Kernmaterie entspricht die Phasenraumdichte einer '�Funktion

f��r� �p� �


�����
'�j �p j �kF � ���	�

mit dem Fermiimpuls

kF �
�
�

�
�����r�

� �
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EOS K �MeV� a �MeV� b �MeV� c �MeV� � ����fm�
SMD ��� ������ ����� ����� ���� ����
S ��� ���
�� ����
 ! ���� !

MMD �	� ��	�� �
�� ����� ��
� ����
HMD ��� ����� ���� ����� ��
� ����
H ��� ����� 
��� ! ��� !

Tabelle ���� Verwendete Parameters�atze und Kompressibilit�aten f�ur die Einteilchen�
Potentiale ������ und �������

Aus der Energiedichte ����� erh�alt man die Zustandsgleichung f�ur Kernmaterie �EOS��
die die Bindungsenergie pro Nukleon �Eb�A� als Funktion der Baryonendichte angibt�

Eb

A
��� �

H��r�

�
�m� ������

Am Saturationspunkt hat die Bindungsenergie pro Nukleon einen Wert von ��� MeV�
Die Bedingung



�

�
Eb

A
���

�
����

� � ������

stellt sicher� da� die Bindungsenergie bei der Saturationsdichte �� ein Minimum an�
nimmt� Die �In��Kompressibilit�atK bestimmt das funktionale Verhalten der EOS� Sie
ist �uber die zweite Ableitung der Bindungsenergie pro Nukleon am Saturationspunkt
als

K 
 	��
d�

d��

�
Eb

A
���

�
����

������

de�niert� Da K experimentell nur in einem Bereich von ������ MeV eingegrenzt ist�
werden mehrere EOS mit unterschiedlichen Kompressibilit�aten ge�ttet und die Sen�
sitivit�at der berechneten Observablen auf K untersucht� Mit den Gleichungen �������
������ und ������ werden die Parameter A� B und � der Parametrisierungen des loka�
len Einteilchen�Potentials ������ festgelegt� Die Ergebnisse be�nden sich in der Tabelle
����� und sind mit H und S gekennzeichnet� In Abbildung ��� sind die resultierenden
Zustandsgleichungen f�ur Kernmaterie dargestellt� Die durchgezogene Linie stellt eine
EOS mit einer Kompressibilit�at von ��� MeV dar und die gestrichelte Linie entspricht
einer EOS mit K � ��� MeV� Das Verhalten der Mittleren�Feld�Potentiale als Funkti�
on der Dichte ist in Abbildung ��� wiederum f�ur K � ��� und K � ��� dargestellt�
Die Parametrisierung ������ enth�alt noch zus�atzlich die Parameter C und � zur An�

passung der Impulsabh�angigkeit des Einteilchen�Potentials� Dies geschieht bei � � ��
an drei Punkten ��	��

U�p � �� � �
�MeV

U�p � ���MeV � � �MeV

U�p �� � ����MeV �����
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Abbildung ��� Resultierende Mittlere�Feld�Potentiale f�ur die Parameters�atze SMD�
MMD und HMD �s� Tabelle ������ f�ur Nukleonen mit Ipuls �p � ���



�� Potentiale im CBUU�Modell ��

In Gleichung ����� bezeichnet p den Betrag des Impulses �p� mit dem sich das Nukle�
on relativ zur es umgebenden Kernmaterie bewegt� Die resultierenden Parameters�atze
SMD�MMD und HMD sind mit den zugeh�origen Kompressibilit�aten in Tabelle �����
angegeben� Die entsprechenden Zustandsgleichungen f�ur Kernmaterie f�urK � ���� �	�
und ��� MeV sind in Abbildung ��� dargestellt� In Abbildung �� sind die Einteilchen�
Potentiale f�ur die Parameters�atze SMD� MMD und HMD f�ur p � � als Funktion der
Dichte dargestellt� Hier erkennt man genau wie in Abbildung ���� da� man mit steigen�
der Kompressibilit�at bei hohen Dichten zunehmend repulsivereMittlere�Feld�Potentiale
erh�alt� Der Vergleich der Abbildungen ��� bis �� zeigt� da� die Dichteabh�angigkeit der
Skyrme�Parametrisierungen und die Parametrisierungen der explizit impulsabh�anigen
Einteilchen�Potentiale und EOS vergleichbar ist�
Die Impulsabh�angigkeit des Einteilchen�Potentials ist in Abbildung ��� f�ur den Para�
metersatz MMD f�ur Dichten von ������ ��� ��� und ��� dargestellt�
Aufbauend auf den in diesem Abschnitt vorgestellten Parametrisierungen der Einteil�
chen�Potentiale werden die imCBUU�Modell verwendeten Selbstenergien der Baryonen
extrahiert�
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Kapitel �

Wirkungsquerschnitte

In diesem Kapitel werden die zur L�osung der Kollisionsintegrale ���� verwendeten Wir�
kungsquerschnitte der elementaren Reaktionen �s� Abschnitt ������ vorgestellt�
Die Produktion von Mesonen in Meson�Nukleon� oder Nukleon�Nukleon�Kollisionen
im Rahmen eines Resonanzmodells beschrieben� Die Grundlagen dieses Modells wer�
den in Abschnitt �� dargelegt� Anschlie�end werden ausgehend von einem lorentzinva�
rianten Ausdruck f�ur den Wirkungsqeurschnitt die Wirkungsquerschnitte f�ur Meson�
Nukleon�Kollisionen bestimmt und mit experimentellen Daten f�ur ��Nukleon� und ��
Nukleon�Streuung vergleichen� Die Parametrisierungen der Wirkungsquerschnitte f�ur
die Produktion baryonischer Resonanzen R in Nukleon�Nukleon�Kollisionen werden
durch Anpassung der entsprechenden invarianten Matrixelemente an experimentelle
Daten zur ���� ��� �� und ���Produktion in Nukleon�Nukleon�Reaktionen erhalten�
Aus diesenWirkungsquerschnitten k�onnen dann dieNR � NN �Wirkungsquerschnitte
unter Ausnutzung der Zeitumkehrinvarianz bestimmtwerden� Es zeigt sich� da� zur Be�
schreibung der ���Produktion in Nukleon�Nukleon�St�o�en direkt oberhalb der Schwel�
le das Resonanzmodell nicht ausreicht� Daher wird zus�atzlich zur Beschreibung der
Pionenproduktion in Nukleon�Nukleon�Kollisionen im Rahmen des Resonanzmodells
noch die direkte Pionenproduktion in Nukleon�Nukleon�Reaktionen �NN � NN�� in
das CBUU�Modell aufgenommen� Zur Beschreibung der elastischen Nukleon�Nukleon�
bzw� Nukleon�Resonanz�Kollisionen werden Parametrisierungen der freien elastischen
Nukleon�Nukleon�Wirkungsquerschnittes verwendet�

��� Das Resonanzmodell

Neben elastischen Nukleon�Nukleon�Kollisionen werden im CBUU�Modell inelastische
Reaktionskan�ale behandelt� so z� B� die �� oder ��Produktion in Nukleon�Nukleon�
St�o�en bzw� in Meson�Baryon�Kollisionen� Die Beschreibung dieser inelastischen Re�
aktionen erfolgt in einem Resonanzmodell� das im folgenden beschrieben wird�
Zur quantenmechanischenBerechnung der Wirkungsquerschnitte f�ur Mesonproduktion
in Meson�Nukleon� und in Nukleon�Nukleon�Kollisionen werden in niedrigster Ordnung
die in Abbildung �� dargestellten Feynman�Diagramme ausgewertet� Die linke Seite
der Abbildung beschreibt die Mesonproduktion in einer Meson�Nukleon�Kollision� Ein
Meson a kollidiert mit einem Nukleon b und bilden einen intermedi�aren Zustand� der
durch eine Resonanz R beschrieben wird� Diese Resonanz wiederum zerf�allt in ein

��
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Abbildung ��� Feynman�Diagramme niedrigster Ordnung f�ur �a� Meson�Nukleon und
�b� Nukleon�Nukleon�Kollisionen�

Meson c und ein Nukleon d� Analog erfolgt die Mesonproduktion in Nukleon�Nukleon�
St�o�en �rechte Seite der Abbildung ����
Zur Auswertung des Feynman�Diagramms geht man hier von einer e�ektiven Nukleon�
Nukleon�Wechselwirkung aus� die in der Abbildung durch eine Ellipse angedeutet wird�
Bei der intermedi�aren Resonanz R handelt es sich im allgemeinen um ein �o��shell��
Teilchen� d�h� Energie und Impuls der Teilchen sind nicht �uber eine Dispersionsrelation
der Form

E�
R � �pR

� �m�
r ����

miteinander verkn�upft� In einer semiklassischen Transporttheorie wie dem CBUU�
Modell ist die Behandlung von �o��shell��Teilchen nicht m�oglich� Alle Teilchen be�nden
sich hier �on�shell�� d� h� sie gen�ugen einer Dispersionsrelation �����
Zur Behandlung der oben angesprochenen Prozesse werden diese� wie in Abbildung ��
dargestellt� als Zweistufenprozesse aufgefa�t� Im Fall der Mesonproduktion �links� in
Meson�Nukleon�Kollisionen wird in einemMeson�Nukleon�Sto� eine �on�shell��Resonanz
erzeugt� die entsprechend eines statistischen Zerfallsgesetzes �s� Abschnitt ������ dann
in einem zweiten Schritt in ein Meson und ein Nukleon zerf�allt� In Nukleon�Nukleon�
Kollisionen �rechts� wird eine Resonanz und ein Nukleon erzeugt� Die erzeugte Re�
sonanz wird entsprechend ihrer Dispersionsrelation propagiert� bis sie in ein Nukleon
und ein Meson zerf�allt� Um dem �o��shell��Verhalten der Resonanzen Rechnung zu
tragen� werden die Massen der Resonanzen entsprechend einer Lorentz�Verteilung �s�
Abschnitt ����� �� gew�ahlt� Prozesse� die mesonische Resonanzen enthalten �s�u���
werden analog behandelt�
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Abbildung ��� Meson�Nukleon �a� und Nukleon�Nukleon�Kollisionen �b� als Stufen�
prozesse im Resonanzmodell�

��� Eigenschaften und Zerfallsbreiten der Resonan�

zen

Nachdem im vorangegangenen Abschnitt erl�autert wurde� wie die inelastische Reaktio�
nen im Rahmen des Resonanzmodells behandelt werden� werden nun die Eigenschaften
und Zerfallsbreiten der im CBUU�Modell implementierten Resonanzen erl�autert�
Die Besetzung der Resonanzmassen M erfolgt entsprechend der Lorentz�Verteilung

f�M� �
M�+�tot�M�

�M� �M�
R�

� �M�+�tot�M�
� ����

deren Parameter die mittlere Resonanzmasse MR� die totale Zerfallsbreite +R f�ur M
� MR und die partiellen Zerfallswahrscheinlichkeiten sind� F�ur das ��Meson z� B� wird
eine mittlere Masse MR von 

� MeV�c� und eine Zerfallsbreite +R von ��� MeV
verwendet� Das ��Meson zerf�allt zu ���� in zwei Pionen� Ebenso das ��Meson� das
eine Resonanzmasse MR von ��� MeV�c� und eine Zerfallsbreite +R von ��� MeV
besitzt� Die verwendeten Parameter der baryonischen Resonanzen sind in Tabelle ��
angegeben� Es soll angemerkt werden� da� alle aufgef�uhrten MassenMR� Zerfallsbreiten
+R und Zerfallswahrscheinlichkeiten aus dem PDB �	� entnommen sind�

����� Parametrisierungen der Zerfallsbreiten

Die angegebenen Werte f�ur die Zerfallsbreiten +R der mesonischen und baryonischen
Resonanzen gelten nur f�ur Resonanzen der MasseMR� Im allgemeinen sind die Zerfalls�
breiten der Resonanzen Funktionen der jeweiligen Masse M � F�ur diese masseabh�angi�
gen Zerfallsbreiten +�M� werden Parametrisierungen verwendet� die den den jeweiligen
Zerfallsprodukten zur Verf�ugung stehenden Phasenraum ber�ucksichtigen� Durch Nor�
mierung wird sichergestellt� da� f�ur M � MR die oben angegebenen Zerfallsbreiten
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Tabelle ��� Mittlere Massen MR� Zerfallsbreiten +R� Zerfallskan�ale und Zerfallswahr�
scheinlichkeiten der baryonischen Resonanzen� Die angegebenen Werte sind aus �	�
und im Fall des N������ aus ���� entnommen �Bemerkung� Die im CBUU�Modell ver�
wendete Masse der N�������Resonanz entspricht dem in ���� angegebenen Wert von
�� MeV!c��� Die zweite Spalte enth�alt die gemittelten Matrixelemente f�ur die Pro�
duktion baryonischer Resonanzen in Nukleon�Nukleon�Kollisionen �s� Abschnitt ���

+R resultieren� Aufgrund der verschiedenen Endzust�ande werden die Partialbreiten der
einzelnen Zerfallskan�ale separat parametrisiert� Die totale Zerfallsbreite +�M� einer
Resonanz der Masse M ergibt sich aus der Summe �uber alle Partialbreiten +i�M��
wobei i die Zerfallskan�ale einer Resonanz bezeichnet�

� ���Zerfallsbreite des �������
F�ur die ��������Zerfallsbreite wird die impulsabh�angige Parametrisierung von
Moniz und Koch ����

+Moniz�q� � +R
M


M

�
q

qr

�� �
q�r � ��

q� � ��

��
����

verwendet� M bezeichnet die aktuelle Masse des �������� M
 � ���� MeV!c�

ist seine mittlere Masse entsprechend Tabelle �� und q ist der Betrag des Dreier�
impulses des Pions im Ruhesystem des ������� der Masse M � Analog ist qr der
Betrag des Dreierimpulses des Pions im Ruhesystem eines ������� der Masse
M
� Die Zerfallsbreite ist proportional zu q�� da beim ��������Zerfall ein p�
Wellen�Pion emittiert wird� Um ein Anwachsen der Breite f�ur Pionenimpulse
� zu verhindern� wird eine Cuto��Funktion �letzter Term in Gleichung �����
eingef�uhrt� Der Parameter � hat einen Wert von ��� GeV�c��
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� ������Zerfallsbreite h�oherer baryonischer Resonanzen
Die Parametrisierung der ��� bzw� ��Zerfallsbreite h�oherer baryonischer Reso�
nanzen ist durch

+�q� � +R

�
q

qr

��l�� �
q�r � ��

q� � ��

�l��

� ���

gegeben� Dabei ist l der Bahndrehimpuls des emittierten � oder �$ q und qr sind
analog zu Gleichung ���� die Impulse des emittierten Mesons im Ruhesystem
der Resonanz der Masse M bzw� MR� Die Cuto��Funktion hat dieselbe Form wie
in ����� Der Parameter � h�angt weiterhin von der mittleren Masse MR und der
totalen Zerfallsbreite +R der jeweiligen Resonanz ab

�� � �MR �MN �m��
� �

+�R

� ����

� ���Zerfallsbreite baryonischer Resonanzen
Der ���Zerfall h�oherer baryonischer Resonanzen wird durch einen Zweistufenpro�
ze� beschrieben� Zuerst zerf�allt die Resonanz entsprechend ihrer Partialbreiten
in ein ������� oder ein N���� und ein Pion oder in ein Nukleon und eine
mesonische Resonanz �� oder ��� Diese im ersten Schritt erzeugten Resonanzen
propagieren durch das nukleare Medium und zerfallen schlie�lich in ein Nukleon
und ein Pion im Fall des ������� und N���� oder in zwei Pionen im Fall des
�� und ��Mesons

R� r b� N ��� ����

R steht hier f�ur die zerfallende h�ohere baryonische Resonanz� r repr�asentiert ein
�������� ein N����� ein � oder ein �� und b ist ein Nukleon bzw� ein Pion�
Da die erste Reaktion des Zweistufenprozesses ���� eine Resonanz r enth�alt�
mu� �uber deren Massenverteilung integriert werden� um die ���Zerfallsbreite der
Resonanz R zu ermitteln�

+R�r b�M� �
P��
M

Z M�mb

�
d� pf

�

�

�� +r�tot���

��� �m�
r�
� � �� +�r�tot���

�
�
�MR �MN � �m��

� � ��

�M �MN � �m��
� � ��

��

� ��
�

P�� ist die ���Zerfallsbreite f�ur den Zerfall R � rb der Resonanz R aus Tabelle
�� und pf ist der Impuls der Zerfallsprodukte r und b im Ruhesystem von R�
Da das Integral in Gleichung ��
� f�ur gro�e Resonanzmassen M proportional zu
M ist� wird auch hier eine Cuto��Funktion eingef�uhrt� um ein Divergieren der
���Breite +R�rb�M� f�ur gro�e M zu vermeiden� F�ur den Parameter � wird wieder
ein Wert von ��� GeV verwendet�

� Zerfallsbreiten der mesonischen Resonanzen
F�ur die Zerfallsbreiten der mesonischen Resonanzen � und � wird eine Parame�
trisierung �ahnlich der des ���Zerfalls des ������� gew�ahlt�

+�M� � +r
MR

M

�
q

qr

��Jr��

�
q�r � ��

q� � ��
�Jr��� ����
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wobei MR und M die mittlere Masse bzw� die aktuelle Masse der mesonischen
Resonanz sind� q and qr haben dieselbe Bedeutung wie in Gleichung ���� und Jr
ist der Spin der zerfallenden Resonanz� +r ist die Zerfallsbreite der Resonanz mit
der Masse MR �s�o��� F�ur den Parameter � der Cuto��Funktion wird ebenfalls ���
GeV gew�ahlt�

��� Meson�Baryon� und Meson�Meson�Wirkungs�

querschnitte

Neben den schon erw�ahnten Meson�Nukleon�Kollisionen werden auch� entsprechend
den Partialbreiten der Resonanzen� Reaktionen von Mesonen mit baryonischen Reso�
nanzen und Meson�Meson�Kollisionen im Rahmen des Resonanzmodells �s� Abschnitt
��� behandelt� Bevor die erhaltenen Ergebnisse mit experimentellen Daten verglichen
werden� wird im n�achsten Abschnitt der im Resonanzmodell verwendete Ausdruck zur
Bestimmung der Wirkungsquerschnitte abgeleitet�

����� Der Breit�Wigner�Wirkungsquerschnitt

Zur Beschreibung dieser Reaktionen wird angenommen� da� sowohl im Anfangszustand
�a�b� als auch im Endzustand �c�d� der Reaktion zwei Teilchen vorliegen� Reaktionen
mit einem ��Teilchen�Endzustand �z�B� �N � R� N��� werden durch zwei sequen�
tielle Zweik�orperzerf�alle der Resonanz R modelliert �z�B� NN � R � �������� �
N���� f�ur den Wirkungsquerschnitt der Reaktion

a� b� c� d ��	�

erh�alt man im Schwerpunktsystem der Teilchen a und b ��
�

d�ab�cd �
����	

pi
p
s
�	�pa � pb � pc � pd�jMab�cdj� d�pc

������Ec

d�pc
������Ec

� �����

Bei jMab�cdj� handelt es sich um das Quadrat des invarianten Matrixelements der
Reaktion� Der Querstrich �uber dem Quadrat des Matrixelements soll andeuten� da�
die Summation �uber die Spins der auslaufenden Teilchen und die Mittelung �uber die
Spins der Teilchen im Anfangszustand der Reaktion enthalten ist� Bei

p
s handelt es

sich um die invariante Energie der Reaktion und pi gibt den Impuls der Teilchen a und
b im Schwerpunktsystem an� Entsprechend des linken Teils der Abbildung �� setzt sich
das invariante Matrixelement jMab�cdj� aus einem Matrixelement� das die Produktion
von R aus a und b beschreibt� aus dem Propagator von R und aus dem Matrixelement�
das den Zerfall von R in c und d repr�asentiert� zusammen�

Mab�cd �Mab�R PRMR�cd�

Wie weiter oben bereits ausgef�uhrt� wird die Reaktion im Rahmen einer semiklassischen
Transporttheorie als Zweistufenproze� dargestellt� Dies entspricht der Annahme� da�
das Quadrat des invarianten Matrixelements faktorisiert�

jMab�cdj� � jMab�Rj� jPRj� jMR�cdj�� �����



�� Meson�Baryon� und Meson�Meson�Wirkungs�
querschnitte ��

mit dem Propagator f�ur spinlose Teilchen

PR �
�

s�M�
R �*

� �����

Bei * handelt es sich um den Imagin�arteil der Selbstenergie der Resonanz R� die sich
aus der totalen Zerfallsbreite von R ergibt�

* � i
p
s+tot� �����

F�ur den Fall da� a� b� c� d und R spinlose Teilchen sind� entspricht Gleichung �����
der �� Bornschen N�aherung f�ur die Reaktion ��	��
Die Quadrate der Matrixelemente in Gleichung ����� k�onnen � wiederum unter der
Annahme� da� R eine spinlose Resonanz ist � im Ruhesystem von R durch die entspre�
chenden Partialbreiten ausgedr�uckt werden ��
��

+R�ab �
pab
��s

jMR�abj�� ����

wobei pab den Betrag des Impulses der Teilchen a und b im Ruhesystem der Resonanz
ist und s dem Quadrat der Resonanzmasse entspricht�
Unter Ber�ucksichtigung der Spinfaktoren Si �i � a� b�R� erh�alt man f�ur den totalen
Wirkungsquerschnitt der Reaktion ��	� den bekannten Breit�Wigner�Wirkungsquer�
schnitt

�ab�R�cd �
�SR � �

��Sa � ����Sb � ��

�

p�i

s+R�ab +R�cd

�s�M�
R�

� � s+�tot
� �����

Dieser Querschnitt enth�alt keine Isospinfaktoren� da diese im CBUU�Modell explizit
betrachtet werden und somit mit in die Partialbreiten der Resonanzen eingehen�

����� Vergleich mit experimentellen Daten

In diesem Abschnitt werden die aus der Breit�Wigner�Formel erhaltenen Wirkungs�
querschnitte mit experimentellen Daten f�ur die totalen ��p �� ��p � und ��p � �n �
Wirkungsquerschnitte verglichen�
In Abbildung �� ist der im Rahmen des Resonanzmodells erhaltene totale ��p �Wir�
kungsquerschnitt �durchgezogene Linie� im Vergleich zu den experimentellen Daten
���� dargestellt� Um diesen Wirkungsquerschnitt zu erhalten� wird im Breit�Wigner�
Wirkungsquerschnitt ����� f�ur +R�ab die Partialbreite +R���p der entsprechenden
Resonanz R verwendet� Weiterhin wird +R�cd durch die totale Zerfallsbreite der Reso�
nanz ersetzt und anschlie�end werden die Beitr�age aller baryonischer Resonanzen �s�
Tabelle ��� inkoh�arent aufsummiert� Im Rahmen des verwendeten Resonanzmodells
erh�alt man bis zu Laborimpulsen von etwa ��� GeV!c gute �Ubereinstimmung mit den
Daten� Zur Verdeutlichung sind in der Abbildung die Beitr�age des ������� �gestrichelte
Linie�� des N���� �gepunktete Linie� und des N������ �strich�punktierte Linie� zum
Wirkungsquerschnitt dargestellt� Man erkennt� da� das ������� den Wirkungsquer�
schnitt f�ur Pionenimpulse bis �� GeV!c dominiert� w�ahrend sich der Querschnitt f�ur
h�ohere Pionenimpulse aus der Superposition der Beitr�age mehrerer Resonanzen ergibt�
In Abbildung � ist der totale ��p �Wirkungsquerschnitt �durchgezogene Linie� im
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Abbildung ��� Der totale Wirkungsquerschnitt der Reaktion ���p in Breit�Wigner�
N�aherung als Funktion des ��Laborimpulses � durchgezogene Linie� im Vergleich zu den
experimentellen Daten ����� Die gestrichelte� die gepunktete und die strich�punktierte
Linie geben die Beitr�age des �������� des N���� und des N������ zum totalen
Wirkungsquerschnitt an�

Vergleich zu den experimentellen Daten ���� dargestellt� Die Bestimmung des Wir�
kungsquerschnittes erfolgt analog� Aufgrund der Ladungserhaltung k�onnen zu diesem
Kanal zur Isospin ����Resonanzen� also ��s� beitragen� Die Dominanz des ��������
Beitrags �gestrichelte Linie� ist hier noch ausgepr�agter als im Fall der Reaktion ��p�
Man erkennt auch hier wieder eine gute �Ubereinstimmung mit den Daten bis hin zu
Pionenimpulsen von circa ��� GeV!c�
Zum Abschlu� wird in Abbildung �� der f�ur die Reaktion ��p � �n erhaltene Wir�
kungsquerschnitt im Vergleich zu den experimentellen Daten gezeigt� Hier tr�agt nur
das N������ bei� da dies die einzige der betrachteten Resonanzen ist� die an das ��
Meson koppelt �s� Tabelle ���� Die Daten f�ur diese Reaktion werden ebenfalls bis zu
Impulsen von � ��� GeV!c recht gut beschrieben� Aufgrund der verwendeten partiellen
Zerfallswahrscheinlichkeiten der N�������Resonanz �s� Tabelle ��� werden die Daten
im Maximum um circa �� bis ��� �ubersch�atzt� Oberhalb von ��� GeV!c werden die
Daten untersch�atzt� da dieser Bereich durch den verwendeten Modellraum nicht hinei�
chend abgedeckt wird�

��� Der NN � NR�Wirkungsquerschnitt

Die Bestimmung der Wirkungsquerschnitte f�ur die Produktion von h�oheren baryoni�
schen Resonanzen in Nukleon�Nukleon�Kollisionen erfolgt unter der Annahme� da� die



�� Der NN � NR�Wirkungsquerschnitt ��

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0

25

50

75

100

125

150

175

200

 plab (GeV/c)

 σ
 (

m
b

)

Abbildung �� Der totale Wirkungsquerschnitt der Reaktion ���p aus Gleichung �����
als Funktion des ��Laborimpulses � durchgezogene Linie� im Vergleich zu den experi�
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Abbildung ��� Der totale Wirkungsquerschnitt der Reaktion ��p� �n aus Gleichung
����� als Funktion des ��Laborimpulses im Vergleich zu den experimentellen Daten
�����
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��� � und ��Produktion in Nukleon�Nukleon�Reaktionen oberhalb des ������� durch
folgende Zweistufenprozesse beschrieben werden k�onnen� In der Nukleon�Nukleon�Kol�
lision erfolgt die Anregung einer baryonischen Resonanz� Diese zerf�allt anschlie�end in
ein Nukleon und ein �� � oder ��

NN � NR� NN������ �����

Weiterhin wird angenommen� da� die ���Produktion in Nukleon�Nukleon�Kollisionen
entweder durch die Anregung zweier ������� und deren anschlie�endem Zerfall in
Nukleonen und Pionen oder durch die Anregung einer h�oheren baryonischen Resonanz
und deren Zerfall in ein Nukleon und zwei Pionen �s� Abschnitt ����� beschrieben
werden kann�
Ausgehend von diesen Annahmen wird zun�achst im Rahmen des Resonanzmodells ein
allgemeiner Ausdruck f�ur die Wirkungsquerschnitte der ��� ��� �� und ���Produktion
in Nukleon�Nukleon�St�o�en abgeleitet� Dieser Ausdruck enth�alt Matrixelemente f�ur
die Produktion der h�oheren baryonischen Resonanzen in Nukleon�Nukleon�Kollisionen�
Diese werden als konstant angenommen und an die entsprechenden experimentellen
Daten f�ur ��� �� und ��Produktion angepa�t�

����� Der allgemeine Ausdruck f�ur den Wirkungsquerschnitt

Ausgangspunkt der Ableitung des allgemeinen Ausdrucks f�ur den Wirkungsquerschnitt
der Reaktion NN � NR ist� wie bereits in Abschnitt �� im Zusammenhang mit der
Diskussion von Abbildung �� angedeutet� da� in einer Kollision von zwei Nukleonen
a � b � R � e eine baryonische Resonanz R und ein Nukleon e erzeugt werden� Die
Resonanz R wiederum zerf�allt anschlie�end in zwei Teilchen d und e� Das invariante
Matrixelement dieser Reaktion

Mab�cde �Mab�Re PRMR�cd ���
�

setzt sich� analog zu Abschnitt ����� aus dem invarianten MatrixelementMab�Re f�ur
die Reaktion a� b� R� c� dem Propagator PR �s� Abschnitt ����� der baryonischen
Resonanz und dem invarianten MatrixelementMR�cd des Resonanzzerfalls R� c� d
zusammen� Im folgenden wird ausgehend von dem Ausdruck�

d�ab�cde �
����	

 pi
p
s
�	�pa � pb � pc � pd � pe�jMab�cdej�

� d�pc
����� �Ec

d�pd
����� �Ed

d�pe
����� �Ee

� �����

der Wirkungsquerschnitt f�ur die Anregung der baryonischen Resonanzen in Nukleon�
Nukleon�St�o�en abgeleitet� Die Vorgehensweise und die verwendeten N�aherungen sind
analog zur Ableitung des Breit�Wigner�Querschnittes in Abschnitt ����� In Gleichung
����� ist

p
s die invariante Energie der Teilchen a und b im Anfangszustand der Re�

aktion und pi ist ihr Impuls im Schwerpunktsystem der Reaktion� Wie in Abschnitt

���� ist jMab�cdej� das Quadrat des invarianten Matrixelementes summiert �uber die
Spins der Teilchen im Endzustand und gemittelt �uber die Spins der Teilchen a und b�
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Die Annahme� da� die Reaktion in einem Zweistufenproze� abl�auft� entspricht wieder
einer Faktorisierung des Quadrates des invarianten Matrixelementes gem�a�

jMab�cdej� � jMab�Rej� jPRj� jMR�cdj�� ���	�

Einsetzen von Gleichung ���	� in ����� und anschlie�ende Integration �uber die Im�
pulse der Teilchen im Endzustand der Reaktion �d�pc� d�pd und d�pe� liefert den Wir�
kungsquerschnitt

�ab�cde �Z Z ����	

 pi
p
s
�	�pa � pb � pR � pe�jMab�Rej� d�pe

����� �Ee

d�pR
����� �ER� �z 

��ab�Re���

�
Z
jMR�cdj��	�pR � pc � pe�

d�pc
������Ec

d�pd
������Ed� �z 

� ��

�����
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� �

��� �M�
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����� �ER dER� �z 

�� d�

� d�ab�Re�cde

d�
� �ab�Re���

�

�

�� +R�cd

��� �M�
R�

� � �� +�tot
�����

Hier bezeichnet �ab�Re��� den Wirkungsquerschnitt f�ur die Produktion einer Resonanz
R der Masse � in einem Nukleon�Nukleon Sto��

�ab�Re��� �
�

��� s pi

Z
d# pf jMab�Re���j�� �����

wobei pf und pi die Impulse der Teilchen im Anfangs� und Endzustand der Reaktion
a� b� R � e in deren Schwerpunktsystem bezeichnen� s ist das Quadrat der invari�
anten Energie dieses Prozesses�
Wie weiter oben bereits angesprochen wird� im Rahmen des verwendeten Resonanzmo�

dells weiter angenommen� da� die Matrixelemente jMab�Re���j� f�ur alle baryonischen
Resonanzen au�er dem ������� �vergleiche Abschnitt ���� energie� und impulsun�
abh�angig sind� Das Integral �uber d# reduziert sich somit auf eine Multiplikation mit
��

����� Der NN � N��������Wirkungsquerschnitt

Zur Bestimmung des Wirkungsquerschnittes der Reaktion NN � N������� wird
das von Dimitriev und Sushkov entwickelte Mesonaustauschmodell ���� verwendet� Im
Rahmen dieses Modells wird der Wirkungsquerschnitt f�ur die ��������Produktion in
Nukleon�Nukleon�Kollisionen in erster Ordnung St�orungstheorie unter Verwendung der
in Abbildung �� dargestellten Diagramme berechnet� Das Modell von Dimitriev und
Sushkov baut auf den folgenden ph�anomenologischen Lagrangedichten auf�

LNN� �
fNN�

m�
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�

�,�)�,� �����
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� �
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 )�


,T)�,� � h�c�

	
� �����
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(a) (b)

p1

p1

p3 p3p4 p4

p2

p2

t
π π

u

Abbildung ��� Feynman�Diagramme ��Ordnung� die zur Berechnung des NN �
N��������Wirkungsquerschnitts im Rahmen des Mesonaustauschmodells ����von Di�
mitriev und Sushkov herangezogen werden�

wobei LNN� und LN
� die NN�� bzw� die N���Kopplung beschreiben� Bei )�x� han�
delt es sich um Nukleonspinoren� )�


�x� ist der Rarita�Schwinger�Spinor des Deltas�
und das Isovektorfeld ��x� beschreibt die Pionen� Um das �o��shell��Verhalten der Pio�
nen zu ber�ucksichtigen� werden die NN�� und die N���Vertizes mit einem Formfaktor

F �t� �
�� �m�

�

�� � t
����

versehen� wobei t � p� �� der quadrierte Viererimpuls des Pions ist� Der Parameter �
hat f�ur alle Vertizes denselben Wert� der sich aus der Anpassung an die experimentellen
Daten ergibt� Um die Massenverteilung der ��������Resonanz zu ber�ucksichtigen� wird
an den N���Vertizes ein weiterer� von der invarianten ��������Masse � abh�angiger
Formfaktor Z���m��� eingef�uhrt� Dieser Formfaktor mu� im Vergleich zur Arbeit von
Dimitriev und Sushkov modi�ziert werden� da die im CBUU�Modell verwendete Para�
metrisierung der ��������Breite von der in ���� verwendeten Parametrisierung abweicht
�eine genauere Diskussion be�ndet sich in ��	���

Z���� q�� �

�
q��M�


�m�� � c�

q�����m�� � c�

��

� �����

Analog zur De�nition der ��������Breite ���� gibt q� hier das Quadrat des Dreie�
rimpulses eines von einem ������� der Masse M
 � ���� MeV�c� bzw� der Masse �
emittierten Pions im Ruhesystem des zerfallenden ������� an� Dimitriev und Sushkov
verwenden folgenden Produktansatz f�ur den Formfaktor der N���Vertizes

F �t� ��� � F �t�
q
Z���� t�� �����
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einlaufend auslaufend Ia Ib
p p n ���

p
� �p�

p p p �� �
q
���

q
���

p n p �� �
q
���

q
���

Tabelle ��� Isospinkoe(zienten f�ur die Reaktion NN � N�� Die �ubrigen Kan�ale
ergeben sich aus Isospinsymmetrie�

F�ur das Quadrat des invariantenMatrixelementes jMj� der ReaktionNN � N�������
ergibt sich durch koh�arente Superposition der zu den in Abbildung �� dargestellten
Feynman�Diagramme korrespondierenden Matrixelementen

jMj� � jMa �Mbj� � jMaj� � jMbj� �M�
aMb �MaM�

b � ���
�

Der Querstrich �uber den Matrixelementen soll andeuten� da� die Mittelung �uber die
Spins der Teilchen im Anfangszustand und die Summation �uber die Spins der Teilchen
im Endzustand der Reaktion in den Quadraten der Matrixelemente enthalten ist� Die
Summanden der Gleichung ���
� haben dann folgende Gestalt�
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Ia und Ib bezeichnen die Isospinkoe(zienten der Diagramme a und b aus Abbildung
��� die f�ur alle Isospinkan�ale in Tabelle �� aufgelistet sind�
In ���� sind f�ur den Parameter � und die Kopplungskonstanten fNN� und fN
� die



�� � Wirkungsquerschnitte

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
0

5

10

15

20

25

30

35

√s=2.31 GeV

dσ
/d

co
s(

θ )
 [

m
b

]

cos(θ)

1.1 1.2 1.3 1.4
0

20

40

60

80

100

120

140

160

180

√s=2.31 GeV

dσ
/d

μ  
[m

b
/G

e
V

]
μ [GeV]

1.2 1.4 1.6
0

20

40

60

80

100

120

√s=2.51 GeV

dσ
/d

μ  
[m

b
/G

e
V

]

μ [GeV]
1.1 1.2 1.3 1.4 1.5

0

20

40

60

80

100

√s=2.71 GeV

dσ
/d

μ  
[m

b
/G

e
V

]

μ [GeV]

1.1 1.2 1.3 1.4 1.5
0

10

20

30

40

50

√s=3.08 GeV

dσ
/d

μ  
[m

b
/G

e
V

]

μ [GeV]

1.2 1.4
0

5

10

15

20

25

√s=3.5 GeV

dσ
/d

μ  
[m

b
/G

e
V

]

μ [GeV]

Abbildung �
� Aus dem Mesonaustauschmodell von Dimitriev resultierende di�eren�
tielle pp� n����������Wirkungsquerschnitte� Die Daten sind aus ���� entnommen�
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folgenden Werte angegeben� welche auch im CBUU�Modell verwendet werden�

� � ����GeV fNN� � ����� fN
� � ����� m� � ����GeV� �����

Durch Einsetzen des Quadrates des invarianten Matrixelementes ���
� in den Aus�
druck ����� ergibt sich der massendi�erentielle Wirkungsquerschnitt f�ur die Produk�
tion von ������� in Nukleon�Nukleon St�o�en�
Der resultierende Wirkungsquerschnitt f�ur die Reaktion pp � n��� ist f�ur verschie�
dene invariante Energien als Funktion der Deltamasse � in Abbildung �
 im Vergleich
zu den experimentellen Daten ���� dargestellt� Man erkennt� da� die im CBUU�Modell
verwendetenWirkungsquerschnitte die experimentellen Daten f�ur die massendi�erenti�
ellen Wirkungsquerschnitte gut beschreiben� Man erreicht auch f�ur die winkeldi�eren�
tiellen Wirkungsquerschnitte gute �Ubereinstimmung mit den experimentellen Daten�
Dies ist in Abbildung �
 exemplarisch f�ur eine invariante Energie von ���� GeV dar�
gestellt� Der Beitrag des ������� zum totalen Wirkungsquerschnitt der ���Produktion
in Nukleon�Nukleon�Kollisionen ist in Abbildung ��� durch die gestrichelten Linien
dargestellt�

����� Der Wirkungsquerschnitt f�ur ���Produktion

Zur Berechnung des Wirkungsquerschnittes f�ur ���Produktion in Nukleon�Nukleon�
Kollisionen werden die Beitr�age aller baryonischen Resonanzen zum entsprechenden
Isospinkanal inkoh�arent aufsummiert� F�ur die ��������Produktion wird der Wirkungs�
querschnitt aus Abschnitt ��� verwendet� Den Wirkungsquerschnitt f�ur die Produk�
tion h�oherer Resonanzen erh�alt man nach Integration der Gleichung ����� �uber die
Resonanzmasse �� a und b aus Gleichung ����� stellen den NN Anfangszustand und
c� d� e den NN� Endzustand der Reaktion NN � NN� dar�
Da die Isospin ���� und die Isospin ����Resonanzen verschieden zu den einzelnen Iso�
spinkan�alen der ���Produktion in Nukleon�Nukleon�Kollisionen beitragen� werden die
Wirkungsquerschnitte f�ur die Produktion von Isospin ���� bzw� Isospin ����Resonanzen
in Proton�Proton�Kollisionen separat de�niert� Ausgangspunkt sind die Wirkungsquer�
schnitte f�ur die Produktion einfach geladener Resonanzen in Proton�Proton�Kollisionen
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Zur De�nition von ���� und ���� wurden die Reaktionen mit zwei Protonen im Anfangs�
zustand� also mit Gesamtisospin �� verwendet� Die Wirkungsquerschnitte f�ur Reaktio�
nen� die eine �Uberlagerung mehrerer Isospinkan�ale darstellen �wie z� B� pn � R�n�
Proton und Neutron k�onnen zu Gesamtisospin � und � koppeln�� erh�alt man aus der
inkoh�arenten Addition der einzelnen Beitr�age� Die St�arke der einzelnen Beitr�age ergibt
sich unter der Annahme� da� das Quadrat des Matrixelementes jMNN�NRj� f�ur alle
Isospinkan�ale den gleichen Wert hat� aus den jeweiligen Isospin�Clebsch�Gordan Koef�
�zienten� So erh�alt man z� B� die Isospinkoe(zienten f�ur die Produktion einer einfach
geladenen Isospin ����Resonanz N�� in einem Proton�Neutron�Sto� wie folgt�


hp njHintjN��ni




� �





�

�p
�
hI � �� I� � �j� �p

�
h� �j

�
Hint

�
�p
�
j� �i � �p

�
j� �i

�





�

�
�
�


�

�



�
jMNN�NRj� � �

�
jMNN�NRj� � I jMNN�NRj� �

Die Isospinkoe(zienten I f�ur alle anderen Isospinkan�ale sind in Tabelle �� angegeben�
Zur Beschreibung der verschiedenen Isospinkan�ale der ���Produktion in Nukleon�Nuk�
leon�Kollisionen m�ussen noch die Clebsch�Gordan�Koe(zienten f�ur den Zerfall der Re�
sonanzen ber�ucksichtigt werden� So setzt sich z� B� die Zerfallsbreite einer positiv ge�
ladenen ��Resonanz aus den Partialbreiten der m�oglichen Zerf�alle zusammen�
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Somit erh�alt man f�ur die Produktion neutraler Pionen in Proton�Proton�Kollisionen z�
B� die folgenden Beitr�age�

pp
�
�� p��

�
�� pp��

pp
�� pN��

�
�� pp���

Die Zahlen �uber den Pfeilen entsprechen den Isospinkoe(zienten f�ur die Reaktion
NN � NR bzw� R � N�� Man beachte� da� der Isospinkoe(zient �

	
� der bei der
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Produktion von Isospin ����Resonanzen auftritt� in der De�nition von ���� absorbiert
ist� Somit erh�alt man f�ur die Wirkungsquerschnitte der ���Produktion in Nukleon�
Nukleon�Kollisionen� ausgedr�uckt durch ���� und ����
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����� Der Wirkungsquerschnitt f�ur ��Produktion

Der Wirkungsquerschnitt f�ur die ��Produktion in Nukleon�Nukleon�Kollisionen ergibt
sich ebenfalls aus Gleichung ������ Da in dem hier verwendeten Resonanzmodell nur
die N�������Resonanz an das ��Meson koppelt �s� Tabelle ���� erh�alt man den Wir�
kungsquerschnitt f�ur die ��Produktion aus Gleichung ����� mit dem N������ als in�
termedi�arer Resonanz und NN� als Endzustand cde� Die Quadrate der invarianten

Matrixelemente jMab�Rej� werden durch Fits an die experimentellen Daten f�ur ��
Produktion in Nukleon�Nukleon�St�o�en erhalten� F�ur das Quadrat des Matrixelements
f�ur die N�������Produktion in Proton�Proton�Kollisionen ergibt sich
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Unter Verwendung dieses Matrixelementes erh�alt man den in Abbildung �� im Ver�
gleich zu den experimentellen Daten �
�� ��� dargestellten Wirkungsquerschnitt f�ur
die Reaktion pp � pp�� Die experimentelle Daten des Wirkungsquerschnitt f�ur ��
Produktion in Proton�Neutron�Kollisionen liegen etwa einen Faktor � �uber dem f�ur
Proton�Proton Reaktionen �
��� Folglich erh�alt man f�ur das Quadrat des Matrixele�
mentes 
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����	 Der Wirkungsquerschnitt f�ur ��Produktion

Die Quadrate der invarianten Matrixelemente f�ur die Produktion der baryonischen
Resonanzen� die in ein Nukleon und ein ��Meson zerfallen �s� Tabelle ���� werden
durch einen Fit an die experimentellen Daten f�ur die Reaktion

pp� pp�� ����

bestimmt� Analog zu Gleichung ����� ergibt sich der Wirkungsquerschnitt f�ur die ���
Produktion aus der Summe der Beitr�age der I � ���� and I � ����Resonanzen�

�pp�pp�� �
�

�
���� �

�

�
����� ����
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Abbildung ��� Wirkungsquerschnitt der Reaktion pp � pp� als Funktion der invari�
anten Energie� Die durchgezogene Linie stellt das Ergebnis des Resonanzmodells unter
Verwendung des Quadrates des Matrixelementes aus Gleichung ���	�� Die Kreise re�
pr�asentieren die experimentellen Daten �
�� ����

wobei ���� und ���� entsprechend den Gleichungen ����� und ���� de�niert sind�
Allerdings erstrecken sich die Summen nur �uber Resonanzen mit nicht verschwinden�
den Partialbreiten f�ur den Zerfall in ein Nukleon und ein ��Meson� Die resultierenden
Quadrate der invarianten Matrixelemente sind in der zweiten Spalte der Tabelle ��
angegeben� In Abbildung �	 ist der so erhaltene Wirkungsquerschnitt �durchgezogene
Linie� im Vergleich zu den verf�ugbaren experimentellen Daten ���� dargestellt�

����
 Der Wirkungsquerschnitt f�ur ���Produktion

Wie bereits in Abschnitt �� wird zur Berechnung der Wirkungsquerschnitte der ���
Produktion in Nukleon�Nukleon�Kollisionen angenommen� da� durch die Nukleon�
Nukleon�Kollision eine h�oher liegende baryonische Resonanzen angeregt werden� die
anschlie�end entsprechend ihrer Partialbreiten �s� Tabelle ��� in je ein Nukleon und
zwei Pionen zerfallen�

�� NN � NR � N�������� � NN�� ����

�� NN � NR � NN����� � NN�� ���

�� NN � NR � NN� � NN�� ����

� NN � NR � NN� � NN��� ����

R steht hier f�ur alle baryonische Resonanzen mit nicht verschwindender Partialbrei�
te f�ur den Zerfall in ein Nukleon und zwei Pionen� Zus�atzlich zu diesen Prozessen
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Abbildung �	� Wirkungsquerschnitt der Reaktion pp � pp�� als Funktion der invari�
anten Energie� Die durchgezogene Linie entspricht dem Ergebnis des Resonanzmodells
unter Verwendung der in Tabelle �� angegebenen Quadrate der invarianten Matrix�
elemente� Die Quadrate repr�asentieren die experimentellen Daten �����

kann die ���Produktion in Nukleon�Nukleon�Kollisionen auch �uber die Anregung zwei�
er ������� und deren Zerfall in je ein Nukleon und ein Pion erfolgen

NN � �������������� � NN��� ��
�

F�ur den Wirkungsquerschnitte der Reaktionen NN � �������������� werden im
CBUU�Modell Parametrisierungen von Huber und Aichelin ���� verwendet� Diese Pa�
rametrisierungen sind in Tabelle �� angegeben und in Abbildung ��� graphisch dar�
gestellt� Neben dieser Reaktion werden im CBUU�Modell keine Kan�ale zur Anregung
zweier baryonischer Resonanzen �z�B� NN � �������N������ ber�ucksichtigt�
Zur weiteren Beschreibung der ���Produktion in Nukleon�Nukleon�Kollisionen wer�
den �i��� und �i��� �i � �� ��� � de�niert� Diese �i��� und �i��� ergeben sich aus den
Gleichungen ����� und ����� indem +R�N� durch die entsprechenden Partialbrei�
ten +i �i � �� ��� � f�ur die zweiten Stufen der Reaktionen ���� bis ���� ersetzt wird�
Der Wirkungsquerschnitt f�ur die ���Produktion in Nukleon�Nukleon�Kollisionen lautet
somit

�NN�NN�� �
	X

i��

ni�
i
��� �

	X
i��

di�
i
��� � �NN�
������
�������NN��� ����

Die ni und di sind die Produkte der Isospinkoe(zienten der drei Schritte der Reaktionen
���� � ����� Diese Faktoren sind in Tabelle � f�ur die Isospinkan�ale� f�ur die experi�
mentelle Daten vorliegen� angegeben� �NN�
������
�������NN�� wird analog bestimmt�
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Abbildung ���� Wirkungsquerschnitte der Reaktionen pp � ������ pp � �����
pn � ���� und pn � ����� als Funktion der invarianten Energie der Nukleon�
Nukleon�Kollision im Vergleich zu experimentellen Daten ����� Das Symbol � steht
hier f�ur die ��������Resonanz�

indemman die Wirkungsquerschnitte �NN�
������
������� die zu einem bestimmten Iso�
spinkanal beitragen k�onnen� mit dem Produkt der entsprechenden Isospinkoe(zienten
f�ur den Zerfall der beiden ������� multipliziert und anschlie�end inkoh�arent aufsum�
miert�
Bisher wurden die Quadrate der invarianten Matrixelemente jMNN�NRj� derjenigen
Resonanzen� die an das � koppeln� aus dem Fit an die experimentellen Daten f�ur
den Wirkungsquerschnitt der Reaktion pp � pp� bestimmt� Das Quadrat des inva�
rianten Matrixelementes der N�������Resonanz wurde analog aus den Daten zur ��
Produktion in Nukleon�Nukleon�Kollisionen extrahiert� Die Quadrate der invarianten
Matrixelemente aller anderen im CBUU�Modell verwendeten baryonischen Resonan�
zen werden durch Anpassung an verf�ugbare experimentellen Daten ���� f�ur �� und
���Produktion in Nukleon�Nukleon�Kollisionen festgelegt� Die so erhaltenen Quadra�
te der Matrixelemente sind ebenfalls in Tabelle �� angegeben� Die sich mit diesen
Werten im Rahmen des Resonanzmodells ergebenden totalen Wirkungsquerschnitte
f�ur ���Produktion in Nukleon�Nukleon St�o�en sind in Abbildung ��� �durchgezogene
Linien� dargestellt� Die gestrichelten Linien stellen die Beitr�age des ������� zum to�
talen Wirkungsquerschnitt dar� Die gepunkteten Linien repr�asentieren die Beitr�age
aller Isospin ����Resonanzen und die strich�punktierten Linien korrespondieren zu
den Beitr�agen der h�oheren Isospin ����Resonanzen� Man erkennt� da� der totale ���
Produktionswirkungsquerschnitt mit dem zugrundeliegenden Resonanzmodell bis hin
zu invarianten Energien von � GeV gut reproduziert wird�
In Abbildung ��� ist der resultierende Wirkungsquerschnitt f�ur ���Produktion ����



�� Der NR� NN�Wirkungsquerschnitt ��

2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0
0

5

10

15

20

25

30

√s (GeV)

 σ
 (

m
b)

pp -> pn π+

2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0
0

2

4

6

8

10

12

14

16

18

pn -> pn π0

√s (GeV)

 σ
 (

m
b)

 Daten
 Summe
 Δ(1232)
 I = 1/2 
 I = 3/2 ohne Δ(1232)

2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0
0

1

2

3

4

5

√s (GeV)

 σ
 (

m
b)

pp -> pp π0

2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0

4.5

√s (GeV)

 σ
 (

m
b)

pn -> pp π-

Abbildung ���� Der resultierende totale Wirkungsquerschnitt f�ur ���Produktion
�durchgezogene Linien� f�ur verschiedene Isospinkan�ale im Vergleich zu experimentellen
Daten ����� Gestrichelte Linien� Beitr�age des �������$ gepunktete Linien� Beitr�age der
Isospin ����Resonanzen$ strich�punktierte Linien� Beitr�age der h�oheren Isospin ����
Resonanzen zum totalen Wirkungsquerschnitt�

f�ur alle Isospinkan�ale� f�ur die experimentelle Daten ���� verf�ugbar sind� dargestellt�
Wie im Fall der ���Produktion werden auch die Daten der ���Produktion in Nukleon�
Nukleon�Kollisionen im Rahmen des Resonanzmodells zufriedenstellend reproduziert�

��	 Der NR � NN�Wirkungsquerschnitt

Die Wirkungsquerschnitte der Reaktionen NR � NN � wobei R hier sowohl f�ur ein
������� als auch f�ur eine h�ohere baryonische Resonanz steht� werden aus dem Glei�
chung ����� f�ur einen Zwei�Teilchen�Endzustand gewonnen� F�ur die zur Bestimmung
der Wirkungsquerschnitte notwendigen invarianten Matrixelemente werden im Fall des
������� die invarianten Matrixelemente des Ein�Meson�Austauschmodells von Dimi�
triev ���� und f�ur die h�oheren Resonanzen die sich aus dem weiter oben diskutierten
Resonanzmodell ergebenden Matrixelemente �s� Tabelle ��� verwendet�
Diese Vorgehensweise hat im Vergleich zu fr�uheren Realisierungen des BUU�Modells
den Vorteil� da� nicht mehr auf �detailed balance��Beschreibungen zur Bestimmung
der NR � NN �Wirkungsquerschnitte zur�uckgegri�en werden mu�� Vielmehr sind die
invarianten Matrixelemente sowohl als Funktion der invarianten Energie als auch als
Funktion der Resonanzmasse festgelegt�
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Abbildung ���� Der im Rahmen des Resonanzmodells bestimmte totale Wirkungsquer�
schnitt f�ur die ���Produktion in Nukleon�Nukleon�Kollisionen �durchgezogene Linien�
f�ur verschiedene Isospinkan�ale als Funktion der invarianten Energie im Vergleich zu
experimentellen Daten �����
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��
 Der NR � NR��Wirkungsquerschnitt

Zur Beschreibung von Kollisionen eines Nukleons mit einer Resonanz R im Anfangszu�
stand und einem Nukleon und einer von R verschiedenen Resonanz R� im Endzustand
wird f�ur alle Resonanzen �einschlie�lich des �������� ein Quadrat des invarianten Ma�
trixelements verwendet� das sich aus Mittelung �uber die Quadrate der invarianten Ma�
trixelemente der Reaktionen NN � NR und NN � NR� ergibt� Analog zu Gleichung
����� ergibt sich folgender Ausdruck f�ur den Wirkungsquerschnitt�

�NR�NR�

R��R�
� I

����jMNN�NRj��jMNN�NR�j�� � ��JR����
�� pi s

��	�

� R
d� pf

�
�

�� �R� ���

����M�
R�
�
�
��� ��

R�
���
�

I steht hier f�ur den Isospinkoe(zienten der entsprechenden Reaktion �s� Tabelle ���
und JR� f�ur den Spin der baryonischen Resonanz im Ausgangszustand der Reaktion�

��� Direkte Produktion von Pionen in Nukleon�

Nukleon�St�o�en

DieWirkungsquerschnitte f�ur die Produktion von baryonischen Resonanzen in Nukleon�
Nukleon�Kollisionen wurden so bestimmt� da� zusammen mit dem NN � N��������
Wirkungsquerschnitt die experimentellenDaten der ���� ��� �� und ��Produktion ober�
halb des Massenbereichs des ������� reproduziert werden� Vergleicht man mit den
Daten f�ur die ���Produktion in Nukleon�Nukleon�Kollisionen� so erkennt man� da�
mit den im Rahmen des Resonanzmodells erhaltenen Wirkungsquerschnitte die Daten
direkt oberhalb der Pionenschwelle etwas untersch�atzt werden �s� Abbildung �����

����� Der NN � NN��Wirkungsquerschnitt

Dieses De�zit wird durch die Einf�uhrung eines weiteren Reaktionskanals� der direkten
Produktion von Pionen in Nukleon�Nukleon�St�o�en �NN � NN��� behoben� Da�
zu werden die aus dem Resonanzmodell gewonnenen Wirkungsquerschnitte f�ur die ��
Produktion von den experimentellenDaten subtrahiert� Diese Di�erenz bildet den Wir�
kungsquerschnitt f�ur direkte Pionenproduktion in Nukleon�Nukleon�Kollisionen
�NN�NN�� F�ur alle Isospinkan�ale kann �NN�NN� durch folgenden Ansatz ge�ttet wer�
den�

�N N�N N ��x� � Axn� e��a x
n��b x�� �����

mit

x �

p
s� �MN �m�

�GeV
�

Die Parameter A� a� b� n� und n� sind in Tabelle �� angegeben� Den totalen Wir�
kungsquerschnitt f�ur ���Produktion in Nukleon�Nukleon�Kollisionen erh�alt man durch
inkoh�arente Addition des Beitrages aus dem Zerfall der baryonischen Resonanzen und



�� � Wirkungsquerschnitte

2.0 2.1 2.2 2.3 2.4 2.5 2.6
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0

4.5

√s (GeV)

 σ
 (

m
b)

pn -> pp π-

2.0 2.1 2.2 2.3 2.4 2.5 2.6
0

1

2

3

4

5

√s (GeV)

 σ
 (

m
b)

pp -> pp π0

2.0 2.1 2.2 2.3 2.4 2.5 2.6
0

5

10

15

20

25

30

√s (GeV)

 σ
 (

m
b)

pp -> pn π+

2.0 2.1 2.2 2.3 2.4 2.5 2.6
0

2

4

6

8

10

12

14

16

18

√s (GeV)

 σ
 (

m
b)

pn -> pn π0

Abbildung ���� Der totale Wirkungsquerschnitt f�ur ���Produktion in Nukleon�
Nukleon�Kollisionen im Bereich der Pionenschwelle im Vergleich zu experimentellen
Daten ����� Die gestrichelten Linien geben den Beitrag aus dem Zerfall der baryo�
nischen Resonanzen an� Die durchgezogenen Linien geben die totalen Wirkungsquer�
schnitte an� die aus der inkoh�arenten Addition der Resonanzbeitr�age und des Beitrages
aus der direkten ��Produktion in Nukleon�Nukleon�Kollisionen resultieren�

�N N�N N �� Dieser Wirkungsquerschnitt ist in Abbildung ��� �durchgezogene Linien�
im Vergleich zu den in Abschnitt � ermittelten Beitr�agen der baryonische Resonanzen
�gestrichelte Linien� dargestellt� Die Wirkungsquerschnitte f�ur die nicht dargestellten
Kan�ale ergeben sich aus Isospinsymmetrie�

����� Die NN� � NN�Rate

Nach der Einf�uhrung der Reaktion NN � NN� mu� im CBUU�Modell aus Konsi�
stenzgr�unden auch die R�uckreaktion �NN � NN eingef�uhrt werden� Dazu wird f�ur
jedes Pion die Rate �NN � NN als Funktion der lokalen Protonen� und Neutronen�
dichten berechnet� Die Pionenabsorption geschieht entsprechend dieser �Zerfallsrate� an
zwei zuf�allig ausgew�ahlten Nukleonen�
Unter der Annahme� da� das invariante Matrixelement der Reaktion N� � N� �
N� � N	 � � nur von der invarianten Energie der Reaktion abh�angt� kann der Wir�
kungsquerschnitt �N�N��N� N� � in folgender Form geschrieben werden �s� Abschnitt
�
��� �	��

�N�N��N�N���
p
s� �

SN��N�

� ����� pi
p
s
�




MN�N��N� N� ��
p
s�



� Z dm�

�	 dm
�
��� �����

SN��N� ist der Symmetriefaktor f�ur die Nukleonen N� and N�� pi ist der Betrag des
Dreierimpulses im Schwerpunktsystem der Nukleonen im Anfangszustand der Reaktion
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und die Massen mij erh�alt man aus der Summe der entsprechenden Viererimpulse

m�
�	 � �p� � p	�

�� m�
�� � �p� � p��

��

Die �Ubergangsrate f�ur die Absorption eines Pions an den Nukleonen N� und N	 ist
durch den Ausdruck ��
�

Wfi � ����	
�	 �pN�� � pN�� � pN�� � pN�	 � p�� jMj�

V �
� �����

gegeben� Bei V handelt es sich um ein Normalisierungsvolumen ��
�� Multiplikation
dieser Gleichung mit den Phasenraumfaktoren der Nukleonen im Endzustand der Re�
aktion �N�� N�� und Integration �uber d�pN� und d�pN� ergibt die Rate

+�N�N��N�N� � SN��N�

pf
�

p
s
jMj� �

�E�

�N��

�EN��

�N�	

�EN�	
� �����

Die Faktoren ����E� ergeben sich aus der Normierung der Wellenfunktionen ��
�� Bei
pf handelt es sich hier um den Dreierimpuls der Nukleonen N� und N� im Schwer�
punktsystem der Reaktion$ �N� und �N� repr�asentieren entsprechend des Isospinkanals
die lokalen Protonen� und Neutronendichten und ber�ucksichtigen somit die Ein��usse
des nuklearen Mediums�

�� Elastische Baryon�Baryon�Querschnitte

Zur Beschreibung der elastischen Nukleon�Nukleon Streuung wird die Parametrisierung
des Wirkungsquerschnittes von Cugnon et al� ��
� ��� verwendet� Danach lautet der
totale Wirkungsquerschnitt

�NN�NN �

�
� ��

� �
p
s��MN

GeV

� ��

�
A mb� ����

wobei s das Quadrat der invarianten Energie der Reaktion und MN � 	�� MeV�c� ist
die Nukleonenmasse ist� Die Parametrisierung f�ur die Winkelverteilung lautet weiterhin

d�nn�NN

d#
� e�A�s�t� �����

wobei t das Quadrat des Impuls�ubertrages ist mit

A�s� � �
����� �

p
s� �MN ��

� � ����� �
p
s� �MN ��

�

Die Wirkungsquerschnitte f�ur elastische Nukleon�Resonanz Streuung �NR � NR�
�mit derselben baryonischen Resonanz im Anfangs� und Endzustand der Reaktion�
werden aus demQuerschnitt f�ur elastische Nukleon�Nukleon Streuung abgeleitet� Unter
der Annahme� da� zu dem totalen Wirkungsquerschnitt ���� eine isotrope Winkelver�
teilung der Teilchen im Endzustand korrespondiert� kann das Quadrat des invarianten
Matrixelements aus dem totalen Wirkungsquerschnitt bestimmt werden�

jMNN�NNj� � ��� s

�
� ��

� �
p
s��MN

GeV

� ��

�
A mb� �����
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Einsetzen dieses Matrixelements ����� in Gleichung ����� liefert dann den totalen
Wirkungsquerschnitt f�ur elastische Nukleon�Resonanz Streuung

�NR�NR �
jMNN�NN j�

��� pi s

Z
d� pf

�

�

�� +R���

��� �M�
R�

�
� �� +�R���

� ���
�

Es soll noch bemerkt werden� da� mit dem Wirkungsquerschnitt ���
� nicht nur rein
elastische Streuung beschrieben wird� Ebenso wird zugelassen� da� die Resonanz im
Endzustand eine von der Masse der Resonanz im Anfangszustand der Reaktion ver�
schiedene Masse zugewiesen bekommt�
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pp� �����

x �
p
s �GeV� � �mb�

����� � ���� ������x � �����������

���� � ���� ��
	x � �����
���� � ��	� ��	��� � ��
���x � ���	���

��	� � ��� ���	� � �����x
��� � �� ���	�x���	�� � �����

pn� ����

x �
p
s �GeV� � �mb�

����� � ���� ����x � �����������

���� � ���� ����x � ��
�

���� � ��	� ��
��	 � ��


�x � ����	��

��	� � ���� ���	 � ���
	�x
���� � �� ���
�x����� � ������

pn� �����

x �
p
s �GeV� � �mb�

����� � ���� ��	���x � ���������	�

���� � ��� �
��x � �����
���� ��	� ���	� � ������x � ������

��	� � ���	 ����
 � ��
�	
x
���	 � �� 	����x����	� � ��	�
�

Tabelle ��� Parametrisierungen der ���������������Produktionswirkungsquerschnit�
te f�ur die Isospinkan�ale pp � ������ pn � ���� und pn � ����� aus ����� Den
Wirkungsquerschnitt der Reaktion pp � ���� erh�alt man aus dem der Reaktion
pp � ����� durch Multiplikation mit ���� Aufgrund der Isospinsymmetrie ist der
Wirkungsquerschnitt der Reaktion nn� ���� identisch mit dem der Reaktion pp�
������ Ebenso gleichen sich die Wirkungsquerschnitte der Reaktionen nn � ����

und pp� �����



�� � Wirkungsquerschnitte

pp� pp���� pp� pp���� pp� pn���� pn� pn���� pn � pp����

n� ��	 ��	 ��	 ��	 ��	
n� �	 ��	 �	 �	 �	
n� ��� � ��� ��� ���
n	 ��� ��� � ��� �
d� ���� ��� ���	 ���� �
��
d� ��	 ��	 ��	 �	 ��	
d� ��� � ���� ��� ���
d	 � � � � �

Tabelle �� Produkte der Isospinkoe(zienten f�ur die dritte Stufe der Reaktionen ����
� ���� f�ur die Isospinkan�ale� f�ur die experimentelle Daten vorliegen�

I
N� N� N� N� �
N� N� N� N� �!�
N� N� N� ��� �!
N� N� N� �� �!
N� N� N� �� �!
N� ��� N� ��� �
N� �� N� ��� �!�
N� �� N� �� �!�
N� �� N� �� �!�
N� �� N� �� �!�

Tabelle ��� Isospinkoe(zienten I f�ur Baryon�Baryon�Kollisionen� N und � repr�asen�
tieren Teilchenmit Isospin ��� bzw� Isospin ���� Die Koe(zienten f�ur Kan�ale� die nicht
explizit aufgef�uhrt sind� ergeben sich aus Isospinsymmetrie�

Kanal A �mb� a b n� n�

p p� p p �� ���� ���� ���� ���� ���
p p� p n �� ����� ���� ���� ���� ���
p n� p p �� ��	 ���� ���� ��	� �����
p n� p n �� 
��� ���� � ���� ���

Tabelle ��� Fitparameter f�ur den Wirkungsquerschnitt f�ur direkte Pionenproduktion
in Nukleon�Nukleon�Kollisionen �N N�N N � �Gleichung �������



Kapitel �

Numerische Realisierung des

CBUU�Modells

	�� Die Testteilchenmethode

In diesem Abschnitt wird die numerische Methode zur L�osung der Transportgleichun�
gen ������ f�ur die Phasenraumdichten fi��r� �p� t� der Baryonen und Mesonen beschrie�
ben� Im folgenden wird der Index i� der die Teilchenspezies bezeichnet� unterdr�uckt und
die Diskussion exemplarisch an der Phasenraumdichte f�ur die Nukleonen durchgef�uhrt�
Die Behandlung der anderen Teilchensorten ergibt sich analog�
Eine direkte numerische L�osung der Gleichungen ������ ist mit den heute zur Verf�ugung
stehenden Computern nicht m�oglich� denn dies w�urde erfordern� da� die ��dimensionale
Phasenraumdichte f��r� �p� t� in der Zeit propagiert werden m�u�te� Zur L�osung dieser
Gleichungen bedient man sich der sog� Testteilchenmethode� in der die kontinuierliche
Phasenraumdichte durch folgenden Ansatz diskretisiert wird�

f��r� �p� t� �
�

N

A�t�NX
i��

������r � �ri�t�� �
�����p� �pi�t��� �����

Die Phasenraumdichte wird somit durch Produkte von ��Funktionen in den r�aumlichen
Komponenten von Impuls� und Ortskoordinaten dargestellt� Dies entspricht der Pro�
pagation von klassischen Teilchen� den sog� Testteilchen� die die Nukleonen repr�asen�
tieren� Die gesamte Phasenraumdichte der Nukleonen erh�alt man aus der Gesamtzahl
der Nukleonen�TestteilchenA�t�N zur Zeit t� Hier gibt N die Zahl der Testteilchen pro
physikalischem Teilchen an� d�h� ein Nukleon� eine baryonische Resonanz oder ein Me�
son wird jeweils von N Testteilchen repr�asentiert� Die Tatsache� da� ein physikalisches
Teilchen von N Testteilchen dargestellt wird� kann auch wie folgt interpretiert werden�
Zur Simulation einer Schwerionenkollision werden N Simulationen parallel ausgef�uhrt�
Zur Ermittlung der Ergebnisse wird am Ende oder auch schon w�ahrend der Rechnung
�uber die N Ensembles gemittelt�A�t� gibt die Zahl der Nukleonen an� die sich zur Zeit
t in der Simulation be�nden� Aufgrund der inelastischen Reaktionen �s� Kapitel � ist
diese Zahl nicht konstant� Lediglich die Summe �uber die A�t� f�ur die verschiedenen
Baryonenspezies liefert wegen Baryonenzahlerhaltung eine Konstante�

�	
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	���� Berechnung der Dichten und Str�ome

Den Viererbaryonenstrom j� � ����j� erh�alt man durch Integration der Phasenraum�
dichte �uber den Impuls

j���r� t� �
Z
d� p

E
p� f��r� �p� t�� �����

mit p� � �E� �p� und E �
q
�p� �m���r� �p��� Verwendete man den Testteilchenansatz

zur numerischen Berechnung von j�� so erhielte man die Baryonendichten und �str�ome
als diskrete Funktion von den Testteilchenkoordinaten �ri�t�� Dieser Ausdruck w�are
numerisch schwer zu handhaben� Daher erfolgt die numerische Berechnung von j� im
CBUU�Modell auf einem diskreten Ortsraumgitter� Die Dichten und Str�ome an einem
Ort �rk ergeben sich dann aus der Summe aller Testteilchen� die sich in der zu �rk �
�xk� yk� zk� geh�orenden Gitterzelle k be�nden�

j��xk� yk� zk� �
�

N

X
i�	ri�Vk

p�i
Ei
� �����

wobei Vk das Volumen und die Ortskoordinaten der Gitterzelle k repr�asentiert�

Vk 
 f�r j �xk � dx

�
� rx � xk �

dx

�
�

yk � dy

�
� ry � yk �

dy

�
�

zk � dz

�
� rz � xz �

dz

�
�g� ����

Aufgrund des Speicherplatzbedarfs betr�agt die maximal m�ogliche Zahl der Testteilchen
circa ������� was bedeutet� da� bei dx � dy � dz � � fm sich bei einer Dichte von ��
in einer Au�Au�Kollision etwa � Testteilchen in einer Gitterzelle be�nden� Dies f�uhrt
zu statistischen Schwankungen im Bereich von ���� Diese Schwankungen nehmen in
Bereichen kleiner Dichte � wie am Rand eines Kernes oder in der Expansionsphase
einer Schwerionenkollision � noch zu und erschweren die Berechnung der Mittleren�
Feld�Potentiale und somit die numerische Behandlung der Testteilchenpropagation �s�
Abschnitt �������� Daher ergibt sich die Notwendigkeit� die Dichten und Str�ome zu
�gl�atten��
Diese Gl�attung wird erreicht� indem die Testteilchen zur Berechnung von j� nicht als ��
Funktionen im Ortsraum behandelt werden� sondern als Gau��Pakete� Dies f�uhrt dazu�
da� ein Testteilchen i nicht nur in der Gitterzelle� in der es sich be�ndet� zur Dichte
und zu den Str�omen beitr�agt� sondern auch � entsprechend seinem Gau��Gewicht � in
den Nachbarzellen� Die so erhaltenen �geschmierten� j� sind analog zu den Gleichungen
����� durch die folgenden Ausdr�ucke gegeben�

j��xk� yk� zk� �
�

N

X
i�	ri�Vk

p�i
Ei

�

���������
e
���ri� �rk �

�

�
� � �����

In Gleichung � ���� gibt � die Breite der Gau��Pakete an und hat den Wert �fm�
Die E�ekte der Gl�attung der Baryonendichte und der Baryonenstr�ome sind in Abbil�
dung ��� dargestellt� Hier ist das Dichtepro�l eines Au�Kernes entlang der z�Achse



�� Berechnung der Einteilchen�Potentiale 	�
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Abbildung ���� Dichtepro�l eines Au�Kernes f�ur �r � ��� �� z� f�ur �� Testteilchen pro
Nukleon �oben� und ��� Testteilchen pro Nukleon �unten� mit �rechts� und ohne �links�
Gl�attung der Baryonendichte�

angegeben� Die linke Spalte stellt den initialisierten Kern ohne Gl�attung der Dichte
dar� w�ahrend in der rechten Spalte das Dichtepro�l desselben Kernes mit Gl�attung zu
sehen ist� F�ur die Resultate im oberen Teil der Abbildung wurden �� Testteilchen pro
Nukleon verwendet� w�ahrend im untern Teil N � ��� angenommen wurde� In beiden
F�allen erkennt man� da� durch die Gl�attung die statistischen Schwankungen deutlich
unterdr�uckt werden� Ohne Gl�attung der Dichte nehmen die Fluktuationen nur un�
wesentlich ab� wenn die Testteilchenzahl vervierfacht wird� Anhand der rechten Spalte
erkennt man� da� schon bei N � �� die statistischen Schwankungen durch die Gl�attung
vom �� � ��� auf circa �� verringert werden� Ein �ahnliches Bild ergibt sich f�ur ���
Testteilchen pro Nukleon� Erh�oht man hingegen die Testteilchenzahl bei Verwendung
des Gl�attungsalgorithmus� so verbessert sich die G�ute des Dichtepro�ls nur noch ge�
ringf�ugig �rechte Spalte�� Ein Nachteil des Gl�attungsalgorithmus ist allerdings� da� die
r�aumliche Ausdehnung des Kernes gr�o�er wird und sich somit der mittlere Kernradius
erh�oht� Bei einem Ca�Kern ergibt sich eine Erh�ohung um circa ������ w�ahrend sie im
Fall eines Au�Kernes nur im Bereich von �� liegt� Diese E�ekte sind bei der Simulation
von Schwerionenkollisionen vernachl�assigbar�

	�� Berechnung der Einteilchen�Potentiale

F�ur alle Baryonen� also sowohl f�ur die Nukleonen als auch f�ur die baryonischen Re�
sonanzen werden dieselben Mittleren�Feld�Potentiale verwendet� In Kapitel ��� wurde
bereits erl�autert� wie die kovarianten skalaren Einteilchen�Potentiale im lokalen Ru�
hesystem der Kernmaterie �LRF� aus den nicht relativistischen Parametrisierungen
gewonnen werden� Hier soll nun dargelegt werden� wie die nicht relativistischen Para�
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metrisierungen im LRF ausgewertet werden�
In das Skyrme�Potential ������ und in die ersten zwei Terme der Parametrisierung des
impulsabh�angigen Potentials ������ geht nur die Baryonendichte ein� Zur numerischen
Auswertung dieser Ausdr�ucke wird die gegl�attete Baryonendichte �s� Abschnitt ������
im LRF verwendet� Der Ausdruck

U����r�� �p� � C

��

X
I ��S�

Z
d�p�

�����
fI ��S���r� �p��

� �
�
	p�	p�
�

�� �����

in Gleichung ������ bereitet jedoch Schwierigkeiten bei der numerischen Auswertung�
Setzt man in diesen Ausdruck den Ansatz ����� ein� so erh�alt man f�ur den impul�
sabh�angigen Anteil des Einteilchen�Potentials eines Testteilchens k� am Ort �rk

U����rk�� �p� � C

��

�

N

X
i�	ri�Vk

�

� �
�
	pk�	pi
�

	� � ���
�

wobei N wieder die Zahl der Testteilchen pro Nukleon angibt und Vk analog zu ����
de�niert ist� Zur Bestimmung des Potentials eines Testteilchens mu� also �uber alle
anderen Testteilchen in derselben Gitterzelle summiert werden� Dies bedeutet� da�
die Potentialberechnung ein N��Problem darstellt� Aufgrund der H�au�gkeit� mit der
die Potentiale im CBUU�Modell ausgewertet werden m�ussen� ist es nicht m�oglich mit
vertretbaremCPU�Zeit Aufwand die Mittleren�Feld�Potentiale direkt aus der Aktuellen
Testteilchenverteilung f��r� �p� t� zu berechnen� Zur Berechnung der impulsabh�angigen
Einteilchen�Potentiale mu� also auf N�aherungen zur�uckgegri�en werden�

	���� Die lokale Thomas�Fermi N�aherung

Zur Auswertung des impulsabh�angigen Anteils des Einteilchen�Potential in der loka�
len Thomas�Fermi N�aherung geht man davon aus� da� im lokalen Ruhesystem der
Kernmaterie �LRF� am Ort �r mit der Baryonendichte ���r� alle Einteilchenzust�ande im
Impulsraum gleichm�a�ig bis zu einem lokalen Fermiimpuls

pF ��r� �
�
�

�
�����r�

��
�

�����

gef�ullt sind� Die lokale Phasenraumdichte f�ur Nukleonen f��r� �p� lautet dann

f��r� �p� � ��pF ��r�� p�� ���	�

p gibt in Gleichung ���	� den Absolutbetrag des Teilchenimpulses �p an� In dieser N�ahe�
rung ist das Integral ����� analytisch l�osbar und man erh�alt ��	�
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�� Berechnung der Einteilchen�Potentiale 	�

Der Faktor  ergibt sich � unter der Annahme� da� spin� und isospinsymmetrische
Kernmaterie vorliegt � aus der Summation �uber Spin und Isospin� Das impulsabh�angi�
ge Einteilchen�Potential eines Teilchens erh�alt man aus der Summe des lokalen Anteils
�s�o�� und ������� Dabei ist in der lokalen Thomas�Fermi N�aherung die Kenntnis des
Impulses des Teilchen� f�ur das das Potential bestimmt werden soll� und die Baryonen�
dichte am Ort� an dem sich das Teilchen be�ndet� ausreichend� Beide Gr�o�en sind im
lokalen Ruhesystem der Kernmaterie am Ort des Teilchens zu verwenden�
F�ur einen ruhenden Kern ist die lokale Thomas�Fermi N�aherung sicherlich eine gute
N�aherung� da das lokale Ruhesystem der Kernmaterie mit dem Ruhesystem der Ker�
nes zusammenf�allt und alle Einteilchenniveaus bis zur Fermikante gef�ullt sind� Gleiches
gilt f�ur einen sich bewegenden Kern� da die Lorentz�Transformation ins lokale Ruhesy�
stem der Kernmaterie bewirkt� da� die Potentiale im Ruhesystem des Kernes berechnet
werden� In der Anfangsphase einer Schwerionenkollision gilt dasselbe� solange die bei�
den Kerne im Ortsraum noch nicht �uberlappen� �Uberlappen die beiden Schwerionen
im Ortsraum und die Reaktionszone ist noch nicht �aquilibriert� so verliert die lokale
Thomas�Fermi N�aherung sicherlich an G�ultigkeit� da in diesem Fall die Einteilchennive�
aus nicht gleichm�a�ig bis zur Fermikante gef�ullt sind und somit die aktuelle Nukleonen�
bzw� Testteilchenverteilung nicht einer '�Funktion entspricht� wie in Gleichung ���	�
angenommen wurde� Um dies zu verbessern� wurde in das CBUU�Modell zus�atzlich
zur eben beschriebenen Methode zur Potentialberechnung noch die Berechnung der
Mittleren�Feld�Potentiale im Rahmen des ��Fl�ussigkeiten�Modells implementiert�

	���� Das ��Fl�ussigkeiten�Modell

Wie im letzten Abschnitt bereits angesprochen wurde� soll nun das ��Fl�ussigkeiten�
Modell vorgestellt werden� das als Erweiterung der lokalen Thomas�Fermi N�aherung
zur Berechnung der Einteilchen�Potentiale der Baryonen zu sehen ist� Hier geht man
im lokalen Ruhesystem der Kernmaterie nicht mehr von einer einzigen Fermikugel aus�
deren Mittelpunkt im LRF immer bei verschwindendem Impuls p � � liegt� Vielmehr
ist im LRF die Besetzung von drei Fermikugeln m�oglich�

�� Eine Fermikugel mit Mittelpunkt �pLRF � �� mit einem Fermiimpuls pFLRF �

�� Eine Fermikugel mit dem Projektilimpuls im LRF �pProjektil mit einem Fermiim�
puls pFProjektil�

�� Eine Fermikugel mit dem Targetimpuls im LRF �pTarget mit einem Fermiimpuls
pFTarget�

Zur Berechnung des impulsabh�angigen Anteils des Einteilchen�Potentials ����� amOrt �r
werden alle Teilchen� die sich in der entsprechenden Ortsraumgitterzelle �s�o� be�nden�
einer der drei Fermikugeln zugeordnet� Dazu wird f�ur jedes Teilchen i mit dem Impuls
�pi im LRF der Abstand

distFK �
q
��pi � �pFK�� ������

mit FK � LRF� Projektil� Target�

von den Zentren der drei Fermikugeln berechnet� Die Zuordnung erfolgt dann zu der
Fermikugel FK� zu der der Abstand distFK am kleinsten ist� Nun wird f�ur jede der drei
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Fermikugeln FK die lokale Thomas�Fermi N�aherung angewandt� Die Phasenraumdich�
te der Baryonen am Ort �r erh�alt man durch Summation �uber alle drei Fermikugeln

f��r� �p� �


�����

�
'�pFLRF � j�pj� � '�pFProjektil � j�p� �pProjektilj�

� '�pFTarget � j�p� �pTargetj�
	
� ������

Setzt man diesen Ausdruck in Gleichung ����� ein� so erh�alt man
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mit FK � LRF� Projektil� Target�
Der impulsabh�angige Anteil der Mittleren�Feld�Potentiale ergibt sich somit aus einer
Summe �uber die drei Fermikugeln�
Anhand von Abbildung ��� soll das ��Fl�ussigkeiten�Modell nun n�aher erl�autert wer�
den� In dieser Abbildung sind Impulsraumverteilungen der Baryonen im LRF zu ver�
schiedenen Stadien einer Schwerionenkollision f�ur eine Zelle im Ortsraum schematisch
dargestellt� Der obere Teil der Abbildung zeigt die Anfangsphase einer Reaktion im
Bereich r�aumlichen �Uberlapps von Target und Projektil� Obwohl Target und Projektil
bereits im Ortsraum �uberlappen� haben noch keine Nukleon�Nukleon�Kollisionen statt�
gefunden� Dies entspricht im Impulsraum zwei getrennten Fermikugeln f�ur Projektil
und Target� die � falls die Einschu�energie gr�o�er als die Summe beider Fermiimpulse
pFProjektil� pFTarget ist � nicht �uberlappen� Die Zentren beider Fermikugeln be�nden
sich beim Target� bzw� Projektilimpuls� Kommt es zu Baryon�Baryon�Kollisionen in
der Reaktionszone der Schwerionenkollision� so werden die Fermikugel von Target und
Projektil entleert� Im ��Fl�ussigkeiten�Modell wird angenommen� da� Baryonen� die aus
beiden Fermikugeln herausgestreut werden� in die dritte Fermikugel um pLRF gestreut
werden �Abbildung ��� Mitte�� Dies stellt eine N�aherung dar� da die Baryonen nach der
Streuung prinzipiell den gesamten Impulsraum zwischen pTarget und pProjektil abdecken
k�onnen� Diese N�aherung ist jedoch physikalisch korrekt� da die Kernmaterie inner�
halb der Reaktionszone �aquilibriert� Dies bedeutet� da� die Fermikugeln von Target
und Projektil im �Uberlappbereich allm�ahlich entv�olkert werden und sich die Fermi�
kugel um pLRF f�ullt� Dies ist im unteren Teil von Abbildung ��� dargestellt� Dieser
Teil der Abbildung stellt aber auch gleichzeitig den Impulsraum in der Anfangsphase
einer Schwerionenkollision dar� Bevor es im Ortsraum zum �Uberlapp von Target und
Projektil kommt� liegt sowohl im Bereich des Targets als auch im Gebiet des Projektils
im Impulsraum jeweils eine Fermikugel um pLRF mit den Fermiimpulsen pFTarget und
pFProjektil vor� Gleiches gilt f�ur den Teil des Ortsraums� an dem sich die Spektatoren
be�nden�

	�� Initialisierung

Zu Beginn der Simulation einer Schwerionenkollision im CBUU�Modell werden zwei
Kerne im Orts� und Impulsraum initialisiert� Dabei wird angenommen� da� der Verlauf
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Abbildung ���� Schematische Darstellung der Impulsverteilung der Baryonen zu ver�
schiedenen Stadien einer Schwerionenkollision an ausgew�ahlten Punkten im Ortsraum�
Oben� Beide Kerne �uberlappen bereits im Ortsraum� aber es haben noch keine Baryon�
Baryon�Kollisionen stattgefunden� Im Impulsraum sind zwei separierte Fermikugeln
zentriert um den Projektil� pTarget bzw� den Targetimpuls pProjektil mit den Fermi�
impulsen pFTarget und pFProjektil vorhanden� Mitte� In der Reaktionszone haben bereits
Baryon�Baryon�Kollisionen stattgefunden� Dadurch wurden die Fermikugel von Target
und Projektil teilweise entleert und in den Bereich zwischen Projektil� und Targetim�
puls gestreut� Unten� An einer Stelle imOrtsraum liegt nur eine Fermikugel vor� Dies ist
der Fall a� zu Beginn einer Schwerionenreaktion� wenn Target und Projektil r�aumlich
voneinander getrennt sind� b� in den Spektatoren nicht zentraler Reaktionen� c� in der
Reaktionszone� wenn die Kernmaterie �aquilibriert ist und d� an Stellen im Ortsraum�
an denen z� B� �squeeze�out� statt�ndet und dort lokal die gesamte Kernmaterie in eine
Richtung str�omt�



		 � Numerische Realisierung des CBUU�Modells

der Protonen� und Neutronendichte identisch ist� Die anf�angliche Verteilung der Test�
teilchen im Ortsraum erfolgt entsprechend einer radialsymmetrischen Fermi�Verteilung
f�ur die Baryonendichte im Ruhesystem des entsprechenden Kernes�

��r� �
�r��h

� � e
r�r�
�

i � �����

�r�� gibt hier die Dichte im Innern des Kernes an und � stellt die Ober��achendicke
des Kernes dar� Bei r � r� sinkt die Dichte auf die H�alfte des Wertes im Kerninneren
ab� F�ur die Parameter r� �Kernradius� und � �Ober��achendicke� werden Werte aus
Hartree�Fock Rechnungen f�ur stabile Kerne �
�� verwendet� Nach diesen Rechnungen
liegt � f�ur die im Rahmen dieser Arbeit untersuchten Kernen im Bereich von ���
und ��
�� Die resultierenden Werte f�ur r� sind im oberen Teil von Abbildung ���
f�ur verschiedene Kerne als Funktion ihrer Massenzahl A aufgetragen� Aus den beiden
Parametern � und r� erh�alt man zusammen mit der Normierungsbedingung�

A � �
Z �

�
dr r� ��r�� ������

die Werte f�ur die Baryonendichte im Innern des Kernes� �r�� ist im unteren Teil von
Abbildung ��� f�ur ausgew�ahlte Kerne dargestellt� Man sieht da�� �r�� mit zunehmender
Massenzahl von � ���� ��fm� auf � ����� ��fm� abf�allt�
Im Impulsraum verteilt man� ausgehend von der lokalen Thomas�Fermi N�aherung
�s� Abschnitt ������� die Impulse der Testteilchen homogen in einer Fermikugel� deren
Radius der lokale Fermiimpuls pF ��r� ����� ist� �����

	�� L�osen der Vlasov�Gleichung

In diesem Abschnitt werden zun�achst die aus der Vlasov�Gleichung folgenden Bewe�
gungsgleichungen der Testteilchen angegeben� anschlie�end wird der im CBUU�Modell
verwendete numerische Algorithmus zur L�osung dieser Bewegungsgleichungen vorge�
stellt und erste numerische Ergebnisse pr�asentiert�

	���� Die Bewegungsgleichungen der Testteilchen

Durch Einsetzen des Ansatzes ����� f�ur die Phasenraumdichte f��r� �p� t� in die Vlasov�
Gleichung ����� erkennt man� da� diese gel�ost wird� falls die Testteilchen den klassi�
schen Hamilton�Gleichungen

d�pi
dt

� �H
�ri

d�ri
dt

�
H

�pi
������

gen�ugen� Mit H��r� �p� t� �
q
�p� �m���r� �p� t�� ergibt sich

d�pi
dt

� �m
�
i

Ei

�rr Us��ri� �pi� t�

d�ri
dt

�
�pi
Ei

�
m�

i

Ei

�rp Us��ri� �pi� t�� ����
�
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Abbildung ���� Oben� Verschiedene Kernradien r� aus Hartree�Fock Rechnungen f�ur
stabile Kerne �
�� als Funktion der Massenzahl� Unten� Die resultierende Baryonen�
dichte im Kerninneren �r�� als Funktion der Massenzahl�



	� � Numerische Realisierung des CBUU�Modells

Das L�osen der Vlasov�Gleichung entspricht also der Propagation von Testteilchen in
einem Mittleren�Feld�Potential� das sich aus der Mittelung �uber die Testteilchen aller
N Ensembles ergibt� Die Kollisionen zwischen den Testteilchen erfolgen im CBUU�
Modell hingegen nur innerhalb eines Ensembles� Diese Vorgehensweise zur L�osung der
Transportgleichungen ������ wird �Parallel Ensemble��Methode genannt�

	���� Propagation der Testteilchen

Zur numerischen L�osung der Bewegungsgleichungen der Testteilchen wird eine Pr�adik�
tor�Korrektor�Methode �
�� verwendet� Bei diesem Verfahren handelt es sich um ein
Zweischrittverfahren zur L�osung von Di�erentialgleichungen erster Ordnung� Im er�
sten Schritt wird mit einem Einschrittverfahren der Fehlerordnung � ein sogenannter
Pr�adiktorwert bestimmt� der dann in einem zweiten Schritt korrigiert wird� Die dann
erhaltene L�osung hat eine Fehlerordnung von �� Angewandt auf die Bewegungsgleichun�
gen der Testteilchen f�ur Ort und Impuls ������ hat das Pr�adiktor�Korrektor�Verfahren
die folgende Gestalt�
Zur Zeit t be�nde sich das Testteilchen i mit dem Impuls �pi am Ort �ri� Der Pr�adiktor�
Schritt lautet dann

�pPi � �pi ��t
H��ri� �pi�

�ri
� ������

�rPi � �ri ��t
H��ri� �pi�

�pi
� ����	�

wobei �t die Zeitschrittweite der Simulationsrechnung darstellt� Der Pr�adiktor�Schritt
wird f�ur alle Testteilchen durchgef�uhrt� Anschlie�end wird mit dieser Testteilchen�
verteilung der Baryonenviererstrom j���r� berechnet und� falls zur Bestimmung der
Einteilchen�Potentiale die ��Fl�ussigkeiten�Methode � s� Abschnitt ������ verwendet
wird� die Verteilung der Testteilchen auf die � Fermikugeln aktualisiert� Der anschlie�
�ende Korrektor�Schritt liefert die Orte und Impulse der Testteilchen f�ur den n�achsten
Zeitschritt

�pKi � �pi � ��� ��t
�
H��ri� �pi�

�ri
�
H��rPi � �p

P
i �

�rPi

�
������

�rKi � �ri � ��� ��t
�
H��ri� �pi�

�pi
�
H��rPi � �p

P
i �

�pPi

�
� ������

Zur L�osung der Bewegungsgleichungen der Testteilchen ben�otigt man die Ableitung
der Einteilchenenergien der Testteilchen nach deren Orts� und Impulskoordinaten� Die
Ableitungen nach den r�aumlichen Koordinaten werden auf dem in Abschnitt �����
eingef�uhrten Ortsraumgitter berechnet� Dazu wird ein Testteilchen� das sich mit dem
Impuls �pi am Ort �ri bewegt dem am n�achsten liegenden Gitterpunkt �rk�l�m � �k�r� l�r�
m�r� zugeordnet� wobei �r �� � fm� der Abstand der Gitterpunkte ist� Auf den sechs
n�achsten Nachbarpunkten �rk���l���m�� werden die entsprechenden Einteilchenenergien

Ek���l���m�� �
q
�p�i � �mi � Us��rk���l���m��� �p���

berechnet und dann mittels eines Di�erenzenquotienten die Ableitungen nach den Orts�
koordinaten berechnet� Die Ableitungen nach den Impulskoordinaten der Testteilchen
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werden analog auf einem Impulsgitter mit einem Gitterabstand �p von �� MeV!c be�
rechnet� Die Bestimmung der Einteilchenenergien erfolgt iterativ� da die Energien in
dem Inertialsystem vorliegen m�ussen� in dem die Simulationsrechnung durchgef�uhrt
wird� und die Mittleren�Feld�Potentiale im lokalen Ruhesystem der Kernmaterie be�
rechnet werden�

	���� Stabilit�at

Zu Beginn einer Schwerionenkollision bewegen sich zwei Kerne gleichf�ormig aufeinan�
der zu� Im Rahmen einer Simulationsrechnung werden zwei Kerne in einem Abstand
Rin von einander initialisiert �s� Abschnitt ���� und anschlie�end entsprechend der
Einschu�energie der Reaktion in das Schwerpunktsystem der Reaktion oder in das La�
borsystem transformiert� W�aren die Kerne numerisch nicht stabil� so w�urden sie in der
Ann�aherungsphase �zer�ie�en� und das Ergebnis der Simulationsrechnung w�are sensitiv
auf den Abstand der beiden Kerne zu Beginn der Rechnung� Somit ist die numerische
Stabilit�at sowohl der ruhenden als auch der sich gleichf�ormig bewegenden Kerne eine
wichtige Voraussetzung�
Diese numerische Stabilit�at soll im folgenden demonstriert werden� Dazu sind in Ab�
bildung �� die Dichtepro�le eines ruhenden Ca�Kernes �oben� und eines ruhenden
Au�Kernes �unten� als Funktion des Ortest r f�ur verschiedene Zeiten dargestellt� Exem�
plarisch wurde hier die MMD Parametrisierung �s� Tabelle ������ f�ur die Einteilchen�
Potentiale der Nukleonen verwendet� Es wurden ���� Testeilchen pro Nukleon f�ur die
Ca�Rechnung und ��� Testeilchen pro Nukleon f�ur die Au�Rechnung verwendet� F�ur
beide Kerne erkennt man� da� sie ausgehend von der initialisierten Dichte bei t � �
fm!c Schwingungen ausf�uhren� F�ur beide Kerne bewegen sich diese Dichte�uktuationen
im Bereich von ���� � ��� fm��� Wichtig ist auch� da� die Kerne r�aumlich lokalisiert
bleiben� was einen Test f�ur die G�ute der verwendeten Potentialparametrisierungen� der
Initialisierung und der numerischen Testteilchenpropagation darstellt�
In Abbildung ��� werden analog die Dichtepro�le sich gleichf�ormig bewegender Ca�
�oben� und Au�Kerne �unten� als Funktion des Ortes zu verschiedenen Zeiten dar�
gestellt� Die Darstellung in der linken Spalte entspricht kinetischen Energien von ��
AGeV und die rechte Spalte enth�alt Ergebnisse f�ur Kerne� die sich mit kinetischen Ener�
gien von ��� AGeV bewegen� Diese Werte entsprechen den Geschwindigkeiten � � ��
�
bzw� � � ����� Aufgrund der relativistischen L�angenkontraktion erh�alt man im Ver�
gleich zu Abbildung �� verk�urzte Kerne mit h�oheren Nukleonendichten� Man erkennt�
da� die sich gleichf�ormig bewegenden Kerne w�ahrend des hier dargestellten Zeitinter�
valls von �� fm!c stabil bleiben� Die Schwingungen der Kerne bewegen sich prozentual
im gleichen Bereich wie die der in Abbildung �� dargestellten ruhenden Kerne�

	�	 Das Coulomb�Potential

Elektrisch geladene Baryonen und Mesonen f�uhlen das von allen geladenen Teilchen
generierte Coulomb�Potential Vc��r�� Da die Mesonen im CBUU�Modell bez�uglich des
nuklearen Mittleren�Feldes als freie Teilchen propagiert werden� stellt die Coulomb�
Kraft

�Fc ��r� � �q �rrVc ��r� ������
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Abbildung ��� Dichtepro�le eines ruhenden Ca�Kernes �oben� und eines ruhenden
Au�Kernes �unten� als Funktion des Ortes f�ur verschiedene Zeiten in fm�c�
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Abbildung ���� Dichtepro�le eines sich gleichf�ormig bewegenden Ca�Kernes �oben� und
eines Au�Kernes �unten� als Funktion des Ortes f�ur t � � fm�c �duchgezogene Linien��
t � �� fm�c �gestrichelte Linien�� t � �� fm�c �gepunktete Linien� und t � �� fm�c
�strich�punktierte Linien� f�ur kinetische Energien von �� AGeV �linke Spalte� und
���AGeV �rechte Spalte��

die einzige Kraft dar� die auf ein Meson mit der Ladung q wirkt� F�ur geladene Baryonen
f�uhrt die Coulomb�Kraft Fc ������ zu einem zus�atzlichen Term in den Bewegungsglei�
chungen f�ur die Testteilchen ������ und ����
�� In numerischen Studien hat sich gezeigt�
da� die durch das Magnetfeld induzierten Lorentz�Kr�afte im Rahmen der statistischen
Unsicherheiten keinen Ein�u� auf Pionen� und Protonenspektren haben�
Das Coulomb�Potential Vc ��r� wird in jedem Zeitschritt der Simulationsrechnung aus
der aktuellen Ladungsdichte �c��r� durch L�osen der station�aren Poisson�Gleichung mit
Hilfe des Alternating�Direction Implicit Iterative �ADI��Algorithmus �
�� bestimmt�
Eine detaillierte Diskussion der numerischen Bestimmung des Coulomb�Potentials be�
�ndet sich in Anhang B�

	�
 Das Kollisionsintegral

Die in den CBUU�Gleichungen auftretenden Kollisionsintegrale enthalten entweder
Teilchen�Teilchen� �Baryon�Baryon�� Baryon�Meson� oder Meson�Meson�� Kollisionen
oder sie beschreiben den Zerfall von baryonischen oder mesonischen Resonanzen� Im
folgenden wird beschrieben� wie diese Kollisionsintegrale numerisch realisiert werden�
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	�
�� Teilchen�Teilchen�Kollisionen

Im Rahmen der Testteilchenmethode ergibt sich die L�osung der Kollisionsintegrale als
die Summealler m�oglichen Testteilchenkollisionen� Da� wie schon in Abschnitt ��� ange�
sprochen� im CBUU�Modell die Parallel�EnsembleMethode verwendet wird� sind St�o�e
nur zwischen Testteilchen desselben Ensembles erlaubt� Somit k�onnen die Testteilchen
bez�uglich der Kollisionen als physikalische Teilchen �Nukleonen� Baryonenresonanzen�
Mesonen� aufgefa�t werden�
Kollisionen zweier Testteilchen zum Zeitpunkt t sind m�oglich� falls ihr Abstand b im
Ortsraum kleiner als ein Maximalabstand bmax ist und falls ihre Trajektorien unter
der Annahme einer geradlinigen Propagation der Testteilchen im aktuellen Zeitschritt
den geringsten Abstand voneinander aufweisen� Die Berechnung des Abstandes b der
Testteilchen und der Zeitpunkt der gr�o�ten Ann�aherung werden mit Hilfe eines Al�
gorithmus von Kodama et al� �
� relativistisch korrekt berechnet� Eine Beschreibung
dieses Algorithmus be�ndet sich in Anhang A� Der Maximalabstand bmax ergibt sich
aus einer geometrischen Interpretation des Wirkungsquerschnittes

bmax �

r
�max

�
� ������

wobei �max der maximal m�ogliche Wirkungsquerschnitt f�ur die entsprechende Reakti�
on ist� Dieser maximaleWirkungsquerschnitt betr�agt f�ur Nukleon�Nukleon�Kollisionen
�� mb� f�ur Kollisionen zwischen Nukleonen und baryonischen Resonanzen und ����
Kollisionen �� mb� f�ur ��Nukleon�Kollisionen ��� mb und f�ur ��Nukleon�Kollisionen ��
mb� Diese Werte korrespondieren � sofern vorhanden � zu den experimentell bestimm�
ten maximalen Wirkungsquerschnitten der entsprechenden Reaktion� Sind beide oben
genannten Kriterien erf�ullt� so kann eine Reaktion statt�nden�
Anschlie�end werden die totalen Wirkungsquerschnitte �i�

p
s� �i � �� � � � � n� aller n

m�oglichen Endzust�ande als Funktion der invarianten Energie der Reaktion berechnet�
Die Quotienten

Pi �
�i�
p
s�

�max
�����

mit i � �� � � � � n geben die Wahrscheinlichkeiten f�ur die m�oglichen Endzust�ande an�
Die Wahrscheinlichkeit P�� da� keine Reaktion statt�ndet� ist durch

P� � ��
nX
i��

Pi ������

gegeben� Mit einer Monte Carlo Methode wird festgestellt welcher der n Endzust�ande
angenommen wird bzw� ob keine Reaktion statt�ndet �i � ��� Die Kinematik der
Teilchen im Endzustand i �i � �� � � � � n� wird im Schwerpunktsystem der beiden kol�
lidierenden Teilchen entsprechend den winkeldi�erentiellen Wirkungsquerschnitten �s�
Kapitel � bestimmt� Zum Schlu� wird �uberpr�uft� ob der gew�ahlte Endzustand i vom
Pauli�Prinzip �Abschnitt ������ erlaubt ist� Ist dies der Fall� so wird die Reaktion ak�
zeptiert� Ist der Endzustand jedoch Pauli�geblockt� so wird die Reaktion verworfen�
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	�
�� Zerfall von Resonanzen

Der Zerfall sowohl von baryonischen Resonanzen als auch von mesonischen Resonan�
zen ��� �� wird durch deren massenabh�angige Breite +�M� �s� Kapitel ��� bestimmt�
Im freien Raum zerf�allt eine Resonanz nur auf Grund dieser Breite +�M�� Resonan�
zen� die im Verlauf einer Schwerionenkollision entstehen� sind von nuklearem Medium
umgeben� Dieses Medium modi�ziert die Zerfallsbreite der baryonischen Resonanzen
auf zwei Arten� a�� Die baryonische Resonanz R kann im Sto� mit einem Nukleon N
absorbiert werden �NR � NN�� was zu einer Erh�ohung der Zerfallsbreite f�uhrt� b��
Der Zerfall kann Pauli�geblockt sein� Die numerische Behandlung von a�� wurde im
vorhergehenden Abschnitt aufgezeigt und die Behandlung des Pauli�Blockings wird im
n�achsten Abschnitt erl�autert�
Alle Resonanzen k�onnen entsprechend ihrer Partialbreiten �s� Kapitel ��� in einen
��Teilchen�Endzustand zerfallen� Zur Ermittlung der Zerfallswahrscheinlichkeit P ei�
ner Resonanz wird ein exponentielles Zerfallsgesetz angenommen� Damit ergibt sich
folgender Ausdruck f�ur P �

P � �� e���M����h��
t� ������

wobei �t die Zeitschrittweite der Simulationsrechnung ist� Die Multiplikation mit

 � ��

p
� � �� erfolgt� da die Zerfallswahrscheinlichkeit im Ruhesystem der Reso�

nanz berechnet wird� Mittels eines Monte Carlo Algorithmus wird dann anhand der
Zerfallswahrscheinlichkeit P entschieden� ob ein Zerfall der entsprechenden Resonanz
statt�ndet� Um den Endzustand festzulegen� werden die partiellen Wahrscheinlichkei�
ten f�ur den Zerfall in die m�oglichen Zust�ande i �i � �� � � � � n� de�niert�

Pi �
+i�M�

+�M�
� ����
�

wobei die +i die Partialbreiten �s� Kapitel ��� f�ur die m�oglichen Endzust�ande darstel�
len� Da die Summeder WahrscheinlichkeitenPi auf � normiert ist� kann der Endzustand
mit Hilfe einer Zufallszahl leicht ermittelt werden� Der Zerfall der Resonanz wird ver�
worfen� falls der ermittelte Endzustand Pauli�geblockt ist�

	�
�� Das Pauli�Blocking

Zur vollst�andigen Auswertung des Kollisionsintegrals ������ mu� neben der Berech�
nung der Wirkungsquerschnitte und �Ubergangsraten der Elementarprozesse �uberpr�uft
werden� ob die Endzust�ande dieser Prozesse unbesetzt oder Pauli�geblockt sind� d�h�
ob die Reaktionen ablaufen k�onnen oder aufgrund des Pauli�blockings verboten sind�
Dies wird im Kollisionsintegral ������ durch die Faktoren ���f��r� �p� t�� zum Ausdruck
gebracht� In diesem Abschnitt wird erl�autert� wie im CBUU�Modell das Pauli�Blocking
numerisch behandelt wird�
Um festzustellen� ob zur Zeit t am Ort �r der Phasenraum f�ur ein Nukleon mit Impuls
�p Pauli�geblockt ist� wird im Ortsraum ein W�urfel der Kantenl�ange a � � fm mit
Mittelpunkt �r und im Impulsraum eine Kugel mit Radius p� � �	 MeV�c � ����
fm�� und Mittelpunkt �p betrachtet� Dies entspricht einem Phasenraumvolumen von

�VPh � �Vr �Vp � a�
�

�
p�� � ����� ������
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Dieses Phasenraumvolumen �VPh ist im Fall spin� und isospinges�attigter Kernmaterie
vollst�andig besetzt� falls es mit � ��� Nukleonen gef�ullt ist

Nmax �
�VPh
�����

� �

�
� ����	�

wobei sich der Faktor  aus Spin� und Isospinentartung ergibt�
Im Rahmen der Testteilchenmethode �s� Abschnitt ���� ergibt sich f�ur die Phasenraum�
dichte f��r� �p� t� damit der folgende Ausdruck

f��r� �p� t� �
�

N

A�t�NX
i��

'�p� � j�p� �pij�
Z

VPh

d�r�
�

��������
e�

��r��ri�
�

�
� � ������

N und A�t� geben hier wieder die Zahl der Testteilchen pro Nukleon bzw� die zum Zeit�
punkt t in der Simulationsrechnung vorhandenen Nukleonen an� Zur Phasenraumdichte
f��r� �p� t� tragen also alle Testteilchen bei� deren Impuls �pi innerhalb der oben erw�ahnten
Impulskugel �Vp liegt und deren Gau��Gewichte �zur De�nition der Gau��Gewichte
s� Abschnitt ������ innerhalb des Ortsraumvolumens �Vr nicht verschwindende Wer�
te annehmen� In Abbildung ��� ist die auf diese Art ermittelte Phasenraumdichte als
Funktion des Impulses p eines Nukleons� das sich imMittelpunkt des jeweiligen Kernes
aufh�alt� im Vergleich zur aus der lokalen Thomas�Fermi N�aherung erhaltenen Phasen�
raumdichte dargestellt� W�ahrend der obere Teil der Abbildung das Resultat f�ur einen
Ca�Kern f�ur verschiedene N beinhaltet� ist im unteren Teil das Ergebnis f�ur einen Au�
Kern dargestellt� Man erkennt� da� die statistischen Schwankungen in der Phasenraum�
dichte f�ur die �ublicherweise in Simulationsrechnungen verwendeten Testteilchenzahlen
hinreichend klein sind� Bei kleinen Testteilchenzahlen �N � ��� ���� ergeben sich je�
doch erhebliche Schwankungen� Im Vergleich zur analytischen Phasenraumdichte ist
die numerisch berechnete im Impulsraum ausgeschmiert� was eine Folge des verwen�
deten Impulsraumvolumens �Vp ist� Hieran erkennt man auch die Notwendigkeit� zur
numerischen Berechnung der Phasenraumdichte ein recht gro�es Ortsraumvolumenele�
ment �Vr von �
 fm� verwenden zu m�ussen� Verkleinerte man dieses� so erg�abe sich
aus dem resultierenden gr�o�eren Impulsraumelement eine gr�o�ere Verschmierung der
Phasenraumdichte im Impulsraum� Dies f�uhrte dann zu einer Herabsetzung der G�ute
des numerischen Pauli�Blockings�
Die Entscheidung� ob eine Reaktion �z� B� NN � NN� ablaufen kann oder Pauli�
geblockt ist� geschieht mit Hilfe eines Monte Carlo Algorithmus� Dazu wird f�ur jedes
Nukleon im Endzustand der Reaktion die Phasenraumdichte f��r� �p� t� entsprechend
Gleichung ������ ermittelt� Anschlie�end wird sichergestellt� da� der Wert der nume�
risch berechneten Phasenraumdichte maximal den Wert � � was der vollst�andigen Be�
setzung des Phasenraums an der Stelle �r� �p entspricht � annehmen kann

fPauli��r� �p� t� � min����� f��r� �p� t��� ������

Falls eine dann ermittelte Zufallszahl kleiner als fPauli��r� �p� t� ist� wird der Endzustand
des entsprechenden Teilchens als besetzt angenommen und die Reaktion kann nicht
ablaufen� Andernfalls ist die Reaktion erlaubt� sofern der Endzustand eines weitern
Nukleons� das in derselben Reaktion entsteht� nicht Pauli�geblockt ist�
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Abbildung ���� Die numerisch ermittelte Phasenraumdichte als Funktion des Impulses
f�ur Nukleonen� die sich im Zentrum des jeweiligen Kernes aufhalten im Vergleich zur
aus der lokalen Thomas�Fermi N�aherung erhaltenen Phasenraumdichte �gestrichelte
Linien�� Oben� F�ur Ca�Kern mit N � ���� �durchgezogene Linie� bzw� N � ���
�gepunktete Linie� Testteilchen pro Nukleon� Unten� F�ur einen Au�Kern mit N � ���
�durchgezogene Linie� bzw� N � �� �gepunktete Linie� Testteilchen pro Nukleon�
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	�� Energieerhaltung

Im letzten Abschnitt dieses Kapitels soll die numerische Genauigkeit der Energieer�
haltung im CBUU�Modell untersucht werden� Ausgehend von den in Kapitel �����
vorgestellten potentiellen Energiedichten ������ und ����� wird ein Ausdruck f�ur die
Gesamtenergie formuliert� der nur noch die Einteilchen�Potentiale U��r� �p� enth�alt�
Mit diesemAusdruck f�ur die Gesamtenergie wird dann die Energieerhaltung im CBUU�
Modell numerisch �uberpr�uft�

	���� Das Energiefunktional

Die Energie eines Systems wechselwirkender Teilchen ergibt sich aus der Summe eines
Integrals �uber die Einteilchen�Energiedichte e��r� und des Integrals �uber die potentielle
Energiedichte V ���

E �
Z
e��r� d�r �

Z
V ����r�� d�r� ������

Die Energiedichte e��r� zur Zeit t erh�alt man� indem man die Einteilchenergie mul�
tipliziert mit der Phasenraumdichte �uber die r�aumlichen Komponenten des Impulses
integriert�

e��r� 
X
I�S

�

�����

Z q
�p� �m�fI�S��r� �p� t� d

�p�

Liegen nur Zweiteilchenwechselwirkungen vor� so ist Gleichung ������ �aquivalent zu

E �
Z
e��r� d�r �

�

�

Z
���r�Ub��r� d

�r� ������

wobei Ub��r� das Einteilchen�Potential am Ort �r darstellt� Der Index b �englisch �ba�
re�� soll ausdr�ucken� da� das Einteilchen�Potential aus einer Zweiteilchenwechselwir�
kung hervorgegangen ist� Ein Beispiel f�ur eine solche Wechselwirkung ist die Coulomb�
Wechselwirkung� Auch der zu �� proportionale Anteil der Skyrme�Wechselwirkung
������ f�allt in diese Kategorie� Der impulsabh�angige Anteil der Wechselwirkung �����
stellt ebenfalls eine Zweiteilchenwechselwirkung dar� Will man hier die potentielle Ener�
giedichte durch die Einteilchen�Potentiale ausdr�ucken� so mu� jedoch anstelle der In�
tegration d� � ���r�d�r eine Summation �uber die Spin� und Isospinfreiheitsgrade und
eine Phasenraumintegration df � ������f��r� �p� t�d�rd�p eingef�uhrt werden�

Z
V ����r�� d�r �

�

�

�

�����
X
I�S

Z Z
fI�S��r� �p� t�Ub��r� �p� d

�p d�r� �����

Im folgenden soll die Diskussion auf die Skyrme�Wechselwirkung bzw� auf den lokalen
Anteil der impulsabh�angigen Wechselwirkung beschr�ankt werden� da diese Terme nicht
proportional zu �� sind und somit die Formulierung der Gesamtenergie in Abh�angigkeit
von den Einteilchen�Potentialen erschweren�
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Allgemein erh�alt man das Einteilchen�Potential aus der Variation der potentiellen Ener�
giedichte nach der Baryonendichte �s� Kapitel ��� F�ur die Skyrme�Wechselwirkung geht
diese Variation �aquivalent zu einer partiellen Ableitung nach der Dichte

U��� �
V ���

�
� ������

Um die Energie als Funktion der Einteilchen�Potentiale angeben zu k�onnen� wird eine
dichteabh�angige e�ektive Vertexfunktion v��� eingef�uhrt� Mit dieser Vertexfunktion
wird die potentielle Energiedichte ������ so umgeschrieben� da� sie formal proportional
zu �� ist�

V ��� 
 �

�
��v���� ������

Durch Vergleich mit V ��� erh�alt man

v��� � A
�

��
�

�B

� � �

�
��

�
�
� ����
�

Das Einteilchen�Potential U��� resultiert aus der Variation nach ��

U��� � �v��� �
�

�
��
v���

�
������


 Ub��� � Ur���� ����	�

Der erste Term der Gleichung ������ ergibt sich aus der Ableitung von �� und entspricht
somit dem weiter oben eingef�uhrten Potential Ub� Der zweite Term Ur ergibt sich aus
der Variation der Vertexfunktion v���� In diesemTermwird also die Dichteabh�angigkeit
der e�ektiven Wechselwirkung ber�ucksichtigt� Anschaulich beschreibt dieser Term die
R�uckkopplung des Teilchens� f�ur welches das Einteilchen�Potential berechnet wird� auf
die das Potential erzeugende Kon�guration� Das Potential Ur wird aus diesem Grund
in der Literatur als �rearangement��Potential bezeichnet ���� 
�� 
�� 

�� In der Sprache
der Feynman�Diagramme ergibt sich Ur aus der Ber�ucksichtigung von Diagrammen
h�oherer Ordnung mit mindestens vier Vertizes�
F�ur die Skyrme�Wechselwirkung erh�alt man

Ub��� � A
�

��
�

�B

� � �

�


�
�
�����

Ur��� � B
� � �

� � �

�


�
�
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Die Gesamtenergie ergibt sich dann als
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Z
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Z
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wobei e��r� die weiter oben eingef�uhrte Energiedichte f�ur freie Teilchen darstellt� e���r�
ist die Energiedichte der Quasiteilchen mit der Energie E �

p
�p� �m� � U��� mit

e���r� 

Z
�
q
�p� �m� � U����f��r� �p� t� d�p� �����

Gleichung ���� ist der gesuchte Ausdruck f�ur die Gesamtenergie� der nur noch von
Einteilcheneigenschaften abh�angt� Bei Verwendung der impulsabh�angigen Wechsel�
wirkung ����� ergibt sich die Gesamtenergie� indem man das Skyrme�Einteilchen�
Potential U��� durch das entsprechende impulsabh�angige Einteilchen�Potential ������
ersetzt und auf der rechten Seite von Gleichung ���� in dem Term� der Ub enth�alt�
die impulsabh�angigen Anteile ����� ber�ucksichtigt�

	���� Energieberechnung im Rahmen der Testteilchenmetho�
de

Mit Hilfe der Gleichung ���� l�a�t sich nun die Berechnung der Gesamtenergie im
Rahmen der Testteilchenmethode bestimmen� Dazu wird der Ausdruck ���� in je�
der Gitterzelle des Ortsraumgitters �s� Abschnitt ������ berechnet und anschlie�end
�uber alle Gitterzellen summiert� Die Berechnung des Energieinhaltes einer Gitterzel�
le �rk erfolgt in deren lokalem Ruhesystem als Summe �uber alle Testteilchen in dieser
Gitterzelle

E��rk� �
�

N

X
i�	ri�Vk

�q
�p�i �m�

i � U��ri� �pi�� �

�
Ub��ri� �pi�� Ur��ri� �pi�

�
� �����

Die De�nition von Vk be�ndet sich in Abschnitt ������ Bei U��ri� �pi�� Ub��ri� �pi� und
Ur��ri� �pi� handelt es sich um das gesamte Einteilchen�Potential� dem Anteil des Einteil�
chen�Potentials proportional zu �� und um das �rearangement��Potential des Testteil�
chens i� Analog zu den Ausf�uhrungen in Abschnitt ��� wird im lokalen Ruhesystem der
Kernmaterie aus dem nicht�relativistischen Einteilchen�Potential das skalare Potential�
bzw� die e�ektive Masse eines Testteilchens� bestimmt und man erh�alt

E��rk� �
�

N

X
i�	ri�Vk

�q
�p�i �m��

i �
�

�
Ub��ri� �pi�� Ur��ri� �pi�

�
� ���
�

Der Gesamtimpuls einer Ortsraumzelle �pk ergibt sich analog aus der Summe �uber die
Impulse der Testteilchen in dieser Zelle� Der Beitrag der Zelle �rk zur Gesamtenergie im
Inertialsystem� in dem die Simulationsrechnung durchgef�uhrt wird� ergibt sich durch
eine Lorentz�Transformation in dieses System�

	���� Energieerhaltung in Mittleren�Feld�Rechnungen

Unter Verwendung des soeben beschriebenen Verfahrens wird nun die Energieerhaltung
in Mittleren�Feld�Rechnungen �uberpr�uft� Sofern nicht anders angegeben� wurden alle
folgenden Rechnungen mit dem ParametersatzMMD �s� Tabelle ���� durchgef�uhrt� In
Abbildung ��
 sind die Bindungsenergien �E�A� f�ur einen Ca� �durchgezogene Linie�
und einen Au�Kern �gestrichelte Linie� als Funktion der Zeit dargestellt� F�ur beide
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Abbildung ��
� Bindungsenergien E�A f�ur einen Ca� �durchgezogene Linie� und einen
Au�Kern �gestrichelte Linie� als Funktion der Zeit�

Kerne ergeben sich Schwankungen in der Bindungsenergie pro Nukleon im Bereich von
�� MeV um einen mittlerenWert von ����� MeV im Fall des Ca�Kernes und um �	��
MeV im Fall des Au�Kernes� Diese Werte liegen etwa � MeV �uber den experimentell be�
stimmtenBindungsenergien� Eine Verbesserung der Grundzustandseigenschaften durch
die Ber�ucksichtigung von Ober��achen� und Asymmetrieenergie im CBUU�Modell ist
geplant �
���
Auch die Energieerhaltung f�ur sich gleichf�ormig bewegende Kerne ist zufriedenstellend�
wie man aus Abbildung ��� erkennt� In dieser Abbildung wird die Energie pro Nukleon
abz�uglich der Ruhemasse als Funktion der Zeit f�ur einen Ca� �durchgezogene Linie� und
einen Au�Kern �gestrichelte Linie� mit einer kinetischen Energie von �� AGeV darge�
stellt� Hier stellt man ebenfalls Abweichungen im Bereich von ��� MeV vom Startwert
�t � �� fest�
Nach der �Uberpr�ufung der Energieerhaltung f�ur ruhende und sich gleichf�ormig bewe�
gende Kerne� soll nun das Verhalten f�ur Mittlere�Feld�Rechnungen von kollidierenden
Kernen untersucht werden� Dazu sind in Abbildung ��	 die Energien pro Teilchen als
Funktion der Zeit f�ur eine Ca�Ca� �oben�� eine Zr� Zr� �Mitte� und eine Au�Au�
Kollision �unten� bei einer Einschu�energie von ��� AGeV dargestellt� Die durchgezo�
genen Linien korrespondieren zu Rechnungen mit der Skyrme�Parametrisierung S f�ur
das Einteilchen�Potential der Baryonen� In den Rechnungen� die durch die gestrichel�
ten Linien repr�asentiert werden� wurde das lokale Thomas�Fermi�Modell �s� Abschnitt
������ zur Berechnung der Einteilchen�Potentiale verwendet und die punktierten Linien
wurden im Rahmen des ��Fl�ussigkeiten�Modells �s� Abschnitt ������ erhalten� In allen
Rechnungen wird die Energie in der Ann�aherungsphase der beiden Kerne �� bis � �
fm!c� auf dem gleichen Niveau erhalten wie im Fall der sich gleichf�ormig bewegenden
Kerne� W�ahrend der Zeit des r�aumlichen �Uberlapps der Kerne weicht der Wert von
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Abbildung ���� Die Energie pro Teilchen �abz�uglich der Ruhemasse� als Funktion der
Zeit f�ur sich mit einer kinetischen Energie von �� AGeV gleichf�ormig bewegende Ca�
�durchgezogene Linie� und Au�Kerne �gestrichelte Linie��

E�A um � bis ��� � vom Anfangswert ab� um sich diesem dann am Ende der Reaktion
wieder anzun�ahern� W�ahrend bei Verwendung der Skyrme�Parametrisierung der Wert
am Ende der Reaktion dem Anfangswert entspricht� treten bei Verwendung der expli�
zit impulsabh�angigen Einteilchen�Potentiale Abweichungen von circa ��� � auf� Dies
spiegelt die erh�ohte numerische Komplexit�at� die sich aus der Behandlung der explizit
impulsabh�angigen Potentiale ergibt� wider�
Die Verletzung der Energieerhaltung in der Phase des r�aumlichen �Uberlapps beider
Kerne ist haupts�achlich auf folgende numerische E�ekte zur�uckzuf�uhren� Hier kommt
es zu einer �Uberh�ohung der Baryonendichte im Reaktionsvolumen� was wiederum zu
gr�o�eren Gradienten f�uhrt und somit zu einer numerisch ungenaueren Berechnung der
Einteilchen�Potentiale und damit zu einer Verschlechterung in der Testteilchenpropa�
gation� Der Ein�u� der Numerik auf die Energieerhaltung wird deutlich� wenn man die
Rechnungen in der lokalen Thomas�Fermi�N�aherung mit den Rechnungen unter Ver�
wendung des ��Fl�ussigkeiten�Modells f�ur alle drei Systeme vergleicht� Beide Modelle
sind sowohl in der Anfangs� als auch in der Endphase der Reaktion identisch� da dort
im ��Fl�ussigkeiten�Modell nur die Fermi�Kugeln besetzt werden� die zum LRF korre�
spondieren und sich das ��Fl�ussigkeiten�Modell auf die lokale Thomas�Fermi�N�aherung
reduziert� Die Di�erenz der Werte von E�A zum Ende der Reaktion nimmt von � ���
MeV f�ur das Ca�System auf circa � MeV f�ur Zr � Zr und auf circa ��� MeV f�ur das
Au�System ab� Vom Ca �uber das Zr hin zum Au nimmt das Reaktionsvolumen zu und
entsprechend nehmen die Ober��achene�ekte ab� Dies bedeutet� da� sich im Fall der
schweren Systeme mehr Testteilchen in Bereichen mit kleinen Dichtegradienten aufhal�
ten� als dies f�ur leichte Systeme der Fall ist� Diese hat zur Folge� da� die gegl�attete
Dichte �Abschnitt ������� die zur Potentialberechnung benutzt wird� f�ur schwere Syste�
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me weniger von der aktuellen Testteilchenverteilung abweicht und somit f�ur schwere
Systeme die G�ute der Testteilchenpropagation erh�oht wird�
Vergleicht man die Ergebnisse der verwendeten Potentialmodelle f�ur alle drei Mas�
sensysteme� so erkennt man� da� die Werte f�ur E�A� die in der lokalen Thomas�Fermi
N�aherung erhalten wurden� etwa den Ergebnissen folgen� die unter Verwendung der
Skyrme�Parametrisierung erzielt wurden� Dies folgt aus der Tatsache� da� zur Berech�
nung der Einteilchen�Potentiale in beiden Parametrisierungen letzlich nur die Baryo�
nendichte im lokalen Ruhesystem der Kernmaterie eingeht�
Zusammenfassend kann man feststellen� da� der verwendete Algorithmus zur Test�
teilchenpropagation die Gesamtenergie sowohl f�ur ruhende als auch f�ur gleichf�ormig
bewegte Kerne sehr gut erh�alt� Bei Kollisionen kommt es zu Verletzungen der Energie�
erhaltung von bis zu �� der kinetischen Energie pro Teilchen w�ahrend der �Uberlapp�
Phase der Kerne� Der asymptotische Wert von E�A dagegen weicht nur um circa ����
vom Anfangswert ab� was in Anbetracht der numerischen Komplexit�at ein zufrieden�
stellendes Ergebnis ist�

	���� Energieerhaltung in ��Teilchen�Kollisionen

Bei den CBUU�Gleichungen ������ handelt es sich um Bewegungsgleichungen f�ur die
Einteilchenphasenraumdichten f��r� �p� t�� Demzufolge werden alle Teilchen �Baryonen
und Mesonen� als Quasiteilchen� die durch eine e�ektive Masse m�� den Impuls �p und
die Energie E charakterisiert werden� behandelt� In einer ��Teilchen�Kollision bzw�
einem Resonanzzerfall mu� die Summe der Quasiteilchenenergien und �impulse der
Teilchen im Anfangszustand der Reaktion bzw� die Energie und der Impuls der zerfal�
lenden Resonanz erhalten werden� F�ur eine Kollision zweier Nukleonen N� und N�� in
der die Nukleonen N� und N	 erzeugt werden� hat die Energieerhaltung somit folgende
Gestalt�

E� � E� � E� � E	q
�p�� �m��

� �
q
�p�� �m��

� �
q
�p�� �m��

� �
q
�p�	 �m��

	 � �����

F�ur die Impulserhaltung ergibt sich analog

�p� � �p� � �p� � �p	� ���	�

Die Auswertung der Kollisionsintegrale ������ erfolgt im Schwerpunktsystem der kolli�
dierenden Teilchen bzw� im Ruhesystem der zerfallenden Resonanz� In diesem System
gilt f�ur die Impulse der beiden Teilchen im Endzustand der Reaktion

�p� � ��p	 
 �p� ������

Mit
p
s als der Summe der Quasiteilchenenergien im Anfangszustand der Reaktion�

erh�alt man f�ur den Betrag von �p

p �

s
�s�m��

� �m��
	 ��

s
�m��

� � ������

Bei dieser Gleichung handelt es sich um eine Iterationsgleichung f�ur den Betrag des
Impulses �p� da die e�ektiven Massen m�

� und m�
	 wiederum implizit von diesem Impuls
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Abbildung ��	� Die Energie pro Teilchen �abz�uglich der Ruhemasse� als Funktion der
Zeit f�ur Mittlere�Feld�Rechnungen kollidierender Kerne unter Verwendung der Skyrme�
Parametrisierung �durchgezogene Linien�� der lokalen Thomas�Fermi N�aherung �gestri�
chelte Linien� und des ��Fl�ussigkeiten�Modells �gepunktete Linien� zur Berechnung der
Einteilchen�Potentiale� Oben� Ca� Ca� Mitte� Zr � Zr� unten� Au� Au� Alle Rech�
nungen wurden mit Einschu�energien von ��� AGeV durchgef�uhrt�
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abh�angen� F�ur die Produktion einer Resonanz in einer ��Teilchen�Kollision �Meson�
Baryon� oder Meson�Meson�Kollision� ergeben sich die Quasiteilchenenergie ER und
die �impulse �pR der Resonanz aus der Summe der Energien und Impulse der Teilchen
im Anfangszustand der Reaktion� Die e�ektive Masse m�

R der Resonanz liegt somit fest
�uber

m�
R �

q
E�
R � �p�R�

Die Bestimmung der Ruhemasse mR erfolgt im lokalen Ruhesystem der Kernmaterie
durch Au��osen von Gleichung ���� nach mR� Das entsprechende skalare Potential der
Resonanz resultiert aus der Di�erenz von Ruhemasse und e�ektiver Masse�
Im folgenden soll untersucht werden� welche Ein��usse die Quasiteilchenn�aherung und
somit die soeben beschriebene Methode zur Bestimmung der Quasiteilchenenergien
und �impulse in ��Teilchen�Kollisionen und Resonanzzerf�allen auf die Erhaltung der
Gesamtenergie�
Betrachtet man den Ausdruck ���
� f�ur die Gesamtenergie� so erkennt man� da� dieser
Ausdruck nur im Fall von impulsunabh�angigen Einteilchen�Potentialen streng erhalten
ist� Denn nur in diesem Fall sind die Potentiale Ub und Ur f�ur alle an einer ��Teilchen�
Kollision beteiligten Teilchen dieselben und die Erhaltung der Quasiteilchenenergien
in einer Kollision oder einem Resonanzzerfall ist �aquivalent zur Erhaltung der Gesam�
tenergie ���
�� Bei Verwendung von impulsabh�angigen Potentialen sind die Potentiale
Ur und Ub f�ur die Teilchen im Anfangszustand und die Teilchen im Endzustand einer
Reaktion im allgemeinen nicht identisch� was zur Folge hat� da� der Ausdruck ���
�
nicht streng erhalten ist�
Dies soll anhand von Abbildung ���� demonstriert werden� Hier ist die Energie pro
Nukleon �abz�uglich der Ruhemasse� als Funktion der Zeit f�ur Ca� Ca� Zr � Zr und
Au�Au bei einer Einschu�energie von ��� AGeV dargestellt� Dabei wurde zur Berech�
nung der Einteilchen�Potentiale der Baryonen die Skyrme�Parametrisierung �oben��
die lokale Thomas�Fermi N�aherung �Mitte� und das ��Fl�ussigkeiten�Modells �unten�
verwendet� Man erkennt� da� bei Verwendung der Skyrme�Parametrisierung der Aus�
druck ���
� f�ur die Gesamtenergie f�ur alle drei Systeme im Rahmen der numerischen
Unsicherheiten �s� Diskussion von Abbildung ��	� auf einem Niveau � ���� erhalten
ist� Bei Verwendung der explizit impulsabh�angigen Potentialparametrisierungen wird
der soeben diskutierte Ein�u� der ��Teilchen�Kollisionen deutlich� W�ahrend die Ge�
samtenergie linear mit der Zahl der Nukleonen im System ansteigt� w�achst die Anzahl
der ��Teilchen�Kollisionen proportional zum Quadrat der Zahl der Nukleonen� Dies
f�uhrt dazu� da� die Energie des mittleren Feldes ���
� am Ende der Rechnung im�
mer weiter vom Ausgangswert abweicht je schwerer das betrachtete System ist� In der
lokalen Thomas�Fermi N�aherung w�achst diese Abweichung von ���� im Fall des Ca�
Systems auf ���� f�ur das Zr�System und auf ���� f�ur das Au�System� Das gleiche
Verhalten ist im Rahmen des ��Fl�ussigkeiten�Modells festzustellen� Hier ergeben sich
Abweichungen von ���� f�ur Ca� ���� f�ur Zr und ��� f�ur Au� Die Tatsache� da� f�ur das
��Fl�ussigkeiten�Modell gr�o�ere Abweichungen als f�ur die lokale Thomas�Fermi N�ahe�
rung auftreten� l�a�t sich anhand von Abbildung ��� anschaulich verstehen� Die meisten
��Teilchen�Kollisionen �nden vor der �Aquilibrierung des Feuerballs statt� Die Teilchen
im Anfangszustand einer Kollision be�nden sich meist in den zu Target und Projektil
korrespondierenden Impulskugeln� w�ahrend die Teilchen im Endzustand einer Reaktion
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Abbildung ����� Energie pro Teilchen �abz�uglich der Ruhemasse� als Funktion der
Zeit f�ur Ca� Ca �durchgezogene Linien�� Zr � Zr �gestrichelte Linien� und Au�Au
�gepunktete Linien� bei einer Einschu�energie von ��� AGeV und einem Sto�parameter
b � � fm unter Verwendung der Skyrme�Parametrisierung �oben�� der lokalen Thomas�
Fermi N�aherung �Mitte� und des ��Fl�ussigkeiten�Modells �unten� zur Berechnung der
baryonischen Einteilchen�Potentiale�
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sich � im Rahmen des ��Fl�ussigkeiten�Modells � in der Impulskugel mit dem Mittel�
punkt �pLRF � �� be�nden� In der lokalen Thomas�Fermi N�aherung wird zur Berechnung
der Einteilchen�Potentiale davon ausgegangen� da� sich alle Teilchen im LRF in einer
Fermikugel um �pLRF � �� be�nden� Dies bedeutet� da� es im ��Fl�ussigkeiten�Modell�
verglichen mit der lokalen Thomas�Fermi N�aherung� zu gr�o�eren Unterschieden in den
Potentialen Ub der Teilchen im Anfangszustand und im Endzustand einer ��Teilchen�
Kollision �s� Gleichungen ������ und ������� und somit zu gr�o�eren Abweichungen in
der Energie des mittleren Feldes kommt�
Zur expliziten Quanti�zierung dieser Aussagen dienen die Abbildungen ���� und �����
In Abbildung ���� ist die Baryonendichte einer Au � Au�Kollision mit einem Sto��
parameter von b � � fm f�ur verschiedene Zeiten dargestellt� Die Abbildung stellt den
Dichteverlauf in der x�z�Ebene f�ur y � � dar� Zur Zeit t � � fm!c sind die beiden Kerne
separiert� Bei circa � fm!c kommt es zum r�aumlichen �Uberlapp beider Kerne� Anschlie�
�end �t � ����� fm!c� kommt es im Zentrum des Reaktionsvolumens zur Ausbildung
der Hochdichtephase� wobei Dichten von � ����� erreicht werden� Bei t � �� fm!c be�
ginnt die Expansionsphase und der Feuerball dehnt sich gleichm�a�ig nach allen Seiten
aus� Zur Zeit t � � fm!c ist der Wert der Baryonendichte im Zentrum auf weniger als
�� von �� abgesunken�
Abbildung ���� gibt die relative Besetzungszahl der drei Impulskugeln des ��Fl�ussigkei�
ten�Modells f�ur dieselbe Reaktion als Funktion der r�aumlichen z�Koordinate f�ur x � �
und y � � an� Die durchgezogenen Histogramme repr�asentieren die relative Anzahl
der Baryonen� die sich im lokalen Ruhesystem der Kernmaterie in der Impulskugel mit
Mittelpunkt �p � �� be�nden� Entsprechend geben die gestrichelten und die gepunkteten
Histogramme die relative Zahl der Teilchen an� die sich in den Impulskugeln be�nden�
deren Mittelpunkte zum Target� bzw� Projektilimpuls korrespondieren� Zur Zeit t � �
fm!c sind beide Kerne r�aumlich separiert �s� Abbildung ����� und alle Teilchen bewegen
sich� abgesehen vom jeweiligen Fermiimpuls� gleichm�a�ig mit Target� bzw� Projektilge�
schwindigkeit� Transformiert man Projektil� und Targetimpuls in das jeweilige LRF� so
�ndet man �pProjektil � �pTarget � ��� Aufgrund der r�aumlichen Separation der Kerne sind
die Fermikugeln� deren Mittelpunkte dem Target� bzw� Projektilimpuls entsprechen�
also mit der Fermikugel um �p � � im LRF identisch� Dasselbe gilt auch f�ur t � �
fm!c� Hier kommt es gerade zur Ber�uhrung beider Kerne� Es ist nicht mehr der Fall
sobald sich an einem Ort sowohl Nukleonen aus dem Target als auch Nukleonen aus
dem Projektil be�nden �s� dazu die Diskussion zur Abbildung ��� in Kapitel �������
Zur Zeit t � �� fm!c� also zu Beginn der Hochdichtephase� be�nden sich im Zentrum
des Reaktionsvolumens ��� aller Teilchen noch in den zu Target� bzw� Projektil korre�
spondierenden Impulskugeln�Mit dem Fortschreiten der Reaktion wird diese Verteilung
breiter und die relative Zahl der Teilchen� die sich in den Impulskugeln um �pLRF � ��
be�nden� nimmt langsam zu� Am Ende der Hochdichtephase �t � �� fm!c� be�nden
sich bei z � � nur noch � ��� der Teilchen in den Target� bzw� Projektilimpulsku�
geln� Anschlie�end �aquilibriert das System und bis auf einen verschwindend kleinen
Bruchteil bewegen sich alle Teilchen entsprechend dem jeweiligen lokalen Ruhesystem
der Kernmaterie�
Vergleicht man den in den vorangegangenen Abbildungen dargestellten zeitlichen Ver�
lauf der Baryonendichte sowie den Verlauf der relativen Besetzung der verschiedenen
Impulskugeln des ��Fl�ussigkeiten�Modells mit dem in Abbildung dargestellten ���� zeit�
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lichen Verlauf der E�A�Werte f�ur das Au�System �gepunktete Linien�� so erkennt man�
da� sich in der Hochdichtephase� also in dem Zeitraum� in dem die meisten ��Teilchen�
Kollisionen statt�nden� die gr�o�ten Abweichungen vom Anfangswert der Energie des
mittleren Feldes auftreten� Am Ende der Hochdichtephase �achen die Kurven f�ur alle
drei Potentialmodelle ab und n�ahern sich ihrem asymptotischen Wert� Vergleicht man
die Kurven f�ur die lokale Thomas�Fermi N�aherung und das ��Fl�ussigkeiten�Modell� so
stellt man fest� da� diese bis zur Zeit t � �� fm!c nahezu identisch sind� Im Zeitraum
zwischen t � �� und t � �� fm!c hat die Kurve� die zum ��Fl�ussigkeiten�Modell korre�
spondiert� im Vergleich zur Kurve f�ur das lokale Thomas�Fermi Modell einen steileren
Verlauf� bis sie dann bei circa �� fm!c ebenfalls ab�acht und sich dann in der Expan�
sionsphase ihrem asymptotischen Wert n�ahert� Dies ist gerade der Zeitraum� in dem �
im Rahmen des ��Fl�ussigkeiten�Modells � die zum Target� und Projektilimpuls korre�
spondierenden Impulskugeln maximal besetzt sind �s� Abbildung ������ und somit die
Unterschiede in den Potentialen Ub am gr�o�ten sind �s� oben�� Damit sind die weiter
oben gemachten Aussagen zu den Auswirkungen der ��Teilchen�Kollisionen auf die Er�
haltung der im letzten Abschnitt abgeleiteten Energie des mittleren Feldes qualitativ
und quantitativ belegt�
Zusammenfassend l�a�t sich feststellen� da� durch die ��Teilchen�Kollisionen die Erhal�
tung der Energie des mittleren Feldes� wie sie im letzten Abschnitt de�niert wurde�
verletzt wird� Dies wurde erwartet� da der Ausdruck f�ur die Gesamtenergie ���
� im
Rahmen der mittleren Feld Theorie abgeleitet wurde und und somit keinerlei Korrela�
tionen ber�ucksichtigt wurden� Aus der Tatsache� da� die Erhaltung der Gesamtenergie
des mittleren Feldes abz�uglich der Ruhemassen nur auf einem Niveau von maximal �
verletzt wird� kann man schlie�en� da� die Behandlung der ��Teilchen�Kollisionen im
Quasiteilchenbild eine hinreichend gute Approximation darstellt�
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Abbildung ����� Die Fortsetzung der Abbildung be�ndet sich auf der n�achsten Seite�
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Abbildung ����� Baryonendichte � einer Au � Au�Kollision bei einer Einschu�energie
von ��� AGeV mit b � � fm f�ur verschiedene Zeiten� Die Abbildungen zeigen die
Baryonendichten in der x�z�Ebene f�ur y � �� Aus Gr�unden der �Ubersichtlichkeit wurde
nur die Achse� die die Baryonendichte angibt� beschriftet� Die Achsen an der Basis
der Abbildungen entsprechen den r�aumlichen �z�x� Koordinaten� Die Abst�ande der
Gitterpunkte dieser Achsen sind je � fm� Die Zeit ist in Einheiten von fm�c angegeben�
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Abbildung ����� Relative Besetzungszahl der drei Impulskugeln des ��Fl�ussigkeiten�
Modells f�ur eine Au�Au�Kollision von ��� AGeV mit einem Sto�parameter b � � fm
als Funktion der r�aumlichen z�Koordinate �x � �� y � �� f�ur verschiedene Zeiten� Die
durchgezogenen Histogramme repr�asentieren die relative Anzahl der Teilchen� die sich
im lokalen Ruhesystem der Kernmaterie in der Impulskugel mit Mittelpunkt �p � ��
be�nden� Entsprechend geben die gestrichelten und die gepunkteten Histogramme die
relative Zahl der Teilchen an� die sich im LRF in den Impulskugeln um den Projektil�
bzw� Targetimpuls aufhalten� Es ist zu beachten� da� f�ur den Fall der r�aumlichen
Separation von Target� und Projektilnukleonen die Impulskugeln um Projektil� bzw�
Targetimpuls identisch mit der Impulskugel um �p � �� im LRF sind �s� Text��
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Kapitel �

Erste numerische Ergebnisse zur

Pionenproduktion


�� Pionenproduktion und Resonanzdynamik

Abgesehen von der direkten Pionenproduktion in Nukleon�Nukleon�Kollisionen �s� Ab�
schnitt �
� stammen Pionen im Rahmen des CBUU�Modells aus dem Zerfall baryoni�
scher Resonanzen wie dem �������� dem N���� usw� Die Population und der Zerfall
der baryonischen Resonanzen spielt demnach eine entscheidende Rolle f�ur die Pionen�
produktion� Aus diesem Grund soll in diesem Abschnitt untersucht werden wie die
Dynamik der baryonischen Resonanzen von der Einschu�energie� den Target� und Pro�
jektilmassen und der Zentralit�at der Schwerionenkollisionen abh�angt�
Dazu werden zun�achst zentrale �b � � fm� Ca�Ca� und Au�Au�Kollisionen bei einer
Einschu�energie von ��� AGeV und eine Au�Au�Reaktion bei einer Einschu�energie
von ��� AGeV betrachtet� Anhand dieser drei Systeme werden R�uckschl�usse auf die
Massen� bzw� Energieabh�angigkeit der Resonanzpopulation gezogen�
In Abbildung ��� ist f�ur die drei genannten Systeme die Zahl der in der Simulationsrech�
nung vorhandenen ������� �durchgezogene Histogramme�� die Summe aller h�oheren
baryonischen Resonanzen �au�er �������� gestrichelte Histogramme�� die Zahl der Pio�
nen �gepunktete Histogramme� und die Summe der �������� der h�oheren Resonanzen
und der Pionen �strichpunktierte Histogramme� als Funktion der Zeit dargestellt� Die
d�unnen gepunkteten Linien stellen die Baryonendichte im Ursprung des Schwerpunkt�
system der jeweiligen Reaktion dar� Diese Linien geben somit einen �Uberblick �uber die
Gesamtdynamik der Schwerionenkollisionen� Der zeitliche Verlauf der Resonanzpopu�
lation und der daraus folgenden Pionenproduktion ist f�ur alle drei Systeme qualitativ
gleich� Betrachtet man die d�unnen gepunktete Linien� die den Dichteverlauf im Zen�
trum des Reaktionsvolumens angeben� so erkennt man� da� f�ur beide Systeme mit
der Einschu�energie von ��� AGeV jeweils Maximaldichten von � ����� angenommen
werden� Wird die Einschu�energie jedoch auf ��� AGeV erh�oht� so erh�oht sich diese
Maximaldichte auf circa ���� Daraus kann man den Schlu� ziehen� da� die maxima�
le Kompression im wesentlichen von der jeweiligen Einschu�energie bestimmt wird�
Die Systemgr�o�e bestimmt hingegen die Lebensdauer des komprimierten Feuerballs�
w�ahrend im System Au � Au bei ��� AGeV die Baryonendichte f�ur einen Zeitraum
von circa �� fm!c �uber einem Wert von ��� liegt� ist im System Ca� Ca bei gleicher

	�
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Einschu�energie die baryonische Materie nur f�ur circa 
 fm!c auf mehr als die doppelte
Saturationsdichte von Kernmaterie komprimiert�
Auch die Resonanzpopulation verl�auft in allen drei Systemen �ahnlich� Die Bev�olke�
rung der baryonischen Resonanzen setzt ein� wenn die Baryonendichte im Zentrum
der Reaktion auf Werte von � ����� angewachsen ist� Die maximale Anzahl der Reso�
nanzen wird unabh�angig von der Spezies am Ende der Hochdichtephase angenommen�
bevor es dann� entsprechend des exponentiellen Zerfallsgesetzes der Resonanzen� zu
einer Abregung kommt� Die Pionenproduktion setzt etwa gleichzeitig mit der Reso�
nanzpopulation ein und steigt dann monoton an� bis die Zahl der Pionen schlie�lich
am Ende der Reaktion ihren asymptotischen Wert �oben� ����� Mitte� ��� unten� 	
�
annimmt und die Pionen als freie Teilchen die Reaktionszone verlassen� Die Zahl der
am Ende der Reaktion vorliegenden Pionen wird bereits am Ende der Hochdichtepha�
se bzw� zu Beginn der Expansionsphase festgelegt� wie am Verlauf der Kurve f�ur die
Summe aus baryonischen Resonanzen und Pionen zu erkennen ist� Diese Kurven neh�
men f�ur alle drei Systeme am Ende der Hochdichtephase ihre Maxima an� bevor sie
abfallen und ungef�ahr bei zentralen Dichten von �� ihre asymptotischen Werte anneh�
men� Dies bedeutet zun�achst� da� sich ein Gleichgewicht zwischen Resonanzproduktion
�NN � NR� und Resonanzabsorption �NR � NN� eingestellt hat� Dar�uberhinaus�
gehende Analysen zeigen vielmehr� da� diese Reaktionen bereits ausgefroren sind und
somit alle sich noch im System be�ndlichen Resonanzen in Nukleonen und Pionen zer�
fallen� Au�allend ist weiterhin� da� die gesamte Resonanzdynamik durch das �������
dominiert ist� Die Anzahl der h�oheren Resonanzen betr�agt nur circa ��� der Zahl der
������� bei einer Einschu�energie von ��� AGeV und circa ��� bei ��� AGeV�
Die soeben gemachten Aussagen zur Population der h�oheren baryonischen Resonan�
zen werden anhand von Abbildung ��� noch deutlicher� Hier ist die Zahl der �������
�durchgezogenen Histogramme�� die Summe aller h�oheren Baryonrenesonanzen �ge�
strichelte Histogramme�� die Zahl der N���� �gepunktete Histogramme� und die
Zahl der N������ �strichpunktierte Histogramme� in logarithmischer Darstellung als
Funktion der Zeit angegeben� Vergleicht man den oberen und den mittleren Teil der
Abbildung� so ist au��allig� da� die Zahl der Resonanzen als Funktion der Zeit f�ur das
kleine System viel st�arker abnimmt als f�ur das gro�e System� Dies deutet wieder auf die
Unterschiede in der Systemgr�o�e hin� Da die Zahl der m�oglichen ��Teilchen�Kollisionen
proportional zum Quadrat der teilnehmenden Nukleonen ist� kommt es am Ende der
Reaktion im schweren Au � Au�System noch zu wesentlich mehr Nukleon�Nukleon�
Kollisionen� durch die Resonanzen erneut bev�olkert werden k�onnen� Diese Repopula�
tion der baryonische Resonanzen ist im leichten Ca � Ca�System weniger ausgepr�agt
und es kommt haupts�achlich zum Zerfall der in der Hochdichtephase produzierten Re�
sonanzen� Au��allig ist weiterhin� da� das Maximum der Resonanzpopulation f�ur alle
Resonanzarten zur selben Zeit angenommen wird� Vergleicht man den zeitlichen Ver�
lauf der ��������Anzahl mit der Anzahl der h�oheren Resonanzen� die noch im System
vorhanden sind� so f�allt auf� da� die Zahl der h�oheren Resonanzen schneller sinkt als
die der �������� Hier wird wieder der weiter oben beschriebenen E�ekt deutlich� Die
leichten ������� k�onnen in der Expansionsphase leichter durch relativ niederenergeti�
sche Nukleon�Nukleon�Kollisionen bev�olkert werden als die schwereren Baryonenreso�
nanzen� Mit zunehmender Einschu�energie wird mehr und mehr Energie im Feuerball
deponiert� Dies zeigt sich aus demVergleich der Histogramme� die die Zahl der N����
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Abbildung ���� Die Zahl der ������� �durchgezogene Histogramme�� die Summe der
h�oheren baryonischen Resonanzen �gestrichelte Histogramme�� die Zahl der Pionen
�gepunktete Histogramme� und die Summe der �������� der h�oheren baryonischen
Resonanzen und der Pionen �strichpunktierte Histogramme� f�ur zentrale �b � � fm�
Kollisionen als Funktion der Zeit� Die d�unnen gepunkteten Linien stellen die Baryo�
nendichte im Ursprung des Schwerpunktsystems der jeweiligen Reaktion dar� Oben�
Ca � Ca bei ��� AGeV� Mitte� Au � Au bei ��� AGeV und unten� Au � Au bei ���
AGeV�



�� 	 Erste numerische Ergebnisse zur Pionenproduktion

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

10-1

100

101

102

Au + Au 1.5 AGeV 

A
nz

ah
l

t  (fm/c)

10-1

100

101

102

Au + Au  1.0 AGeV  

A
nz

ah
l

 

10-1

100

101

102

Ca + Ca  1.0 AGeV 

A
nz

ah
l

 

Abbildung ���� Die Zahl der ������� �durchgezogene Histogramme�� die Summe der
h�oheren baryonischen Resonanzen �gestrichelte Histogramme�� die Zahl N���� �ge�
punktete Histogramme� und die Zahl der N������ �strichpunktierte Histogramme� f�ur
zentrale �b � � fm� Kollisionen als Funktion der Zeit� Oben� Ca� Ca bei ��� AGeV�
Mitte� Au�Au bei ��� AGeV und unten� Au�Au bei ��� AGeV�
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und N������ angeben� W�ahrend f�ur das System Au � Au bei einer Einschu�energie
von ��� AGeV circa doppelt so viele N���� wie N������ erzeugt werden� hat sich
dieser Unterschied bei der Einschu�energie von ��� AGeV deutlich verringert�

Bisher wurden absolute Gr�o�en miteinander verglichen� Um die drei Systeme nicht
nur qualitativ� sondern auch quantitativ miteinander vergleichen zu k�onnen� zeigt Ab�
bildung ��� die Zahl der Nukleonen� der �������� der Summe der h�oheren Resonanzen�
die Summe der baryonischen Resonanzen und die Zahl der Pionen im System divi�
diert durch die Summe aus Projektil� und Targetnukleonen des jeweiligen Systems�
Vergleicht man die beiden Systeme bei einer Einschu�energie von ��� AGeV� so zeigt
die Resonanzdynamik fast keine Unterschiede� In beiden Systemen sind im Maximum
� ��� ������� und circa �� h�ohere baryonische Resonanzen vorhanden� W�ahrend
im Ca�System asympototisch ��� Pionen enthalten sind� so enth�alt das schwerere Au�
System lediglich �� freie Pionen� Dieser Unterschied kann darin begr�undet sein� da� es
aufgrund der unterschiedlichen Systemgr�o�e in der Au�Au�Kollision zu erh�ohter Pio�
nenabsorption �RN � NN� kommt� Bei einer Einschu�energie von ��� AGeV kommt
es zu einer gr�o�eren Energiedichte im Feuerball als bei ��� AGeV� Hier steigt die Sum�
me aller baryonischen Resonanzen im Maximum auf circa ��� an� w�ahrend sie bei der
niedrigeren Energie bei nur circa ��� liegt� Dies spiegelt sich auch in der Zahl der
produzierten Pionen wider� die auf � ��� an steigt� Auch die Zahl der im Maximum
vorhandenen h�oheren baryonischen Resonanzen ist um einen Faktor � auf circa ��
angestiegen� Die Maximalzahl der ������� ist hingegen nur um � ��� auf insgesamt
circa ��� angestiegen� Die Zahl der populierten h�oheren baryonischen Resonanzen im
Vergleich zu den bev�olkerten ������� stellt also ein relatives Ma� f�ur die in der Hoch�
dichtephase einer Schwerionenkollision deponierte Energie dar�
Dies soll anhand von Abbildung �� weiter untersucht werden� Hier sind die in den drei
Systemen vorhandenen h�oheren Resonanzen pro angeregtem ������� als Funktion der
Zeit aufgetragen� Die beiden Systeme mit einer Einschu�energie von ��� AGeV ver�
halten sich bez�uglich ihrer Resonanzpopulation� wie weiter oben bereits angesprochen�
nahezu identisch� Die Maximalzahl der bev�olkerten h�oheren Baryonenresonanzen pro
� ist identisch� Lediglich in der Expansionsphase kommt es zu Unterschieden auf einem
Niveau von � bis ��� Vergleicht man diese Systeme mitAu�Au bei ��� AGeV� so wird
die bereits erw�ahnte erh�ohte Energiedeposition im Reaktionsvolumen bei der h�oheren
Einschu�energie deutlich� W�ahrend bei ��� AGeV im Maximum nur circa ��� h�ohere
Resonanzen pro ������� vorliegen� so steigt dieser Wert bei Erh�ohung der Einschu�
�energie auf � ��� und n�ahert sich f�ur Zeiten von �� bis � fm!c den bei niedriger
Einschu�energie in der Endphase der Reaktion erzielten Werten an� Daher erh�alt man
f�ur ��� AGeV einen wesentlich steileren Abfall der Kurve als f�ur die Systeme mit einer
Einschu�energie von ��� AGeV� Dies deutet auf eine gr�o�ere Expansionsgeschwindig�
keit aufgrund der st�arkeren Kompression �s� Abbildung ���� bei ��� AGeV hin�
Zum Abschlu� dieses Abschnitts wird im folgenden die Sto�parameterabh�angigkeit der
Population der h�oheren Resonanzen untersucht� Dazu ist in Abbildung ��� die Zahl der
�������� die Summe der h�oheren baryonischen Resonanzen� die Zahl der Pionen und
die Baryonendichte im Zentrum des Reaktionsvolumens als Funktion der Zeit aufge�
tragen� Verglichen mit dem zeitlichen Ablauf der Resonanzpopulation f�ur eine zentrale
Kollision �s� Abbildung ��� Mitte� kommt es aufgrund des kleineren geometrischen
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Abbildung ���� Die Zahl der Nukleonen �strichpunktierte Histogramme im oberen Teil
der Abbildungen�� Zahl der ������� �durchgezogene Histogramme�� die Summe der
h�oheren baryonischen Resonanzen �gestrichelte Histogramme�� die Summe aller baryo�
nische Resonanzen �gepunktete Histogramme� und die Zahl der Pionen �strichpunk�
tierte Histogramme im untern Teil der Abbildungen� jeweils dividiert durch die Zahl
der an der Reaktion teilnehmenden Baryonen f�ur zentrale �b � � fm� Kollisionen als
Funktion der Zeit� Oben� Ca� Ca bei ��� AGeV� Mitte� Au� Au bei ��� AGeV und
unten� Au�Au bei ��� AGeV�
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Abbildung ��� Die Zahl der in der Reaktion vorhandenen h�oheren baryonischen Reso�
nanzen pro angeregtem ������� als Funktion der Zeit f�ur zentrale �b � � fm� Au�Au�
Kollisionen bei einer Einschu�energie von ��� AGeV �durchgezogene Linie�� Au�Au�
�gestrichelte Linie� und Ca� Ca�Kollisionen �gepunktete Linie� bei Einschu�energien
von ��� AGeV�

�Uberlapps von Target und Projektil zu weniger Kompression im Reaktionszentrum�
Dies zeigt sich an der um ��� kleineren Maximaldichte� Verglichen mit der zentralen
Kollision ist die Hochdichtephase wesentlich k�urzer� Aus diesem Grund werden in die�
ser peripheren Kollision auch weniger baryonische Resonanzen und Pionen erzeugt als
in einer zentralen Kollision des gleichen Systems� Abgesehen von diesen quantitativen
Unterschieden ergibt sich dasselbe qualitative Verhalten der Teilchenzahl als Funktion
der Zeit wie in einer zentralen Kollision �vergleiche Abbildung ��� Mitte�� Die kleinere
Energiedichte des Feuerballs in einer peripheren Kollision kommt auch dadurch zum
Ausdruck� da� weniger h�ohere baryonische Resonanzen pro angeregtem ������� er�
zeugt werden als dies in einer zentralen Reaktion der Fall ist� Dieser Vergleich ist in
Abbildung ��� dargestellt�


�� Ein�u� der h�oheren Resonanzen auf die Pio�

nenproduktion

Im letzten Abschnitt wurde gezeigt� da� die Pionenproduktion haupts�achlich durch
die ��������Resonanz bestimmt wird� Die Anregung der h�oheren baryonischen Reso�
nanzen ist um einen Faktor � bis �� kleiner als die des �������� Im folgenden soll
untersucht werden� ob die Beitr�age dieser h�oheren Baryonenresonanzen in den beob�
achtbaren Pionenspektren sichtbar werden�
Da die h�oheren baryonischen Resonanzen letztlich in ein Nukleon und ein Pion oder
in ein Nukleon und zwei Pionen zerfallen �s� Kapitel ���� ist zu erwarten� da� die�
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Abbildung ���� Die Zahl der ������� �durchgezogenes Histogramm�� die Summe der
h�oheren baryonischen Resonanzen �gestricheltes Histogramm�� die Zahl der Pionen
�gepunktetes Histogramm� und die Summe der �������� der h�oheren baryonischen
Resonanzen und der Pionen �strichpunktiertes Histogramm� f�ur eine Au�Au�Kollision
mit der Einschu�energie von ��� AGeV bei einem Sto�parameter von �� fm als Funktion
der Zeit�
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Abbildung ���� Die Zahl der angeregten h�oheren baryonischen Resonanzen pro popu�
liertem ������� als Funktion der Zeit f�ur eine periphere �b � �� fm� durchgezogenes
Histogramm� und eine zentrale �b � � fm� gestricheltes Histogramm�Au�Au�Kollision
bei einer Einschu�energie von ��� AGeV�
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se Resonanzen Beitr�age zu den Pionenspektren in Bereichen kleiner und sehr gro�er
Pionenenergien liefern� Pionen� die aus ���Zerf�allen

R� �������� � N��

� N����� � N��

� N � � N��

� N � � N��

�s� Tabelle ��� der Baryonenresonanzen stammen� werden haupts�achlich im niede�
renergetischen Bereich des Spektrums zu �nden sein� da hier ein ��K�orperzerfall der
Resonanz R statt�ndet und die Pionen� im Vergleich zum Einpionzerfall der Resonanz
�R N��� mit kleineren Impulsen emittiert werden� Zerf�allt eine h�ohere baryonische Re�
sonanz andererseits in ein Nukleon und ein Pion� so hat dieses Pion im Mittel einen
h�oheren Impuls als Pionen� die aus dem Zerfall eines ������� stammen� Dies ergibt
sich aus der Tatsache� da� die Masse der h�oheren Baryonenresonanzen im Mittel min�
destens ��� MeV!c� �uber der eines ������� liegt�
Diese E�ekte werden nun anhand von zentralen La � La Reaktionen bei einer Ein�
schu�energie von ���� AGeV quantitativ untersucht� Dazu werden zuerst in Abbil�
dung ��
 die Pionenmultiplizit�aten als Funktion der kinetischen Energie der Pionen im
Schwerpunktsystem der Reaktion f�ur eine vollst�andige CBUU�Rechnung �durchgezo�
gene Linie� und eine Simulationsrechnung� in der das ������� als einzige baryonische
Resonanz enthalten ist �gestrichelte Linie�� verglichen� Um dies zu erreichen� werden
im CBUU�Modell alle Reaktionen� in denen h�ohere baryonische Resonanzen populiert
werden k�onnen �NN � NR� N������� � NR� �N � R usw��� verboten� Durch
Vergleich beider Graphen erkennt man� da� die h�oheren Resonanzen f�ur kinetische
Energien unter ��� MeV die Pionenmultiplizit�at um bis zu ��� erh�ohen� Der E�ekt
f�ur Pionen mit gro�en kinetischen Energien ist wesentlich ausgepr�agter� W�ahrend die
beiden Rechnungen im Bereich zwischen ��� MeV und � �� MeV nur geringe Unter�
schiede aufweisen� weichen sie f�ur kinetische Energien �uber ��� MeV signi�kant von
einander ab� Schon f�ur Energien von � ��� MeV wird die Pionenmultiplizit�at durch
die h�oheren Resonanzen um circa ��� erh�oht und f�ur Energien von � ��� MeV ergibt
sich sogar eine Erh�ohung der Pionenzahl um einen Faktor ��
Durch Abbildung ��
 wurden die weiter oben diskutierten E�ekte qualitativ best�atigt�
Anhand von Abbildung ��� soll nun festgestellt werden� ob diese Beitr�age auch im am
Ende der Reaktion beobachtbaren Pionenspektrum identi�zierbar sind� Die durchgezo�
gene Linie stellt die totale Pionenmultiplizit�at als Funktion der kinetischen Energie der
Pionen im CMS dar� Die gepunktete Linie korrespondiert zu den Pionen� die aus dem
Zerfall eines �������� aus direkter Pionenproduktion in Nukleon�Nukleon Kollisionen
oder aus dem Zerfall der mesonischen Resonanzen � und � stammen� Die gestrichel�
te Linie korrespondiert zur Zahl der am Ende der Reaktion beobachtbaren Pionen�
die durch den Zerfall einer h�oheren baryonischen Resonanz produziert werden� Auch
hier erkennt man wieder einen Beitrag der h�oheren baryonischen Resonanzen in der
Gr�o�enordnung von �� bis ��� zur Pionenmultiplizit�at bei kleinen kinetischen Ener�
gien� Bei kinetischen Energien im Bereich von � ��� MeV liefern sie nur einen Beitrag
von bis zu ��� Dieser Beitrag nimmt aber mit zunehmender kinetischer Energie der
Pionen zu und f�ur Energien von � ��� MeV ist die Zahl der Pionen aus den hohen
Baryonenresonanzen genauso gro� wie die Zahl der Pionen aus den anderen Quellen�
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Abbildung ��
� Pionenmultiplizit�at als Funktion der kinetischen Energie der Pionen im
Schwerpunktsystem f�ur eine zentrale �b � � fm� La� La�Kollision bei einer Einschu�
�energie von ���� AGeV� Die durchgezogenen Linie korrespondiert zu einer Rechnung
im Rahmen des CBUU�Modells� Die gestrichelte Linie repr�asentiert das Ergebnis einer
Rechnung ohne h�ohere baryonische Resonanzen�

F�ur Energien �uber 
�� MeV stammt sogar der gr�o�te Teil der produzierten Pionen aus
dem Zerfall der h�oheren baryonischen Resonanzen� Im unteren Teil der Abbildung ���
sind die Beitr�age einzelner Resonanzen durch Histogramme �N���� durchgezogen�
N������ gestrichelt und ������� gepunktet� dargestellt� Das Verhalten der Beitr�age
dieser drei Resonanzen als Funktion der kinetischen Energie der Pionen spiegelt die
verschieden gro�en Partialbreiten der Resonanzen f�ur den ��� bzw� den ���Zerfall �s�
Tabelle ��� der Resonanzen wider�
Zum Schlu� dieses Abschnittes wird in Abbildung ��	 die ���Multiplizit�at dieses Sy�
stems als Funktion der kinetischen CMS�Energie der Pionen f�ur den CMS�Winkelbereich
��o � 'CMS � ���o mit experimentellen Daten von Odyniec et al� �
	� verglichen� Man
erkennt� da� das experimentelle Spektrum von der Transportrechnung recht gut repro�
duziert wird� W�ahrend sich f�ur Energien kleiner als ��� MeV Abweichungen ergeben
wird das Verhalten f�ur Energien oberhalb von ��� MeV wiedergegeben� Die gute �Uber�
einstimmung mit der Steigung des experimentell bestimmten Spektrums ist auf die
Beitr�age der h�oheren baryonischen Resnoanzen zu Pionenspektrum zur�uckzuf�uhren �s�
oben��


�� Beitr�age der ���Kan�ale zu Pionenspektren

In diesem Abschnitt werden die Beitr�age der Reaktion NN � NN�� zu den Pio�
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Abbildung ���� Pionenmultiplizit�at als Funktion der kinetischen Energie der Pionen
im Schwerpunktsystem f�ur eine zentrale �b � � fm� La � La�Kollision bei einer Ein�
schu�energie von ���� AGeV �durchgezogenen Linie�� Gepunktete Linie� Beitrage des
��������Zerfalls� der direkten Pionen�Produktion in Nukleon�Nukleon�Kollisionen und
des Zerfalls der mesonischen Resonanzen � und � zur Pionenmultiplizit�at� Gestrichelte
Linie� Beitr�age der h�oheren baryonischen Resonanzen� Die Beitr�age einzelner baryoni�
scher Resonanzen sind im unteren Teil der Abbildung durch Histogramme dargestellt�
N���� durchgezogen� N������ gestrichelt und ������� gepunktet�
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Abbildung ��	� ���Multiplizit�at als Funktion der kinetischen Energie der Pionen im
Schwerpunktsystem f�ur eine zentrale �b � � fm� La� La�Kollision bei einer Einschu�
�energie von ���� AGeV �durchgezogenes Histogramm� f�ur den CMS�Winkelbereich
��o � 'CMS � ���o im Vergleich zu den experimentellen Daten aus �
	�� Die schraf�
�erten Fl�achen geben die statistischen Fehler der CBUU�Rechnung an�
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nenspektren untersucht� Wie im vorangegangenen Abschnitt bereits diskutiert� liefert
diese Reaktion Beitr�age im niederenergetischen Teil des Spektrums� Neben den bereits
in Abschnitt ��� erw�ahnten Beitr�agen der h�oheren baryonischen Resonanzen tr�agt auch
die Reaktion NN � �������������� � NN�� bei�
In Abbildung ���� ist die totale Pionenmultiplizit�at gewichtet mit dem Kehrwert des
transversalen Pionenimpulses ��pT f�ur eine zentrale Au� Au�Reaktion bei einer Ein�
schu�energie von ��� AGeV als Funktion des transversalen Impulses dargestellt� Um
die zu erwartenden E�ekte deutlicher hervorzuheben wurde die Pionenmultiplizit�at nur
f�ur transversale Impulse bis ��� GeV!c dargestellt� Ferner ist zu beachten� da� f�ur die
Ordinate ein linearer Ma�stab gew�ahlt wurde� Die durchgezogene Linie korrespondiert
zu einer kompletten CBUU�Rechnung und die gestrichelte Linie gibt das Ergebnis einer
Rechnung an� bei der alle ���Kan�ale vernachl�assigt wurden� Dies wurde erreicht� indem
sowohl die Reaktion NN � �������������� als auch deren Umkehrreaktion �abge�
schaltet� wurden� F�ur die h�oheren baryonischen Resonanzen wurden nur die Zerf�alle in
ein Nukleon und ein Pion bzw� ein Eta erlaubt �+�� � �� �+�� �+���+tot � ��� Zus�atz�
lich wurde mit diesen Partialbreiten die Quadrate der Matrixelemente jMNN�NRj� f�ur
die Produktion der h�oheren baryonischen Resonanzen in Nukleon�Nukleon�Kollisionen
�s� Abschnitt �� neu bestimmt� um eine korrekte Behandlung der ���Produktion in
Nukleon�Nukleon�Kollisionen zu gew�ahrleisten� F�ur dieses Matrixelement ergab sich
ein Wert von ��� � 	 mbGeV� f�ur alle h�oheren Baryonenresonanzen�
Aus der Abbildung erkennt man� da� die Pionenmultiplizit�at durch die ���Kan�ale bei
kleinen Transversalimpulsen um �� � ��� erh�oht wird� Mit zunehmenden transversa�
len Impulsen wird dieser E�ekt immer kleiner und spielt schon bei Transversalimpulsen
von circa ��� MeV keine Rolle mehr� F�ur Einschu�energien von ��� AGeV reduziert
sich dieser E�ekt auf circa ����


�� Das Mittlere�Feld�Potential der Baryonen

Neben den Wirkungsquerschnitten beein�u�t auch das Mittlere�Feld�Potential der Ba�
ryonen �s� Abschnitt ��
�� die Pionenproduktion in Schwerionenkollisionen� Dabei sind
zwei verschiedene E�ekte zu beachten�

� Das Mittlere�Feld�Potential der Baryonen beein�u�t die Gesamtdynamik einer
Schwerionenkollision� So wird z�B� die Kernmaterie in der Hochdichtephase einer
Schwerionenreaktion bei Verwendung einer weichen Zustandsgleichung f�ur Kern�
materie �EOS� st�arker komprimiert als dies f�ur eine harte EOS der Fall ist� Dies
bedeutet� da� die Bewegung der Baryonen ver�andert wird� was wiederum z�B�
�uber einer Ver�anderung der Kollisionsraten die Pionenproduktion beein�u�t� Den
gleichen E�ekt erh�alt nan� wenn man die Verwendung von Skyrme�Einteilchen�
Potentialen mit der von explizit impulsabh�angigen Selbstenergien vergleicht� Die
impulsabh�angigen Potentiale sind f�ur Baryonen mit gro�en Impulsen wesentlich
repulsiver als die entsprechenden Skyrme�Potentiale� Dies f�uhrt dazu� da� die ha�
dronische Materie weniger komprimiert wird als dies bei Verwendung der Skyrme�
Parametrisierung der Fall ist�

� Die Beschreibung der ��Teilchen Kollisionen und Resonanzzerf�alle erfolgt im Rah�
men des Quasiteilchenbildes �s� Kapitel ��
��� Somit gehen die Mittlere�Feld�
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Abbildung ����� Totale Pionenmultiplizit�at gewichtetmit ��pT f�ur eine zentraleAu�Au
Kollision bei einer Einschu�energie von ��� AGeV� Die durchgezogenen Linie stellt das
Ergebnis einer kompletten CBUU�Rechnung dar und die gestrichelte Linie wurde unter
Vernachl�assigung der ���Kan�ale �s� Text� erhalten�

Potentiale direkt in die Bestimmung der Energien und Impulse der in einer ele�
mentaren Kollision �z�B� NN � NR� R� N�� produzierten Teilchen� also auch
der Pionen� ein�

Da die Gesamtdynamik einer Schwerionenkollisionen direkt mit den elementaren ��
Teilchen Kollisionen verkn�upft ist� lassen sich die beiden genannten E�ekte nicht ge�
trennt voneinander untersuchen�
Im folgenden soll untersucht werden� wie das Mittlere�Feld�Potential der Baryonen die
Pionenspektren beein�u�t� Dazu werden zuerst die aufgrund der verschiedenen Para�
metrisierungen des Einteilchen�Potentials �Skyrme�Potential� explizit impulsabh�angi�
ges Einteilchen�Potential� und deren numerischer Implementierung im CBUU�Modell
�lokale Thomas�Fermi N�aherung� ��Fl�ussigkeiten�Modell� verursachten Unterschiede
und anschlie�end die Ein��usse der EOS auf die Pionenspektren betrachtet�


���� Ein�u der verschiedenen Potentialmodelle

Im Rahmen des CBUU�Modells ist die Verwendung sowohl nicht impulsabh�angiger
Einteilchen�Potentiale �Skyrme�Parametrisierung�Abschnitt ������ als auch explizit im�
pulsabh�angiger Mittlere�Feld�Potentiale ������� m�oglich� Der obere Teil von Abbildung
���� zeigt die Unterschiede im Pionenspektrum� die sich aufgrund der Impulsabh�angig�
keit des Einteilchen�Potentials ergeben� In dieser Abbildung ist die totale Pionenmulti�
plizit�at gewichtet mit ��pT f�ur eine zentraleAu�AuReaktion bei einer Einschu�energie
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Abbildung ����� Totale Pionenmultiplizit�at gewichtetmit ��pT f�ur eine zentraleAu�Au
Kollision bei einer Einschu�energie von ��� AGeV unter Verwendung verschiedener Po�
tentialmodelle�Oben� Vergleich der Skyrme�Parametrisierung �Punkte� und der explizit
impulsabh�angigen Parametrisierung des Einteilchen�Potentials in der lokalen Thomas�
Fermi N�aherung �Histogramme�� F�ur beide Rechnungen wurden Parameters�atze mit
einer Kompressibilit�at von ��� MeV �S bzw� SMD� s� Tabelle ��� � verwendet� Unten�
Vergleich der lokalen Thomas�Fermi�N�aherung �Histogramme� und des ��Fl�ussigkeiten�
Modells �Punkte�� F�ur beide Rechnungen wurde der Parametersatz MMD �s� Tabelle
���� verwendet�
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von ��� AGeV f�ur eine EOS mit einer Kompressibilit�atK von ��� MeV dargestellt� Das
Histogramm korrespondiert zu einer Rechnung mit dem impulsabh�angigen Einteilchen�
Potential SMD� das in der lokalen Thomas�Fermi N�aherung ausgewertet wurde� und
die Punkte entsprechen einer Rechnung mit dem Skyrme�Potential S� Die Gesamtzahl
der erhaltenen Pionen ist bei Verwendung des Skyrme�Potentials um circa ��� h�oher
als bei Verwendung impulsabh�angiger Selbstenergien� W�ahrend beide Multiplizit�aten
bei kleinen transversalen Impulsen identisch sind� liegt die Multiplizit�at� die mit dem
Skyrme�Potential erhalten wurde� f�ur gr�o�ere Impulse oberhalb der Rechnung mit den
explizit impulsabh�angigen Einteilchen�Potentialen� Bei Transversalimpulsen von � ���
GeV!c unterscheiden sich beide Rechnungen um circa einen Faktor �� F�ur noch gr�o�ere
Impulse bleibt der E�ekt sichtbar� die Unterschied k�onnen aber aufgrund der statisti�
schen Schwankungen nicht mehr quanti�ziert werden�
Die Unterschiede zwischen beiden Rechnungen k�onnen durch einfache �Uberlegungen
verstanden werden� In der folgenden Diskussion wird die schwache� implizite Impul�
sabh�angigkeit der skalaren Selbstenergie Us��r� �p�� die durch Gleichung ���� bestimmt
wird� vernachl�assigt� Die beobachteten Unterschiede resultieren aus der expliziten Im�
pulsabh�angigkeit des Einteilchen�Potentials� da das Skyrme�Potential und die impul�
sabh�angige Parametrisierung des Potentials dieselbe Dichteabh�angigkeit haben �s� Ab�
bildung ��� und ���� Bei Verwendung des Skyrme�Potentials haben bei einer festen
Baryonendichte alle Baryonen unabh�angig von ihrem Impuls dieselbe Selbstenergie�
w�ahrend die Selbstenergie eines Baryons bei Verwendung der explizit impulsabh�angi�
gen Parametrisierung um so repulsiver wird� je gr�o�er sein Impuls ist� Diese mit dem
Impuls anwachsende Repulsion unterdr�uckt die Produktion hochenergetischer Pionen
einerseits aufgrund der verminderten Kompression der Materie in der Hochdichtephase
der Reaktion �s� weiter oben�� andererseits aufgrund der Ver�anderung der Kinematik
in den elementaren ��Teilchen�Kollisionen�
Dieser zweite Punkt soll am folgenden Beispiel erl�autert werden� Es wird der ���Zerfall
zweier ��������Resonanzen ���� ��� betrachtet� Beim Zerfall von �� und �� werden
die Nukleonen N� und N� sowie die Pionen �� und �� produziert� Die Zerf�alle sollen
in den Ruhesystemen von �� bzw� �� statt�nden� Ferner sei angenommen� da� die
e�ektive Masse von �� so gro� sei� da� das Skyrme�Potential und das explizit impul�
sabh�angige Einteilchen�Potential des beim Zerfall entstehenden Nukleons N� identische
Werte annehmen� Damit ist die Zerfallskinematik f�ur beide Potentialformen identisch�
Insbesondere h�angt der Impuls des Pions �� nicht davon ab� ob das Skyrme�Potential
oder das explizit impulsabh�angige Potential verwendet wird� Die e�ektive Masse von
�� sei gr�o�er als die von ��� Dies bedeutet� da� die Impulse der beim Zerfall emit�
tierten Teilchen h�oher sind� Damit ist die Selbstenergie von N� bei Verwendung der
explizit impulsabh�angigen Parametrisierung repulsiver als die entsprechende Skyrme�
Selbstenergie� Dies wiederum f�uhrt bei Verwendung der explizit impulsabh�angigen Pa�
rametrisierung zu kleineren Impulsen der auslaufenden Teilchen N� und �� als dies bei
Verwendung der Skyrme�Parametrisierung der Fall ist� was die reduzierte Multiplizit�at
der Pionen bei gro�en Transversalimpulsen erkl�art�

Im unteren Teil der Abbildung ���� ist ebenfalls die totale Pionenmultiplizit�at f�ur
eine zentral Reaktion Au � Au bei einer Einschu�energie von ��� AGeV dargestellt�
Hier werden die Ein��usse der numerischen Implementation der explizit impulsabh�angi�
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gen Enteilchenenergien untersucht� Das Histogramm korrespondiert zu einer Rech�
nung� in der das Einteilchen�Potential der Baryonen im Rahmen der lokalen Thomas�
Fermi N�aherung �s� Abschnitt ������ ausgewertet wurde� Die unter Verwendung des
��Fl�ussigkeiten�Modells erhaltenen Ergebnisse werden durch die Punkte repr�asentiert�
Die Gesamtzahl der produzierten Pionen ist f�ur das ��Fl�ussigkeits�Modell um nur circa
� geringer als in der lokalen Thomas�Fermi N�aherung� In der spektralen Verteilung
sind im Rahmen der statistischen Schwankungen keine Unterschiede zwischen beiden
Rechnungen festzustellen� Da im Anschlu� an die Hochdichtephase einer Schwerionen�
reaktion nur noch geringe Unterschiede zwischen baryonischen Selbstenergien� die im
Rahmen des ��Fl�ussigkeits�Modells oder in der lokalen Thomas�Fermi N�aherung be�
rechnet werden �s� Abschnitt ����� bestehen� deutet dieses Ergebnis darauf hin� da�
Pionen haupts�achlich in der Expansionsphase einer Schwerionenkollision emittiert wer�
den�


���� Ein�u der Zustandsgleichung der Kernmaterie �EOS�

Wie bereits weiter oben angesprochen� beein�u�t die EOS die Gesamtdynamik einer
Schwerionenkollision� Anhand von Abbildung ���� soll festgestellt werden� inwieweit
die Pionenproduktion sensitiv auf die EOS ist� Dazu ist wieder die totale Pionenmul�
tiplizit�at f�ur zentrale Au�Au�Kollisionen bei einer Einschu�energie von ��� AGeV als
Funktion des transversalen Pionenimpulses dargestellt� Der obere Teil der Abbildung
enth�alt die Ergebnisse f�ur Skyrme�Einteilchen�Potentiale und der untere Teil korre�
spondiert zu Rechnungen� die mit explizit impulsabh�angigen Parametrisierungen des
Mittlere�Feld�Potentials durchgef�uhrt wurden� In beiden F�allen l�a�t sich nur eine ge�
ringe Sensitivit�at der Pionenmultiplizit�at auf die verwendete EOS feststellen� Wie es zu
erwarten war� erh�alt man um so weniger Pionen je h�arter die EOS wird� Die Gesamtzahl
der Pionen liegt bei einer EOS mitK � ��� MeV allerdings nur circa � unter der Zahl
der Pionen� die man bei Verwendung einer EOS mit K � ��� MeV erh�alt� Verglichen
mit der Sensitivit�at z�B� der Kaonenproduktion in Schwerionenkollisionen ���� auf die
EOS ist der hier beobachtete E�ekt sehr klein� Die hier durchgef�uhrten Vergleiche deu�
ten wiederum darauf hin� da� Pionen erst in der Endphase einer Schwerionenreaktion
erzeugt werden und somit nur geringe Sensitivit�at auf die EOS besitzen�
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tion

In diesemAbschnitt soll die Frage beantwortet werden� inwieweit die Pionenproduktion
von der Reaktionsgeometrie einer Schwerionenkollision abh�angt� Dazu ist in Abbildung
���� die Zahl der in einer Au�Au Reaktion bei einer Eischu�enernergie von ��� AGeV
beobachtbaren Pionen N� als Funktion des Sto�parameters der Reaktion dargestellt�
Zun�achst soll bemerkt werden� da� die Sto�parameterabh�angigkeit f�ur �� �nach un�
ten gerichtete Dreiecke�� �� �nach oben gerichtete Dreiecke� und �� �Kreise� identisch
ist� Daher wird in der folgenden Diskussion nur die Summe der drei Ladungszust�ande
�Vierecke� betrachtet�
F�ur zentrale Kollisionen erh�alt man �� Pionen� Mit zunehmendemSto�parameter sinkt
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Abbildung ����� Totale Pionenmultiplizit�at gewichtet mit ��pT f�ur eine zentrale
Au�Au�Kollision bei einer Einschu�energie von ��� AGeV f�ur verschiedene Zustands�
gleichungen f�ur Kernmaterie �EOS�� Oben� Skyrme�Parametrisierung� das Histogramm
korrespondiert zu einer EOS mit einer Kompressibilit�at K � ��� MeV �Parametersatz
S� und die Punkte entsprechen einer Rechnung mit K � ��� MeV �Parametersatz
H�� Unten� impulsabh�angige Parametrisierung des Einteilchen�Potentials in der lokalen
Thomas�Fermi N�aherung f�ur verschiedene Zustandsgleichungen� Histogramm�K � ���
MeV �SMD�� Kreuze� K � �	� MeV �MMD� und Punkte� K � ��� MeV �HMD��
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diese Zahl ab und erreicht f�ur Sto�parameter von � fm den Wert �� Erw�ahnenswert
ist der Verlauf der Kurve� W�ahrend die Kurve f�ur kleine Sto�parameter �� � b � � fm�
einen konvexen Verlauf hat� ist der Zusammenhang zwischen der Pionenzahl und dem
Sto�parameter f�ur mittlere b linear� um f�ur gro�e Sto�parameter konkav gegen Null
abzufallen�
Experimentell ist es nicht m�oglich� den Sto�parameter zu bestimmen� In Experimen�
ten kann dagegen aus der Zahl der gemessenen geladenen Teilchen bzw� Fragmente
auf die Zahl der an der Reaktion teilnehmenden Target� und Projektilnukleonen ge�
schlossen werden� Diese Zahl Apart korreliert mit dem Sto�parameter� Als Apart soll
die Zahl der Nukleonen verstanden werden� die mindestens an einer elementaren ��
Teilchen�Kollision �z�B� NN � NN� NN � NR� teilgenommen haben� In Abbildung
��� ist Apart f�ur Au � Au f�ur eine Einschu�energie von ��� AGeV als Funktion des
Sto�parameters angegeben� F�ur kleine Sto�parameter f�alltApart nur sehr leichtmit stei�
gendem Sto�parameter� F�ur mittlere b f�allt Apart analog zu N� linear mit b� Obwohl
N� und Apart ein �ahnliches funktionales Verhalten in Abh�angigkeit vom Sto�parame�
ter aufweisen� besteht zwischen den beiden Gr�o�en kein linearer Zusammenhang� wie
in Abbildung ���� gezeigt wird� Hier ist wiederum f�ur dieselbe Reaktion die Zahl der
produzierten Pionen N� als Funktion von Apart aufgetragen� W�ahrend f�ur periphe�
re Kollisionen �kleine Apart� die Zahl der produzierten Pionen fast linear mit Apart

anw�achst� steigt N� mit gr�o�er werdendem Apart schneller an� Dieses Verhalten deutet
darauf hin� da� es in zentralen Kollisionen vermehrt zu Vielfachst�o�en kommt und so�
mit pro partizipierendem Nukleon mehr Pionen produziert werden�
In Abbildung ���� ist N� als Funktion von Apart f�ur das kleinere System Ca�Ca dar�
gestellt� Hier wird ein �ahnliches Verhalten f�ur N� als Funktion von Apart beobachtet�
F�ur kleine Apart w�achst N� zun�achst ann�ahernd linear mit Apart an� Bei gro�en Apart

tritt hier im Gegensatz zu dem schweren Au�System eine S�attigung von N� ein�
Um beide Systeme genauer vergleichen zu k�onnen� ist in Abbildung ���
 f�ur beide

Systeme N� normiert auf die maximal beobachtete Zahl der Pionen Nmax
� als Funktion

von Apart dividiert durch die Summe von Target� und Projektilnukelonen Amax
part des

entsprechenden Systems aufgetragen� Die Resultate stimme nur f�ur ganz zentrale und
extrem periphere Kollisionen �uberein� da f�ur diese beiden F�alle die Geometrie beider
Reaktionen �ubereinstimmt� im einen Fall �uberlappen Target und Projektil zu ���� und
somit nehmen alle Nukleonen an der Reaktion teil� Im anderen Fall kommt es zu keinen
Nukleon�Nukleon�Kollisionen und somit zu keiner Pionenproduktion� F�ur alle anderen
Reaktionsgeometrien liegt die relative Pionenzahl N��N

max
� f�ur das Ca�System immer

�uber der des Au�Systems� F�ur den beobachteten Unterschied zwischen den beiden Sy�
stemen sind zwei Erkl�arungen denkbar� a� In nicht zentralen Reaktionen kommt es im
Fall von Au�Au�Kollisionen aufgrund der Systemgr�o�e zu einer st�arkeren Pionenab�
sorption als in Ca � Ca�Kollisionen� b� In dem Au� Au System kommt es vermehrt
zu niederenergetischen Nukleon�Nukleon�Kollisionen� die nicht zur Pionenproduktion
beitragen� aber Apart erh�ohen� Welche dieser beiden Erkl�arungen zutri�t� oder ob beide
Ph�anomene zu dem beobachteten Unterschied beitragen� soll in der Zukunft durch eine
genauere Analyse festgestellt werden �����
Die kleinen statistischen Fehlerbalken f�ur die Mittelwerte von N� und Apart d�urfen
nicht dar�uber hinwegt�auschen� da� es sich bei N� und Apart um statistische Verteilun�
gen handelt� Dies wird durch die Abbildungen ���� und ���	 n�aher erl�autert� In diesen
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Abbildung ����� Zahl der in Au � Au�Kollisionen bei einer Einschu�energie von ���
AGeV produzierten Pionen �Vierecke� als Funktion des Sto�parameters� Die Zahl der
produzierten ��� �� und �� werden durch die nach unten bzw� nach oben gerichteten
Dreiecke und die Kreise dargestellt� Die statistischen Fehler der Rechnung sind kleiner
als die zur Darstellung verwendeten Symbole�
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Abbildung ���� Zahl der NukleonenApart� die an mindestens einer elementaren Baryon�
Baryon�Kollision teilgenommen haben� als Funktion des Sto�parameters� Apart ist f�ur
die Reaktion Au�Au bei einer Einschu�energie von ��� AGeV dargestellt� Die Fehler�
balken geben die statistischen Fehler der Rechnung an�
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Abbildung ����� Zahl der in Au � Au�Kollisionen bei einer Einschu�energie von ���
AGeV produzierten Pionen �Vierecke� als Funktion von Apart� Die Zahl der produzier�
ten ��� �� und �� werden durch die nach unten bzw� nach oben gerichteten Dreiecke
und die Kreise dargestellt� Die statistischen Fehler der Rechnung sind kleiner als die
zur Darstellung verwendeten Symbole�
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Abbildung ����� Zahl der in Ca � Ca�Kollisionen bei einer Einschu�energie von ���
AGeV produzierten Pionen �Vierecke� als Funktion von Apart� Die Zahl der produ�
zierten ��� �� und �� werden durch die o�enen Vierecke� die Punkte bzw� die Kreuze
dargestellt� die wegen der Isospinsymmetrie des Systems alle zusammenfallen�Die stati�
stischen Fehler der Rechnung sind kleiner als die zur Darstellung verwendeten Symbole�
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Abbildung ����� Relative Anzahl R der CBUU�Ereignisse einer Au�Au�Kollision bei
einer Einschu�energie von ��� AGeV und einem Sto�parameter von � fm als Funktion
der produzierten Pionen �Vierecke�� Die durchgezogene Linie repr�asentiert eine Gau��
Interpolation an die CBUU�Ergebnisse�
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Abbildung ���	� Relative Anzahl R der CBUU�Ereignisse einer Au�Au�Kollision bei
einer Einschu�energie von ��� AGeV und einem Sto�parameter von � fm als Funktion
von Apart �Vierecke�� Die durchgezogene Linie repr�asentiert eine Gau��Interpolation an
die CBUU�Ergebnisse�

Abbildungen sind f�ur zentrale Ereignisse �b � � fm� desselben Systems die relative
Anzahl R der CBUU�Ereignisse als Funktion der erhaltenen Zahl der Pionen N� bzw�
Apart zusammen mit den entsprechenden Gau��Interpolationen dargestellt� F�ur N� er�
gibt sich eine Verteilung mit dem in Abbildung ���� dargestellten Mittelwert von ��
und einer Breite von �� Die Zahl der an der Reaktion teilnehmenden Nukleonen hat
einen Mittelwert von �

 und eine Breite von ���

Nach diesen Ausf�uhrungen soll zum Schlu� dieses Abschnittes die mittlere Zahl der
Pionen f�ur zentrale Schwerionenreaktionen anhand von Abbildung ���� mit experi�
mentellen Daten verglichen werden� Die ausgef�ullten Symbole geben die im Rahmen
des CBUU�Modells f�ur zentrale �b � �fm� Reaktionen erhaltene Zahl der Pionen� di�
vidiert durch die Summe der jeweiligen Target� und Projektilmasse� als Funktion der
Einschu�energie wieder� Die o�enen Symbole repr�asentieren die Ergebnisse einer Ana�
lyse von Harris et al� ���� ���� in der die experimentell gemessene Zahl der Pionen
f�ur die Systeme La � La und Ar � KCl f�ur verschiedene Einschu�energien auf zen�
trale Ereignisse extrapoliert wurde� Man erkennt� da� die experimentellen Werte f�ur
alle Einschu�energien durch die Transportrechnungen um etwa �� bis ��� �ubersch�atzt
werden�
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Abbildung ����� Mittlere Zahl der Pionen in zentralen Schwerionenkollisionen produ�
zierten Pionen f�ur verschiedene Systeme� dividiert durch die Summe der jeweiligen
Projektil� und Targetmasse� als Funktion der Einschu�energie im Labor� Die ausgef�ull�
ten Symbole korrespondieren zu CBUU�Rechnungen f�ur das SystemAu�Au �Vierecke�
und Ca� Ca �Kreise�� Es wurden Ereignisse mit einem Sto�parameter von � fm ver�
wendet� Die o�enen Symbole repr�asentieren die Ergebnisse einer Analyse von Harris
et al� ���� ���� in der die experimentell bestimmte Zahl der Pionen f�ur die Systeme
La�La �Vierecke� und Ar�KCl �Kreise� auf zentrale Ereignisse extrapoliert wurde�
Die durchgezogene Linie stellt einen linearen Fit an diese Extrapolation dar�
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Kapitel 	

Coulomb�E
ekte auf

Pionenspektren

In diesem Kapitel werden die Ein��usse des Coulomb�Potentials auf die in einer Schwer�
ionenkollision emittierten geladenen Pionen untersucht� Dazu wird zuerst eine Korre�
lation zwischen der Produktionszeit� der Dichte am Ort ihrer Produktion und dem
Coulomb�Potential� das die Pionen zur Zeit ihrer Produktion erfahren� und dem Im�
puls der Pionen im Schwerpunktsystem der Schwerionenkollision hergestellt� Es stellt
sich heraus� da� das Verh�altnis der ��� und ���Spektren eine experimentelle Observa�
ble darstellt� die auf die Expansionsphase der Schwerionenreaktion sensitiv ist�
Anschlie�end wird die Abh�angigkeit dieses ������Verh�altnisses von der Zentralit�at der
Reaktion und vom Emissionswinkel der Pionen untersucht� bevor Vorhersagen f�ur das
System Au�Au bei einer Einschu�energie von ��� AGeV�

��� Korrelationen zwischen Coulomb�E�ekten und

der Reaktionsdynamik

Wie bereits in Kapitel ��� gezeigt wurde� werden in Schwerionenkollisionenmit Einschu�
�energien im Bereich von �� � AGeV baryonische Resonanzen wie �������� N�����
N������ usw� vor allem in der Hochdichtephase der Reaktion erzeugt� Die Anre�
gungsmechanismen sind Nukleon�Nukleon�Kollisionen� Nukleon�Resonanz�St�o�e oder
Nukleon�Meson Reaktionen� Die so entstandenen baryonischen Resonanzen werden
entweder in Resonanz�Nukleon Reaktionen reabsorbiert oder zerfallen in Nukleonen
und Pionen� Falls diese Zerf�alle in der Hochdichtephase statt�nden� so werden die Pio�
nen mit hoher Wahrscheinlichkeit wieder absorbiert� Finden sie hingegen in Gebieten
relativ niedriger Dichte statt� so besteht die Chance� da� die Pionen ausfrieren und
somit als freie� experimentell beobachtbare Pionen die Reaktionszone verlassen� Dies
bedeutet ferner� da� die Mehrzahl der beobachteten Pionen von in der Expansionspha�
se zerfallenden baryonischen Resonanzen stammt� Das wiederum erkl�art� warum die
Zahl der Pionen w�ahrend einer Schwerionenkollision monoton anw�achst �s� Abbildung
���� und am Ende der Reaktion den asymptotischen Wert erreicht�
Die soeben dargelegten Argumente werden nun anhand von Abbildung 
�� quanti�
tativ untermauert� In dieser Abbildung ist die Zahl der asymptotisch beobachteten

���
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Pionen als Funktion ihrer Ausfrierzeit f�ur zentrale Au�Au Kollisionen bei ��� AGeV
dargestellt� Unter der Ausfrierzeit eines Pions wird der Zeitpunkt der letzten Wech�
selwirkung des Pions mit einem Hadron �Entstehung des Pions aus Resonanzzerfall�
elastische Pion�Pion�Kollision o��a�� verstanden� Die durchgezogene� die gestrichelte und
die gepunktete Linie geben jeweils die Zahl der ausfrierenden Pionen mit einem Im�
puls von ��� GeV!c� ��� GeV!c und ��� GeV!c im Schwerpunktsystem der Reaktion
an� In allen drei betrachteten kinematischen Bereichen erreicht die Zahl der erzeugten
Pionen zu Zeiten von � �� fm!c ��� des Maximalwertes� Dieser Maximalwert wird
jeweils zwischen �� und �� fm!c erreicht� Anschlie�end nimmt die Zahl der ausfrieren�
den Pionen langsam ab� Da zur Produktion von Pionen mit kleinen Impulsen weni�
ger Energie als zur Produktion von Pionen mit hohen Impulsen aufgewendet werden
mu�� ergeben sich neben den soeben angesprochenen Gemeinsamkeiten quantitative
Unterschiede f�ur die drei betrachteten Impulsbereiche� W�ahrend schon zu Beginn des
r�aumlichen �Uberlapps beider Schwerionen langsame Pionen erzeugt werden� setzt die
Produktion von Pionen mit hohen Impulsen erst zu sp�ateren Zeiten ein� Erst in der
Hochdichtephase der Schwerionenreaktion ist die Energiedichte in der Reaktionszone
gro� genug� um die Produktion harter Pionen zu erm�oglichen� Aus demselben Grund
sinkt die Produktionsrate harter Pionen gegen Ende der Reaktion schneller als die wei�
cher Pionen� Dieses Verhalten kann im Rahmen des Resonanzbildes anschaulich erkl�art
werden� Vernachl�assigt man die direkte Produktion von Pionen in Nukleon�Nukleon�
St�o�en �s� Abschnitt �
�� so entstehen die Pionen immer aus dem Zerfall baryonischer
Resonanzen� Je h�arter die erzeugten Pionen sind� um so schwerer m�ussen die baryo�
nischen Resonanzen sein� aus deren Zerfall die Pionen hervorgehen� Die Population
baryonischer Resonanzen mit gro�en Massen erfolgt durch Vielfachst�o�e und setzt so�
mit erst in der Hochdichtephase ein� Somit k�onnen extrem harte Pionen nicht in der
Anfangsphase der Reaktion� sondern erst in der Hochdichtephase entstehen� Um das
zeitliche Verhalten der Pionenproduktion zu sp�ateren Zeiten zu verstehen� mu� man
weiterhin beachten� da� die Zerfallsbreite einer Resonanz mit der Masse ansteigt �s�
Abschnitt ���� Dies hat zur Folge� da� die schweren Resonanzen� im Vergleich zu den
leichten Resonanzen� nach ihrer Produktion schneller zerfallen� Ferner k�onnen Reso�
nanzen kleiner Masse auch durch weniger energetische Nukleon�Nukleon�Kollisionen in
der Expansionsphase einer Schwerionenreaktion populiert werden� Somit l�a�t sich mit
Hilfe des Resonanzmodells verstehen� warum sich die Produktion der weichen Pionen

�uber die gesamte Schwerionenreaktion erstreckt� w�ahrend das Ausfrieren der harten
Pionen auf einen recht kurzen Zeitraum beschr�ankt bleibt�
Aus Abbildung 
�� geht ferner hervor� da� das Maximum der Pionenverteilung f�ur har�
te Pionen bei kleineren Zeiten liegt als das der Verteilung f�ur weiche Pionen� Dieses
Verhalten wird anhand von Abbildung 
�� quantitativ dargestellt� Hier ist die mitt�
lere Produktionszeit der Pionen als Funktion ihres Impulses im Schwerpunktsystem
der Reaktion Au � Au bei ��� AGeV dargestellt� Wie auch in Abbildung 
�� wurden
nur zentrale Ereignisse �b � � fm� verwendet� Die Vierecke stellen die im Rahmen
des CBUU�Modells erhaltenen Ergebnisse dar� Die durchgezogene Linie ergibt sich aus
einer mit diesen Ergebnissen durchgef�uhrten linearen Regression� Man erkennt� da�
weiche Pionen im Durchschnitt �� fm!c sp�ater als harte Pionen mit einem Impuls
von ��� GeV!c emittiert werden� Der in einer zentralen Schwerionenreaktion geformte
Feuerball expandiert nach der Produktion hochenergetischer Pionen also im Mittel f�ur
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Abbildung 
��� Zahl der am Ende der Reaktion Au �Au bei ��� AGeV beobachteten
Pionen als Funktion ihrer Produktionszeit f�ur drei verschiedene kinematische Bereiche�
Es wurden nur zentrale Ereignisse � b � � fm� ber�ucksichtigt� Die durchgezogene Linie
korrespondiert zu Impulsen von ��� GeV!c� die gestrichelte Linie zu Impulsen von ���
GeV!c und die gepunktete Linie zu Impulsen von ��� GeV!c im Schwerpunktsystem
der Schwerionenreaktion�
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Abbildung 
��� Mittlere Produktionszeit von Pionen f�ur zentrale �b � � fm� Au�Au�
Reaktionen bei einer Einschu�energie von ��� AGeV als Funktion des Pionenimpulses
im Schwerpunktsystem der Reaktion� Die Vierecke geben die Ergebnisse des CBUU�
Modells an und die durchgezogene Linie korrespondiert zu einem linearen Fit an diese
Ergebnisse�
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Abbildung 
��� Mittlere Baryonendichte am Produktionsort der Pionen f�ur die Reaktion
Au � Au bei einer Einschu�energie von ��� AGeV als Funktion des Pionenimpulses
im Schwerpunktsystem der Reaktion� Die Vierecke geben die Ergebnisse des CBUU�
Modells an und die durchgezogene Linie korrespondiert zu einem linearen Fit an diese
Ergebnisse�

�� fm!c bevor es zum Ausfrieren der weichen Pionen kommt� Dies bedeutet� wie in
Abbildung 
�� gezeigt� da� die harten Pionen im Mittel bei h�oheren Baryonendichten
ausfrieren als die weichen Pionen� In dieser Abbildung ist die durchschnittliche Dichte�
bei der die Pionen produziert werden� f�ur Au�Au�Kollisionen bei ��� AGeV als Funk�
tion des Pionenimpulses im Schwerpunktsystem abgebildet� Man erkennt� da� Pionen
mit Impulsen von � ��� AGeV w�ahrend der Expansionsphase der Feuerballs durch�
schnittlich bei Dichten von ����� emittiert werden� Die weichen Pionen� die am Ende
der Reaktion beobachtbar sind� werden hingegen im Durchschnitt erst bei Dichten von
� ����� erzeugt� An dieser Stelle soll bemerkt werden� da� alle beobachteten Pionen
im Mittel erst unterhalb der Saturationsdichte von Kernmaterie �� ausfrieren�
Aufgrund der linearen Abh�angigkeit der mittleren Dichte� bei der die Pionen produ�
ziert werden� vom Pionenimpuls folgt� da� das Coulomb�Potential� das zum Zeitpunkt
des Ausfrierens auf die Pionen wirkt� ebenfalls linear mit dem Impuls der Pionen zu�
nimmt� weil die elektrische Ladungsdichte proportional zur Baryonendichte ist� Die�
ses lineare Verhalten ist in der Tat im Rahmen der CBUU�Transportrechnungen zu
beobachten� wie Abbildung 
� zeigt� In dieser Abbildung ist das Coulomb�Potential
Vcoul� dem die die Reaktionszone verlassenden Pionen zum Zeitpunkt ihrer Produktion
ausgesetzt sind� wiederum f�ur die Reaktion Au � Au bei ��� AGeV als Funktion des
Pionenimpulses im Schwerpunktsystem der Reaktion dargestellt� Im oberen Teil der
Abbildung ist Vcoul sowohl f�ur die positiv geladenen Pionen �o�ene Kreise� als auch f�ur
die negativ geladenen Pionen �o�enen Dreiecke� separat dargestellt� Die ausgef�ullten
Vierecke korrespondieren zu Vcoul gemittelt �uber positiv und negativ geladene Pionen�
Die durchgezogene Linie entspricht dem Ergebnis einer linearen Regression� die mit
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diesen Mittelwerten durchgef�uhrt wurde� Man erkennt deutlich ein lineares Anwachsen
von Vcoul mit zunehmenden Pionenimpulsen f�ur Pionenimpulse gr�o�er als ��� GeV!c�
Im unteren Teil von Abbildung 
� wird untersucht� wie sich die Coulomb�E�ekte
auf die Pionen als Funktion der Zentralit�at der Schwerionenreaktion ver�andern� die
gef�ullten Vierecke und Kreise stellen das mittlere Coulomb�Potential Vcoul als Funktion
des Pionenimpulses f�ur periphere bzw� zentrale Ereignisse dar� Die durchgezogene und
die gestrichelte Linie geben wieder die entsprechenden linearen Fits an die Resultate
der CBUU�Rechnungen an� Man erkennt� da� die Coulomb�E�ekte auf die Spektren
geladener Pionen von der Zentralit�at der Schwerionenkollision beein�u�t werden� Pio�
nen� die in peripheren Kollisionen erzeugt werden� erfahren ein um � ��� st�arkeres
Coulomb�Potential als Pionen aus zentralen Reaktionen� Dieses Verhalten l�a�t sich wie
folgt erkl�aren� Im Fall zentraler Schwerionenkollisionen nehmen fast alle Nukleonen
von Target und Projektil an der Reaktion teil� Es kommt zur Ausbildung eines Feu�
erballs� der sich w�ahrend der Reaktion ausbreitet� Das Coulomb�Potential� das auf die
Pionen wirkt� die die Reaktionszone verlassen� wird somit von einer homogenen Ba�
ryonenverteilung generiert� deren Dichte weit unterhalb von �� liegt� Je peripherer eine
Schwerionenreaktion wird� desto weniger Nukleonen nehmen direkt an der Reaktion
teil� Die Nukleonen� die nicht an der Reaktion teilnehmen bilden die sog� Spektatoren�
materie� Diese Materie hat eine Dichte von etwa ��� und somit ist das von ihr generierte
Coulomb�Potential st�arker als jenes� das in der Endphase zentraler Kollisionen vorliegt�

Bisher wurde in diesem Abschnitt eine Korrelation zwischen den Impulsen von in
Schwerionenkollisionen emittierten Pionen und deren durchschnittlicher Produktions�
zeit bzw� �dichte etabliert� Dabei hat sich gezeigt� da� die Pionen im Mittel nach der
Hochdichtephase einer Reaktion entstehen und somit ein Sonde zur Untersuchung der
Expansionsphase einer Schwerionenreaktion darstellen� O�ensichtlich stellen die Aus�
frierzeiten der Pionen und die Dichten� bei denen die Pionen produziert werden� keine
experimentell zug�anglichen Observablen dar� Es ist aber m�oglich� durch Vergleich der
Spektren von �� und �� die Coulomb�E�ekte auf die Pionen in verschiedenen kine�
matischen Bereichen zu untersuchen und somit indirekt R�uckschl�usse auf die Expansi�
onsphase einer Schwerionenkollision zu ziehen� Dieses Ziel kann erreicht werden� indem
man das Verh�altnis der Wirkungsquerschnitte f�ur ��� und ���Produktion untersucht�
Dieses Verh�altnis

R �
�����
�����

�
���

ist in Abbildung 
�� f�ur die Reaktion Au�Au bei einer Einschu�energie von ��� AGeV
als Funktion der kinetischen Energie der Pionen im Schwerpunktsystem der Reaktion
abgebildet� Der obere Teil der Abbildung zeigt R f�ur eine CBUU�Transportrechnung
ohne Coulomb�E�ekte� Abgesehen von statistischen Schwankungen erh�alt man �uber
den gesamten Bereich der kinetischen Energie der Pionen ein konstantes Verh�altnis R
�� ���� � ����� Das konstante Verh�altnis R re�ektiert die Tatsache� da� die Pionen
die Reaktionszone als freie Teilchen verlassen und somit die ��� und die ���Spektren
nicht relativ zueinander verschoben werden� R weicht aufgrund der Isospinasymmetrie
des Au�Au�Systems vom Wert � ab�
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Abbildung 
�� Das mittlere Coulomb�Potential Vcoul� dem die Pionen zum Zeitpunkt
ihrer Produktion ausgesetzt sind� als Funktion des CMS�Impulses der Pionen f�ur
Au�Au�Kollisionen bei einer Einschu�energie von ��� AGeV� Oben� die o�enen Krei�
se repr�asentieren Vcoul f�ur �� und die o�enen Dreiecke korrespondieren zu Vcoul f�ur
��� Die ausgef�ullten Vierecke entsprechen dem Potential� das aus Mittelung �uber die
Coulomb�Potentiale von �� und �� hervorgeht� Die durchgezogene Linie entspricht
einem linearen Fit an diese Mittelwerte� F�ur diese Darstellung wurden alle Ereignisse
�� � b � �� fm� verwendet� Unten� Die Vierecke und Kreise entsprechen dem �uber ��

und �� gemittelten Coulomb�Potential f�ur zentrale �� � b � � fm� bzw� f�ur periphere
�� 	 b � �� fm� Ereignisse� Die durchgezogene und die gestrichelte Linie repr�asentieren
die entsprechenden linearen Fits an die Ergebnisse der Transportrechnung�
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Stock et al� ���� erhalten im Rahmen eines einfachen Modells

R �
�N� �NZ

�Z� �NZ
� �
���

wobei N und Z die Zahl der an der Reaktion teilnehmenden Neutronen bzw� Pro�
tonen repr�asentieren� Der Ausdruck �
��� ergibt sich unter der Annahme� da� alle
Pionen aus dem Zerfall der ��������Resonanz stammen� Ferner wird angenommen�
da� jedes Tagetnukleon mit jedem Projektilnukleon kollidiert� Es kommt also zu N�

Neutron�Neutron� Z� Proton�Proton und �NZ Proton�Neutron�Kollisionen� Die La�
dungszust�ande der in diesen Kollisionen produzierten ������� werden mit den ent�
sprechenden Clebsch�Gordan Koe(zienten bestimmt� Das Verh�altnis R ergibt sich aus
den entsprechenden Koe(zienten f�ur den Zerfall der ��������Resonanz in ein Pion
und ein Nukleon� Aus Gleichung �
��� erh�alt man im Fall einer Au�Au�Kollision mit
R � ��	� einen Wert� der circa �� �uber dem im Rahmen des CBUU�Modells erzielten
Wert liegt�
Im unteren Teil von Abbildung 
�� ist das aus einer kompletten CBUU�Rechnung� al�
so einschlie�lich der Coulomb�E�ekte� resultierende R wiederum f�ur dasselbe System
dargestellt� Hier wird eine Energieabh�angigkeit von R deutlich� F�ur kinetische Ener�
gien von � �� MeV ergibt sich R � ���� Mit zunehmender kinetischer Energie sinkt
das ������Verh�altnis auf einen Wert von � ��� und bleibt f�ur kinetische Energien
oberhalb von ��� MeV im Rahmen der statistischen Schwankungen konstant� Da die
Rechnungen� die zum oberen bzw� unteren Teil von Abbildung 
�� f�uhrten� bis auf die
Coulomb�E�ekte identisch sind� folgt� da� die Energieabh�angigkeit des ������Verh�alt�
nisses R durch das Coulomb�Potential verursacht wird� Damit wurde veri�ziert� da� es
sich beim Verh�altnis R um eine experimentelle Observable handelt� die sensitiv auf das
Coulomb�Potential und damit auf die Dichteverteilung in der Expansionsphase einer
Schwerionenreaktion ist�

��� Sensitivit�at des ������Verh�altnisses auf die

Geometrie von Schwerionenreaktionen

Im vorangegangenen Abschnitt wurde gezeigt� da� die Unterschiede im Coulomb�
Potential� die aufgrund der verschiedenen Ausfrierdichten der Pionen entstehen� die
Ursache f�ur die Energieabh�angigkeit des ������Verh�altnisses R sind� Im folgenden
wird die Sensitivit�at von R auf die Reaktionsgeometrie von Schwerionenkollisionen un�
tersucht�
In Abbildung 
�� ist das Verh�altnis R f�ur die Reaktion Au�Au bei einer Einschu�ener�
gie von ��� AGeV als Funktion der kinetischen Energie der Pionen im Schwerpunktsy�
stem �CMS� f�ur verschiedene Emissionswinkel im CMS dargestellt� Die durchgezogene
Linie korrespondiert zum Verh�altnis R integriert �uber alle Winkel� w�ahrend die gestri�
chelte� die gepunktete und die strichpunktierte Linie das resultierende ������Verh�alt�
nis f�ur 'CMS � �o�����o� 'CMS � �o�����o bzw� 'CMS � 	�o�����o angegeben� F�ur
weiche Pionen wird unter Vorw�artswinkeln ein gro�es R� das f�ur kinetische Energien im
Bereich von ��� MeV Werte von � ��� erreicht� beobachtet� F�ur die anderen Winkel�
bereiche werden f�ur weiche Pionen hingegen nur R im Bereich von ��� bis ��� erreicht�
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Abbildung 
��� Das ������Verh�altnisR f�ur die Reaktion Au�Au bei einer Einschu�en�
ergie von ��� AGeV als Funktion der kinetischen Energie der Pionen im Schwerpunkt�
system der Reaktion� Oben� Das in einer Rechnung ohne Coulomb�E�ekte erhaltene
Verh�altnis R� Unten� Das Ergebnis einer kompletten CBUU�Rechnung einschlie�lich
der Coulomb�E�ekte�
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Abbildung 
��� Das ������Verh�altnis R f�ur die Reaktion Au�Au bei einer Einschu�
�energie von ��� AGeV als Funktion der kinetischen Energie der Pionen im CMS f�ur
verschiedene CMS�Winkel� 'CMS � �o � ����o gestrichelte Linie� 'CMS � �o � ����o

gepunktete Linie und 'CMS � 	�o � ����o strichpunktierte Linie� Die durchgezogene
Linie entspricht R integriert �uber alle Winkel�

Dieser gro�e Unterschied in R wird mit zunehmender kinetischer Energie der Pionen
immer kleiner und ist f�ur kinetische Energien von � ��� MeV fast verschwunden� Die
Winkelabh�angigkeit von R kann im Rahmen des Spektatoren�Partizipanten�Bildes ver�
standen werden �s� Abbildung 
�
�� Im oberen Teil von Abbildung 
�
 ist die Endphase
einer Schwerionenkollision� wie sie im Spektatoren�Partizipanten�Modell verstanden
wird� dargestellt� In zentralen Schwerionenkollisionen nehmen � unter der Vorausset�
zung� da� Target und Projektil vergleichbare Masssenzahlen haben � fast alle Target�
und Projektilnukleonen an der Reaktion teil �Partizipanten�� In der Hochdichtephase
der Reaktion wird ein hei�er Feuerball bestehend aus komprimierter baryonischer Ma�
terie gebildet� der sich in der Expansionsphase nach allen Richtungen ausdehnt� Am
Ende der Reaktion liegt dann baryonische Materie mit Dichten� die wesentlich kleiner
als �� sind� vor� In peripheren Reaktionen �s� Abbildung 
�
 unten� nehmen hingegen
nicht alle Target� und Projektilnukleonen an der Reaktion teil� Nur diejenigen Nu�
kleonen� die sich im Bereich des geometrischen �Uberlapps von Target und Projektil
be�nden� nehmen teil und bilden einen� im Vergleich zur zentralen Kollision� kleineren
Feuerball� der sich anschlie�end ausdehnt� Die anderen Nukleonen� die sogenannten
Spektatoren� bewegen sich ungest�ort weiter� Diese am Ende der Reaktion vorliegenden
Target� und Projektilreste haben wesentlich h�ohere Dichten als die sich isotrop aus�
dehnende baryonische Materie in zentralen Kollisionen und generieren somit ein relativ
starkes Coulomb�Potential�
Das extrem hohe ������Verh�altnis f�ur weiche Pionen� die sich in Vorw�arts� bzw�
R�uckw�artsrichtung �'CMS � �o � ����o� bewegen� erkl�art sich dadurch� da� sich die�
se Pionen parallel zu den Spektatoren bewegen und sich somit f�ur l�angere Zeit im
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Abbildung 
�
� Schwerionenkollisionen im Spektatoren�Paritzipanten�Modell� Oben�
Das Ende einer zentralen� massensymmetrischen Kollision� In der Hochdichtephase
�dunkelgrau� hat sich ein Feuerball aus hadronischer Materie ausgebildet� der sich in
der Expansionsphase ausdehnt �Pfeile�� Am Ende der Reaktion liegt hadronische Ma�
terie mit einer Dichte unterhalb von �� vor �hellgrau�� Unten� In einer peripheren Kol�
lision bilden die Partizipanten einen sich ausdehnenden Feuerball �hellgrau�� w�ahrend
die Spektatoren �dunkelgrau� nicht an der Reaktion teilnehmen und sich unbeein�u�t
weiterbewegen�
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Coulomb�Feld der Spektatoren aufhalten� Somit erfahren diese Pionen gr�o�ere Ein�
��usse des Coulomb�Potentials als Pionen� die in andere Richtungen emittiert werden�
Die soeben entwickelten Argumente werden durch Abbildung 
�� noch untermauert�
In dieser Abbildung ist R wiederum f�ur Au � Au bei ��� AGeV f�ur drei Winkelbe�
reiche �oben� 'CMS � �o � ����o� Mitte� �o � 'CMS � ���o und unten� integriert
�uber alle Winkel� als Funktion der kinetischen Energie der Pionen im CMS dargestellt�
Die durchgezogenen Histogramme wurden unter Ber�ucksichtigung aller Sto�parameter
�� � b � �� fm� erhalten� die gestrichelten bzw� gepunkteten Histogramme ergeben sich
f�ur periphere �� � b � ��fm� bzw� zentrale �� � b � � fm� Ereignisse� Vergleicht man
die drei Ereignisklassen im oberen Teil der Abbildung 
��� so erkennt man eine star�
ke Abh�angigkeit des Verh�altnisses R von der Zentralit�at der Schwerionenreaktion� die
sich entsprechend der Sto�parameterabh�ahnigkeit des mittleren Coulomb�Potentials�
dem die Pionen bei der Produktion ausgesetzt sind� verh�alt �vergl� Abbildung 
���
F�ur weiche Pionen aus peripheren Kollisionen ergibt sich ein wesentlich gr�o�eres R als
f�ur langsame Pionen aus zentralen Kollisionen� Der Unterschied zwischen peripheren
und zentrale Kollisionen wird mit zunehmender kinetischer Energie der Pionen immer
geringer� Das Verhalten von R als Funktion der Zentralit�at der Schwerionenreaktion ist
f�ur weiche Pionen� die im Winkelbereich von 'CMS � �o bis 'CMS � ���o emittiert
werden� gerade umgekehrt� Hier ist R f�ur zentrale Kollisionen gr�o�er als f�ur periphere
Reaktionen� Allerdings sind die Unterschiede in R bei weitem nicht so ausgepr�agt wie
f�ur Pionen� die in Vorw�arts� bzw� R�uckw�artsrichtung emittiert werden� Dieses Verhal�
ten kann ebenfalls im Rahmen des Spektator�Partizipant�Modells verstanden werden�
Da sich die Spektatoren in peripheren Kollisionen in Target� und Projektilrichtung be�
wegen� verl�a�t ein gro�er Teil der baryonischen Materie �und damit der elektrischen
Ladung� die Reaktionszone� Dies hat zur Folge� da� Pionen� die sich senkrecht zur
Strahlachse bewegen� in peripheren Kollisionen ein schw�acheres Coulomb�Potential er�
fahren als Pionen aus zentralen Kollisionen� Integriert man �uber alle Winkel� so ist
im Rahmen der statistischen Unsicherheiten� mit denen die Rechnungen behaftet sind�
keine Sto�parameterabh�angigkeit von R zu erkennen� wie der untere Teil der Abbil�
dung 
�� zeigt�

Zum Abschlu� dieses Kapitels sollen nun die im Rahmen des CBUU�Modells bestimm�
ten ������Verh�altnisse R f�ur das System Au� Au bei einer Einschu�energie von ���
AGeVmit experimentellenDaten verglichen werden� Dieses Verh�altnis wurde!wird von
der KaoS�Kollaboration am Beschleuniger SIS der GSI vermessen�
Die inklusiven ���Spektren f�ur Au � Au wurden von der KaoS�Kollaboration ����
ver�o�entlicht� Ein Vergleich der CBUU�Rechnungen mit diesen Spektren be�ndet sich
in Kapitel �� Mit dem KaoS�Spektrometer werden die Pionenspektren unter Laborwin�
keln von 'lab � o � o und 'lab � ��o � o gemessen� In Abbildung 
�	 sind die
entsprechenden im Rahmen des CBUU�Modells erhaltenen Verh�altnisse R �Vierecke�
dargestellt� Der obere Teil zeigt R �uber alle Winkel integriert� Im mittleren Teil der
Abbildung ist das ������Verh�altnis f�ur die Laborwinkel 'lab � �o� ��o im Vergleich
zu den experimentellen Daten ���� �Dreiecke� angegeben� Der untere Teil der Abbil�
dung zeigt das berechnete ������Verh�altnis f�ur Laborwinkel 'lab � 	�o � ��o� Die
Fehlerbalken indizieren die statistischen Fehler der Rechnung� Aufgrund des gro�en
CPU�Zeit�Aufwands war es nicht m�oglich� in der Transportrechnung dieselben Winkel�
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Abbildung 
��� Das Verh�altnisR f�ur die ReaktionAu�Au bei einer Einschu�energie von
��� AGeV f�ur alle �durchgezogene Histogramme�� periphere �� � b � �� fm� gestrichelte
Histogramme� und zentrale � � � b � � fm� gepunktete Histogramme� Ereignisse als
Funktion der kinetischen Energie der Pionen im CMS� Oben� F�ur Pionen� die unter
'CMS � �o�����o emittiert werden� Mitte� F�ur Pionen� die die Reaktionszone in einem
Winkelbereich von �o � 'CMS � ���o verlassen� Unten� Integriert �uber alle Winkel�
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cuts wie im Experiment zu verwenden�
Aus dem mittleren Teil der Abbildung ergibt sich� da� der Verlauf von R als Funktion
der kinetischen Eenrgie zwar qualitativ richtig wiedergegeben wird� jeoch liegt das im
Rahmen des CBUU�Modells bestimme ������Verh�altnis deutlich unter den experi�
mentell bestimmeten Werten f�ur R� Dies bedeutet� da� in den Transportrechnungen
die Coulomb�E�ekte auf die Pionen �ubersch�atzt werden� Eine m�ogliche Ursache hierf�ur
k�onnte in der Behandlung des Coulomb�Potentials als Mittleres�Feld�Potential liegen�
An dieser Stelle soll noch bemerkt werden� da� die hier vorgestelten ������Verh�altnis�
se qualitativ mit einer Rechnung von Bao�An Li ��� �ubereinstimmen� Die im Rahmen
der vorliegenden Arbeit berechneten Verh�altnisse liegen jedoch f�ur kinetische Energien
oberhalb von ���� GeV um � ��� unter den ������Verh�altnissen aus ����
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Abbildung 
�	� Das ������Verh�altnis f�ur das SystemAu�Au bei einer Einschu�energie
von ��� AGeV als Funktion der kinetischen Energie der Pionen im Schwerpunktsystem
der Reaktion� Oben�R integriert �uber alle Winkel� Mitte� F�ur einen Laborwinkelbereich
von ��o � 'lab � ��o� Unten� F�ur einen Laborwinkelbereich von 
�o � 'lab � ���o�
Die Fehlerbalken geben die statistischen Fehler der Rechnung an� Die Dreiecke im
mittleren Teil der Abbildung geben die experimentellen Daten der KaoS�Kollaboration
f�ur �o � 'lab � �o ���� an�



Kapitel �

Vergleich mit experimentellen

Daten zur ��Produktion

In diesem Kapitel werden die im Rahmen des CBUU�Modells gewonnenen Resul�
tate zur ��Produktion in Schwerionenkollisionen mit experimentellen Daten vergli�
chen� Zuerst wird die ���Produktion in Ar � KCl Kollisionen bei einer Einschu�
�energie von ��� AGeV untersucht� Dieses System wurde in den ���er Jahren am
BEVALAC�Beschleuniger in Berkeley vermessen� Im zweiten Teil dieses Kapitels wird
mit Daten zur ���Produktion der KAOS�Kollaboration und mit ���Daten der TAPS�
Kollaboration verglichen�
Alle Rechungen� die in diesemKapitel vorgestellt werden� wurden unter Vewendung des
explizit impulsabh�angigen Mittleren�Feld�Potentials MMD �s� Tabelle ��� in Kapitel
������ durchgef�uhrt� Zur Simulation der Ca � Ca� und Au � Au�Kollisionen wurden
jeweils ���� bzw� ��� Testteilchen pro Nukleon verwendet�

�� ���Produktion in Ar �KCl bei �� AGeV

In diesem Abschnitt werden die in CBUU�Transportrechnungen erhaltenen Ergebnisse
f�ur die Reaktion Ar�KCl bei einer Einschu�energie von ��� AGeVmit experimentellen
Daten aufgenommen am BEVALAC�Beschleuniger verglichen �����
In der experimentelle Analyse wird zwischen zwei Ereignisklassen unterschieden�

� zentrale Ereignisse

� �minimum bias� Ereignisse

Zum Vergleich mit den �minimum bias� Daten werden CBUU�Ereignisse aller Sto�pa�
rameter �� fm � b � 	 fm� herangezogen� Die zu den zentralen Ereignissen korrespon�
dierenden CBUU�Ereignisse werden im Vergleich mit den Daten f�ur das transversale
Impulsspektrum d��dpT wie folgt gewonnen� Der inklusive Wirkungsquerschnitt f�ur
die Produktion von Pionen ergibt sich aus der Integration der ��Multiplizit�aten n�b�

�uber alle Sto�parameter b�

d�

dpT
� ��

Z �

�

dn�b�

dpT
bdb� �����

��	
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Abbildung ���� Der ���Wirkungsquerschnitt f�ur verschiedene Klassen zentraler Ereig�
nisse als Funktion des transversalen Impulses pT � Die Vierecke repr�asentieren die experi�
mentellen Daten aus ����� w�ahrend die Linien zu CBUU�Rechnungen mit verschiedenen
maximalen Sto�parametern bmax korrespondieren� durchgezogene Linie bmax � ��� fm�
gestrichelte Linie bmax � ��
 fm� gepunktete Linie bmax � ��	 fm und strichpunktierte
Linie bmax � ��� fm�

Der Klasse der zentralen Ereignisse geh�oren Ereignisse mit Sto�parametern im Bereich
von � fm bis zu einemmaximalen Sto�parameter bmax an� wobei bmax durch Anpassung
an die zentralen d��dpT �Daten bestimmt wird� In Abbildung ��� sind die im Rahmen
des CBUU�Modells bestimmten Wirkungsquerschnitte f�ur bmax zwischen ��� und ���
fm als Funktion des Transversalimpulses der Pionen im Vergleich zu den experimen�
tellen Daten ���� dargestellt� Man erkennt� da� sich die Form des pT �Spektrums nicht
�andert� wenn bmax zwischen ��
 und ��� fm variiert wird� Wird bmax erh�oht� so tragen
nach Gleichung ����� mehr Ereignisse zum Wirkungsquerschnitt bei und das Spektrum
wird zu gr�o�eren Werten hin verschoben� Da das integrierte Spektrum f�ur bmax � ���
fm gut reproduziert wird� werden im folgenden CBUU�Ereignisse mit � � b � ��� fm
f�ur den Vergleich mit Daten aus zentralen Ereignissen verwendet�
Aus Abbildung ��� ergibt sich ferner� da� die spektrale Form der Daten �uber den ge�
samten Impulsbereich recht gut wiedergegeben wird� Abweichungen ergeben sich f�ur
Transversalimpulse zwischen ��� und ���� GeV!c� wo die die Daten �ubersch�atzt wer�
den� Wie in Abbildung ��� dargestellt� wird auch f�ur das zentrale Ed��dE�Spektrum
als Funktion der kinetischen Energie im Schwerpunktsystem der Reaktion generell ei�
ne gute �Ubereinstimmung mit den Daten gefunden� Lediglich f�ur kinetische Energien
kleiner als � 
� MeV werden die experimentellen Daten �ubersch�atzt� In Abbildung ���
werden schlie�lich die CBUU�Rechnungen f�ur ein doppelt di�erentielles �� Spektrum
als Funktion der CMS�Energie der Pionen mit den experimentellen Daten verglichen�
Die Daten ���� werden durch die Vierecke dargestellt und das Histogramm korrespon�
diert zu den Ergebnissen der Transportrechnung in Einheiten von mb�GeV�sr skaliert
mit einem Faktor von ��	� Die schra(erten Bereiche geben die statistischen Fehler der
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Abbildung ���� Di�erentieller ���Wirkungsquerschnitt E d�
dE

f�ur zentrale Ereignisse
�bmax � ��� fm� als Funktion der kinetischen Energie der Pionen im Schwerpunkt�
system der Reaktion� Die Vierecke repr�asentieren die experimentellen Daten aus ����
und das Histogramm stellt das Ergebnis der Transportrechnung dar�

Rechnung an� F�ur dieses Spektrum wird ebenfalls im Rahmen der statistischen Fehler
von Rechnung und Experiment weitgehende �Ubereinstimmung erzielt� Die Daten im
Bereich von �� GeV werden leicht �ubersch�atzt�

Nachdem anhand der Abbildungen ��� bis ��� gezeigt wurde� da� die spektrale Form der
Pionenverteilungen durch das CBUU�Modell gut wiedergegeben wird� sollen nun die
Winkelverteilungen der Pionen untersucht werden� Dazu ist in Abbildung �� die Zahl
der produzierten ���Mesonen als Funktion von cos'CMS im Vergleich zu den experi�
mentellen Daten ���� dargestellt� Der obere Teil der Abbildung zeigt die inklusive Pio�
nenzahl� d�h� die Pionenzahl f�ur die �minimum bias� Ereignisklasse �bmax ��� Im un�
teren Teil ist dN�dcos'CMS f�ur zentrale Ereignisse abgebildet� Die Kreise repr�asentie�
ren die experimentellen Daten� w�ahrend die Ergebnisse der CBUU�Transportrechnung
durch die Vierecke dargestellt werden� Die durchgezogenen Linien korrespondieren zu
Fits der Form

dN

dcos'CMS
� const�� ���� � a cos�'CMS� �����

an die Rechnungen� Die experimentellen Daten beider Ereignisklassen ��minimumbias�
und zentral� werden durch die Rechnungen sehr gut reproduziert� F�ur die �minumum
bias� Klasse wird aus den Rechnungen ein Anisotropiekoe(zient a von ��� extrahiert�
F�ur zentrale Ereignisse sinkt dieser Anisotropiekoe(zient um circa die H�alfte auf � ����
Wie bereits in ���� diskutiert� kann die sinkende Anisotropie von �minimum bias� hin
zu zentralen Ereignissen als ein E�ekt der Zentralit�at der Schwerionenkollision ver�
standen werden� Analog zu Gleichung ����� erh�alt man die Gesamtzahl der Pionen�
indem man die Multiplizit�aten n�b� mit dem entsprechenden Sto�parameter gewich�
tet und �uber alle Sto�parameter integriert� Diese bedeutet� da� in der �minimum bias�



��� � Vergleich mit experimentellen Daten zur ��Produktion

0.2 0.3 0.4 0.5

 

0.2 0.3 0.4 0.5

102

103 80o < θcms < 100o

 

E (GeV)

 d
2 σ /

(d
E

dΩ
) 

  
(w

ill
k.

 E
in

h.
)

 Daten
 CBUU 

Abbildung ���� Doppelt di�erentieller ���Wirkungsquerschnitt f�ur zentrale Ereignisse
�bmax � ��� fm� als Funktion der Energie der Pionen im Schwerpunktsystem der Reak�
tion f�ur einen Winkelbereich von ��o � 'CMS � ���o� Die Vierecke repr�asentieren die
experimentellen Daten aus ���� und das Histogramm stellt das Ergebnis der Transport�
rechnung dar� Die schra(erten Bereiche geben die statistischen Fehler der Rechnung
an�

Ereignisklasse die Multiplizit�aten semiperipherer und peripherer Reaktionen wesent�
lich st�arker gewichtet werden als die zentraler Schwerionenkollisionen� Weiterhin ist
die Wahrscheinlichkeit� da� die in semiperipheren und peripheren Kollisionen produ�
zierten Pionen aus NN � N������� � NN��Kollisionen der ersten Sto�generation
stammen� h�oher als f�ur Pionen aus zentralen Kollisionen� Dies bedeutet� da� die Win�
kelverteilung des Wirkungsquerschnittes der Reaktion NN � N������� nicht durch
Vielfachst�o�e �verschmiert� wird� sondern in der Verteilung der emittierten Pionen zu
sehen ist� Hingegen wird in zentralen Schwerionenkollisionen ein Bereich hoher Baryo�
nendichte gebildet� Baryonische Resonanzen werden haupts�achlich in diesem Bereich
angeregt� wieder absorbiert� erneut populiert usw� D�h� die Pionen stammen hier zum
gro�en Teil aus Vielfachst�o�en� Folglich werden Pionen in zentralen Kollisionen isotro�
per emittiert als in peripheren Kollisionen und somit wird der Anisotropiekoe(zient
reduziert�
Zum Abschlu� dieses Abschnittes wird f�ur die zentrale Ereignisklasse der Anisotropie�
koe(zient a�E� als Funktion der kinetischen Energie der Pionen untersucht� Dazu wird
wie in ���� angenommen� da� der Wirkungsquerschnitt folgende Energieabh�angigkeit
besitzt�

��E� � � � a�E� cos�'CMS� �����

In Abbildung ��� ist a�E� als Funktion der kinetischen Energie der ���Mesonen im
Schwerpunktsystem der Reaktion dargestellt� Die Vierecke korrespondieren zu den
CBUU�Ergebnissen� die durch Interpolation der CBUU�Ereignisse f�ur feste kinetische
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Energien erhalten wurden� Die Interpolation ist von folgender Form�

const�� �� � a�E� cos�'CMS�� ����

und wurde f�ur Ereignisse mit ��� � cos 'CMS � ��	 durchgef�uhrt� Die Kreise repr�asen�
tieren die experimentellenDaten aus ����� Die funktionale Form der experimentellenDa�
ten wird durch die Rechnung reproduziert� Die Daten werden allerdings f�ur kinetische
Energien oberhalb von ���� GeV tendentiell �ubersch�atzt� Die CBUU�Rechnung zeigt
auch ein Ansteigen des Anisotropieparameters von � auf � ��� f�ur kinetische Energien
bis ��� GeV� Oberhalb kinetischer Energien von ��� GeV wird eine Zunahme der Isotro�
pie der Pionenverteilung beobachtet� Diese zunehmende Isotropie kann im Rahmen des
im CBUU�Modell verwendeten Resonanzbildes verstanden werden� Mit zunehmender
kinetischer Energie w�achst der Anteil der Pionen� der aus dem Zerfall h�oher liegender
baryonischer Resonanzen stammt �s� Kapitel ����� Da diese Resonanzen haupts�achlich
durch Vielfachst�o�e in der Hochdichtephase der Schwerionenreaktion gebildet werden�
kommt es im Vergleich zu den Pionen� die in Nukleon�Nukleon�Kollisionen der ersten
Sto�generationen oder durch den Zerfall der ��������Resonanz in Regionen relativ
niedriger Dichte produziert werden� zu einer isotroperen Emission�

�� ��Produktion bei ��� und ��� AGeV

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse des CBUU�Modells mit neueren Daten
zur ��Produktion� die am SIS�Beschleuniger der GSI aufgenommen wurden� vergli�
chen� Begonnen wird mit der ���Produktion in Au � Au�Kollisionen bei einer Ein�
schu�energie von ��� AGeV� Dazu ist in Abbilidung ��� der doppelt di�erentielle ���
Wirkungsquerschnitt f�ur Laborwinkel im Bereich zwischen �o und �o als Funktion
des Laborimpulses der �� dargestellt� Die Vierecke repr�asentieren die experimentellen
Daten der KaoS�Kollaboration ���� �
� und das durchgezogene Histogramm korrespon�
diert zu dem im Rahmen des CBUU�Modells erhaltenen Wirkungsquerschnitt� Die
schra(erten Fl�achen geben die statistischen Fehler der Rechnung an� F�ur ��Impulse
im Bereich zwischen ��� und �� Gev!c werden die Daten durch die Rechnungen um bis
zu � ��� �ubersch�atzt� F�ur Impulse oberhalb von � �� GeV!c wird im Rahmen der
statistischen Fehler der Rechnung �Ubereinstimmung mit den experimentellen Daten
gefunden�
Bevor dieser Vergleich interpretiert wird� soll zun�achst die Produktion neutraler Pio�
nen untersucht werden� Der Wirkungsquerschnitt ��pT d��dpT f�ur die ���Produktion
ist in Abbildung ��
 f�ur ein Labor�Rapidit�atsintervall von ���� bis ��� als Funkti�
on des Transversalimpulses pT gezeigt� Die Rechnungen werden wiederum durch das
durchgezogene Histogramm dargestellt� Analog zu Abbildung ��� korrespondieren die
schra(erten Fl�achen zum statistischen Fehler der Rechnung und die experimentellen
Daten der TAPS�Kolaboration ���� �	� werden durch die Vierecke repr�asentiert� Das
Verhalten f�ur kleine Transversalimpulse wird durch die Rechnung gut wiedergegeben�
Verglichen mit fr�uheren Rechnungen� die im Rahmen eines BUU�Modells durchgef�uhrt
wurden �	��� sind klare Verbesserungen im Bereich kleiner Transversalimpulse festzu�
stellen� Im Bereich von pT � ��� GeV!c werden die Daten circa um ��� �ubersch�atzt�
w�ahrend die Daten f�ur Impulse oberhalb von ��� GeV!c im Rahmen der statistischen
Fehler reproduziert werden� Fr�uhere Rechnungen wiesen f�ur hohe transvesale Impulse
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Abbildung ��� Zahl der ���Mesonen als Funktion von cos'CMS f�ur �minimum bi�
as� �oben� und zentrale �unten� Ereignisse im Schwerpunktsystem der Reaktion� Die
experimentellen Daten aus ���� werden durch die Kreise und die Ergebnisse der CBUU�
Rechnung durch die Vierecke dargestellt� Die durchgezogenen Linien korrespondieren
zu Fits der Form ����� an die CBUU�Rechnungen�
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Abbildung ���� Der Anisotropieparameter a �s� Text� als Funktion der kinetischen
Energie der Pionen im Schwerpunktsystem der Reaktion� Die Kreise entsprechen den
experimentellen Daten ����� Die Vierecke wurden durch Interpolation der CBUU�
Ergebnisse bei fester kinetischer ���Energie erhalten� Die Interpolation der Form
const�� ���a�E� cos�'CMS� wurde f�ur den Bereich � � cos'CMS � ��	 durchgef�uhrt�
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Abbildung ���� Doppelt di�erentieller Wirkungsquerschnitt f�ur die ���Produktion in
Au� Au�Kollisionen bei einer Einschu�energie von ��� AGeV unter �o � 'lab � �o

als Funktion des ���Laborimpulses� Die Rechnung wird durch das durchgezogenen
Histogramm repr�asentiert� Die schra(erten Fl�achen korrespondieren zu den statisti�
schen Fehlern der Rechnung und die Vierecke stellen die Daten der KaoS�Kollaboration
���� �
� mit den entsprechenden Fehlerbalken dar�
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Abbildung ��
� Wirkungsquerschnitt f�ur die ���Produktion in Au � Au�Kollisionen
bei einer Einschu�energie von ��� AGeV f�ur Labor�Rapidit�aten von ���� � Ylab �
��� als Funktion des transversalen Impulses der Pionen� Die Ergebnisse der CBUU�
Rechnungen werden durch das durchgezogene Histogramm dargestellt� Die schra(erten
Fl�achen geben die statistischen Fehler der Rechnung an� Die experimentellen Daten der
TAPS�Kollaboration ���� �	� sind durch die Vierecke dargestellt�

einen im Vergleich zu den Daten zu hohen Wirkungsquerschnitt auf�
Tr�agt man die KaoS�Daten ebenfalls als Funktion des transversalen Impulses der Pio�
nen auf� so erkennt man� da� sowohl die TAPS� als auch die KaoS�Daten im Bereich
von pT � ��� GeV!c �ubersch�atzt werden� Weiterhin ist festzustellen� da� das Verhalten
der hochenergetischen Pionen f�ur beide Datens�atze recht gut beschrieben wird�
Neben dem soeben untersuchten System liegen weitere experimentelleDaten der TAPS�
Kollaboration zur ���Produktion in Ar�Ca�Reaktionen bei Einschu�energien von ���
und ��� AGeV vor� Diese Daten �Vierecke� sind zusammen mit den entsprechenden
Rechnungen �durchgezogene Histogramme� in Abbildung ��� dargestellt� Die schraf�
�erten Fl�achen geben wiederum die statistischen Fehler der Rechnung an� F�ur das
System Ar � Ca bei ��� AGeV werden die Daten f�ur Transversalimpulse im Bereich
von ��� bis ��� GeV!c wiederum leicht �ubersch�atzt� F�ur transversale Impulse oberhalb
von ��� GeV!c ergibt sich eine gute �Ubereinstimmung zwischen dem Experiment und
der Rechnung� Im Gegensatz dazu werden die Ar � Ca�Daten f�ur ��� AGeV �uber den
gesamten Bereich sehr gut reproduziert� F�ur dieses System stimmt die Rechnung auch
f�ur Transversalimpulse im Bereich vom circa ��� GeV!c sehr gut mit den Daten �ube�
rein� Die leichte �Uberh�ohung� die f�ur Einschu�energien von ��� AGeV auftritt ist hier
nicht zu beobachten�
Wie in Abschnitt ��� gezeigt wurde� stimmen die in CBUU�Rechnungen erhaltenen
Pionenverteilungen sowohl in der spektralen Form als auch in der Winkelverteilung im
Rahmen der statistischen Unsicherheiten mit den BEVALAC�Daten �uberein�
Die an der GSI aufgenommenen Daten werden ebenfalls zufriedenstellend reprodu�
ziert �Abschnitt ����� F�ur Systeme mit Einschu�energien von ��� AGeV werden die
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Abbildung ���� Wirkungsquerschnitt f�ur die ���Produktion in Ar�Ca�Kollisionen bei
einer Einschu�energie von ��� �oben� und ��� �unten� AGeV f�ur Labor�Rapidit�aten von
��� � Ylab � ���� bzw� ���� � Ylab � ��� als Funktion des transversalen Impulses
der Pionen� Die Ergebnisse der CBUU�Rechnungen werden durch die durchgezogenen
Histogramme dargestellt� Die schra(erten Fl�achen geben die statistischen Fehler der
Rechnungen an� Die experimentellenDaten der TAPS�Kollaboration ���� �	� sind durch
die Vierecke dargestellt�
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Abbildung ��	� Feynman�Diagramme zur zur Beschreibung der Absorption von Pionen
an zwei �a� und drei �b� Nukleonen�

��Multiplizit�aten f�ur transversale Impulse von � ��� GeV!c �ubersch�atzt� Pionen in die�
sem kinematischen Bereich stammen imWesentlichen aus dem ���Zerfall der ��������
Resonanz �s� Abschnitt �����
Die Wirkungsquerschnitte f�ur hochenergetische Pionen werden f�ur alle Systeme gut
reproduziert� Zusammen mit den Analysen aus den Abschnitten ��� und ���� folgt
daraus� da� erst die Impulsabh�anigkeit des Mittleren�Feld�Potentials der Baryonen
und die Beitr�age der h�oheren baryonischen Resonanzen eine korrekte Beschreibung der
Produktion hochenergetischer Pionen erm�oglichen�

�� Diskussion

Nachdem die in den vorangegangenen Abschnitten durchgef�uhrten Vergleiche der Er�
gebnisse des CBUU�Modells mit experimentellen Daten zur ��Produktion eine zufrie�
denstellende �Ubereinstimmung lieferten� sollen an dieser Stelle einige o�ene Fragen in
Bezug auf semiklassische Transportmodelle angesprochen werden�

����� Mehrk�orperprozesse

Im CBUU�Modell werden nur bin�are Kollisionen �z�B� NN � NN � NN � N��
ber�ucksichtigt� Da es im Verlauf einer Schwerionenreaktion zur Ausbildung hoher Dich�
ten kommt� sind auch Mehrk�orperprozesse denkbar� Inwieweit diese bereits im CBUU�
Modell ber�ucksichtig sind� soll im folgenden am Beispiel der Produktion bzw� Absorp�
tion von Pionen durch drei Nukleonen kurz erl�autert werden�
Die Feynman�Diagramme zur Beschreibung der Pionenabsorption an zwei bzw� drei
Nukleonen sind in Abbildung ��	 angegeben� Die Pionenabsorption an zwei Nukleo�
nen wird im CBUU�Modell entweder durch die direkte Absorption eines Pions an zwei
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Nukleonen ��NN � NN � Abschnitt �
� oder durch die Reaktionsfolge �N � R�
RN � NN modelliert �Abbildung ��	 a�� Als Umkehrproze� der Pionenproduktion
in Nukleon�Nukleon�Kollisionen ist diese Art der Pionenabsorption explizit im CBUU�
Modell realisiert� Die Pionenabsorption an drei Nukleonen ist � wie auch die Produk�
tion von Pionen in Kollisionen dreier Nukelonen � nicht explizit implementiert� Fa�t
man das Feynman�Diagramm �b� in Abbildung ��	 als die Abfolge von Resonanzer�
zeugung in Pion�Nukleon St�o�en ��N � R�� Streuung der Resonanz an einem Nu�
kelon �N �R� N �R oder N ��R� N ��R�� und anschlie�ender Absorption der Resonanz
�RN�R�N � NN� auf� so ist die Beschreibung dieser Dreik�orperabsorption bereits im
CBUU�Modell enthalten� Ebenso ist der dominante Anteil der Dreik�orperabsorption�
wo sich das erste ausgetauschte Pion auf der Massenschale be�ndet �	��� in folgender
Reaktionskette enthalten� �N � R� R � N�� �N � � R� und R�N �� � NN � Wei�
tergehende Beitr�age zur Dreik�orperabsorption sind im CBUU�Modell allerdings nicht
enthalten�
Da die Absorption von Pionen an drei Nukleonen einer Abh�angigkeit von der Baryonen�
dichte � �� entspricht� wurde in Arbeiten zur Pionabsorption an Kernen �	�� und zur
Photoproduktion von Pionen �	�� folgende dichteabh�angige Modi�kation des Wirkungs�
querschnittes der Reaktion �������N � NN zur Beschreibung der Dreik�orpere�ekte
eingef�uhrt�

��
������N�NN � �� � �
�

��
��
������N�NN� �����

mit zun�achst beliebigem Parameter �� Bei den obengenannten Arbeiten handelt es
sich um die Produktion bzw� Absorption von Pionen an Kernen im Grundzustand�
Daher mu�te dort die Produktion von Pionen in Nukleon�Nukleon�Kollisionen nicht
explizit ber�ucksichtigt werden� In der Beschreibung von Schwerionenkollisionen m�ussen
diese Mehrk�orpere�ekte jedoch sowohl in der Absorption von Pionen aus auch in de�
ren Produktion ber�ucksichtgt werden� Folglich ist es nicht von vornherein klar� ob
die Mehrk�orperprozesse in Schwerionenkollisionen zu einer Erh�ohung oder Verminde�
rung der Zahl der produzierten Pionen f�uhrt� Zu Testzwecken wurden im Rahmen
des CBUU�Modells die Dreik�orpere�ekte �simuliert�� indem die Quadrate der invari�
anten Matrixelemente zur Produktion baryonischer Resonanzen in Nukleon�Nukleon�

Kollisionen jMNN�NRj� �s� Kapitel � analog zu ����� modi�ziert wurden�

jMNN�NRj�� � �� � �
�

��
�jMNN�NRj�� �����

Aus Modellrechnungen zur ��������Selbsenergie in Medium von Oset und Salcedo �	�
ergibt sich� da� der Beitrag der Dreik�orperabsorption zur Pionenabsorption bei norma�
ler Kerndichte vergleichbar mit der Absorption der Pionen an zwei Nukleonen ist� d�h�
� � �� Damit wurde in einer zentralen Au � Au�Kollision bei einer Einschu�energie
von ��� AGeV die Pionenmultiplizit�at um circa ��� reduziert�

����� �� und ��Potentiale

Bewegt sich ein Pion durch ein nukleares Medium� so wechselwirkt es mit den Teil�
chen dieses Mediums ��N 	 �� �N 	 �N usw�� Den Pionen kommt somit eine
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Abbildung ����� Polarisationseinschub zur Bestimmung der Pionselbstenergie im Rah�
men des ��hole�Modells�

Selbstenergie zu� wobei der Realteil der Selbstenergie dem Mittleren�Feld�Potential ei�
nes Teilchens entspricht� Die im CBUU�Modell gemachte Annahme� da� die Pionen
kein nukleares Mittleres�Feld�Potential erfahren� ist als eine N�aherung zu betrachten�
Weiterhin wird im CBUU�Modell f�ur alle Baryonen dasselbe Mittlere�Feld�Potential
verwendet� das aus der elastischen Proton�Kern Streuung extrahiert wurde� Da die
Wechselwirkung der ��Resonanzen �im folgenden steht � stellvertretend f�ur alle ba�
ryonischen Resonanzen� mit dem es umgebenden Medium im allgemeinen verschieden
von der Wechselwirkung eines Nukleons mit dem nuklearen Medium ist� sind auch die
Selbstenergien von Nukleon und � im allgemeinen unterschiedlich�
Die wichtigste Wechselwirkung eines Pions mit dem Medium sind �N �Kollisionen un�
ter Bildung einer ��Resonanz bzw� der Zerfall eines � in ein Nukleon und Pion� Zur
Selbstenergie einer ��Resonanz tr�agt neben den elastischen Kollisionen und den in�
elastischen N��Kollisionen auch der Proze� � 	 N� wesentlich bei� Zur korrekten
Beschreibung der Pionendynamik im Rahmen einer semiklassischen Transporttheorie
wie dem CBU�Modell ist somit eine konsistente Bestimmung der optischen Potentiale
der Nukleonen� der ��Resonanzen und der Pionen erforderlich�
Erste Ans�atze hierzu sind in den Arbeiten von Ehehalt et al� �	�� und Xiong et al�
�	�� zu �nden� Im Rahmen dieser Arbeiten werden die �� und ��Potentiale aus dem
��hole�Modell �	
� extrahiert� das im folgenden kurz erl�autert wird�
Grundlage diese Modells ist die Wechselwirkung im Nukelon�����System� � 	 N��
Um den Realteil der Selbstenergie eines Pions zu bestimmen� wird diese Reaktion aus
der �Sicht eines Pions� betrachtet� Das Pion �zerf�allt� in ein � und einen Nukleon�Loch
Zustand N�� � 	 �N��� Im ��hole�Modell wird die Selbstenergie der Pionen so�
mit durch �N���Polarisationseinsch�ube *��� �p� �� im Pionenpropagator �s� Abbildung
����� gebildet� Der Propagator G���� �p� �� eines Pions� das sich mit der Energie � und
dem Impuls �p durch ein nukleares Medium der Dichte � bewegt� ergibt sich aus der
L�osung der Dyson�Gleichung

G���� �p� �� � G�
� ��� �p� �� �G�

� ��� �p� ��*��� �p� ��G�
� ��� �p� ��
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Abbildung ����� L�osungen der Gleichung ������ f�ur verschiedene Baryonendichten� F�ur
den Landau�Migdal�Parameter g� wurde ein Wert von ��� verwendet �	���

� G�
� ��� �p� ��*��� �p� ��G�

� ��� �p�*��� �p� ��G�
� ��� �p� �� � � � �

� G�
� ��� �p� �� �G�

� ��� �p� ��*��� �p� ��G���� �p� ��� ���
�

Bei G�
� ��� �p� handelt es sich um die Propagatorfunktion f�ur freie Pionen� Diese Glei�

chung kann als unendliche Reihe �G�
� ��� �p�*��� �p� �� �� �� aufgefa�t werden und man

erh�alt f�ur den vollen ��Propagator G���� �p� ���

G���� �p� �� �
G�
� ��� �p� ��

��G�
� ��� �p�*��� �p� ��

� �����

Ein weiterer wichtiger Punkt ist die Tatsache� da� diese Pionenselbstenergie zu ei�
ner Dispersionsrelation f�uhrt� die viel zu weich ist� da die kurzreichweitige repulsive
Wechselwirkung zwischen � � N���Zust�anden nicht ber�ucksichtigt wurde� Diese re�
pulsive Wechselwirkung wird als Lorenz�Lorenz�Ericson�Ericson Korrektur bezeichnet
und durch eine konstante Wechselwirkung� den Landau�Migdal�Parameter g�� parame�
trisiert� In diesem Fall nimmt die Pionselbstenergie folgende Form an

*g� �
*��� �p� ��

� � g�*��� �p� ����p�
� ���	�

F�ur die Dispersionsrelation eines Pions ergibt sich dann�

����p� �� � �p� �m� �*g���� �p� ��� ������

Die L�osungen dieser Gleichung sind in Abbildung ���� �s� �	��� f�ur verschiedene Dich�
ten dargestellt� Man erkennt deutlich den �� und den �N���Zweig der L�osung� Zum
��Zweig geh�oren die Linien� die f�ur p �j �p j� � den Wert � � ����	 GeV liefern� Die
Linien� die f�ur p � � oberhalb von � � ��� GeV liegen� bilden den �N���Zweig� F�ur
� �� � stellen diese beiden Kurvenscharen die Dispersionsrelation f�ur einen ���N���
Mischzustand dar� und f�ur � � � entspechen die durchgezogenen Linien Dispersionsre�
lationen f�ur freie Pionen bzw� freie �N���Zust�ande� Dies sieht man wie folgt�
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Betrachtet man ein quantenmechanisches ��Zustands�System mit den Zust�anden �
und �N��� so �ndet bei verschwindender Dichte keine Wechselwirkung zwischen bei�
den Zust�anden statt� was bedeutet� da� der Hamilton�Operator einer diagonalen �x��
Matrix entspricht� F�ur � �� � kommt es zur Wechselwirkung zwischen � und �N��� was
bedeutet� da� der Hamilton�Operator einer �x��Matrix entspricht� die auch Eintr�age
auf den Nichtdiagonalen enth�alt und somit Pionen und �N���Zust�ande mischt�
Die Implementation dieser so extrahierten Pionenpotentiale in ein semiklassischesTrans�
portmodell zur Simulation von Schwerionenkollisionen bereitet Schwierigkeiten� da der
���N���Mischzustand nicht mit einem im klassischen Sinn propagierenden Teilchen
identi�zierbar ist� In semiklassischen Transporttheorien mu� dieser Zustand nach seiner
Produktion entweder als Pion oder als �N���Zustand behandelt werden� Um dieses
Problem zu l�osen� wurden in �	�� e�ektive Dispersionsrelationen eingef�uhrt� die ent�
weder zu ���� zu pionischen oder zu �N���Moden korrespondieren� Die pionischen
Moden propagieren dann als Quasipionen mit der entsprechenden e�ektiven Selbst�
energie und verlassen das nukleare Medium als freie Pionen� Die �N���Moden werden
benutzt� um ��Potentiale abzuleiten� Somit wird gew�ahrleistet� da� nur freie Pionen
und ��Resonanzen die Reaktionszone einer Schwerionenkollision verlassen� Der Nach�
teil dieser Methode ist� da� die resultierenden e�ektiven Dispersionsrelationen von de�
nen des ��hole�Modells �s� Abbildung ����� abweichen� Mit der soeben beschriebenen
Methode haben Ehehalt et al� �	�� nur kleine E�ekte der �� und ��Selbstenergien auf
die Pionenspektren gefunden�
In der Arbeit von Xiong et al� �	�� werden sowohl die pionischen Moden als auch die
�N���Moden propagiert� Dies hat zur Folge� da� am Ende einer Rechnung auch freie
�N���Zust�ande vorliegen� welche anschlie�end in freie ��Resonanzen �umgewandelt�
werden� Dies bedeutet aber� da� die Baryonenzahlerhaltung verletzt wird� Die Autoren
rechtfertigen ihre Vorgehen damit� da� die Zahl der ungebundenen �N���Zust�ande
klein ist� Das Ergebnis dieser Arbeit war� da� aufgrund des Pionenpotentials die ��
Multiplizit�at f�ur langsame Pionen erh�oht wrude� Hierbei mu� allerdings noch ber�uck�
sichtigt werden� da� f�ur das Mittlere�Feld�Potential der ��Resonanzen die E�ekte des
��hole�Modells vernachl�assigt wurden und das nukleonische Potential verwendet wur�
de� Dadurch werden in den elementaren Reaktionen �z�B� NN � N�� Resonanzen
mit kleineren Massen erzeugt� was beim Zerfall der Resonanzen zu langsameren Pio�
nen f�uhrt�
In einer Arbeit von Helgeson und Randrup �	�� wurde das ��hole�Modell um Nukleon�
Nukleon�Loch�Zust�ande erweitert� Im Rahmen einer RPA�Rechnung werden hier so�
wohl die �� � die �� und die �N���Selbstenergien quantenmechanisch berechnet� Eben�
so werden in�Medium ��Breiten konsistent mitbestimmt� Da es sich um eine quanten�
mechanische Rechnung handelt� treten ebenfalls die weiter oben genannten Schwierig�
keiten bei der Implementation in ein semiklassisches Transportmodell auf� Im Rahmen
dieses Modells mu� der Charakter des ���N���Mischzustandes erst bestimmt werden�
wenn das Quasiteilchen aus dem nuklearen Medium herauspropagiert� Falls sich ein
�N���Zustand ergibt� so schlagen Helgeson und Randrup vor� kann dieser entweder
an der Ober��ache des Mediums re�ektiert werden oder es erfolgt ein Aufbruch in eine
��Resonanz und einen Nukleon�Loch�Zustand� Das � kann als physikalisches Teilchen
das Medium verlassen und das N�� annihiliert mit einem Nukleon aus seiner Umge�
bung� Transportrechnungen unter Verwendung diese Modells liegen noch nicht vor�
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����� In�Medium�Wirkungsquerschnitte

Neben den Einteilchenpotentialen spielen die Wirkungsquerschnitte der elementaren
Reaktionen �z�B� NN � NN� eine wichtige Rolle bei der Beschreibung der Dynamik
von Schwerionenkollisionen im Rahmen semiklassischer Transportmodelle� Im CBUU�
Modell wie auch in �ahnlichen Modellen �z�B� RBUU �		�� RQMD ���� oder IQMD �����
werden hierf�ur Parametrisierungen der freien Wirkungsquerschnitte verwendet�
Die Kollisionsintegrale der CBUU�Gleichungen ������ beschreiben jedoch Kollisionen
oder Zerf�alle von Teilchen� die sich in nuklearem Medium aufhalten� Somit sollten
zur L�osung dieser Integrale in�Medium�Wirkungsquerschnitte verwendet werden� Da�
bei sollten f�ur den im Rahmen dieser Arbeit betrachteten Energiebereich zumindest
in�Medium�Wirkungsquerschnitte f�ur die folgenden Reaktionen konsistent innerhalb
einer T �Matrixrechnung bestimmt werden� elastische Nukleon�Nukleon� und Nukleon�
Resonanz�Streuung� Produktion und Absorption von ������� in Nukleon�Nukleon�
Kollisionen� direkte �� und ���Produktion in Nukleon�Nukleon�Kollisionen sowie Meson�
Nukleon�Kollisionen� Erst die Verwendung von in�Medium�Wirkungsquerschnitten� die
diesen Nukleon�����������Modellraum abdecken� lassen letztendlich verl�a�liche Aus�
sagen �uber die Ein��usse auf die Observablen von Schwerionenkollisionen zu� Zu einer
vollst�andigen Beschreibung m�ussen zus�atzlich auch f�ur Reaktionen mit h�oheren baryo�
nischen Resonanzen in�Medium�Wirkungsquerschnitte verwendet werden�
Bevor die Ergebnisse einiger Arbeiten zur Bestimmung von in�Medium�Wirkungsquer�
schnitten angegeben werden� soll zun�achst kurz erl�autert werden� was unter einer �in�
Medium�� T �Matrix zu verstehen ist�
Eine T �Matrix entspricht einer e�ektiven Wechselwirkung zur Beschreibung von Streu�
problemen� Sie ist �uber die folgende Operatorgleichung de�niert�

&T � &V � &V G� &T � ������

wobei der Operator &V die elementare Wechselwirkung des entsprechenden Streupro�
blems darstellt und G� der freie Propagator eines intermedi�aren Zustandes ist� F�ur
den Fall elastischer Streuung zweier Teilchen handelt es sich bei &V um die �nackte�
Wechselwirkung und G� entspricht dem Produkt zweier ��Teilchen�Greenfunktionen�
Die Beschreibung des Streuproblems wird nun �aquivalent dazu� alle Matrixelemente
der T�Matrix zu kennen� Aus ���� erh�alt man durch sukzessive Approximation�

&T � &V � &V G� &V � &V G� &V G� &V � � � � � ������

Man kann die e�ektive Wechselwirkung dadurch approximieren� da� man die Reihe
abbricht� So ergibt sich z�B� die Bornsche N�aherung� falls nur das erste Glied dieser
Reihe ber�ucksichtigt wird�
Da mit Hilfe der T�Matrix Prozesse in Kernmaterie beschrieben werden sollen� ist es
n�otig� noch den sog� Blocking�Operator &Q in die Iterationsgleichung f�ur &T einzuf�ugen�
da keine Fermionenzwischenzust�ande besetzt sein d�urfen�

&T � &V �� �G� &Q &T � ������

&Q verhindert einen Streuproze�� falls die intermedi�aren Streuzust�ande schon durch ein
Fermionen gleicher Art besetzt sind und gew�ahrleistet somit das Pauli�Prinzip� Glei�
chung ������ wird auch als Bethe�Goldstone Gleichung f�ur die Streuamplitude zweier
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Teilchen im Medium� bzw� auch als Leiter�N�aherung f�ur die Br�uckner G�Matrix be�
zeichnet ���� ���

Im folgenden soll ein �Uberblick �uber die Ergebnisse einiger Arbeiten zur Bestimmung
von in�Medium�Wirkungsquerschnitten gegeben werden� Alle Arbeiten basieren auf
Gleichung ������� Es werden jedoch verschiedene Verfahren zur L�osung der in�Medium
T�Matrix Gleichung verwandt�
Der in�Medium Nukleon�Nukleon�Wirkungsquerschnitt wurde von Faessler et al� �����
im Rahmen der nicht�relativistischen Br�uckner�Theorie unter Verwendung des Reid�
Potentials berechnet� Verglichen mit dem freien Wirkungsquerschnitt resultieren hier
starke Ver�anderungen des Querschnitts mit zunehmender Dichte� Insbesondere ist zu
bemerken� da� ein nicht monotones Verhalten als Funktion der Dichte resultiert�
Ter Haar und Mal�iet ����� fanden mittels einer relativisitschenDirac�Br�uckner Metho�
de ebenso eine starke Ver�anderung der Wirkungsquerschnitte als Funktion der Dichte�
In dieser Arbeit wurden neben dem elastischen N�� auch der N� � NN und der
NN � NN��Wirkungsquerschnitt berechnet� F�ur alle Wirkungsquerschnitte wird ei�
ne Reduktion um bis zu 
�� "" bei einer Dichte von ��� vorhergesagt�
Li und Macheleit ����� sagen im Rahmen einer Dirac�Br�uckner Rechnung unter Ver�
wendung des Bonn�Potentials eine Reduktion des elastischen Nukleon�Nukleon�Wir�
kungsquerschnittes mit steigender Dichte vor allem f�ur kleine Energien voraus�
K�urzlich wurde von T��S� H� Lee eine Arbeit im Rahmen eines nicht�relativistischen
e�ektiven Modells vorgestellt� Neben Mittleren�Feld�Potentialen f�ur das ������� wer�
den hier in�Medium�Wirkungsquerschnitte f�ur die Prozesse NN � NN � NN � N�
und N�� NN angegeben� Zu bemerken ist hier� da� im Gegensatz zu ����� und �����
der elastische NN �Wirkungsquerschnitt mit steigender Dichte erh�oht wird�
Eine Verwendung dieser in�Medium�Wirkungsquerschnitte in Transportrechnungen ist
zur Zeit noch nicht m�oglich und auch nicht sinnvoll� da von keiner der oben genann�
ten Arbeiten alle ben�otigten Nukleon�����Wirkungsquerschnitte gleichzeitig bestimmt
werden� Weiterhin bleibt anzumerken� da� in allen Rechnungen die Wirkungsquer�
schnitte nur bis zu invarianten Energien der Nukleon�Nukleon�Kollisionen beschrieben
werden� die weit unterhalb der Energien liegen� die im Rahmen der Simulation von
Schwerionenkollisionen bei � bis � AGeV ben�otigt werden�



Kapitel �

��Produktion in

Schwerionenkollisionen

Da das ��Meson im Rahmen des CBUU�Modells ausschlie�lich an die N�������Reso�
nanz koppelt� verl�auft die ��Produktion nur �uber die Anregung des N������ in Baryon�
Baryon bzw� Meson�Baryon Kollisionen und den anschlie�enden Zerfall in ein Nukleon
und ein ��Meson�
In diesem Kapitel soll zun�achst� analog zu den Untersuchungen zur Pionenproduk�
tion in Kapitel ���� festgestellt werden� in welchem Stadium einer Schwerionenkolli�
sion ��Mesonen erzeugt werden und bei welchen Dichten die am Ende der Kollision
beobachtbaren ��s ausfrieren� Anschlie�end werden dann die im Rahmen des CBUU�
Modells gewonnenen ��Spektren mit experimentellen Daten der TAPS�Kollaboration
verglichen�

��� �� und N�������Dynamik

Zur genaueren Analyse der �� und N�������Dynamik ist in Abbildung 	�� die Zahl der
in einer zentralen �b � � fm�Au�Au�Kollision bei einer Einschu�energie von ��� AGeV
vorhandenen ��Mesonen �durchgezogenes Histogramm� und N�������Resonanzen �ge�
stricheltes Histogramm� als Funktion der Zeit dargestellt� Die gepunktete Linie re�
pr�asentiert� analog zu Abbildung ���� die Baryonendichte im Zentrum des Schwerpunkt�
systems der Schwerionenkollision und gibt somit Aufschlu� �uber die Gesamtdynamik
der Reaktion� Um einen einfacheren Vergleich mit den f�ur die Pionen erhaltenen Re�
sultaten zu erm�oglichen� ist die Zahl der im System vorhandenen Pionen �skaliert mit
einem Faktor ����� strichpunktiertes Histogramm� ebenfalls in der Abbildung dar�
gestellt� Wie bereits im Zusammenhang mit der Diskussion der Dynamik der h�oher�
en baryonischen Resonanzen �s� Kapitel ���� festgestellt� wird die N�������Resonanz
haupts�achlich in der Hochdichtephase der Reaktion erzeugt� Die Zahl der N������
nimmt im Verlauf der Expansionsphase ab und ist f�ur Zeiten von � �� fm!c auf eine
verschwindend kleine Menge abgesunken� Verglichenmit den Pionen steigt die Zahl der
vorhandenen ��Mesonen in der Hochdichtephase schneller an� Dort werden zeitweise so�
gar Werte erreicht� die �uber dem am Ende der Reaktion beobachteten �� ����� liegen�
Die Zahl der Pionen hingegen steigt �beginnend bei Zeiten von � �� fm!c� monoton an
und erreicht am Ende der Reaktion mit ihrem asymptotischen Wert auch gleichzeitig

��
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Abbildung 	��� Zahl der in einer zentralen �b � � fm� Au � Au�Kollision bei einer
Einschu�energie von ��� AGeV vorhandenen ��Mesonen �durchgezogenes Histogramm��
N������ �gestricheltes Histogramm� und Pionen skaliert mit ����� �strichpunktiertes
Histogramm� als Funktion der Zeit� Die gepunktete Linie gibt die Baryonendichte in
Einheiten von �� im Zentrum der Reaktion an�

ihr Maximum� Dieser Unterschied zwischen den ��Mesonen und den Pionen l�a�t sich
durch die Tatsache erkl�aren� da� das N������ sowohl in ein � und ein Nukleon als auch
in ein Pion und ein Nukleon zerfallen kann� Die einmal erzeugten ��Mesonen k�onnen
in Kollisionen mit einem Nukleon wieder ein N������ anregen ��N � N�������� Falls
es anschlie�end zu einem Zerfall dieses N������ kommt� zerf�allt es nur mit einer Wahr�
scheinlichkeit von +N��������N�M��+tot�M� in ein � und ein Nukleon� Dies f�uhrt somit
zu einer Reduktion der Zahl der im System vorhandenen ��Mesonen w�ahrend der Ex�
pansionsphase� Das Verhalten der Zahl der ��Mesonen als Funktion der Zeit l�a�t den
Schlu� zu� da� die am Ende der Reaktion beobachteten ��Mesonen� im Gegensatz zu
den Pionen� im Mittel schon bei Dichten von � �� ausfrieren�
Diese Vermutung wird anhand von Abbildung 	�� best�atigt� Hier ist die mittlere Aus�
frierdichte der am Ende der Reaktion beobachteten ��Mesonen als Funktion ihrer Ener�
gie im Schwerpunktsystem der Schwerionenreaktion wiederum f�ur Au � Au bei ���
AGeV durch die gef�ullten Vierecke dargestellt� Die ��Ausfrierdichten liegen zwischen
Werten von ��� und ����� Zum Vergleich ist in dieser Abbildung ebenfalls die Ausfrier�
dichte der Pionen angegeben �o�ene Vierecke�� Man beobachtet� da� die durchschnitt�
liche Ausfrierdichte der ��Mesonen ungef�ahr einen Faktor ��� �uber der der Pionen liegt�
W�ahrend also die beobachteten Pionen nur indirekt Aufschlu� �uber die Resonanzpopu�
lation und damit �uber die Hochdichtephase einer Schwerionenreaktion geben� werden
die ��Mesonen in Gebieten gr�o�erer Dichte erzeugt und gestatten somit eher direkte
R�uckschl�usse auf die Hochdichtephase einer Reaktion�
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Abbildung 	��� Die mittlere Ausfrierdichte der �� �ausgef�ullte Vierecke� und ��Mesonen
�o�ene Vierecke� einer Au�Au�Kollision bei einer Einschu�energie von ��� AGeV als
Funktion der Energie im Schwerpunktsystem der Reaktion� Die Linien korrespondieren
zu linearen Fits an die CBUU�Resultate� Es wurden Ereignisse mit Sto�parametern im
Bereich zwischen � und �� fm ber�ucksichtigt�

��� Vergleich mit experimentellen Daten

Nach diesen allgemeinen Untersuchungen sollen im folgenden die Ergebnisse zur ��
Produktion in Schwerionenkollisionen mit experimentellen Daten der TAPS�Kollabo�
ration �	� �	� verglichen werden� Dazu sind in Abbildung 	�� die Ergebnisse der CBUU�
Rechnungen �o�ene Kreise� zusammen mit den Daten �	� �	� �gef�ullte Vierecke� f�ur
die Systeme Ar � Ca bei ��� AGeV� Au � Au bei ��� AGeV und Ar � Ca bei ���
AGeV als Funktion des ��Transversalimpulses dargestellt� F�ur alle drei Systeme sind
die CBUU�Rechnungen im Rahmen der statistischen Fehler �sowohl der Daten als auch
der Rechnungen� im Einklang mit den Daten� Tendenziell werden die Daten jedoch �
bis zu einem Faktor � � untersch�atzt� W�ahrend f�ur das leichte Ar � Ca System bei
einer Einschu�energie von ��� AGeV bei kleinen Transversalimpulsen die Rechnungen
die Daten nur leicht untersch�atzt� liegt die Rechnung f�ur h�ohere transversale ��Impulse
im unteren Bereich der Fehlerbalken� F�ur das schwerere Au�Au System bei ��� AGeV
ist dies f�ur den gesamten pT �Bereich der Fall� Ein Vergleich dieser beiden Resultate l�a�t
zun�achst nur den Schlu� zu� da� im CBUU�Modell entweder die in�MediumAbsorption
der ��Mesonen �ubersch�atzt oder die in�Medium Produktion untersch�atzt wird� In einer
Arbeit von E�enberger et al� ���� wurde die ��Photoproduktion an Kernen ���� im
Rahmen des CBUU�Modells untersucht� Die Tatsache� da� hier die totalen Wirkungs�
uquerschnitte reproduziert wurden� deutet darauf hin� da� � zumindest f�ur Dichten im
Bereich bis zu �� � die ��Dynamik durch das CBUU�Modell korrekt beschrieben wird�
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Abbildung 	��� ��Wirkungsquerschnitte f�ur die Reaktionen Ar � Ca bei ��� AGeV�
Au � Au bei ��� AGeV und Ar � Ca bei ��� AGeV als Funktion des transversalen
Impulses der ��Mesonen� Die o�enen Kreise repr�asentieren die im Rahmen des CBUU�
Modells erhaltenen Ergebnisse und die gef�ullten Vierecke korrespondieren zu den ex�
perimentellen Daten der TAPS�Kollaboration �	� �	�� Die verwendeten Bereiche der
Labor�Rapidit�at sind in den Abbildungen angegeben�
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F�ur das Ar�Ca�System bei einer Einschu�energie von ��� AGeV liegen experimentelle
Daten bis zu transversalen Impulsen von ��� GeV!c vor� F�ur dieses System wird bis zu
pt � ��� GeV!c �Ubereinstimmung mit den experimentellen Daten erzielt� F�ur h�ohere
Impulse werden die Daten wiederum untersch�atzt� Eine m�ogliche Ursache daf�ur k�onn�
te die Kopplung des ��Mesons an h�oherliegende baryonische Resonanzen sein� welche
im CBUU�Modell nicht ber�ucksichtigt sind� Der Beitrag der h�oheren Resonanzen zur
��Produktion f�uhrt wie auch im Fall der Pionen �s� Kapitel ���� zu einer Erh�ohung der
Multiplizit�aten hochenergetischer ��Mesonen�
Zusammenfassend l�a�t sich feststellen� da� das CBUU�Modell die bisher verf�ugbaren
Daten zur ��Produktion in Schwerionenkollisionen zwar im Rahmen der statistischen
Fehler �sowohl der experimentellen Daten als auch der Rechungnen� zufriedenstellend
beschreibt� jedoch eine deutliche Tendenz zur Untersch�atzung der Daten zu erkennen
ist� Eine Vergleich mit neueren TAPS�Experimenten bei Einschu�energien von � ���
AGeV wird weitere Aussagen �uber die �� und N�������Dynamik in Schwerionenkolli�
sionen zulassen�
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Kapitel �

Dileptonenproduktion

Dileptonen unterliegen nicht der starken Wechselwirkung� Wenn sie in Schwerionen�
kollisionen produziert werden� verlassen sie somit die Reaktionszone ungest�ort und
bieten die M�oglichkeit� direkt die Hochdichtephase einer Schwerionenreaktion zu un�
tersuchen� Dileptonen sind au�erdem von gro�em Interesse� da sie stark an Vektorme�
sonen ��� �� �� koppeln� Dileptonen� die aus dem Zerfall von Vektormesonen stammen
�z�B� �� � e�e��� geben somit Aufschlu� �uber die Eigenschaften von Vektormesonen in
Medium� QCD�Summenregel�Rechnungen ���� sagen z�B� folgende Dichteabh�angigkeit
der ��Masse voraus

m� � m�
���� ����

�

��
�� ������

wobei die Reduktion der Masse m� nach ���� mit der Abnahme des Quarkkondensates
�  qq 	 bei zunehmender Dichte verkn�upft ist� Damit er�o�net die Untersuchung der
Dileptonen�Produktion in Schwerionenkollisionen sogar die M�oglichkeit� Einblicke in
die Struktur des �  qq 	�Kondensats bei endlicher Baryonendichte zu erhalten�
Im CBUU�Modell werden Dileptonen durch folgende Kan�ale produziert�

� Dalitz�Zerfall des �������

� Dalitz�Zerfall der �� und ���Mesonen

� �����Annihilation

� Proton�Neutron Bremsstrahlung

� ��Nukleon Bremsstrahlung

� ��Zerfall

� ��Zerfall

Die Beitr�age aus den Dalitz�Zerf�allen h�oherer baryonischer Resonanzen sind aufgrund
kleiner Partialbreiten f�ur den 
�Zerfall vernachl�assigbar �����

���
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���� Wirkungsquerschnitte f�ur e�e��Produktion

Die Annihilation von �����Paaren erfolgt �uber das neutrale ��Meson ��� das in der
Vektormeson�Dominanz Hypothese in ein massives Photon zerf�allt� Dieses Photon
zerf�allt anschlie�end in ein e�e��Paar� Eine Parametrisierung des Wirkungsquerschnit�
tes f�ur diesen Proze� �ndet man in ������

��
	���e	e��M� �

�

�

�
�

M

��s
�� m�

�

M�
jF��M�j� � ������

mit dem elektromagnetischen Formfaktor des Pions

jF��M�j� � m	
�

�M� �m�
�
��� �m�

�+
�
�

� ������

In Gleichung ������ ist M die invariante Masse des Dileptonenpaares� � ist die Fein�
strukturkonstante und

m� � 

�MeV � m�
� � 
��MeV � +� � ���MeV �

An dieser Stelle soll bemerkt werden� da� Gleichung ������ die Annihilation freier Pio�
nen beschreibt$ m�ogliche in�Medium�Korrekturen werden hier nicht ber�ucksichtigt�
Wenn geladene Teilchen kollidieren� k�onnen immer Photonen oder � �uber virtuelle Pho�
tonen � Dileptonen abgestrahlt werden� Der Hauptbeitrag stammt hier von Proton�
Neutron Bremsstrahlung� Die Proton�Proton Bremstrahlung ist aufgrund destruktiver
Interferenz zwischen einlaufender und auslaufender Amplitude vernachl�assigbar� Wie
bereits in ���� gezeigt wurde� tr�agt ��N Bremsstrahlung zur Produktion von Dilepto�
nen nur bei sehr kleinen invarianten Massen �M � ��� MeV� bei� Dieser Massenbereich
soll im Rahmen dieser Arbeit nicht betrachtet werden�
Der Wirkungsquerschnitt f�ur Dileptonen�Produktion aus Proton�Neutron Bremsstrah�
lung wird in der �soft�Photon��N�aherung berechnet�

d�

dy d�qt dM
�

��

� ��
��s�

M qo�
R��s��

R��s�

R��s� �
q
�� �m� �m����s

s� � s�M� � � qo
p
s

��s� �
s� �m� �m���

� m�
�

��s�� �����

wobei m� die Masse des beschleunigten Teilchens ist�M ist die invariante Masse� qo die
Energie� qt der transversale Impuls und y die Rapidit�at des Dileptonen�Paares� Es hat
sich gezeigt� da� dieser Wirkungsquerschnitt in guter N�aherung die Ergebnisse eines
Meson�Austausch�Modells ���� ��
� beschreibt�
Alle Teilchen� die eine nichtverschwindende Partialbreite f�ur einen Photonen�Zerfall
haben� k�onnen �uber den sog� Dalitz�Zerfall Dileptonen abstrahlen �z�B� � � 
e�e���
Die Breite f�ur den Dalitz�Zerfall wird aus QED�Rechnungen bestimmt ������

d+

dM�
�

�

� �

+o�M��

M�
������
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wobei �z�B� f�ur den Proze� �� Ne�e��

+o�M
�� �

�
����M��m�

N �m
�

�

�� � m�



mN �� Mt�M
�� �Ml�M

��� ������

die totale Zerfallsbreite f�ur den Zerfall in ein massives Photon der Masse M ist�
��x� y� z� ist wie folgt de�niert�

��x� y� z� � x� � y� � z� � ��xy � xz � yz�� ����
�

Mt und Ml sind die invarianten Matrixelemente f�ur den jeweiligen Zerfall�
Da die Dileptonen� die aus dem Dalitz�Zerfall eines �� entstehen k�onnen� maximal eine
Masse von ��	 MeV!c� aufweisen� spielt der ���Dalitz�Zerfall f�ur die Betrachtungen
dieser Arbeit keine Rolle� Ein wichiger Beitrag stammt jedoch aus dem Dalitz�Zerfall
des �������� Verwendet man zur Beschreibung dieses Prozesses die Wechselwirkung�
die in ���� angegeben ist� so ergibt sich f�ur die Matrixelemente

Ml � �e f g��
m�




	 mN
M� �m
 �mN � qo�

Mt � �e f g��
m�




	 mN
�qo

��� m
 � ��qo �mN ���M��m
 �mN � qo��

f � ����
m
 �mN

mN ��mN �m
�� �M��
� ������

Dabei wurde die Kopplungskonstante g � ��
� aus einem Fit an den Zerfall � � N

mit +o��� � ��
� MeV bestimmt�
Weiterhin ist im CBUU�Modell der Dalitz�Zerfal des ��Mesons entsprechend ����� ����
implementiert�

d+���e	e�

dM
�

�

��

+����

M

�
� � M�

m�
�

��

jF��M�j�� ����	�

wobei der Formfaktor wie folgt parametrisiert ist ������

F��M� �
�

��M����
�

� �������

mit
�� � ��
� GeV� �������

Dieser Formfaktor stimmt sehr gut mit dem experimentell bestimmten �uberein�
Die Berechnung der Dileptonen�Multiplizit�at aus dem direkten Zerfall der �� und ��
Mesonen ��� � � e�e�� ergibt sich aus den experimentell bestimmeten Zerfallswahr�
scheinlichkeiten ������� bzw� 
���������� DieWirkungsquerschnitte f�ur die Produk�
tion von ��Mesons in Nukleon�Nukleon�Kollisionen werden im Rahmen des in Kapitel
 beschriebenen Resonanzmodells berechnet und sind somit implizit im CBUU�Modell
enthalten� F�ur die Produktion von ��Mesonen in Nukleon�Nukleon�Kollisionen wird
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Abbildung ����� Massendi�erentieller e�e��Wirkungsquerschnitt f�ur die Reaktion Ca�
Ca bei ��� AGeV dividiert durch das Produkt aus Projektil� und Targetmasse als
Funktion der invarianten Dileptonenmasse�

folgende Parametrisierung des experimentell bestimmten Wirkungsquerschnittes ����
verwendet�

�pp�pp� � ����
�
p
s�ps����	GeV

����GeV� � �
p
s�ps���

�mb�� �������

wobei
p
s und

p
s� die invariante Energie der Nukleon�Nukleon�Kollision bzw� die

Schwelle f�ur die ��Produktion �����	 GeV� darstellen� Der Wirkungsquerschnitt �������
wird f�ur alle Isospinkan�ale� sowie f�ur N��Produktionskan�ale� verwendet�

���� Ergebnisse f�ur Ca � Ca bei ��� AGeV

Zum Abschlu� dieses Kapitels sollen die Ergebnisse einer ersten Rechnung zur e�e��
Produktion im Rahmen des CBUU�Modells vorgestellt werden� In Abbildung ���� ist
der Wirkungsquerschnitt f�ur die Produktion von Dileptonen in Ca � Ca�Kollisionen
bei einer Einschu�energie von ��� AGeV dividiert durch das Produkt aus Target� und
Projektilmasse �AT � AP � als Funktion der invarianten Masse der Dileptonen darge�
stellt�
Aus der Abbildung erkennt man� da� die e�e��Multiplizit�at bei kleinen invarianten
Massen �Me	e� � �� GeV!c�� durch den ��Dalitz�Zerfall �Strich�Punkt�Linie� domi�
niert wird� Bis zu invarianten Massen von �� GeV!c� liegen die Beitr�age aus dem
��Dalitz�Zerfall �gepunktete Linie� und der �����Annihilation �durchgezogene Linie�
unterhalb des Beitrages des ��Dalitz�Zerfalls� Die kinematische Grenze des ��Dalitz�
Zerfalls be�ndet sich bei �� MeV!c�� Die Proton�Neutron�Bremsstrahlung �gestri�
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chelte Linie� tr�agt f�ur kleine Me	e� nur auf einem Niveau von � ��� zum Gesamt�
querschnitt �fettgedruckte durchgezogene Linie� bei� Oberhalb von � ��� GeV!c�

entstehen Dileptonen haupts�achlich aus der �����Annihilation� F�ur invariante Massen
im Bereich von � ��
 bis ���� GeV!c� erkennt man die Beitr�age aus dem direkten
�� �Strich�Punkt�Punkt�Line� und ��Zerfall �kurz gestrichelte Linie�� Auf der ��Masse
liegt der Beitrag des direkten ��Zerfalls etwa einen Faktor �� unter dem der �����
Annihilation� F�ur invariante Dileptonenmassen im Bereich der ��Masse wird der Wir�
kungsquerschnitt durch den Beitrag des ��Zerfalls dominert� Die kleine Zerfallsbreite
des ��Mesons f�uhrt hier zu einer scharfen Verteilung der Dileptonen� Hier wird auch
deutlich� welch hohe Anforderungen bez�uglich der Massenau��osung an das Detektor�
system HADES gestellt werden m�ussen� um in�Medium�Ver�anderungen der �� oder
��Masse beobachten zu k�onnen�
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Zusammenfassung und Ausblick

Ziel dieser Arbeit war es� ein Transportmodell zur Beschreibung von Schwerionenkol�
lisionen im Energiebereich von einigen GeV pro Nukleon zu entwickeln� Nach einer
heuristischen Ableitung der CBUU�Transportgleichungen folgte eine ausf�uhrliche Be�
schreibung der verwendeten Einteilchen�Potentiale�
Die im CBUU�Modell verwendeten Mittleren�Feld�Potentiale m�ussen neben der ex�
perimentell bestimmten Impulsabh�angigkeit auch ein wohl de�niertes Verhalten un�
ter Lorentz�Transformationen aufweisen� da im Verlauf der Simulationsrechnungen die
Auswertung der Potentiale in verschiedenen Inertialsystemen erfolgen mu�� Ferner mu�
gew�ahrleistet sein� da� die Berechnung der Einteilchen�Potentiale numerisch nicht zu
aufwendig ist� um Vergleiche mit experimentellen Daten inerhalb vern�unftiger Rechen�
zeiten zu erm�oglichen� Im Rahmen dieser Arbeit wurde ein skalares Potential f�ur alle
Baryonen verwendet� Um die genannten Anforderungen zu erf�ullen� wird dieses skalare
Potential im �lokalen Ruhesystem der Kernamterie� �LRF� aus nicht�relativistischen
Parametrisierungen berechnet�

Neben den Mittleren�Feld�Potentialen bilden die elementaren Reaktionen den zweiten
wichtigen Bestandteil der Transportgleichungen� Da in dem betrachteten Energiebe�
reich die Dynamik der Schwerionenkollisionen durch die Anregung h�oherer baryonischer
Resonanzen beein�u�t wird� wurden neben dem Nukleon und dem ������� Resonan�
zen mit Massen bis zu �	�� MeV!c� ber�ucksichtigt� Die mesonischen Freiheitsgrade
des CBUU�Modells sind Pionen� ��� �� und ��Mesonen mit den entsprechenden La�
dungszust�anden� Beim ��Meson handelt es sich nicht um ein physikalisches Teilchen�
es repr�asentiert vielmehr korrelierte ���Paare mit Spin und Isospin � ��

Die Wirkungsquerschnitte der elementaren Reaktionen wurden im Rahmen eines Reso�
nanzmodells bestimmt� welches f�ur Meson�Baryon�Kollisionen die Breit�Wigner�N�ahe�
rung liefert� Die Wirkungsquerschnitte f�ur die Population der baryonischen Resonan�
zen in Nukleon�Nukleon�Kollisionen wurden durch Anpassung der Quadrate der je�
weiligen invarianten Matrixelemente an die experimentellen Daten zur ���� �� �� und
���Produktion in Nukleon�Nukleon�St�o�en erhalten� Eine Sonderrolle spielt hier das
�������� Zur Beschreibung der �������N 	 NN �Wirkungsquerschnitte wurde das
Ergebnis eines Ein�Meson�Austauschmodells von Dimitriev und Sushkov verwendet�
das die experimentell bestimmten massen� und winkeldi�erentiellen Wirkungsquer�

��
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schnitte reproduziert� Die N�������Resonanz ist die einzige baryonische Resonanz� die
im Rahmen des CBUU�Modells an das ��Meson koppelt� Somit konnte das invarian�
te Matrixelement zur Anregung des N������ in Nukleon�Nukleon�Kollisionen an den
experimentell bestimmten pp � pp��Wirkungsquerschnitt angepa�t werden� Die Wir�
kungsquerschnitte der Umkehrreaktionen �NR � NN� werden unter Annahme der
Zeitumkehrinvarianz mit denselben invarianten Matrixelementen bestimmt�

Zur L�osung der gekoppelten CBUU�Transportgleichungen wurde die Testteilchenme�
thode� die einer Diskretisierung der klassischen Phasenraumverteilung entspricht� ver�
wendet� Die numerische �Uberpr�ufung der Stabilit�at und der Energieerhaltung sowohl
f�ur Mittlere�Feld�Rechnungen als auch f�ur Simulationsrechnungen� die ��Teilchen�Kolli�
sionen beinhalteten� lieferte gute Ergebnisse�

In ersten Studien wurde der Ein�u� der h�oheren baryonischen Resonanzen auf die
Dynamik von Schwerionenkollisionen untersucht� Hier wurde gefunden� da� bei Ein�
schu�energien von ��� bis ��� AGeV in der Hochdichtephase etwa ��� der Baryonen als
baryonische Resonanzen vorliegen� wovon wiederum circa ��� bis ��� h�ohere baryoni�
sche Resonanzen sind� Betrachtet man die Anregung der h�oheren Resonanzen als Funk�
tion der Einschu�energie� so stellt man fest� da� sich die Erh�ohung der Energiedichte
im Feuerball in der vermehrten Anregung h�oherer Resonanzen �au�ert� Der Ein�u� der
h�oheren Resonanzen wird in den resultierenden Pionenspektren sichtbar� hochenerge�
tische Pionen stammen �uberwiegend aus dem ���Zerfall der h�oheren Resonanzen� Die
���Zerfallskan�ale der h�oheren Resonanzen bzw� die Reaktion NN � ��������������
bewirkt eine Erh�ohung der ��Multiplizit�at bei kleinen Energien�
In weiteren Analysen wurde gezeigt� da� das in Schwerionenkollisionen beobachtete
Pionenspektrum wenig Sensitivit�at auf die EOS besitzt� Die Multiplizit�at von hoch�
energetischen Pionen h�angt allerdings von der Form des baryonischen Mittlere�Feld�
Potentials ab�

Weiterhin wurden die E�ekte der Coulomb�Wechselwirkung auf die resultierenden Pio�
nenspektren untersucht� Die Pionenproduktion setzt am Ende der Hochdichtephase ei�
ner Schwerionenreaktion ein� Da zur Produktion hochenergetischer Pionen mehr Ener�
gie n�otig ist als zur Produktion niederenergetischer Pionen� frieren hochenergetische
Pionen im Mittel fr�uher aus als niederenergetische� Somit ist die Ausfrierdichte f�ur
Pionen mit hohen Impulsen im Mittel h�oher als die f�ur langsame Pionen� Da das von
allen an der Reaktion teilnehmenden Teilchen generierte Coulomb�Feld proportional
zur Baryonendichte ist� erfahren hoch� und niederenergetische Pionen beim Austritt
aus der Reaktionszone verschieden gro�e Coulomb�Kr�afte� Dies �au�ert sich in einem
von der Pionenenergie abh�angigen Verh�altnis der Wirkungquerschnitte positiv bzw�
negativ geladener Pionen� welches somit Aufschlu� �uber den zeitlichen Ablauf einer
Schwerionenreaktion gibt�

Die im Rahmen des CBUU�Modells erzielten Ergebnisse wurden mit experimentellen
Daten zur �� und ��Produktion in Schwerionenkollisionen verglichen� F�ur das Sys�
tem Ar � KCl bei einer Einschu�energie von ��� AGeV wurde f�ur negativ geladene
Pionen sowohl in der spektralen Form als auch in der Winkelverteilung gute �Uberein�



���

simmung mit den experimentellen Daten erzielt� Die Daten der KaoS�Kollaboration
zur ���Produktion in Au � Au bei ��� AGeV werden f�ur Laborimpulse von ��� bis
�� GeV!c deutlich �ubersch�atzt� Ein Vergleich der Rechnungen mit den TAPS�Daten
zur ���Produktion im gleichen System lieferte jedoch weitgehende �Ubereinstimmung�
Dies l�a�t den Schlu� zu� da� im CBUU�Modell die auf die Pionen wirkenden Coulomb�
Kr�afte �ubersch�atzt werden� Neben den experimentellen Daten zur Pionenproduktion
in Au � Au liegen Daten der TAPS�Kolaboration zur ���Produktion in Ar � Ca bei
Einschu�energien von ��� und ��� AGeV vor� W�ahrend die Daten bei ��� AGeV f�ur
Transversalimpulse von circa ��� GeV!c �ubersch�atzt werden� wird f�ur ��� AGeV �Uber�
einstimmung mit den Daten erzielt� Obwohl die Ergebnisse zur ��Produktion im Rah�
men der statistischen Fehler mit den TAPS�Daten f�ur die Systeme Au � Au bei ���
AGeV und Ar � Ca bei ��� und ��� AGeV �ubereinstimmen� ist die im CBUU�Modell
erzielte ��Multiplizit�at tendentiell zu gering�
Zum Abschlu� wurden erste Ergebnisse zur Dileptonenproduktion in Ca� Ca�St�o�en
bei einer Einschu�energie von ��� AGeV pr�asentiert� In diesem Rahmen sind die Bei�
tr�age der Vektormesonen � und � �auch aus der �����Annihilation� besonders inter�
essant� da man ho�t� anhand dieser Beitr�age Aufschl�usse �uber die Ver�anderungen von
Hadronenmassen innerhalb des nuklearen Mediums zu gewinnen�

Im Rahmen dieser Arbeit wurde nur die Teilchenproduktion in Schwerionenkollisionen
betrachtet� In naher Zukunft soll das CBUU�Modell auch zur Berechung kollektiver
Observable wie transversalem Flu� oder �squeeze�out� angewendet werden� Nach einer
Erweiterung des Modells auf �strangeness��Freiheitsgrade wird dann ein Vergleich mit
allen gegenw�artig durchgef�uhrten Experimenten zur Untersuchung der Dynamik von
Schwerionenkollisionen im SIS�Energiebereich m�oglich sein�

Da im CBUU�Modell die Grundzustandseigenschaften von ruhenden Kernen recht gut
reproduziert werden� ist auch die Beschreibung von Pion�Kern� oder Proton�Kern�
Reaktionen mit dem vorliegenden Modell m�oglich�
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Anhang A

Das Kollisionskriterium

In diesem Kapitel wird der Algorithmus von Kodama et al� �
� beschrieben� Wie be�
reits in Kapitel ��� erl�autert� ist dieser Algorithmus Hauptbestandteil der numerischen
L�osung der Kollisionsintegrale� Mit seiner Hilfe wird der relativistisch invariante r�aum�
liche Abstand zweier Teilchen bestimmt und �uberpr�uft� ob eine Kollision m�oglich ist�
Falls eine Kollision erlaubt ist� wird anschlie�end bestimmt zu welchem Zeitpunkt sie
statt�ndet�
Im folgenden wird der Lorentz�invariante Abstand zweier Teilchen � und � analog
zu �
� abgeleitet� Die Teilchen werden in dem Inertialsystem� in dem die Trans�
portrechnung durchgef�uhrt wird �im folgenden Rechensystem genannt�� zur Zeit t
durch ihre Ortskoordinaten �x�� �x� und ihre Viererimpulse �E�� �p��� �E�� �p�� charak�
terisiert� Eine Lorentz�Transformation in das Schwerpunktsystem der beiden Teilchen
liefert die Raumzeitkoordinaten �tcm� � �xcm� �� �tcm� � �xcm� � und die Viererimpulse �Ecm

� � �pcm� ��
�Ecm

� � �pcm� �� Nimmt man an� da� die Viererimpulse der Teilchen � und � konstant sind�
so kann die Bewegung der Teilchen in ihrem gemeinsamen Schwerpunktsystem durch
die Gleichungen �i � �� ��

�xcmi �tcm� � �xcmi �tcmi � � �vcmi �tcm � tcmi � � �A���

beschrieben werden� tcm ist die Zeitkoordinate im Schwerpunktsystem beider Teilchen
und bei

�vcmi �
�pcmi
Ecm
i

�A���

handelt es sich um die Geschwindigkeit der Teilchen� Das Quadrat des r�aumlichen Ab�
stands d beider Teilchen in ihrem gemeinsamen Schwerpunktsystemzu einemZeitpunkt
tcm ist somit

d��tcm� � ��xcm�� � �vcm�� t
cm�� � �A���

mit

�xcm�� � �x�
cm � �x�

cm � �v�
cm tcm� � �v�

cm tcm� �A��

�vcm�� � �v�
cm � �v�

cm

Der Sto�parameter b ist de�niert als der minimale Abstand beider Teilchen� Dieser
minimale Abstand wird zur Zeit

tcmmin � ��x
cm
�� � �vcm��
��vcm�� �

� �A���

�
�
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angenommen� Somit ergibt sich f�ur das Quadrat des Sto�parameters b

b� � ��xcm�� �
� � ��xcm�� � �vcm�� ��

��vcm�� �
� � �A���

Ausgedr�uckt durch Koordinaten im Inertialsystem� in dem die Rechnung durchgef�uhrt
wird� lautet es

b� � R�
�� �

h���
v���

�A�
�

mit

R�
�� � ��x� � �x��

� � ���p� � ��x� � �x����m��
�

h�� � �p� � ��x� � �x���m� � ��p� � ��x� � �x���m���p� � p��
v��� � ��

�
m�m�

p� � p�

�
� �A���

Gleichung �A�
� stellt den gesuchten relativistisch korrekten Ausdruck zur Bestimmung
des Abstandes zweier Teilchen dar�
Zur vollst�andigen L�osung der Kollisionsintegrale mu� noch der Zeitpunkt der Kolli�
sion bestimmt werden� Im gemeinsamen Schwerpunktsystem der beiden Teilchen ist
dieser Zeitpunkt durch tcmmin gegeben� Transformiert man tcmmin f�ur beide Teilchen in
das Rechensystem� so ergeben sich dort im allgemeinen zwei unterschiedliche Kollisi�
onszeitpunkte� Dies l�a�t sich im Rahmen einer semiklassischen Transporttheorie nicht
realisieren� da dort die Kollision zu einer festen Zeitpunkt erfolgen mu�� Um diesen
Zeitpunkt festzulegen� wird im Rahmen des CBUU�Modells folgendes Verfahren ange�
wandt� Analog zu den Gleichungen �A��� und �A�� wird im Ruhesystem des Teilchens
� der Zeitpunkt t�min der n�ahesten Ann�aherung sowie der k�urzeste r�aumliche Abstand
von Teilchen � und � berechnet� ���� ist das Eigenzeitintervall von Teilchen �� indem
es in seinem Ruhesystem von der Ausgangskoordinate �x� zum Kollisionsort propagiert�
���� ergibt sich aus der Di�erenz der Zeit t im Eigensystem von Teilchen � und t�min�
Anschlie�end wird ���� durch die Koordinaten der Teilchen � und � im Rechensystem
ausgedr�uckt�

���� � �p� � ��x� � �x���m� � h���v
�
��� �A�	�

Eine Lorentz�Transformation in das Rechensystem ergibt�

�t�� �
E�

m�
����� �A����

Analog wird f�ur Teilchen � das Eigenzeitintervall ���� bestimmt�
Die Kollision zur Zeit t im Rechensystem �ndet statt� falls die folgende Bedingung
erf�ullt ist

j�t�� ��t��j � �t � �A����

wobei �t die in der Simulationsrechnung verwendete Zeitschrittweite ist�



Anhang B

Numerische Behandlung des

Coulomb�Potentials

Die explizite Behandlung der Isospinfreiheitsgrade macht die Einbeziehung der elek�
tromagnetischen Kr�afte der Teilchen untereinander unerl�a�lich� Das Coulomb�Potential
f�ur eine gegebene Ladungsverteilung �c��r� kann entweder mit Hilfe der Integraldarstel�
lung des Potentials�

%��r� �
Z
d�r�

�c��r��

j �r � �r� j �B���

oder durch die L�osung der Poisson�Gleichung�

��r�%��r� � ��c��r�� �B���

bestimmt werden� Da man im Laufe der Transportrechnung das Coulomb�Potential�
z�B� zur Berechnung der Teilchentrajektorien �s� Kapitel ������ an vielen St�utzstellen
berechnen mu�� erscheint der L�osungsweg �B��� als zu aufwendig� da hier die Ladungs�
verteilung �c��r� an jeder St�utzstelle mit der Greenschen Funktion gefaltet werden mu��
Bei Verwendung der Testteilchenmethode bedeutet dies� da� man zur Berechnung des
Coulomb�Potentials an jeder St�utzstelle �uber alle Testteilchen summieren mu��

%��r� �
N�AX
i��

qi
j �r � �ri j� �B���

wobei N die Anzahl der Testteilchen pro Nukleon� A die Summe der Massenzahlen
von Target und Projektil der betrachteten Schwerionenreaktion und qi die Ladung der
Testteilchen darstellt� F�ur gro�e N konsumiert diese Methode zuviel CPU�Zeit� Es ist
somit g�unstiger� die Poisson�Gleichung �B��� zu l�osen�

B�� Das ADI�Verfahren

Zur L�osung der Poisson�Gleichung verwenden wir das ADI�Verfahren von Peaceman
und Rachford �alternating direction implicit iterative method� � ein Verfahren zur ite�
rativen L�osung partieller Di�erentialgleichungen �� das im folgenden am Beispiel der

�
�
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dreidimensionalenPoisson�Gleichung erl�autert werden soll� Eine allgemeine Darstellung
f�ur partielle Di�erentialgleichungen der Form

� d�

dx�
f�x� y�� d�

dy�
f�x� y� � �f�x� y� � ��x� y� �B��

mit f�x� y� � � auf dem Rand des Integrationsgebietes �Dirichletsches Randwertpro�
blem� �ndet man in �
�� und ���	��
Diskretisiert man die dreidimensionale Poisson�Gleichung�

� d�

dx�
� d�

dy�
� d�

dz�

�
%�x� y� z� � ��c�x� y� z� �B���

mit Hilfe zentraler Di�erenzen auf einem Gitter mit �aquidistanten Gitterabst�anden h
in allen drei Raumrichtungen� so erh�alt man die folgenden Di�erenzengleichung�

�%i���j�k � �%i�j�k � %i���j�k

�%i�j���k � �%i�j�k � %i�j���k

�%i�j�k�� � �%i�j�k � %i�j�k�� � ���xi� yj� zk�h
�$ �B���

die %i�j�k sind hierbei die N�aherungswerte f�ur die exaktenWerte des Coulomb�Potentials
an den Orten �r � �xi� yj� zk�� mit xi � i � h� yj � j � h und zj � k � h� Die Werte f�ur i�
j und k sind aus den Intervallen �Nx � i � Nx� �Ny � j � Ny und �Nz � k � Nz$
wobei die Nx� Ny und Nz die Zahl der St�utzstellen in positiver x�� y� und z�Richtung
angeben� Soll das Potential auf dem Rand des Gitters �j i j� Nx� j j j� Ny oder j k j�
Nz� berechnet werden� so werden die Terme der linken Seite der Di�erenzengleichung
�B���� deren Indizes �i� j� k� vom Betrag her gr�o�er sind als die entsprechende Zahlen
der St�utzstellen� auf die rechte Seite der Gleichung gebracht� Zum Beispiel ergibt sich
f�ur �r � �xNx� y�� z�Nz�

�%Nx������Nz � �%Nx ����Nz

�%Nx �����Nz � �%Nx ����Nz � %Nx����Nz

� �%Nx����Nz � %Nx����Nz�� �

���xi� yj� zk�h
� � %Nx������Nz � %Nx����Nz�� �� ,R�xNx� y�� zNz� �B�
�

Die neue rechte Seite der Di�enzengleichung wird mit ,R abgek�urzt� Gleichung �B�
�
entspricht der Di�erenzengleichung der Poisson�Gleichung f�ur ein Dirichletsches Rand�
wertproblem mit dem Quellterm ,R� Diese Gleichung l�a�t sich als Matrixgleichung der
Form

A% � ,R �B���

mit A �� X �Y �Z au�assen� wobei X� Y und Z durch ihre Wirkung auf den Vektor
% de�niert sind�

�X%�i�j�k � ��i���j�k � �%i�j�k �%i���j�k

�Y %�i�j�k � ��i�j���k � �%i�j�k �%i�j���k

�Z%�i�j�k � ��i�j�k�� � �%i�j�k �%i�j�k���



B� Das ADI�Verfahren ���

Ordnet man die N�aherungswerte %i�j�k f�ur das Potential in dem Vektor % wie folgt an�

% � �%�Nx��Ny��Nz �%�Nx����Ny��Nz � � � � �
%Nx��Ny��Nz � � � �%Nx�Ny��Nz � � � � �%Nx�Ny�Nz�� �B�	�

so erh�alt man f�ur X die folgende positiv de�nite symmetrische NxN �N � ��Nx ��� �
��Nz � �� � ��Nz � ��� Tridiagonalmatrix��

BBBBBBBBBBBBBBBBBB�

� ��
�� � �

� � �
� � �
� � �
� � �
� � �
� � �
� � ��
�� �

�
CCCCCCCCCCCCCCCCCCA

Y und Z k�onnen auf dieselbe Matrixform gebracht werden� indem man die %i�j�k im
Vektor % entsprechend anordnet�
Die Grundlage des ADI�Verfahrens besteht nun darin� das Gleichungssystem �B��� in
drei �aquivalente Gleichungssysteme umzuformen�

�X � �E�% � ��E � Y � Z�% � ,R

�Y � �E�% � ��E � Z �X�% � ,R

�Z � �E�% � ��E �X � Y �% � ,R� �B����

Dabei steht E f�ur die Einheitsmatrix derselben Dimension wie A und bei dem Kon�
vergenzparameter � handelt es sich um eine reelle Zahl mit � 	 �� Obige Umformung
benutzt man zur De�nition der Iterationsschritte des ADI�Verfahrens�

�X � ��l���E�%�l� �
� � � ���l���E � Y � Z�%�l� � ,R �B����

�Y � ��l���E�%�l� �
� � � ���l���E � Z �X�%�l� �

� � � ,R �B����

�Z � ��l���E�%�l��� � ���l���E �X � Y �%�l� �
� � � ,R� �B����

Ein Iterationsschritt des ADI�Verfahrens besteht also aus drei Teilschritten� Zuerst
werden die %

�l�
i�j�k des l�ten Iterationsschrittes so angeordnet� da� X auf Tridiagonal�

form gebracht wird �s�o�� Aus Gleichung �B���� wird mit der Methode der Gau�schen

Elimination ���	� %�l� �
� � bestimmt� Dieser Vektor wird derart umgeordnet� da� Y zu ei�

ner Tridiagonalmatrix wird� %�l� �
� � wird mittels Gleichung �B���� nun analog zu %�l� �

� �

berechnet� Im letzten Teilschritt werden aus Gleichung �B���� die %�l���
i�j�k des �l����ten

Iterationsschrittes ermittelt� Diese Folge von Iterationsschritten wird so lange wieder�
holt� bis die %i�j�k mit der gew�unschten Genauigkeit vorliegen�
Zur Beschleunigung der Konvergenz des ADI�Verfahrens besteht die M�oglichkeit� in
jedem Iterationsschritt den Wert des Konvergenzparameters � zu ver�andern �siehe da�
zu �
�� 
���� Von dieser M�oglichkeit wird bei der Implementation des ADI�Verfahrens
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im CBUU�Transportprogramm kein Gebrauch gemacht� Da die in den CBUU�Simu�
lationsrechnungen verwendete Zeitschrittweite so klein gew�ahlt ist� da� sich die dort
auftretende Ladungsverteilung von Zeitschritt zu Zeitschritt nur wenig ver�andert� wird
eine schnelle Konvergenz des ADI�Verfahrens dadurch gew�ahrleistet� da� man als Start�
vektor f�ur das ADI�Verfahren jeweils die L�osung der Poisson�Gleichung aus dem vor�
angegangenen Zeitschritt verwendet�

B�� Berechnung der Randwertbedingungen

Zur eindeutigen L�osung einer partiellen Di�erentialgleichung geh�ort die Angabe des
Randwertproblems� Die Werte des Coulomb�Potentials auf dem Rand des Integrati�
onsgebietes gehen bei der Anwendung des ADI�Verfahrens in den Quellterm der Di�e�
renzengleichung �B�
� ein�
Bei gegebener Ladungsverteilung ist das Coulomb�Potential auf dem Rand des Inte�
grationsgebietes durch Gleichung �B��� gegeben� Die Berechnung des Potentials nach
dieser Gleichung ist� wie zu Beginn dieses Teils des Anhangs bereits erl�autert� numerisch
zu aufw�andig� Deshalb wird das Coulomb�Potential auf dem Rand des Integrationsge�
bietes mit Hilfe einer Multipolentwicklung ����� bis zur �� Ordnung

%��r� �
q

r
�
�p�r

r�
�

�

�

�X
i�j��

Qij
rirj
r�

�
�

�r�

�X
i�j�k��

Tijkrirjrk �B���

bestimmt� Dabei ist �r � �r�� r�� r�� ein Punkt auf dem Rand des Integrationsgebietes�
Mit r wird der Betrag des Ortsvektors �r bezeichnet� Bei �p handelt es dich um das
Dipolmoment der Ladungsverteilung �c��r�

�p �
Z
�r��c��r��d�r��

Qij ist der symmetrische Tensor des Quadrupolmomentes

Qij �
Z
��r�ir

�
j � r���ij��c��r��d�r�

und der Tensor Tijk bezeichnet den Oktupoltensor

Tijk �
Z
��r�ir

�
jr
�
j � �r���ijr�k��c��r��d

�r��
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