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Einleitung

Der Mensch hat sich immer wieder gefragt, woher die Erde, Sterne, das gesamte Uni-
versum und schliellich er selbst kommen. Es wurden dazu Theorien aufgestellt, die
aus heutiger Sicht verwirrend und schwer vorzustellen scheinen. Die Erde wurde als
eine Scheibe dargestellt, diese Theorie ist spétestens seit den Fotos der Apollo-Mission
haltlos geworden. Das heutige Bild vom Aufbau und der Entstehung des Universums
verdanken wir in erster Linie den stark verbesserten Teleskopen und der Himmelsbe-
obachtung mit modernen Untersuchungsmethoden. Ein Resultat ist beispielsweise die
Erkentnis, dass unsere Erde im Universum ein unbedeutende Stellung einnimmt. Neue
Teleskope ermoglichen nicht nur eine Sicht auf die geometrische Struktur des Uni-
versums, sondern bieten auch iiber spektroskopische Untersuchungen ein Bild {iber
dessen Zusammensetzung. Nach heutiger Kenntnis entstand unser Universum durch
den so genannten Urknall und mit ihm die leichten Elemente Wasserstoff und Helium.
Schwerere Kerne bis Eisen (Fe) entstehen im Inneren von Sternen durch Kernfusion
von Wasserstoff iiber eine Kette von exotischen Kernen bis zu den auf der Erde exis-
tierenden Elementen. Schwerere Elemente als Fe werden in Supernova Explosionen
erzeugt, viele dieser Isotope sind nicht stabil und zerfallen sofort wieder. Wie man
sieht, bietet die Untersuchung von exotischen Kernen und dem schwachen Zerfall (-
Zerfall) eine Moglichkeit, elementare Erkenntnisse iiber die Entstehung unseres Uni-
versums zu erhalten. Die Entwicklung moderner Beschleuniger, wie sie die Gesellschaft
fiir Schwerionenforschung (GSI) in Darmstadt besitzt, bietet zudem die Moglichkeit,
exotische Kerne herzustellen und deren Eigenschaften experimentell zu untersuchen.
Exotische Kerne bieten ein wesentlich breiteres Spektrum von Kerneigenschaften an als
stabile Kerne. Die Nukleon-Nukleon-Wechselwirkung (NN-Wechselwirkung) kann un-
ter dem Gesichtspunkt von geringer Dichte und extremer Isospinsymmetrie erforscht
werden. In der vorliegenden Arbeit werden zum einen Eigenschaften der Nukleon-
Nukleon-Wechselwirkung unter Beriicksichtigung von Dreikérperkorrelationen unter-
sucht und zum anderen die Anregung des Grundzustands mit Hilfe der Random-Phase-
Approximation (RPA) berechnet.

In Kapitel 1 werden allgemeine Eigenschaften der NN-Wechselwirkung diskutiert
und die fiir die weitere Rechnung verwendete Wechselwirkung vorgestellt. Wir gehen
auf die Notwendigkeit einer effektiven in-medium Wechselwirkung ein und durch die
Bethe-Goldstone-Gleichung geben wir eine Moglichkeit zur Berechnung dieser Wechsel-
wirkung. In dieser Arbeit gehen wir aber {iber die urspriingliche M3Y-Wechselwirkung
[BBML77] hinaus und erweitern diese durch eine Korrektur der Nukleon-Meson-Vertices
um eine effektive Dichteabhéngigkeit. Des weiteren erweitern wir die Wechselwirkung
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durch die Einfithrung von Dreikorperkorrelationen.

In Kapitel 2 stellen wir mit dem Hartree-Fock-Modell und dem Hartree-Fock-Bogoliu-
bov-Modell zwei Naherungsverfahren zur Bestimmung des Grundzustands vor.

In Kapitel 3 gehen wir auf die Anregung des Grundzustands ein und kénnen somit
Anregungsspektren des Kerns nédher untersuchen. Es wird mit Hilfe der QRPA und
der Linear-Response-Theorie die Reaktion des Systems auf kleine Storungen gezeigt.
Schlieflich geben wir mit der Einfiihrung der Landau-Migdal-Wechselwirkung eine
weitere Moglichkeit, Eigenschaften angeregter Zustédnde zu berechnen.

In Kapitel 4 werden zur Untersuchung des 3-Zerfalls der Ladungsaustausch-Ubergangs-
Operator eingefiihrt und die Responsefunktion fiir den Fermi- sowie den Gamow-
Teller-Ubergang von %°Fe berechnet.

In Kapitel 5 werden die bisherigen Erkenntnisse zusammengefasst und ein Ausblick
auf weitere Untersuchungen gegeben.

vi



1 Die
Nukleon-Nukleon-Wechselwirkung

Die Beschreibung des Atomkerns aus mikroskopischer Sicht beinhaltet die Betrach-
tung eines Vielteilchensystems und erfordert somit die Kenntnis iiber die Wechselwir-
kung zwischen den Konstituenten (den Nukleonen) des Systems. Im Folgenden werden
drei grundlegende Annahmen fiir unsere Betrachtung gemacht. Es wird angenommen,
dass dynamische mesonische Freiheitsgrade vernachlédssigt werden konnen, was da-
zu fiithrt, dass der Kern als ein System von A Nukleonen beschrieben werden kann,
deren Wechselwirkung durch ein Potential, welches wir im weiteren Verlauf néher
betrachten, gegeben ist. Des weiteren werden relativistische Effekte vernachléssigt
und die Betrachtung (zunéchst) auf Zweikorperwechselwirkungen beschrankt, obwohl
Dreikorperkrifte eine entscheidende Rolle fiir die NN-Wechselwirkung spielen und fiir
die prézise Beschreibung von Kerneigenschaften unverzichtbar sind. Wir wollen nun
allgemeine Eigenschaften der nichtrelativistischen Nukleon-Nukleon-Wechselwirkung
(NN-Wechselwirkung) diskutieren.

1.1 Eigenschaften der NN-Wechselwirkung

Zur Untersuchung des NN-Potentials miissen wir uns zunéchst ein qualitatives Bild
iiber dessen Eigenschaften machen, um anschliefend eine formale Wechselwirkung zu
untersuchen.
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Abbildung 1.1: Schematisches Bild der Radialabhéngigkeit des Nukleon-Nukleon-
Potentials aus [GM95]

Abbildung 1.1 zeigt den schematischen Verlauf der NN-Wechselwirkung. Die NN-
Wechselwirkung hat eine kurze Reichweite von etwa 1 fm. Innerhalb dieses Bereichs
ist sie attraktiv, z.B. im Spin-Singlett Zustand mit einer Tiefe von ungefihr 40 MeV
fiir groBe Abstiande. Fiir kiirzere Abstiande (r < 0,5fm) hingegen wird sie stark ab-
stoflend. AuBerdem ist eine Spin und Isospin Abhéngigkeit bei der Untersuchung zu
beriicksichtigen.

Als allgemeiner Ansatz fiir das NN-Potential ist somit

Vo= V(Tlapla 0-(1)7 T(l)7 T2, Do, 0-(2)7 T(Q))

eine gute Wahl, wobei r;, p;, 0;, 7; den Ort, Impuls, Spin und Isospin der zwei betei-
ligten Nukleonen bezeichnet. Mit Hilfe der Invarianzanforderungen lésst sich aber die
funktionale Form des Potentials noch einschrinken. Das Potential muss Translations-
und Galileiinvariant sein, was die Orts- und Impulsabhéngigkeit des Potentials auf den
Relativabstand r = r5 — 7 und den Relativimpuls p = p, — p; einschrankt. Mit Hilfe
der Spin- und Isospininvarianz ldsst sich das Gesamtpotential in einen Spin/Isospin
abhéngigen und einen unabhéngigen Term aufspalten:

vV o= V’(r,p,a(l),a(2)) +V(r,p,a(l),a(2))7'(1)7‘(2)-

Die Paritétsinvarianz wird erfiillt, indem man nur Terme mit geraden Potenzen von
r und p verwendet und die Zeitumkehrinvarianz impliziert eine gerade Anzahl kom-
binierter » und o in jedem Term.

Nach Beriicksichtigung all dieser Invarianzanforderungen erhalten wir fiir den Zen-
tralanteil des Potentials:

Vie = Vo(r) + Vo(r)eWe® + V(W7 4V, (r)gWe®@ 0 (11)
welches sich in eine kompaktere Schreibweise umformen lésst:

1
Vie = Z Vor(eWa®)s (7MW rCNT.
S,7=0



1.2 Die effektive in-medium Wechselwirkung

Weitere Moglichkeiten zur Darstellung des Potentials werden im Anhang A.1 vor-
gestellt. Die radiale Abhéngigkeit des NN-Potentials ldsst sich jedoch nicht aus Inva-
rianzbedingungen herleiten, es muss eine andere Herangehensweise gewéhlt werden.

1937 beschrieb Yukawa die NN-Wechselwirkung mit Hilfe der Mesonen-Feld-Theorie.
Nach dieser Theorie wechselwirken Nukleonen miteinander durch den Austausch von
einem bzw. mehreren Mesonen. Die einfachste Form dieses Austauschpotentials ist das
Ein-Pion-Austauschpotential (englisch: one-pion-exchange potential, OPEP) mit der
als Yukawafunktion bezeichneten radialen Abhéngigkeit:

e Hr
Vy(?”) = ur . (12)

Hierbei ist i = mic die Comptonwellenldnge des Austauschteilchens.

N

Abbildung 1.2: Nukleon-Nukleon-Wechselwirkung durch Mesonenaustausch

Der m-Austausch beschreibt den langreichweitigen Anteil der NN-Wechselwirkung,
wogegen fiir mittlere Reichweiten der korrelierte Zwei-Pionen-Austausch eingefiihrt
wurde. Fiir den kurzreichweitigen Bereich miissen p— und w-Mesonen als weitere Aus-
tauschteilchen eingefiihrt werden.

1.2 Die effektive in-medium Wechselwirkung

Die bis jetzt behandelte freie NN-Wechselwirkung besitzt leider einige Eigenschaften,
die schwer zu handhaben sind. Die starke Abstoflung bei kleinen Absténden (soft
core bzw. hard core) fithrt zu einer starken Komplikation der nuklearen Vielteilchen-
theorie, wenn nicht sogar zur Unlosbarkeit des Problems. Beispielsweise werden bei
der Anwendung in Hartree-Fock-Rechnungen durch den hard core die Hartree-Fock-
Matrixelemente unendlich.

Einen Ausweg finden wir darin, dass wir anstelle der freien NN-Wechselwirkung ei-
ne effektive in-medium Wechselwirkung verwenden, welche durch eine Summation der
Streureihe von zwei Nukleonen im Kernmedium zusammengesetzt ist. Die freie Wech-
selwirkung wird somit zum Born-Term dieser Reihe. Diese Herangehensweise hat zwei
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Vorteile. Zum einen werden wir den hard core los und erhalten ein gutartiges Ver-
halten bei kleinen Abstdnden und zum anderen werden durch den Ersatz der freien
Wechselwirkung durch die effektive in-medium Wechselwirkung durchweg mehr Viel-
teilcheneffekte mitberiicksichtigt, als wenn wir nur die freie Wechselwirkung benutzen
wiirden.
Zur Berechnung dieser effektiven Wechselwirkung existiert ein Analogon zur Lippman-

Schwinger-Gleichung fiir die Streumatrix der freien NN-Wechselwirkung, die Bethe-
Goldstone-Gleichung zur Berechnung der so genannten Briickner’schen G-Matrix:

Qr
o HOG.

G = V+V

Dabei bezeichnet V' die freie Wechselwirkung, Hy ist der Hamilton-Operator des Kerns
und Qr ein Projektionsoperator welcher verhindert, dass in die Fermikugel hineinge-
streut wird und somit fiir den Erhalt des Pauli-Prinzips sorgt.

Durch den Hamilton-Operator des Kerns erhalten wir eine zusétzliche Abhéangigkeit
der G-Matrix von den Wellenfunktionen und Einteilchenenergien der Nukleonen. Die-
ses Problem ldsst sich aber mit Hilfe der Hartree-Fock-Theorie 16sen. Eine weite-
re Komplikation resultiert daraus, dass unser Pauli-Blocking-Operator (Qr von der
Dichte des Mediums abhéngt, und diese wirkt sich auch auf die gesuchte effektive
in-medium Wechselwirkung aus. Um nun nicht fiir jeden Kern eine andere effektive
Wechselwirkung zu berechnen, werden wir eine explizit von der Dichte abhidngige NN-
Wechselwirkung in unendlicher Kernmaterie berechnen und spéter in Rechnungen fiir
endliche Kerne verwenden.

1.3 Drei-Korper-Anteil der NN-Wechselwirkung

Die bisherige Betrachtung der NN-Wechselwirkung kann nicht vollstdndig sein, da eine
Beschreibung als eine reine Zweikorperwechselwirkung nur méglich ist, wenn man sub-
nukleonische bzw. hadronische Freiheitsgrade vernachléassigt. Es zeigt sich aber, dass
das Nukleon eine Struktur besitzt und somit auch gleichzeitig angeregte Zusténde,
wie Beispielsweise die A(1232) und die Roper N*(1440) Resonanz in der Beschrei-
bung der Wechselwirkung mitberiicksichtigt werden miissen. Zusétzlich wird die NN-
Wechselwirkung aufgrund des Pauli-Prinzips im Medium geéndert. Dies gibt nun den
Anreiz, die Vielteilchen-Wechselwirkung zu erweitern, was sich durch die Einfithrung
von Dreikorperkraften realisieren lasst.

In [GLMMS9] wird mit Hilfe einer nichtrelativistischen Briickner-Bethe Berechnung,
welche die Dreikorpereffekte beinhaltet, eine zusétzliche effektive Zweikorperwechselwir-
kung vorgestellt. Die Dreikorperkraft wird hierbei aus dem Mesonen-Austausch-Strom
(englisch: meson-exchange current, MEC) abgeleitet. Abbildung 1.3 zeigt die durch den
MEC abgeleiteten Beitriage in erster Ordnung der Dreikorperkraft.



1.3 Drei-Korper-Anteil der NN-Wechselwirkung

Abbildung 1.3: Beitrag zur Dreikorperkraft in erster Ordnung, abgeleitet aus dem
MEC.

Die Beschreibung der Dreikoérperkraft durch eine effektive Zweikorperkraft basiert
auf dem Formalismus von McKeller und Rajaraman (fiir eine néhere Erlauterung siehe
[GLMMS9, IV.A] ).

Zur Bestimmung der NN-Wechselwirkung benttigt man die Meson-Nukleon-Kopplung,
die Formfaktoren und die Mesonenmassen. Als Formfaktor wird

A2 —m? gm0 A2 — m?

F(qz): A2 gt - A2 1 gt

angesetzt, wobei m die Meson-Masse und A der Cutoff Parameter ist. Tabelle (1.1)
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2

e A [GeV/c]
oNN [ 11,9 1,1
oNN | 33 1.3

7NN | 14,4 1,4
pNN [ 0,55 1,1
oNR | 2,58 1,45
wNR [ 4,13 1,55

Tabelle 1.1: Kopplungskonstanten und Formfaktoren der unterschiedlichen Vertices.

zeigt die hierbei verwendeten Kopplungskonstanten sowie die Parameter der Formfak-
toren.
Als effektive Dreikorperkraft ergibt sich:

1
Vet = 703 [ Erd e - ) 0 - nlr)
X W (r, ry, v, 71,12, m3) (1= n(r13)) (1 — n(ras))n(rs).

Dabei wird die Spur im Bezug auf den Spin und den Isospin des Nukleons mit den
Koordinaten (3,3") gebildet. ¢(7;) beschreibt eine normierte ebene Welle, 7(r;;) ist
der Mittelwert der Defekt-Funktion iiber den Spin und den Impuls im Fermi-See und
beriicksichtigt die Partialwellenanteile. W3 ist das Dreikorper-Wechselwirkungsmatrix-
element. Die so erhaltene effektive Zweikorperkraft ist der Mittelwert der Dreikorperkraft,
gebildet mit der Wellenfunktion des dritten Teilchens, wobei die Korrelationen zwi-
schen diesem Teilchen und den beiden anderen mithilfe der Defekt-Funktion 7(r)
beriicksichtigt werden.

1.4 Die M3Y-Wechselwirkung

Um Untersuchungen von Kerneigenschaften zu beginnen benétigt man, wie bereits
erwahnt, eine effektive in-medium Wechselwirkung. Diese effektive NN-Wechselwirkung
kann nun aus einer komplizierten G-Matrix Berechnung bestimmt werden oder mit
Hilfe einer geschickten Parametrisierung der G-Matrix.

Unter vielen verschiedenen effektiven Wechselwirkungen orientieren wir uns an der
Michigan Version der in-medium NN-Wechselwirkung (M3Y-Wechselwirkung) [ BBML77],
welche in der Streutheorie eine breite Verwendung findet. Die M3Y-Wechselwirkung
ist so durch den Fit von Yukawa-Funktionen an die aus der Reid soft-core NN-
Wechselwirkung erhaltenen G-Matrixelemente abgeleitet worden, dass die Grundzu-
standseigenschaften von O reproduziert werden. Die Bereiche der M3Y-Wechselwirkung
wurden so gewéhlt, dass sowohl der langreichweitige Ein-Pion-Austausch wie auch der
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kurzreichweitige und abstoflende, durch schwerere Mesonen getragene Teil der Wech-
selwirkung gewahrleistet ist.

Aktuelle Parametrisierungen basieren jedoch auf dem Paris-Potential, was dazu
fithrt, dass zum einen der langreichweitige Bereich der Wechselwirkung beschrieben
wird und zum anderen auch der Bereich mittlerer Reichweiten. Der kurzreichweiti-
ge Bereich hingegen wurde phinomenologisch an experimentelle Streudaten gefittet.
Da wir somit eine Wechselwirkung erhalten, welche auf einer fundamentaleren Theo-
rie der NN-Wechselwirkung basiert als frithere Potentiale und auflerdem auch neue
experimentelle Daten enthélt, werden wir im Folgenden die Paris-Parametrisierung
verwenden.

Die Wechselwirkung wird somit durch die Uberlagerung von drei Yukawa-Funktionen
dargestellt. Den langreichweitigen (ca 1, 141 fm) Teil beschreibt der 7-Meson-Austausch,
wohingegen der mittlere- und kurzreichweitige Anteil von 0,4 fm und 0, 25 fm im iso-
skalaren Kanal durch den Austausch von w- und o-Mesonen realisiert wird und im
Isovektor Kanal das p- und ¢’-Meson, welches den spin-skalaren 2-7 Austausch simu-
liert, verwendet wird.

Durch die Herleitung der M3Y-Wechselwirkung ist diese nur fiir einen kleinen Be-
reich der Kerndichte giiltig (ca. £ der normalen Kerndichte) und besitzt keine explizite
Dichte-Abhéngigkeit. Wir werden dieses Problem im Folgenden dadurch 16sen, dass
wir eine explizite Dichte-Abhéngigkeit in die Nukleon-Meson-Kopplungskonstante ein-
bauen. Entsprechende Ansétze sind beispielsweise zuvor schon in [HL98] und [KOO96]
untersucht worden.

1.5 Ansatz fiir die G3Y-Wechselwirkung

Als Ansatz fiir unsere NN-Wechselwirkung (G3Y-Wechselwirkung) werden wir die
schon von Frank Hofmann [HLI8] erarbeitete Erweiterung der M3Y-Wechselwirkung
als Grundlage nehmen. Hierbei wurde fiir die Nukleon-Meson-Kopplungskonstante ei-
ne explizite Dichteabhéngigkeit eingefiihrt, so dass man analog zu (1.2) folgende Form
erhélt:

e—Hlri—T2|

V(ry,ra) = glp(r1)) (p(ra)). (1.3)

—Q—9
plry — |

Dabei werden wir aber die Funktion g(p) so erweitern, dass nun auch der Dreikorperanteil
in der NN-Wechselwirkung beriicksichtigt wird. Im Unterschied zu anderen Ansétzen
[KOO96], bei denen die Dichteabhéngigkeit rein empirisch durch Fiten an Kernda-
ten angesetzt wird, orientieren wir uns an den reinen theoretischen Ergebnissen fiir
Zustandsgleichungen von unendlicher Kernmaterie der Urbana Gruppe [APR9S].
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1.5.1 Zustandsgleichung fiir unendliche Kernmaterie

Betrachten wir die Grundzustandsenergie in der Hartree-Fock-Rechnung, so erhalten
Wir:

1
E = T+-<V>

2
S EE I Y S o kion mkalViow ks ks
pr— — — I‘ . . .
om 5 01,71, R1,02,T2, K2 01,T1,R1,02, T2, K2
ot k<kp k1<kp, k2<kp,

wobei die Spur iiber die Spin- und Isospin-Freiheitsgrade gebildet wird und {iber alle
besetzten Zustiande k bis zur Fermi-Wellenzahl kr summiert wird.

Eine drastische Vereinfachung erhalten wir, wenn wir unendliche Kernmaterie be-
trachten, da hier die Einteilchenwellenfunktionen |o7k) ebene Wellen sind. Somit er-
halten wir fiir die Ortswellenfunktion:

1 ikr
k) = oulr) = =™

() ist hierbei das Normierungsvolumen.

Bei der Berechnung der potentiellen Energie ist es iiblich, die NN-Wechselwirkung
in den Proton-Proton (pp-), Neutron-Neutron (nn-) und den Proton-Neutron (pn-)
Kanal aufzuteilen, sowie den direkten- (d- oder Hartree) und Austauschterm (englisch:
exchange, e oder Fock) separat zu betrachten. Wie im Anhang A.2 erldutert erhalten
wir somit fiir das Potential:

o d d d e e e
<V> = <V, >+< Vo + Vo, >+<V, >+ <V, +V5, >.

Dabei lassen sich mit dem Spin-Entartungsfaktor Ny = 2s 4+ 1 = 2

A3k A3k
d o 2 1 2 d
<V > = N; /W@(k’p — k1) / W@(kn — ko) (k1k2 |V, k1 E2),

. , [ &y Py )
< ‘/pn > = Ns W@(lﬂp — kl) (27‘[‘)3@<kn — k2)<k1k2’%n‘k2k1>

leicht berechnen, da fiir ebene Wellen die Matrixelemente zu

kel Vi flaks) = [ V(o)
bzw. nach Antisymmetrisierung zu

(hrkal Ve [Reoker) = / 055k )jo(sk2) VA (5)
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werden. Dabei ist jg die sphérische Besselfunktion der Ordnung n=0. Nach der Inte-
gration iiber die Fermikugel erhélt man:

1
s K

1
= PpPn Z_L U;n )

1
<Vn> = Pppnzl/dSSPSL(Skl)PSL(S@)‘/}Z(S)

1 e
= ppanIUpn<ppv pn)?

wobei pgr(skr) die so genannte Slater-Dichte ist:

3

psL(skp) = %ﬁ(SkF)

_ (%ﬂk) [ 0t — Ryt

Fiir die gesamte potentielle Energie erhalten wir somit:

<V> = [0Up +2000nUpn + puUn]
+ (05U () + 2000 U (0ps pn) + 02U (pn)] - (1.4)
Betrachten wir das Normierungsvolumen € = 1fm?, so erhalten wir fiir die Teilchen-
zahl A = pQ = p - fm®. Nehmen wir noch an, dass die Zustéinde in einer Fermikugel

mit dem Radius kr homogen verteilt sind (Fermi-Gas-Modell), so erhalten wir fiir die
Anzahl der Teilchen identischen Isospins pro Volumen (p=Proton, n=Neutron):

3

A3k 7
=2 [ —=0(kp,  —k =22
P(p.n) /(2ﬂ)3 ( Flp,n) ) 32

Die kinetische Energie 7" ist somit durch

A3k hk?
T = 2| ——O(k —k)— 1.5
(pym) /(27T)3 ( Fpn) )2m ( )
3
= FTemPrn) (1.6)

hk2,
mit 7(,n) = %gegeben.

Als Zustandsgleichung unendlicher Kernmaterie (englisch: equation of state, EoS)
bezeichnet man die Bindungsenergie pro Nukleon (%), welche wir durch obige Be-

trachtung leicht erhalten.



1 Die Nukleon-Nukleon-Wechselwirkung

1.5.2 Fit an Kernmaterie

Zur Bestimmung der Dichteabhéngigkeit unserer NN-Wechselwirkung werden wir im
Folgenden die EoS fiir Kernmaterie betrachten. Als Grundlage verwenden wir hierbei
die in [APR9S8] untersuchte EoS. Dabei wurde das Argon vig (A18) Modell [WSS95]
verwendet, um die Zweikdrperwechselwirkungen zu beriicksichtigen sowie die Urbana
IX (UIX) Wechselwirkung [PPCW95] zur Beriicksichtigung der Drei-Koérper-Korrelatio-
nen.

Wir werden zum einen symmetrische Kernmaterie fiir den isoskalaren Kanal der
Wechselwirkung betrachten und zum anderen reine Neutronen-Kernmaterie, um ein
Bild vom Isovektor-Kanal der Wechselwirkung zu erhalten. Fiir unsere EoS fiir sym-
metrische Kernmaterie fordern wir als Nebenbedingung, dass sie ein Minimum bei
einer Dichte von ca. pg ~ 0,16 mit %(po) ~ —15,85 MeV besitzt, dies entspricht der
Dichte im Inneren stabiler Kerne. Ebenfalls fordern wir fiir py einen verschwindenden
Druck, sowie eine Kompressibilitit von etwa K ~ 230 MeV.

Symmetrische Kernmaterie

Betrachten wir Gleichung (1.4) mit der Nebenbedingung p, = p, = § (symmetrische
Kernmaterie), so erhalten wir mit
P> 1 d d
<V> = T (U + 208 + US|
2
P e e e
+7 [Un(0) +2U5.(p) + Ura (0)]
p

[US + Us (p)]

und

U = / PsVi(s), US = / @30y (ske )V (s)

nur den isoskalaren Kanal der Wechselwirkung. Fiir den Isovektor-Kanal miissen wir,
wie bereits erwahnt, spater noch die reine Neutronen-Kernmaterie betrachten. Die
gesamte kinetische Energie erhalten wir aus (1.5):

3

T = 5 [ToPp + Tpnl

3

= 57'p

Wie oben schon besprochen, werden wir nun einen Ansatz fiir die Dichteabhéngigkeit
der NN-Wechselwirkung machen. Fiir den direkten- sowie fiir den Austauschterm l&sst
sich

Vi'(r) = fo(pVi'(r) = V5'(p,m),

10



1.5 Ansatz fiir die G3Y-Wechselwirkung

Vo(r) — folp)V5(r) = V5 (p,7) (1.7)
als Erweiterung empfehlen. Dabei wurde im Vergleich zu (1.3) g(p(r1))g(p(r2)) durch
f(p) = g*(p) ersetzt. Fiir endliche Kerne werden wir wieder zum urspriinglichen Ansatz
zuriickkehren.

Die EoS wird somit fiir symmetrische Kernmaterie zu:

E 3 P d e
1 - 5t §fo()0) (U5 +Us(p)] -
Als Ansatz zur Beschreibung der Dichteabhéngigkeit nehmen wir fiir fo(p):

_ a? (1 - ar(p))
folp) = QF(P)(l + b2(pﬁo)2/3)2 T (1+ dz(pﬁo)w?,)z’

(1.8)

wobei ap(p) eine aus Fermifunktionen zusammengesetzte Funktion ist und jeder Aus-
tauschkanal einen individuellen Satz von Parametern a,b,c und d erhélt. Diese funktio-
nale Form wird von Dirac-Briickner Rechnungen nahe gelegt. fy beschreibt somit die
Erweiterung der Meson-Nukleon-Kopplungskonstante. Jeder mesonische Vertex wird
im Folgenden durch einen individuellen Parametersatz beschrieben und an die EoS
gefittet.

Betrachten wir nach dem Fit die isoskalaren Vertices (Abbildung 1.4), so spiegelt
dieses sehr gut die Zunahme des kurzreichweitigen (w, p und o) Anteils der Wechsel-
wirkung und die Abnahme des langreichweitigen (7) Anteils mit zunehmender Dichte
wieder.

1.25

1.2

PR ERE

1.15

coo

hoorNhbooN

0 02 04 06 08 1

1.1 3
p [1/fm7]

f(p.m)

1.05

.

L
.-
. .
.

S s

. .

. .

e o

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45
o [1/fm°]

Abbildung 1.4: isoskalare Vertices der NN-Wechselwirkung
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1 Die Nukleon-Nukleon-Wechselwirkung

po| 0,16 fm™
£ 1 —16,05 [MeV]
K | 238,75 [MeV]

Tabelle 1.2: Eigenschaften symmetrischer Kernmaterie beim Minimum der EoS

Abbildung 1.5 zeigt den Fit unserer EoS fiir symmetrische Kernmaterie. Néihere
Betrachtungen zeigen auch, dass die EoS ein Minimum bei py = 0,16 fm™> besitzt.
Bei dieser Dichte befindet sich die Kernmaterie im thermodynamischen Gleichgewicht,

was durch den verschwindenden Druck P(pg) = po ag_l()p) = 0 gekennzeichnet ist.

PO
Hieraus lassen sich die Eigenschaften unendlicher Kernmaterie bei py, bestimmen.
Wir erhalten fiir die Bindungsenergie:

E
i —16,05MeV,
und fiir die Kompressibilitét:
PE) ()
K = k% —4> = 9p*—4~ = 238,75 MeV
F dzk% P d2p ) ev,

was unsere zu Beginn angesprochenen Nebenbedingungen sehr gut erfiillt.

20

250 Esym ——
200 UlX interp =---==---
15 150 UIX splined -4 -
10 {00 ]
50
5 0 1

0 02 04 06 08 1
p [1/fm°]

E(p) [MeV]
o

-10 i
_15 .
_20 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 005 01 015 02 025 03 035 04 0.45
o [1/fm®]

Abbildung 1.5: Fit der EoS fiir symmetrische Kernmaterie
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1.5 Ansatz fiir die G3Y-Wechselwirkung

Reine Neutronen-Kernmaterie

Zur Untersuchung des Isovektor-Kanals der Wechselwirkung betrachten wir nun die
EoS fiir reine Neutronen-Kernmaterie. Wir gehen hier analog zur Erweiterung des
isoskalaren Kanals der Wechselwirkung (1.7) vor:

VAr) = (o) Vi) = Vip, ),
Vilr) — f(p)Vi(r) =Vi(p,r).

Dabei wihlen wir die gleiche funktionale Form wie im isoskalaren Kanal:

f+(p) = fo(p),

geben aber jedem Austauschkanal einen neuen Satz Parameter. Unsere EoS fiir reine
Neutronen-Kernmaterie

E 3

< = = S0 [+ Us(0)] + £ o) [U2 + U2(o)]}

enthélt nun nicht nur den isoskalaren Anteil der symmetrischen Kernmaterie, son-
dern einen zusitzlichen Isovektor-Anteil. Hierbei sind U? und U¢(p) zu U und U¢(p)
analoge Volumenintegrale. Die Transformation der pp- und pn-Darstellung in die ef-
fektive isoskalare und isovektorielle Darstellung der Wechselwirkung wird in Anhang
A.2 néher erlautert.

Betrachten wir auch hier nach dem Fit die Isovektor-Vertices, so lédsst sich wie im
isoskalaren Ergebnis die Entwicklung der kurz- sowie der langreichweitigen Kanéle der
Wechselwirkung erkennen.

B e

RoorR,rNDOO®ON)

coo

0 02 04 O

6 08 1
p [L/fm]

f(p.m)

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45
o [1/fm°]

Abbildung 1.6: Isovektor-Vertices der NN-Wechselwirkung

13



1 Die Nukleon-Nukleon-Wechselwirkung

Tabelle 1.3: Fitparameter des Formfaktors fy(p) der isoskalaren Vertices.

Abbildung 1.7 zeigt die vollstandige EoS fiir reine Neutronen-Kernmaterie.

E(p) [MeV]

Abbildungen 1.8 und 1.9 zeigen zum Vergleich den Fit an einen reinen Zweikorperkraft-
ansatz (A18). Der Plot fiir die symmetrische Kernmaterie zeigt anschaulich wie die
EoS mit Hilfe der UIX-Wechselwirkung korrigiert ist, so dass das Minimum bei py =

a b c d
w/p| 1,427 1,107-107* 2,001 —2,298-107%
o | 1,397 0,182 1,957 0,147
m 0,646 1,326-10—2 —4,131 1,682

80

400 T T T T Esym
350 UIX interp
70 300 UIX splined
250
200

60 150

100
50 50
O 1 1 1 1
0O 02 04 06 08 1

o [1/im3]

40 t

30

10

_____
g

O ‘.". 1 1 Il 1 Il 1 Il 1
0 005 01 015 02 025 03 035 04

o [/fm3]

0.45

Abbildung 1.7: Fit der EoS fiir reine Neutronen-Kernmaterie

0, 16fm™2 liegt.

Zusétzlich zu unerer Beschreibung der Wechselwirkung mit einer expliziten Dich-
teabhingigkeit untersuchen wir eine Wechselwirkung mit konstanten Skalierungsfakto-
ren fiir die drei Standard-Mesonen. Diese Skalierungsfaktoren erhalen wir durch einen
analogen Fit von 1.8 mit b = ¢ = d = 0. Die Ergebnisse sind in den Tabellen 1.4 und
1.6 dargestellt. Durch diesen Ansatz lasst sich die EoS von symmetrischer Kernmaterie

und reiner Neutronenmaterie bis zu p = 0,64 fm™> reproduzieren.

14



1.5 Ansatz fiir die G3Y-Wechselwirkung

a b ¢ d

w/p 12126 0 0 0
o 1956 0 0 0
m 10933 0 0 0O

Tabelle 1.4: Fitparameter fiir die Wechselwirkung mit konstanten Skalierungsfaktoren
fiir die drei Standard-Mesonen der Isovektor-Vertices.

a b c d
w/p| 1,532 1,183-1072 8,492 5,292
o | 1,567 0,320 7,889  8,670-1072
7 10,794 1,484-1072 —4,137 1,656

Tabelle 1.5: Fitparameter des Formfaktors f,(p) der Isovektor-Vertices.

a b ¢ d

w/p 12015 0 0 0
o |1636 0 0 0
m 5169 0 0 0

Tabelle 1.6: Fitparameter fiir di Wechselwirkung mit konstanten Skalierungsfaktoren
fiir die drei Standard-Mesonen der isoskalaren Vertices.

15



1 Die Nukleon-Nukleon-Wechselwirkung

02 04 06 08 1
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E(p) [MeV]
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Abbildung 1.8: Fit an die reine Zweiteilchen A18 Wechselwirkung ohne Dreikorper
Wechselwirkung fiir symmetrische Kernmaterie. Die Ergebnisse ent-
sprechen einer Briickner-Hartree-Fock Rechnung
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Abbildung 1.9: Fit an die reine Zweiteilchen A18 Wechselwirkung ohne Dreikorper
Wechselwirkung fiir reine Neutronenmaterie. Die Ergebnisse entspre-
chen einer Briickner-Hartree-Fock Rechnung
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2 Der Grundzustand

2.1 Hartree-Fock

Das von uns betrachtete Problem spiegelt die Beschreibung eines Systems miteinander
wechselwirkender Teilchen wieder. Die Beschreibung eines solchen Vielteilchensystems
ist im allgemeinen nicht exakt moglich, so dass man auf Ndherungen zuriickgreifen
muss.

Eine einfache und erfolgreiche Moglichkeit bietet das Hartree-Fock-Verfahren (HF-
Verfahren), welches nicht nur in der theoretischen Physik seine Anwendung findet,
sondern auch in der theoretischen Chemie fiir die Beschreibung von Atomen und Mo-
lekiilen angewandt wird.

Hartree-Fock-Gleichung

Mit dem HF-Verfahren versucht man ein System wechselwirkender Fermionen durch
ein effektives Einteilchenproblem zu beschreiben. Die grundlegende Annahme ist dabei,
dass jedes Teilchen einem mittleren Einteilchenpotential (mean field), welches durch
alle anderen Teilchen und gegebenenfalls ein dufleres Potential erzeugt wird, ausgesetzt
ist.

Der Ausgangspunkt unserer Betrachtung ist die Annahme, dass ein mittleres Ein-
teilchenpotential (HF-Potential)

mit den Einteilchen-Hamiltonoperatoren h(i) existiert. Dessen Eigenfunktionen, als
Approximation fiir den exakten Grundzustand, sollen die niedrigsten Eigenwerte EF
besitzen. Die beste Wahl fiir eine Eigenfunktion ®(1 ... A) ist eine Slater-Determinante:

A

|HF) = |®(1... A)) =[] al|-).

i=1

Dabei wirken die Fermion-Operatoren aL, aj auf die Einteilchenwellenfunktionen
i, welche wiederum Eigenfunktionen des Einteilchen-Hamiltonoperators mit den Ei-
genwerten €, sind:

h(i)er(i) = expr(i), i ={r;, st}
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2 Der Grundzustand

s; und t; sind hierbei die Spin- und Isospinfreiheitsgrade.

In der folgenden Diskussion werden wir Teilchen-Zustdnde mit den Indizes m,n und
Loch-Zustdnde mit 7,5 bezeichnen. Alle Zusténde, bei denen wir nicht zwischen diesen
beiden Fillen differenzieren, werden mit k, [, p, ¢ bezeichnet.

Die Wellenfunktion ¢ (7, s,t) ist die Ortsraumdarstellung des Eigenzustandes |k)
des Einteilchen-Hamilton-Operators h. Gehen wir aber davon aus, dass wir einen be-
liebigen vollsténdigen Satz von orthogonalen Einteilchenwellenfunktionen {x;} haben,
so léasst sich ¢y in dieser Basis entwickeln:

o =Y Duxi.
!

Entsprechend dieser Transformation lassen sich auch die Erzeugungs- und Vernich-

tungsoperatoren (alT, a;) in die korrespondierenden Operatoren (clT, ¢;) transformieren:

(IL = ZleclT. (21)
l

Da beide Sitze {¢x} und {xx} vollstandig und orthogonal sind, ist die Transforma-
tion D unitar:

D'D=DDl =1. (2.2)

Dies fiihrt dazu, dass die Operatoren (a], ¢;) und (¢}, ¢;) beide die Fermi-Kommutator-

relation erfiillen. Da die Darstellung der Slater-Determinante nicht eindeutig ist, ist
es iiblich, diese durch die Einteilchendichtematrix

P = <q)|cszCl|(I)>

darzustellen. Setzen wir (2.1) und (2.2) hier ein, so erhalten wir fiir die Dichtematrix:

A
pw =Y DyDjy(®laf,ar|®) = > DyDj,.
i=1

kk'

Da p diagonal in der Basis a,t, ap mit den Eigenwerten 1 fiir besetzte Zusténde und

0 fiir unbesetzte Zustidnde ist, ergibt die Spur von p gerade die Teilchenzahl. Die
Einteilchendichte p fiir Slater-Determinanten ist dadurch charakterisiert, dass sie die
Eigenwerte 1 und 0 besitzt d.h.:

p. = p

Somit ist p ein Projektionsoperator von dem Raum der Einteilchenwellenfunktionen
auf den Unterraum der Lochzustdnde. Auf die gleiche Weise definiert man den Pro-
jektor o

g = 1_p7
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2.1 Hartree-Fock

welcher auf den Unterraum der Teilchenzusténde projiziert.

Im HF-Verfahren suchen wir nun den Satz von Slater-Determinanten {®}, der aus
A beliebigen, aber orthogonalen Einteilchenwellenfunktionen ¢; als Spurwellenfunk-
tionen besteht und minimieren diesen Satz beziiglich der Energie.

Betrachten wir zunichst einmal die HF-Energie:

ERE = (®|H|D).
Ausgehend vom Vielteilchen-Hamilton-Operator H in zweiter Quantisierung
1 _
H= Ztlllzc;rlcb + 4_1 Z Ulllzlsl4clTlclTQCl4Cls
1o l1l2l3ly

Mit Uy, 151451, = Viylalsly, — Vlhlalyls UNd dem Wick’schen Theorem lésst sich die Energie als
Funktional der Dichte berechnen:

1
EHF[p] = Zt1112<@|62612‘¢>+1 Z "71112,1314@\CLCLCMCIS’q’>

l1lo l1l2l3ly

1 _
= Ztlllgplllz +§ Z Pizly Vlyla 314 Plals

l1lo l1l2l3ly

1
= Tr(tp) + ETrlTrg(pvp). (2.3)

Nutzen wir die bereits erwéhnte Diagonalform von p in der HF-Basis aus, so erhalten
wir:

A LA
BT = Ztu‘ T3 Z Vi ij -
i=1 ij=1

Um nun die HF-Basis zu bestimmen, miissen wir die Energie fiir alle Dichten mit der
Eigenschaft p*> = p minimieren. Fiir kleine Variationen von p gilt:

(p+0p)* = p+dp

bzw. in linearer Ordnung in dp:

op = pdp+ dpp.

In der HF-Basis, in der p diagonal ist, heifit dies, dass Teilchen-Teilchen- (englisch:
particle-particle: pp-) und Loch-Loch-Matrixelemente (englisch: hole-hole: hh-) von dp
verschwinden miissen. Somit bleiben nur noch die Variationen dp,,; und dp;,, der ph-
und hp- Matrixelemente der Dichte p {ibrig.

Wir erhalten somit:

0B = Elp+0p) = Elp] = > hiwdpwr = Y hunidpim + > hini0pi,
kk' mi mi
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2 Der Grundzustand

mit der hermiteschen Matrix h:

o OE"T)
S Opri '
Aus Gleichung (2.3) bekommt man:
h = t+T (2.4)

mit dem selbstkonsistenten Feld:

Lppr = E Uk k1P -
w

Um unser Minimum zu erreichen, miissen wir nun 0 £ = 0 setzen, dies bedeutet, dass
die ph-Matrixelemente von h verschwinden:

A
7=1

In der Basis, in der p diagonal ist, erlangen wir den dquivalenten Ausdruck:

[h,p] = [t+Tlpl, 0]

Diese nichtlineare Gleichung ist nicht einfach zu losen, da h und p gleichzeitig diago-
nalisiert werden konnen. Da die Basis, in der p diagonal ist, nur bis auf eine unitére
Transformation eindeutig festgelegt ist, nehmen wir an, dass h diagonal sein soll. Dies
definiert die HF-Basis und wir erhalten die Eigenwertgleichung:

A
Pk = trr + E Ukikti = €ROKk -

=1

Berticksichtigen wir die Tatsache, dass die Basis durch die Transformation D gegeben
ist, erhalten wir die HF-Gleichung

A
Z hy Dy, = Z (tw + Z Z@lpflprpiD;/i) Dyy = €, Dy,
l/

14 i=1 pp/

die ein hermitesches Eigenwertproblem darstellt. Die HF-Gleichung kann nicht als eine
gewohnliche Eigenwertgleichung gesehen werden, denn es handelt sich dabei um ein so
genanntes selbstkonsistentes Verfahren, da die Matrix h von der Dichte p und somit
von der Losung des Problems abhéngig ist. Die Koeffizienten Dy, welche wir durch
die Losung dieser Gleichung erhalten, bestimmen die Einteilchenwellenfunktionen ¢y.
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2.2 Hartree-Fock-Bogoliubov

2.2 Hartree-Fock-Bogoliubov

Das HF-Verfahren bietet uns, wie im vorausgehenden Abschnitt gezeigt, eine elegante
Moglichkeit, den Grundzustand unseres Systems zu berechnen. Nun stellt sich aber
heraus, dass die Annahme, dass sich die Nukleonen unabhéngig voneinander in einem
mittleren Potential bewegen nur bedingt als Ndherung fiir unsere Problemstellung
geniigt. Vergleicht man beispielsweise die experimentell bestimmten Bindungsenergi-
en von gu-Kernen (Kerne mit gerader Protonen- und ungerader Neutronenzahl) mit
denen von gg-Kernen (Kerne mit gerader Protonen- und Neutronenzahl), so stellt
man fest, dass diese von gu-Kernen geringer sind als das arithmetische Mittel der
Bindungsenergien von gg-Kernen. Diese und weitere Beobachtungen zeigen uns, dass
wir bei der Betrachtung zusétzliche kurzreichweitige, attraktive Kréifte zwischen Paa-
ren von Nukleonen beriicksichtigen miissen. Das HF-Verfahren beriicksichtigt nur den
Teilchen-Loch-Kanal der Wechselwirkung, welcher durch den langreichweitigen Teil der
Wechselwirkung bestimmt ist, wohingegen die oben beschriebenen kurzreichweitigen
Krafte zusétzliche Teilchen-Loch-Wechselwirkungen bendtigen. Dieses Problem l&sst
sich analog zum Teilchen-Loch-Kanal 16sen, indem wir zum Bild der Quasi-Teilchen
iibergehen, was durch die Bogoliubov-Transformation

T T
= UrQG — VpQ—g,

ukaT_k + UrQg

leicht in der zweiten Quantisierung realisiert werden kann. Die Parameter u, und v,
sind die Wahrscheinlichkeiten, dass ein bestimmter Paarzustand (mit einem Quasi-
Teilchen) besetzt bzw. unbesetzt ist. Zur Normierung verlangen wir auferdem, dass
die Beziehung
2., .2
u,+v, =1
erfiillt ist.
Durch die Einfiihrung von Quasi-Teilchen haben wir leider die Teilchenzahlerhaltung
verletzt, was uns dazu zwingt, diese durch eine Zwangsbedingung in unseren neuen

Hamilton-Operator (den Hartree-Fock-Bogoliubov-Hamilton-Operator) zu integrieren:
Hprpp = Hy— AN,

wobei N = >~ a'a der Besetzungszahloperator ist und A der Lagrangeparameter.
Durch erneutes Anwenden des Variationsprinzips (siehe z.B.[RS80]) erhalten wir die
Hartree-Fock-Bogoliubov-Gleichung (HFB-Gleichung):

(tkk’ — N + U,ﬁFB)(ukka + uk/vk) YAV Y (ukuk/ + vk/vk) = 0,

mean— field Anteil
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2 Der Grundzustand

wobei

]chB E kauk/kuvk,,

k//

das HFB-Potential und

Ak*k’ = — E Vk*k’k”*k”uk”vk”

k>0

die Gap-Gleichung darstellt.
Eine héufig in praktischen Anwendungen verwendete Vereinfachung ist die Annahme
eines diagonalen Paarkraftpotentials:

Appr = Aplppr.

Die HFB-Gleichung kann vereinfacht werden, indem man die Einteilchenzusténde als
die Eigenzustédnde eines geeignet ausgesuchten Einteilchen-Hamiltonoperators A mit

hiry = tiw — A + UREE = 610
wahlt. Dies fiithrt zur vereinfachten Form
2epupvy — Ap(ui —vi) = 0V k
der HFB-Gleichung mit der Gap-Gleichung fiir ein diagonales Paarkraftpotential:
_ 1 Z Vk Vemrr b A
20

Durch Losen dieser Gleichungen erhalten wir neben den Besetzungszahlen der ein-
zelnen Quasiteilchenzustéinde auch noch die sphérische Basis des Grundzustands

(rls)jm) = |iVi®xy]

im
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3 Anregung des Grundzustands

In der vorangegangenen mikroskopischen Beschreibung des Kerns haben wir nur stati-
sche, unabhéngige-Teilchen-Modelle betrachtet. Mit diesen Modellen kénnen mit Hil-
fe der effektiven Wechselwirkung die Grundzustandseigenschaften der Teilchen bzw.
Quasi-Teilchen berechnet werden. Einen weiteren Zugang zum Verstdndnis der Kern-
struktur bietet die Untersuchung von Kernanregungsspektren.

Eine Moglichkeit der Untersuchung dieser Spektren liefert das Schalen-Modell. Eine
Reihe von Anregungszustdnden konnen somit durch Teilchen-Loch- oder Zwei-Quasi-
Teilchen-Anregungen beschrieben werden. Es zeigt sich aber, dass es weitere Anre-
gungszustinde gibt, die nicht im Rahmen des Schalen-Modells beschrieben werden
konnen und kompliziertere Methoden, welche die wichtigen Korrelationen zwischen
den Nukleonen beriicksichtigen, in Betracht gezogen werden miissen. Fiir die ndhere
Untersuchung der Anregungszustinde benotigen wir noch eine Moglichkeit, das Ver-
halten des Systems in diesem Zusammenhang zu untersuchen. Die Linear-Response
Theorie bietet uns diese Chance, indem wir die Stérke der Reaktion auf den in zweiter
Quantisierung dargestellten Ubergang berechnen.

Einen weiteren Ansatz zur Berechnung von Eigenschaften angeregter Kerne bietet
die Landau-Migdal-Theorie, welche durch Beschreibung des Systems mit Hilfe von
Quasi-Teilchen, die sich im wechselwirkenden System wie reale Teilchen im nichtwech-
selwirkenden System verhalten, eine Moglichkeit gibt Anregungszustdnde unendlicher
Systeme wechselwirkender Fermionensysteme zu untersuchen.

3.1 Random-Phase-Approximation

Eine Moglichkeit, die angesprochenen Korrelationen zwischen den Nukleonen zu beriick-
sichtigen, bietet die Tamm-Dancoff-Approximation (TDA), welche die Teilchen-Loch-
Wechselwirkung basierend auf dem unkorrelierten HF-Grundzustand beriicksichtigt.
Eine Erweiterung, welche die 2-Teilchen-2-Loch (2p-2h) Korrelationen mitberiicksichtigt,
ist die Random-Phase-Approximation (RPA), deren Eigenwertgleichung wir im Fol-
genden herleiten wollen. Wir werden im Folgenden das HF' Einteilchenbild verwenden,
da es die Betrachtung stark vereinfacht, und da die Verallgemeinerung mit dem HFB
Quasi-Teilchenbild leicht zu realisieren ist.
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3 Anregung des Grundzustands

3.1.1 Die RPA-Gleichung

Als Ausgangspunkt nehmen wir den Satz |v) der exakten Eigenzustéinde des Hamilton-
Operators H:

Hlv) = E|v) (3.1)

und definieren uns Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren Q, und Q, fiir die an-
geregten Zustédnde mit

v) =@QlI0)  und  Q,[0) =0.
Aus der Schrodingergleichung (3.1) erhalten wir somit die Bewegungsgleichung
[H,Q1]10) = (B, — Eo) Q}0).
Durch Multiplikation mit einem beliebigen Zustand der Form (0|d@Q) erhalten wir:
(0 [0, [H, Q)] 10) = (B, — Eo) (0] [6Q, Q1] 10). (3:2)

Die Benutzung des Kommutators ist legitim, da (0|Qf = (0|HQ!, = 0 ist. Bis jetzt
sind wir bei unserer Betrachtung exakt, da die Variation (0|dQ) im ganzen Hilbertraum
wirkt. Wenn wir den exakten Grundzustand |0) durch den HF-Grundzustand |H F)
approximieren und den Operator (), durch den kollektiven Teilchen-Loch-Operator

Q) = ) Crala
erhalten wir die oben erwéhnte TDA-Gleichung:

Z(HF| [a;ram, [H, aLaj]] |HF)C,, = ETPACY .

n,j

Dabei ist EZP4 die Anregungsenergie in der TDA und C%; der Entwicklungskoeffizient
fiir den Zustand |v). Um im Grundzustand 2p-2h Korrelationen mit zu beriicksichtigen,
erweitern wir QJ, zu:

Ql = ZX;ia%ai—ZYn’;iajam, (3.3)

wobei das Minuszeichen zur Einfachheit gewdhlt wurde. Als Normierungsbedingung
fiir die RPA-Zustiinde withlt man (0|QQT|0) = > (X? — Y?). Der RPA Grundzustand
wird so definiert, dass

Q,|RPA) = 0
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3.1 Random-Phase-Approximation

gilt. Anstelle von C}; erhalten wir X}, und Y,”. und zusétzlich zwei Variationen. Somit
ergeben sich aus 3.2 zwei Sétze von Gleichungen:
(RPA] [ajam, [H, Q,T,H IRPAY = hQ, (RPA| [ajam,@] IRPA),
(RPA| [al,a;, [H,QI]] |IRPA) = hQ,(RPA| [a,a;, Q}] |[RPA),
(3.4)

wobei £, die Anregungsenergie des Zustands |v) ist.

3.1.2 Die Quasi-Boson-Approximation

Wenn wir annehmen, dass der korrelierte Grundzustand nicht stark von dem HF-

Grundzustand abweicht, konnen wir die Erwartungswerte in der HF-Approximation

berechnen:

(RPA| [ajam,a;aj} [RPA) = 6,j0m — 6mn(RPA|ala;[ RPA) — 6;;(RPAla}a,| RPA)

~ (HF| [ajam,ailaj} |HF) = 0;j0mn.

Der Name Quasi-Boson-Approximation (QBA) kommt durch die Verwendung der
Boson-Kommutatorrelation fiir die Paarerzeugungs- und Vernichtungsoperatoren, da-
bei wird aber das Pauli-Prinzip verletzt. In der QBA erkennt man, dass die Absolut-
quadrate der Amplituden X}, und Y,”, die Wahrscheinlichkeit angeben, den Zustand
al a;0) und ala,,|0) im exakten System |v) zu finden, da man fiir die jeweiligen Kom-
ponenten der Ubergangsdichte p(t) = (Olata,|v) folgende Beziehung erhilt:

ph) = (Olalanlv) ~ (HF| |afan, Q)| 1HF) = X7,

Pim. = (Olabailv) ~ (HF| [a},0;, Q] |HF) = Y.

Gleichung (3.4) ldsst sich nun kompakt darstellen:
A B XV 1 0 XV
(5 2)G) = oo 5) Ge) 53

Apin; = (HF] [alam, [H, ailaj]] |HF) = (€m — €)0mn0ij + Umgjins
Bminj = _<HF| [ajama [H’ aILaj]] |HF> = T)mnij'

mit

Die Matrix A ist hermitesch und die Matrix B symmetrisch.
Um den Giiltigkeitsbereich der QBA zu untersuchen, betrachten wir den Kommu-
tator:

[AT Apw] = Opp O + Copt s

pn?
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3 Anregung des Grundzustands

und es gilt:
(HF|cppnn |HF) = 0.
Somit folgt, dass der QBA-Ansatz eine gute Wahl ist, falls
|HF) ~ |RPA)
gilt. Allgemein betrachtet erhalten wir:
(RP Al | RPA) ~ Sy Spmimy(1 = ),

wobei n, und n,, die gesamten Besetzungszahlen mit n,(HF) = 0 und n,(HF) =1
bezeichnen.

3.2 QRPA

Wie bereits erwiahnt, wollen wir nun die RPA unter Beriicksichtigung von Paarkorre-
lationen betrachten. Diese Korrelationen konnen abseits von abgeschlossenen Schalen
nicht mehr vernachléssigt werden. Wir haben schon gezeigt, dass wir in diesem Fall
anstelle des HF-Grundzustands nun den HFB-Grundzustand erhalten. Da wir mit
dem HFB-Grundzustand gleichermaflen eine deterministische Wellenfunktion erhal-
ten, konnen wir analog zur vorhergegangenen Herleitung der TDA und RPA verfahren.
Um diese Gleichungen herzuleiten, startet man mit der Quasi-Teilchen Darstellung des
Zweiteilchen-Hamiltonoperators (siehe: [RS80, E.2]):

H = HO+H11—|—H31—|—H40+H22,

wobei bei H™ n die Anzahl der Quasi-Teilchen Erzeugungsoperatoren und m die
Anzahl der Vernichtungsoperatoren des jeweiligen Summanden angibt.
Anstelle von (3.3) verwenden wir nun

1
Qj; = 5 Z (X;:k/OéZ:OCL/ - Ykl;g/Oék/Oék)
kk'

und finden analog zur Herleitung der RPA die QRPA Gleichung, deren Matrix dquivalent
zu (3.5) ist. Nur die Matrixindizes laufen iiber alle Paare (k < k') des Konfigurations-
raums. Die Matrizen A und B sind nun durch

Akk/ll/ = <HFB’ [ak/ak, |:H, alTaZT,H ’HFB>
= (Ek + E]C/)(Skl(sk/l/ + nglll”

Bkk/ll/ = —<HFB’ [ak/ak, [H, CL[CLl/H |HFB>
- 4‘ : Hég/”/

gegeben, wobei (k < k'l <) gilt.
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3.3 Linear Response Theorie

3.3 Linear Response Theorie

Bis jetzt haben wir die kollektiven Anregungen des Kerns als ein stationédres Problem
betrachtet. Im Folgenden wollen wir den Einfluss eines zeitabhéngigen externen Feldes
auf das System untersuchen. Mit Hilfe der Linear Response Theorie bekommen wir eine
Moglichkeit, diesen Zusammenhang zwischen dem externen Feld und der Kerndichte
iiber die so genannte Response-Funktion zu analysieren und zusétzlich leiten wir die
RPA-Gleichung fiir dichteabhéngige Wechselwirkungen her.

Betrachten wir die Wirkung des externen zeitabhéngigen Feldes

F(t) = Fe ™' 4 Fleit
auf das System. Wir nehmen an, dass F ein Ein-Kérper Operator

F(t) = > fult)aja

ist und dass dessen Feld so schwach ist, dass sein Einfluss auf die Kerndichte klein
ist und in linearer Ordnung behandelt werden kann. Die Wellenfunktion des Systems
|®()) ist somit nicht mehr stationér. Sie ist nun ein Wellenpaket und wir erhalten fiir
die Einteilchendichte:

pra(t) = (®(t)]aja| (1))
Fiir die weitere Rechnung werden folgende Néherungen gemacht:

1. p(t) soll zu jedem Zeitpunkt einer Slater-Determinante entsprechen (d.h. p? =
p). Dann geniigt p der Zeitabhéngigen Hartree-Fock-Gleichung (englisch: time-
dependent Hartree-Fock equation: TDHF) (siehe: [RS80]):

ihp = [h(p) + f(1), 0] (3.6)

Dabei ist h(p) das Einteilchen HF-Feld (2.4) und f das zeitabhingige externe
Feld.

2. Wir nehmen an, dass das externe Feld f(¢) schwach ist und nur Oszillationen
mit kleiner Amplitude um die stationzire Dichte p(® |, welche die stationire HF-
Gleichung [h[p°], p°] = 0 16st, ausfiihrt. Somit erhalten wir fiir die Dichte:

p(t) = P +op(t) (3.7)
mit

5/) _ p(l)e—iwt_'_p(l)Teiwt‘
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3 Anregung des Grundzustands

Dieser Ausdruck ist linear im Feld f. Da wir p(® und h[p(0)] in der HF-Basis betrachten
und diese somit diagonal sind, erhalten wir:

0 _ 5 0 _ 0 fiir Teilchen
Pri = OkiPr = 1 fiir Locher

und

(h())kl = (h(p(0)>)kl = Opi€p-
Wir setzen (3.7) in die TDHF-Gleichung (3.6) ein:

oh
ihp = [ho,0p] + [%5/&[)(0)] +[f, 0],
wobei 2—25 p eine Kurznotation fiir
oh oh
Z <8 0Pmi + p 5Pz‘m>
im Pmi | p=p(0) Pim | p=p(0)

ist.
Nach Berechnung der HF-Dichtematrizen erhalten wir die Linear-Response-Gleichung:

R A ) N e HS

—— und B = —.
8pnj ’ apng

mit
Aminj = (em - 61)6mn§z] +

Wenn wir als Restwechselwirkung

Ohpy  O°E

Oprs  OpgpOprs

verwenden, erhalten wir fiir A und B die gleichen Matrizen wie in der RPA. Mit der
Linear-Response-Gleichung ergibt sich eine inhomogene Gleichung, welche durch die
Invertierung der Matrix auf der linken Seite gelost werden kann. Dadurch erhélt man

einen linearen Zusammenhang zwischen dem externen Feld f und der Anderung der
Kerndichte (d.h. die Resonanz (englisch: response)) des Systems:

pl(c? = ZRklpq(w)qu‘ (3.9)
pq

Upsqr =

Die Funktion Ry, wird als Response-Funktion [RS80] bzw. Polarisationspropagator
[FWT71] bezeichnet.

Die Response-Funktion R ist abhéngig von der Frequenz des externen Feldes. Thre
Pole liegen bei den Eigenfrequenzen des Systems. Diese geben an, wo ein infinitesimales
Feld f ausreicht, um angeregte Zusténde zu erhalten.
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3.4 Die Landau-Migdal Wechselwirkung

Die Linear-Response-Gleichung

Betrachtet man die Linear-Response-Gleichung genauer und berechnet die Eigenfre-
quenzen (2, und die RPA Amplituden X und Y, so erhélt man einen eindeutigen
Ausdruck fiir die Response-Funktion. In der Spektral-Darstellung lautet diese:

(Olatay,|v) V\aT,a 0)  (0la!,ay|v)(v]ata,|0)
Rygpg (w) = hz ? v sl T (3.10)

w—Q, +1n a w+Q, +1in
Die Indizes p, q, p’ und ¢’ laufen nur tiber ph- und hp-Paare, alle anderen Matrixele-
mente von R verschwinden in der RPA. Betrachten wir die Anderung der exakten Wel-
lenfunktion des Systems durch das externe Feld F in zeitabhdngiger Storungstheorie,
so erhalten wir:

_ V|F\0> it (V[FT0)
v = +Z| { )+me _h(w+9u)—i776 }

v>0

Die Zusténde [0) und |v) sind ungestorte stationére Eigenzustéinde des Systems. Die
Ubergangsdichte p™) entspricht(3.9) mit der Response Funktion (3.10). Durch Einfiihr-
ung der Response-Funktion fiir das freie System (ohne Restwechselwirkung o)

(0) (0)

Pq " — Prp
RY = Opp Ogq’
par'a (W) hw — € + € +in 71

ist es moglich, in der RPA Betrachtung ein weiteres Gleichungssystem fiir R(w) zu
erhalten, ndmlich die Dyson-Gleichung:

0 0 ~
Rpgpq = qup g T E : qup1q1 Uprgaarpa Bpaaap'ar -

P191P2q2

Mit Hilfe des Imaginérteils der Response-Funktion lédsst sich die Anregungsstérke in
Abhéngigkeit von der Frequenz w bestimmen. Diese interessante Grofie definieren wir
als:

S(w) = —%ImR(w).

Manchmal wird in der Literatur diese Grofie als Response-Funktion bezeichnet.

3.4 Die Landau-Migdal Wechselwirkung

Eine weitere Moglichkeit zur Berechnung der Eigenschaften von angeregten Zustédnden
bietet die Landau-Migdal-Theorie wechselwirkender Fermionensysteme. Die Landau-
Migdal-Theorie erlaubt es Anregungszustdnde von unendlichen Systemen wechselwir-
kender Fermionen, wie beispielsweise fliissiges *He oder Kernmaterie, zu untersuchen.
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3 Anregung des Grundzustands

Landaus Hauptannahme ist, dass das wechselwirkende System durch ein nichtwech-
selwirkendes System beschrieben werden kann, indem wir adiabatisch die Wechsel-
wirkung einschalten. Dies bedeutet, dass es eine eindeutige Beziehung zwischen den
Einteilchenzustéinden und den so genannten Quasiteilchenzustidnden im wechselwir-
kenden System gibt. Diese Quasi-Teilchen verhalten sich im wechselwirkenden System
wie reale Teilchen im nichtwechselwirkenden System. Um solche Quasi-Teilchen zu be-
schreiben, betrachtet Landau die Gesamtenergie des wechselwirkenden Systems als ein
Funktional der Besetzungszahlfunktion n(k) des Quasiteilchenzustands k. Die Qua-~
siteilchenenergien sind durch die erste funktionale Ableitung der Gesamtenergie nach
n(k) gegeben und die Wechselwirkung durch die zweite funktionale Ableitung. Die re-
normalisierte Quasi-Teilchen-Wechselwirkung ist Spin- und impulsabhéingig und l&sst
sich an der Fermi-Oberfliche nach Legendre-Polynomen entwickeln.

Migdal erweiterte diese Idee auf endliche Fermionensysteme und wendete sie auf
Atomkerne an. Zum einen muss nun mit zwei Arten von Fermionen gerechnet wer-
den (Protonen und Neutronen), zum anderen haben wir eine relativ kleine Anzahl
von Teilchen und die Quasi-Teilchen-Wechselwirkung ist zusétzlich Isospin abhéngig.
Wie schon bei unendlichen Systemen wird hier auch nach Legendre-Polynomen ent-

wickelt und man erhélt die bekannten Entwicklungskoeffizienten, die Landau-Migdal-
Parameter (LMP).

Wie schon erwéhnt, betrachten wir die Energie des wechselwirkenden Systems als
ein Funktional der Besetzungszahlfunktion n(k) der Quasi-Teilchen (E = E(n(k))).
Eine Anregung des Systems ist im wesentlichen durch die Anderung der Besetzungs-
zahlfunktion um die GroBe on(k) gegeben. Die entsprechende Anderung der Energie
ist:

0E = Y (k)on(k) + Y _ f(k,K)on(k)on(K')

= > [E(k)on(k) + > f(k, K)on(k)lon(K')
= Y e(k)on(k'),

mit €’(k) die Gleichgewichtsenergie der Quasi-Teilchen. Die Energie der Quasi-Teilchen
¢(k) und die Wechselwirkung zwischen den Quasi-Teilchen und den Quasi-Lochern
f(k, k') ist durch die funktionalen Ableitungen der Energie nach der Besetzungszahl-
funktion gegeben:

OF N &*E
flke. k) = on(k)on(k')’

Durch die explizite Spin- und Isospin-Abhéngigkeit erhalten wir fiir die Wechselwir-
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3.4 Die Landau-Migdal Wechselwirkung

kung
f(k,K) = F(k,k')+ F'(k,K")T- 7'+ [G(k,K') + G (kK )T - T']0 - 0.(3.11)

Durch die Voraussetzung, dass der Hauptanteil der Wechselwirkung nahe der Fermi-
Oberfliiche stattfindet und somit nur vom Winkel 6 zwischen k und k' abhingt ist,
wird eine Entwicklung nach Legendre-Polynomen moglich:

F(k,k) = > FP(cos). (3.12)

Die Entwicklungskoeffizienten F; werden als LMP bezeichnet. Um dimensionslose Pa-
rameter zu erhalten, definieren wir:

F} = COfb

mit Cy als inverse Zustandsdichte an der Fermi-Oberfldche:

dn -1
Co = (%)

- (i

e=€p

)1 = Ny ' (kp).

Dementsprechend ist es méglich, auch die weiteren Komponenten der Wechselwirkung
(3.11) zu entwickeln und somit die Parameter f/, g;, g der einzelnen Terme zu defi-
nieren.

Mit Hilfe der LMP lassen sich auch die Systemeigenschaften des Kerns beschreiben,
wie beispielsweise die Kompressibilitit K:

d2(E) h2k2
K = k2—42 = E1+2
Pk~ S L+ 20),
die Symmetrie-Energie 3:
17121@7
= — 1421
B o= s L)
und die effektive Masse m*:
* 2
14+ Zf,
m 3

Diese Parameter lassen sich experimentell bestimmen und kénnen dazu benutzt wer-
den, um weitere Vorhersagen zu treffen. Die Groflen gehen auch in die Bestimmung
der Gleichung fiir dn(k,w) ein, deren Losung kleine boson-artige Anregungen im
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3 Anregung des Grundzustands

Fermionensystem bestimmt. Im Kern entsprechen diese Anregungen der Multipol-
Riesenresonanz (siehe Beispielsweise [KST03]).

Durch die Einschrankung der Entwicklung (3.12) auf die niedrigste Ordnung (I =
0) erhalten wir eine im Impulsraum konstante Wechselwirkung, was zu einer Delta-
Funktion im Ortsraum fiihrt:

F(r,r'y = Colf(r)+ fl(r)T1- 75+ (g+ g 71 -7Ty) o1 03] d(r — 7). (3.13)

Die néchste Ordnung (I = 1) fiihrt eine Impulsabhéngigkeit in die Teilchen-Loch-
Wechselwirkung ein.

Ein Vergleich unseres Ansatzes (1.1) fiir die NN-Wechselwirkung mit Gleichung
3.13 zeigt den Zusammenhang mit den LMP. Im S = 0 und 7" = 0 Kanal muss
durch den Ubergang auf endliche Kern ein Rearrangement-Term f,(kf) (Anhang C)
beriicksichtigt werden. Wir erhalten somit fiir die LMP unserer Wechselwirkung:

fo = No(kr)Voo + fr(kr),
o = No(kp)Vio,

g = No(kr)Vor,

90 = No(kp)Vir.

Abbildung 3.1 und 3.2 zeigen die LMP fiir °Fe. Es werden jeweils die LMP fiir den
dichteabhéngigen Wechselwirkungsansatz (Index d) mit denen fiir den Ansatz konstan-
ter Skalierungsfaktoren fiir die drei Standard-Mesonen gegeniibergestellt. Abbildung
3.3 zeigt fy beim Ubergang von symmetrischer Kernmaterie zur reinen Neutronen-
Materie.
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Abbildung 3.1: LMP fo und f} (mit dichteabhéngiger Dreikérperwechselwirkung) und
fao und f}, (Dreikorperwechselwirkung mit konstanten Skalierungsfak-

toren) fiir Z = 0,46
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Abbildung 3.2: LMP gy und g{, (mit dichteabhéngiger Dreikérperwechselwirkung) und
gdo und gy, (Dreikorperwechselwirkung mit konstanten Skalierungsfak-

toren) fiir £ =0, 46
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Foo(P)

Abbildung 3.3:
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4 QRPA-Rechnungen fiir
Ladungsaustauschanregungen

4.1 Der (-Zerfall

In den vorangegangenen Abschnitten sind wir auf Techniken eingegangen, welche es
uns ermoglichen, die Grundzustandsanregungen des Systems zu untersuchen. Ein in-
teressanter Prozess in diesem Zusammenhang ist der (-Zerfall, welcher den Ubergang
von einem Proton in ein Neutron (p — n) und umgekehrt (n — p) bezeichnet. Aus
Sicht der Kernstrukturphysik entsprechen diese Prozesse den Ladungsaustauschanre-
gungen

A = (ZN)—-A_=(Z—-1,N+1) bzw.
A = (ZN)—= A, =(Z+1,N-1),

die Proton-Loch Neutron-Teilchen (p~'n) oder (pn~!) Anregungen des Ausgangskerns
A angesehen werden konnen. )

Als Wechselwirkungsoperator fithren wir den Ladungsaustausch-Ubergangs-Operator
T)\“ mit

T)\u<i>€) :T/\,u(g)T:I:a (f = (T’Uv"'))

ein. Anhang B diskutiert diesen Operator mit Hilfe der Drehimpulskopplung in der
zweiten Quantisierung und erstellt den Zusammenhang mit dem Quasi-Teilchenbild.
Wir erhalten letztendlich fiir dessen Darstellung:

Bu+:8) = 3 GIne ) A i)
Jpin
und
Tl =16) = 3 TUAIT )" AL i)
Jpsdn
Der Ubergang des Grundzustands |0) ist durch

TY(E) = (0]QuThu(£)[0)575"
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gegeben, wobei (), den QRPA-Operator
QY ns, = D (X 2h00) i) = (Vo 01, ) (nin)
Jpin

bezeichnet. Somit erhalten wir:

” L, : y y
(=) = =) 5 Ul 1) (tpon X + 0ptin ),
Jpn
174 (_)S . . 1% 1%
() = =) 5 Ul ln) (g X+ wpon Yo, ).
Jpn

Fiir die Multipolentwicklung der Zwei-Quasi-Teilchen Wechselwirkung finden wir:

Veo= ) n Velp'n'afanal,ay
pnp'n/
= > VAl ) (pl Dy |n) ([T, 7 D) afanal
pnp'n/Ap
wobei V) das radiale Integral bezeichnet.
Mit den obigen Beziehungen erhalten wir:

W\ Ty = @NTr-In')”
1 / I\ *

= =W Thm_|In

A( |[Tor—||n)

= (_)Lﬂimwwjﬁ7nﬂjn”nnwAU>

und somit fiir die Wechselwirkung

1
V. = > Vx(pnp’n’)ﬂpHTAth

pnp'n/Ap

W Tar-|1n')* AL, (o) Ar G i) -

Sl =

Die numerischen Rechnungen basieren in Analogie zur Linear-Response-Theorie (3.3)
auf der Losung der QRPA-Dyson-Gleichung fiir die Response-Funktion

Rag = <O|T;GRPAT/3|0>.

Wir definieren die unkorrelierte Zweiquasiteilchen-Responsefunktion fiir den reinen
Zweiquasiteilchen Propagator G|

Ry = (0|T,F GoTj/0)
und erhalten:

Rog = Rog+ Y RO, VAR,
A

Fiir zusétzliche Erlauterungen siehe [FW71],[RS80] und [BBD*97].
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4.2 Ergebnisse

Im Folgenden wollen wir nach der Einfithrung des Ladungsaustausch-Ubergangsope-
rators den Imaginérteil der Response-Funktion bim 3-Zerfall betrachten. Vorerst miissen
wir uns aber ein Bild von den méglichen Ubergingen des 3-Zerfalls machen.

Man unterscheidet zwei Arten von Ubergéingen: den (- (p > n+e' + v, und
den = -Zerfall (n — p + e~ + 1.). Diese Zerfille werden wiederum in den Fermi-
und den Gamow-Teller-Ubergang, die durch den jeweiligen Spin-Ubertrag charakteri-
siert sind, unterteilt. Abbildung 4.1 zeigt den Fermi-Ubergang, dieser bezeichnet die
Emission eines (3-Teilchens und Neutrinos mit antiparallelem Spin, folglich mit einem
Gesamtspiniibertrag AS = 0. Abbildung 4.2 zeigt den Gamow-Teller-Ubergang, der
die Emission eines [-Teilchen und eines Neutrinos mit parallelem Spin, demzufolge
mit einem Gesamtspiniibertrag AS = 1.

Abbildung 4.1: Spin beim Fermi-Ubergang

o
ORO

Abbildung 4.2: Spin beim Gamow-Teller Ubergang

Wir vergleichen hier die Antwort-Funktionen der Dichteabhéngigen NN-Wechselwirk-
ung (3-Body DD) mit einem Ansatz, welcher die Skalierungsfaktoren fiir die drei
Standard-Mesonen als konstant ansetzt (3-Body). Um ein Bild von vorherigen Re-
sultaten zu erhalten, enthalten die Plots zusétzlich die Ergebnisse fiir den Zweikorper-
Ansatz der Wechselwirkung welche beispielsweise in [BNCR*88],[BGK*88],[Len88],[BBCT89],
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4 QRPA-Rechnungen fiir Ladungsaustauschanregungen

[LBW89],[Len89],[NYK™90],[HTZ"97],|CCD*04], und [RLW04] ihre Anwendung fin-
det. Als Ausgangskern fiir unsere Untersuchung nehmen wir *Fe. Wie schon ange-
sprochen, haben wir neben dem (3~ -Zerfall von %Fe nach °Co und dem [3*-Zerfall
nach 5®Mn, weiterhin noch zwischen dem Fermi- sowie dem Gamow-Teller-Ubergang
zu unterscheiden.

Abbildungen 4.3 und 4.4 zeigen den 0 Fermi-Ubergang des 1 sowie 3~ Zerfalls von
56Fe. In Abbildungen 4.5 und 4.6 wird der 17 Gamow-Teller-Ubergang des 3T sowie
des 3~ Zerfalls von °°Fe mit einem Bahndrehimpulsiibertrag von AL = 0 gezeigt.
Abbildungen 4.7 und 4.8 zeigen diesen Ubergang mit einem Bahndrehimpulsiibertrag
von AL = 2.

Betrachten wir die Stérkefunktionen, so lasst sich eine deutliche Verschiebung der
Maxima beim Ubergang vom Zweikérperansatz zum Dreikorperansatz sehen. Experi-
mentelle Messungen der Anregungsenergien kénnen somit dazu beitragen die Relevanz
dieses Modellansatzes zu bestimmen. Ein ganz anderes Bild zeigt sich beim Vergleich
der beiden Dreikorperansétze. Anders als in der Beschreibung der EoS spielt hier die
explizite Dichteabhéngigkeit der Vertices keine besondere Rolle, wir erhalten fiir bei-
de Ansitze ein dhnliches Resultat. Lediglich beim 3~-Fermi Ubergang ist eine kleine
Verschiebung der beiden Maxima zu erkennen.

0.003
0.0025
< 0.002
(0]
=
=,
© 00015
0.001
0.0005 == '
0 5 10 15 20
E [MeV]

Abbildung 4.3: ®Fe — *Mn Fermi-Ubergang
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4.2 Ergebnisse
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Abbildung 4.5: *Fe — 5Mn Gamow-Teller-Ubergang mit Drehimpulsiibertrag L = 0
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Abbildung 4.6: *Fe — 56Co Gamow-Teller-Ubergang mit Drehimpulsiibertrag L = 0
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Abbildung 4.7: ®Fe — *Mn Gamow-Teller-Ubergang mit Drehimpulsiibertrag L = 2
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Abbildung 4.8: *Fe — *Co Gamow-Teller-Ubergang mit Drehimpulsiibertrag L = 2
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5 Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurde gezeigt, wie man im Rahmen der RPA-Theorie den
(-Zerfall exotischer Kerne untersuchen kann. Um Anregungsspektren von Kernen zu
untersuchen, benotigt man neben der Kenntnis {iber die NN-Wechselwirkung auch
noch aufgrund der Komplexitit des Systems Néaherungsmethoden zur Bestimmung
des Grundzustands.

In Kapitel 1 haben wir uns ausfiihrlich mit der NN-Wechselwirkung beschéftigt. Ne-
ben den Eigenschaften der freien NN-Wechselwirkung wurde auch auf die in-medium
Effekte eingegangen und somit die Motivation fiir die Einfithrung einer expliziten Dich-
teabhéngigkeit der Wechselwirkung aufgefiihrt. Zum anderen haben wir gezeigt, dass
aufgrund der vorhandenen Struktur des Nukleons und des Pauli-Prinzips eine Erweite-
rung der herkommlichen Zweikorperwechselwirkung durch zusétzliche Dreikérperkor-
relationen erforderlich ist, um die Physik genauer zu beschreiben. Mit der Bethe-
Goldstone-Gleichung wurde eine Moglichkeit gegeben, diese effektive in-medium Wech-
selwirkung zu bestimmen. Mit der M3Y-Wechselwirkung haben wir eine geschickte Pa-
rametrisierung der G-Matrix erhalten, welche die Grundzustandseigenschaften von O
reproduziert. Diese Wechselwirkung haben wir durch eine explizite dichteabhingige
Korrektur der Meson-Nukleon-Kopplungskonstanten zur G3Y-Wechselwirkung erwei-
tert. Ein Fit an die erweiterte A18 EoS durch die Urbana IX EoS, welche somit die
Dreikorperkorrelationen mitberiicksichtigte, lie uns die notwendigen Parameter der
Korrektur bestimmen. Die Berechnung der Séttigungsdichte in der symmetrischen
Kernmaterie und der Eigenschaften bei py spiegelten die passende Wahl der Wechsel-
wirkung wieder.

In Kapitel 2 sind wir auf die Problematik der Bestimmung des Grundzustands ein-
gegangen. Angesichts der Komplexitdt des Systems ist eine exakte Losung unmoglich
und wir haben Ndherungsmethoden eingefiihrt. Zundchst wurde die HF-Methode vor-
gestellt, welche eine so genannte Mittelfeld-Approximation darstellt und die einzelnen
Teilchen ein durch alle Konstituenten erzeugtes Potential spiiren 148t. Experimentel-
le Befunde zeigen jedoch, dass Paarkorrelationen nicht vernachlassigt werden diirfen.
Durch die Anwendung der Bogoliubov-Transformation, welche anstelle der realen Teil-
chen Quasi-Teilchen einfiihrt, haben wir das HFB-Verfahren erhalten.

In Kapitel 3 haben wir uns der Aufgabe der Bestimmung der Anregungszusténde des
durch das HFB-Verfahren erhaltenen Grundzustands gewidmet. Zunéchst stellten wir
die RPA vor, welche es uns ermoglicht, Anregungszustinde unter Beriicksichtigung
der Korrelationen zwischen den Nukleonen zu berechnen. Durch die QBA erhielten
wir zusétzlich eine Verkniipfung mit dem durch das HF- und HFB-Verfahren be-
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5 Zusammenfassung und Ausblick

rechneten Grundzustand. Da wir aber unsere Untersuchung im Quasi-Teilchen-Bild
durchgefiithrt haben, mussten wir die RPA zur QRPA erweitern. Fiir die Untersu-
chung des 3-Zerfalls haben wir aber noch eine Moglichkeit benotigt, die Reaktion des
Systems auf kleine Storungen zu berechnen. Mit Hilfe der Linear-Response-Theorie
und der Einfithrung des Ladungsaustausch-Ubergangs-Operators in Kapitel 4 haben
wir die Moglichkeit bekommen den 3-Ubergang niher zu untersuchen und haben
einen Vergleich der einzelnen Modelle erhalten. Die Einfiihrung der Landau-Migdal-
Wechselwirkung ermdoglichte uns einen zusétzlichen Zugang zur Berechnung angeregter
Zustande wechselwirkender Fermionensysteme.

Diese Arbeit hat bestéitigt, dass die Untersuchung der NN-Wechselwirkung eine
sehr komplexe Aufgabe ist. Durch die Mesonen-Feld-Theorie lédsst sie sich zwar ver-
anschaulichen, die komplexen Korrelationen bendtigen jedoch ein tieferes Verstandnis
der Kernstruktur. Es wurde auch gezeigt, dass Korrelationen zwischen den Nukleonen
(beispielsweise die Paarkorrelationen) nicht nur bei der Grundzustandsberechnung,
sondern auch bei der Untersuchung der Anregungszustinde mitberiicksichtigt werden
miissen. Zum anderen wurde auf die Erfordernis von Dreikérperkorrelationen hinge-
wiesen und auf die dadurch verbesserte Reproduktion experimenteller Daten. Schlus-
sendlich wurde das Werkzeug zur Untersuchung von Anregungszustéinden des Kerns
geliefert, was eine genaue Analyse des B-Ubergangs méglich macht. Es wird daher
auch in Zukunft notwendig sein, mit diesen Techniken Anregungszustinde verschie-
dener Kerne zu bestimmen, um daraus ein besseres Verstandnis des (3-Zerfalls und
der kernphysikalischen Aspekte der schwachen Wechselwirkung im Allgemeinen zu
erlangen. Diese Fragen erfahren gegenwirtig grofie Aufmerksamkeit wegen ihrer her-
ausragenden Bedeutung fiir das Verstindnis von Neutrino-Materie-Wechselwirkungen
und der Nukleosynthese in stellaren Prozessen.
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A Darstellung der
NN-Wechselwirkung

A.1 Projektionsoperatoren-Darstellung der
NN-Wechselwirkung

Wie schon in Kapitel 1.1 beschrieben, lasst sich der Zentralanteil der NN-Wechselwirkung
durch

Vie = Vo(r) +Vo(r)eWe® +V,(r)7Wr® 47, (r)eWa@ W@ (A1)

ausdriicken. Eine weitere Art der Darstellung ergibt sich, wenn wir die Spin- und
[sospinaustauschoperatoren

1 1
PU:§<1+§151) und PT:§(1+721721),
sowie die mit ihnen erzeugten Projektionsoperatoren
1 1
HSE - 5(1—PO-)§(1+P7-),

1 1
Irg = 5(1 + Pa)§(1 + P.),

1 1
Moo = =~(1—P,)~(1—P.).
SO 2( )2( )
1 1
Hro = 5(1+P0)§(1_PT)

betrachten. Psg projiziert dabei auf die Ortswellenfunktion der wechselwirkenden Nu-
kleonen, die gerade (englisch: even, E) unter Koordinatenaustausch ist und auf den
Spin-Singlett (Singlett, S) der Zweiteilchenwellenfunktion. Dementsprechend projiziert
Pro auf den Spin-Triplett (Triplett, T) und die ungeraden (englisch: odd, O) Ortswel-
lenfunktionen.

Mit diesen Projektionsoperatoren ldsst sich (A.1) in eine in der Streutheorie ge-
brauchliche Form umschreiben:

V= Vsg(r)llsg + Vre(r)lre + Vso(r)lso + Vro(r)ro.
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A Darstellung der NN-Wechselwirkung

Die neuen Wechselwirkungskoeffizienten erhalten wir durch:

Vo = 1_16 [3VrE + 3Vse + 9Vro + Vo,
V. = 1_16 [=3Vre + Vsp + 3Vro — Vsol ,
Vo = 1_16 Ve — 3Vse + 3Vro — Vsol
Vor = 1_16 [~VrEe — Vsg + Vro + Vsol , (A.2)

mit Vo = Voo, V> = Vou, Vo = Vip und V- = V1.

A.2 Direkter- und Austauschkanal der
NN-Wechselwirkung

Fir die HF-Rechnung aus Abschnitt (1.5.1) ist es sinnvoll, die Separation der NN-
Wechselwirkung in den direkten- und Austauschkanal mit gleichem oder verschiede-
nem Isospin durchzufiithren. Wir werden im Folgenden fiir die HF-Matrixelemente,
unter Ausnutzung der Orthonormalitit der Spin- und Isospinfunktionen [W.N82|, den
direkten- und den Austauschterm der NN-Wechselwirkung in Abhéngigkeit vom Iso-
spin untersuchen.

Das antisymmetrische Matrixelement der Wechselwirkung fiir zwei Zustande |N)
und |M) ist somit durch

1

(MN|Vg[MN — NM) = Z(l—575X—5X+§T)<mn|VSE\mn+nm>
1

+ Z(l—5T5X+5X—57)(mn|VTE|mn+nm>
1

- Z<1 + 0,0, — 0y — 6;)(mn|Vso|mn + nm)

1
+ Z(l + ;65 + 0y + 6;)(mn|Vro|mn 4+ nm)
gegeben. Dabei sei |[N) = ¢,,(r)x,7, die vollstindige Einteilchenwellenfunktion inklu-
sive Spin- und Isospinwellenfunktion und |n) = ¢,(r) die reine Einteilchenwellenfunk-
tion im Ortsraum.
Nach der Mittelung {iber den Spin erhalten wir fiir Teilchen mit gleichem Isospin

(0, =1):

1 3 1 3
<mn]ZV5E + ZVTO’mn> + <mn’ZVSE - ZVTO,Hm%
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A.2 Direkter- und Austauschkanal der NN-Wechselwirkung

sowie fiir Teilchen mit verschiedenem Isospin (d, = 0):

3

1 1 3
(mn|§V3E 4+ =Vro + =Vso + —VTo|mn> +

8 8 8
3

1 3
(mn|gVSE —+ _VTO — _VSO — —VTO|nm>.

8 8 8

Fiir den direkten- und den Austauschterm der spingemittelten Proton-Proton- (pp)
und Proton-Neutron-Wechselwirkung (pn) erhalten wir somit:

Vi
V?’;i n
Vi
Vo
v’lf n
Von

1

3 2Vse + 6Vro],
d

Vs

1

g [VSE +3Vreg + Vso + 3VT0] ,

1

3 2Vsg — 6Vrol,

Ve

pp7

g [VSE + 3Vrg — Vso + SVTo] .

Zusétzlich mochten wir noch effektive isoskalare und isovektorielle Wechselwirkungen
fiir den direkten- und Austauschterm sowohl in der pp-pn-Darstellung:

1
Vi = S+l
Vﬂ=1[ vel,
Vi o= [vwve],
. 1
Vi = [ p]’

als auch in der Projektionsoperatoren—Darstellung

definieren.

1_6 [SVSE +3Vrg + Vso + 9VT0]

1
6 Vsg — 3Vre — Vso + 3Vro],

1
16 [3Vse + 3Vre — Vso — 9Vro],

1
16 Vsg — 3Vre + Vso — 3Vro]

Dies zeigt, dass die definierte effektive direkte Wechselwirkung identisch mit dem
urspriinglichen Ansatz A.2 ist. Jedoch gibt es fiir die Form der Wechselwirkung des
Austauschterms keine Aquivalenz.
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B Der Ladungsaustausch-Ubergangs-
Operator

Fiir die Erforschung des -Zerfalls ist es hilfreich, den Ladungsaustausch-Ubergangs-
Operator fiir p — n (74) und n — p (7—) Anregungen

T)\u(i>5) :T)\,u(g)Ti (S = (T,O’,...))

néher zu untersuchen.
In der zweiten Quantisierung lésst sich dieser anschaulich darstellen:

Tau(+,6) = Y (nIDy(€)lp)(nl7sIp)alay,

pn

Tau(=6) = Y (oI T(Oln) (pl7-|n)afan.

pn

Mit der Standard-Tensorkonvention

Ti (&) = (=)L ,(8).

T:I::ch

lésst sich die einfache Beziehung
T)T/;(‘*’? 5) = (_)/\+S+MT—)\—M(_7 5)

finden. Folglich kann mit Hilfe des Wigner-Eckhart-Theorems der Ubergang durch
die Clebsch-Gordan-Koeffizienten und das reduzierte Matrixelement darstellt werden

(siche: [Edm64]):

G| Tonaldpmp) = Gpmip| TL, | jamn)”
(_ ))\—HH_S <jpmp|T>\—# |Jnmn> *

1,. . . AN )
= (—)““*SKUpHTAHJnmm (=) (Gpmipfin — M| A — 1)
und

<jpmp|T>\uUnmn> = <ijT>\||jn>(_)jn_mn (Jpmpin — Ma| A — 1),

S| =
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B Der Ladungsaustausch-Ubergangs-Operator

so dass wir fiir T),(+, &)
1

Tu(:6) = D (< GlITallja) ol o)
jp7j71
D (P Gympgama| A = pal ., aj,-m,

mn,mp

erhalten.
Die Definitionen
Ajry = ( )j"'maj_m
und
Mp,Mp
= [g,® an],\u

ermoglichen es uns, den Ubergang kompakter darzustellen:

1
Thu(+,6) = Z(—)S§<jp||TAT—||jn>*(—)”“f4x—u(]'pjn)
() B
= 2 5l D) A )

jp:j’ﬂ

und entsprechend

1
Thu(— &) = Z§<jp||Tv_||jn>*A§_u<jpjn>.

jjlhj"

Die Diskussion des Ladungsaustausch-Ubergangs-Operators beschrinkte sich bis
jetzt auf das Teilchenbild, da wir aber in unserer Arbeit die Paarkorrelationen der
Nukleonen mitberiicksichtigen, muss noch die Beziehung zum Quasi-Teilchen Bild un-
tersucht werden.

Die Transformation ins Quasi-Teilchen Bild ist durch

a},dn = (upoz; + Q) (U Gy, — vna;fl)
—(upvnalal, + vyundnd,) + O(al@)
&Lap = (unéz; — V) (upor, + vpd;)

= —(vpund;d:ﬂ + UpUp ) + O(a'@).

gegeben.
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Wir definieren den Quasi-Teilchen Ladungsaustausch-Ubergang-Operator:

Qiu(jpjn) = Z(jpmpjnmn|/\,u)a;f‘pmpa;nmn

mpMn

QA# (]p]n) - (_))\—HLQA—M (jpjn)

Mit Hilfe der Rechenvorschriften fiir Clebsch-Gordan-Koeflizienten

Z (JpmmpJnin| M) G0y = Z O e A O M| ML) O, O,
mpMn, mpMmn

(_))_\/\JFMQA—M.(]}?%)

(=)0 (Gpiin)

= QAM(]p]n)

und der Relation

Z (Jpmpnmma|A — U)d;dl = (_))\—WQL#(]‘p‘jn)

lésst sich folglich die Beziehung vom Teilchen-Bild zum Quasi-Teilchen-Bild finden:

AL Gpdn) = (v, (pin) + 0punu(pin),

Aku(jpjn) = _(UpunQ:r\u(jpjn)"_Upvnﬁku(jpjn»
= (_)A+HAA—u(jpjn)o
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C Rearrangement-Term der
Landau-Migdal-Parameter

Beim Ubergang von unendlicher Kernmaterie zu endlichen Kernen ist im S =0, T =
0 Kanal der Wechselwirkung ein Rearrangement-Term (deutsch: Umordnungsterm)
zu beriicksichtigen, welcher sich auf den LMP f, auswirkt. Zur Bestimmung dieses
Rearrangement-Terms betrachten wir das Energiedichtefunktional

s X 3 G ] Gpotesta - motist) -k

pp/—anT 0,1

XVST(kl,kQ, )<(0'10'2)S(7'1T2) >
mit

Vsr = }j% (V4 V(|[ko — Ka )

in symmetrischer Kernmaterie.

In spingesattigter symmetrischer Kernmatrie taucht nur noch der S = 0, T" = 0
Kanal auf, der uns durch den Vergleich mit Gleichung 1.1 bei der Bestimmung von fj
dient:

Ey(p) =

NSNT ’ 2 2
/dk’lk’l /dk‘gk‘Q@(k‘F — k’l)@(k’F — kg)‘/go(k’l, ]{?2, p)

1
2\ 272

N, und N; sind die Spin- bzw. I[sospinfreiheitsgrade. Somit folgt fiir a = #

Berticksichtigt man, dass die Delta-Funktion die Ableitung der Stufenfunktion ist,
so erhélt man fiir die ersten beiden Ableitungen des Energiedichtefunktionals:

1 0E, Ok
“ = 2a—FkF/dkk2®(k;F — k)Voo(k, kp, p)

0
/%ﬁ/%%&m—@@h—M%WMww%
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C Rearrangement-Term der Landau-Migdal-Parameter

mit

1
p

1 6%E, o, Phr
“ o i +

Okp

NGiE
dp

2
+ 2(—> kpVoo(kr, kr, p)

dp

krp
+ aka;F / dkk>
0

dp

kp kp
+ / dk, k? /
0 0

— 2_ (ng ) (VA4 Ve(kp k1)) + g2, ()%iveve

N

2 kp
> ke / dkk*Voo(k, k. p)
0

5 02

bk 5 V(s B ).

9 9 ,
a_p‘/b()(ka kF7 ) 8 %O(k k ) k,kF]
1y

8p 8!@:

Unter Beachtung des Zusammenhangs von Fermi-Impuls und Dichte

(372p)3

ke

erhalten wir die ersten beiden Ableitungen von kg nach p:

Ok

dp

O?kp

op?

und konnen fiir die zweite Ableitung des Energiedichtefunktionals

0°F,
0p?

I AU |
Voolkr, k —_ dkk“V + —
00( Fy F’p)—i_ﬂ'zp/o‘ + 27'('4

kp kr
dky k? / dkok3
0 0

5 02

(kr, k).

‘/[)O(klv k27 )

schreiben. Somit folgt fiir die LMP:

o4

Jo
fo
go
9

Fr(0)-No (k)1
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