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Kapitel 1

Einleitung

Die Geschichte der Atom-, Kern- bzw. Teilchen-Physik begann vor ungef

�

ahr

100 Jahren. Vor dem Jahr 1895, der Entdeckung der ,,X-Strahlung" durch

R

�

ontgen, wurde diese Dom

�

ane ausschlie�lich von Chemikern untersucht. Doch

seitdem sich dieser spezielle Teil der Physik zu einem eigenst

�

andigen Fachge-

biet entwickelt hat, ist die Zahl der Entdeckungen bis zum heutigen Tag rasant

angestiegen. In Anbetracht dieser kurzen Zeitspanne eines Jahrhunderts ist

es umso erstaunlicher, da� bis zur Entdeckung des Neutrons durch Chadwick

1932 mehr als 20 Jahre vergehen mu�ten, nachdem Rutherford schon 1911 die

Entdeckung des Atomkerns und somit des Protons gelungen war. Zwar postu-

lierte Rutherford schon 1920 die Existenz des Neutrons, doch es dauerte noch

zehn weitere Jahre, bis Chadwick seine Ergebnisse schlie�lich ver

�

o�entlichte

[Ca32].

Bis Mitte der 50er Jahre ging man davon aus, da� sowohl Proton als auch Neu-

tron elementare Teilchen sind. Hadronische Streuversuche zeigten jedoch, da�

auch diese beiden Teilchen eine innere Struktur haben. Unterst

�

utzt von sehr

vielen experimentellen Daten, wurde es mit Hilfe des Quark-Modells m

�

oglich,

sowohl Resonanzen zu identi�zieren, als auch Regeln f

�

ur Wirkungsquerschnitte

aufzustellen [CG89].

Solange man Streuversuche mit Leptonen betrachtet, kann man mit Hilfe der

Quantenelektrodynamik (QED) diese Prozesse auch st

�

orungstheoretisch mit

sehr hoher Pr

�

azision berechnen. Geht es jedoch um die Berechnung von Pro-

zessen der starken Wechselwirkung, ist man schon bei fundamentalen Prozessen

wie der Proton-Proton-Streuung selbst heute noch nicht in der Lage, diese im

Detail zu interpretieren [CG89]. Es existiert zwar seit den 60er Jahren ei-

ne Theorie der starken Wechselwirkung, die Quantenchromodynamik (QCD),

es gibt jedoch erhebliche Probleme, diese hochgradig nichtlineare Theorie mit

3



4 KAPITEL 1. EINLEITUNG

einer starken Kopplung f

�

ur solche Prozesse zu l

�

osen.

Formal l

�

a�t sich diese zwar recht einfach formulieren, es ergeben sich allerdings

erhebliche Probleme beim L

�

osen konkreter Fragestellungen. Einer der Gr

�

unde,

warum dies bisher so problematisch ist, besteht darin, da� man im Fall der

QCD anders als bei der QED St

�

orungstheorie nur f

�

ur sehr hohe Energien be-

treiben kann. Nur in diesem Energiebereich nimmt die ,,laufende" Kopplungs-

konstante Werte an, die eine St

�

orungsentwicklung erlauben. Formal

�

ahneln

sich QED und QCD stark, jedoch di�erieren diese beiden Theorien in einem

entscheidenden Punkt. Die Austauschteilchen der QCD, die Gluonen, tragen,

im Gegensatz zu ihrem QED-Pendant, den Photonen, eine ,,Ladung".

Wenn man mehr

�

uber die Physik bei mittleren bis kleinen Energien erfahren

will, ist der Ansatz der St

�

orungstheorie aufgrund der gro�en Kopplungskon-

stante ungeeignet. Auch QCD-Gitterrechnungen haben sich als sehr aufwendig

erwiesen und waren bis vor einigen Jahren aus rein technischen Gr

�

unden nur

in eingeschr

�

anktem Ma� durchf

�

uhrbar. Durch die enormen Entwicklungen auf

dem Gebiet der Hardware-Technologie er

�

o�nen sich nun ganz andere M

�

oglich-

keiten. Doch selbst mit solchen ,,Supercomputern" sind die Rechenzeiten f

�

ur

solche Gittersimulationen immer noch fast inakzeptabel [We96].

Um diese Restriktionen zu umgehen und damit mehr Einblick in die Physik

dieser Wechselwirkung f

�

ur mittlere und kleine Energien zu bekommen, hat man

sich daher bem

�

uht, e�ektive Theorien zu entwickeln. Die Grundidee dabei ist,

nicht mit der eigentlichen QCD-Lagrangedichte zu rechnen, sondern sich eine

Lagrangedichte aufzustellen, die dieselben Symmetrien wie die QCD aufweist.

Es besteht n

�

amlich die Ho�nung, da� die Physik haupts

�

achlich durch Symme-

trieeigenschaften dominiert wird, was seine Wurzeln in der Formulierung der

eigentlichen QCD-Lagrangedichte durch Yang, Mills und Gell-Mann hat, um

nur einige Namen zu nennen.

Eines der bekanntesten Modelle in dieser Hinsicht ist das nach seinen Ent-

wicklern benannte Nambu-Jona-Lasinio-Modell. Es wird in vielen e�ektiven

Modellen zur Beschreibung der starken Wechselwirkung benutzt. Die

�

Ahnlich-

keiten von QCD und dem eben erw

�

ahnten Modell werden in Kapitel 2 n

�

aher

beleuchtet. Der Vollst

�

andigkeit halber sei an dieser Stelle noch erw

�

ahnt, da�

es bereits ein sehr erfolgreiches Modell zur Beschreibung der Physik der star-

ken Wechselwirkung im Niederenergiebereich gibt, die chirale St

�

orungstheorie

[Ec95, Pi95].

In dieser Arbeit sollen hadronische Formfaktoren basierend auf einer

SU(3)-Color-Nambu-Jona-Lasinio Wechselwirkung mittels Random-Phase-
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Approximation (RPA) [Ro70] untersucht werden. Die RPA ist eine nichtper-

tubative Theorie und hat in der Kernphysik bereits zu sehr guten Ergebnissen

gef

�

uhrt. Erste Anwendungen auf die Hadronenspektroskopie �ndet man in den

Arbeiten von S. Hardt [Ha96] und J. Geiss [Ge95]. Hier soll die RPA-Theorie

zur Berechnung hadronischer

�

Ubergangsformfaktoren direkt auf Quarkebene

angewendet werden.

Im nachfolgenden Kapitel wird zun

�

achst ein kurzer

�

Uberblick

�

uber einige

Quarkmodelle und die wichtigsten QCD-Eigenschaften pr

�

asentiert. Des wei-

teren werden dann die f

�

ur diese Arbeit relevanten Modelle, das MIT-Bag und

das Nambu-Jona-Lasinio-Modell, vorgestellt. Im dritten Kapitel wird zuerst

die einfachste Formulierung der RPA vorgestellt, die dann zur einer drehim-

pulsgekoppelten Version, der Tensor-RPA, erweitert wird.

Kapitel 4 stellt schlie�lich den Hauptteil dieser Diplomarbeit dar. Zun

�

achst

wird die Bedeutung von Formfaktoren im allgemeinen erl

�

autert, bevor dann

speziell auf die Rechnung in der RPA-N

�

aherung eingegangen wird.

Im Kapitel 5 werden dann die Ergebnisse pr

�

asentiert, und Kapitel 6 gibt sowohl

einen kleinen Ausblick auf noch o�enstehende Fragestellungen bzw. Erweite-

rungsm

�

oglichkeiten, als auch eine Zusammenfassung der gewonnenen Erkennt-

nisse.

Im Anhang �ndet man eine

�

Ubersicht

�

uber die benutzte Notation, ebenso eine

kurze Zusammenfassung

�

uber Drehimpulskopplungsrelationen. Der letzte Teil

des Anhangs geht n

�

aher auf das L

�

osen der Dirac-Gleichung mit dem Numerov-

Verfahren ein.
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Kapitel 2

Quarkmodelle des Nukleons

Da es bisher nicht m

�

oglich war, die QCD-Gleichungen zu l

�

osen, und auch

QCD-Gitterrechnungen nur unter sehr gro�em Aufwand Erfolge gebracht ha-

ben [We96], f

�

uhrt der zur Zeit einzig gangbare Weg, auf dem man mehr

�

uber

die starke Wechselwirkung bei mittleren bis kleinen Energien erfahren kann,

�

uber e�ektive Theorien.

Die grundlegende Idee bei solchen Modellen ist immer, einige QCD-

Eigenschaften explizit zu behandeln und die vernachl

�

assigten Freiheitsgrade

auf ph

�

anomenologische Weise einzuschlie�en. Unter den Eigenschaften der

QCD-Gleichungen versteht man i. a. erhaltene sowie spontan gebrochene Sym-

metrien der QCD-Lagrangedichte.

M

�

ochte man Hadronen, insbesondere das Nukleon und seine Anregungen,

in einem e�ektiven Quarkmodell beschreiben, gilt spezielles Interesse den

Niederenergie-Ph

�

anomenen. Hierbei spielen die Symmetrien der QCD-

Lagrangedichte und Con�nement die entscheidende Rolle. Letztere Eigenschaft

entspricht der Tatsache, da� man in der Natur nur hadronische Zust

�

ande vor-

�ndet, die dem Farbsinglett angeh

�

oren. In einer e�ektiven Theorie mu� man

daher f

�

ur die Farbladung sicherstellen, da� diese zu allen Zeiten in hadronischen

Zust

�

anden erhalten bleibt. Im MIT-Bag-Modell, welches anschlie�end vorge-

stellt werden soll, wird dies durch ein stark attraktives Potential f

�

ur gr

�

o�ere

Abst

�

ande der Quarks in Verbindung mit einer sogenannten Bag-Konstante

gew

�

ahrleistet.

Es gibt verschiedene Modelle, um mehr

�

uber die innere Struktur der Hadronen

zu lernen [Ba88], jedoch ist bis heute die Aufgabe der Beschreibung des Ba-

ryonenspektrums noch nicht zufriedenstellend gel

�

ost. Bevor auf das in dieser

Arbeit benutzte Modell n

�

aher eingegangen wird, sollen einige Nukleonmodelle

kurz referiert und ihre St

�

arken und Schw

�

achen aufgezeigt werden.

7



8 KAPITEL 2. QUARKMODELLE DES NUKLEONS

Das erste Nukleonmodell auf Quarkbasis wurde von Faiman und Hendry

[FH68], kurz nachdem Gell-Mann und Zweig drei elementare Konstituenten f

�

ur

Baryonen postuliert hatten, entwickelt. Dieses nichtrelativistische Modell, bes-

ser bekannt unter dem Namen ,,Konstituentenquarkmodell", behandelt in sei-

ner einfachsten Fassung die starke Wechselwirkung zwischen den drei Quarks in

Form von harmonischen Oszillatorpotentialen. Zusammen mit der Forderung

von Valenzquarkmassen von einigen hundert MeV ist dieses Modell in der Lage,

den negativen Parit

�

atskanal des Baryonenspektrums gut zu beschreiben. Hin-

gegen gab es lange Zeit Probleme, den positiven Parit

�

atskanal zu verstehen, da

es dort zu einer falschen Zustandsabfolge bzgl. der Parit

�

at kommt. Dies hat zur

Folge, da� beide Kan

�

ale nur mit unterschiedlichen S

�

atzen von Parametern be-

schrieben werden k

�

onnen. Dieses Problem konnte k

�

urzlich durch das Einf

�

uhren

einer zus

�

atzlichen Spin-Flavor-Wechselwirkung gel

�

ost werden [GR96]. Trotz

dieses Erfolgs ist es jedoch bisher noch nicht m

�

oglich, eine direkte Verbindung

zur QCD zu scha�en. Besonders problematisch erscheint der Zusammenhang

zwischen den Konstituentenquarks und den in der QCD-Lagrangedichte ver-

wendeten Stromquarks mit Massen von wenigen MeV. Neben diesem Problem

postuliert das Modell au�erdem unbeobachtete Baryonenanregungen. Ein sol-

ches Verhalten ist jedoch auch aus anderen Modellen bekannt, wie z. B. dem

MIT-Bag-Modell. Auch im Fall der Bag-Modelle stellt das Ableiten des Mo-

dells als Grenzfall der QCD ein Problem dar. Im Gegensatz zu den chiralen

Modellen besitzen diese Con�nement nach Konstruktion.

Die beiden bekanntesten chiralen Modelle sind das NJL- [NJL61] und das

Skyrme-Modell [Sk61]. Beschr

�

ankt man sich auf den SU(2)-Flavorraum, so

ist der chirale Limes f

�

ur das NJL-Modell gut erf

�

ullt. Der Zusammenhang mit

der QCD-Lagrangedichte ist somit auf Grund der analogen Symmetrien zu er-

kennen. Das Skyrme-Modell ist eine rein mesonische Beschreibung der starken

Wechselwirkung. Eine direkte Ableitung aus der QCD existiert jedoch nicht,

da die QCD im N

c

!1 nicht explizit bosoniert [Ha96].

Im Gegensatz zu den ersten beiden Modellen besitzen die chiralen Modelle kei-

nen Con�nement-Mechanismus, was zur Folge hat, da� in Mean-Field-N

�

ahe-

rung angeregte Einteilchenquarkzust

�

ande ungebunden sind. Die Beschreibung

von angeregten Zust

�

anden ist somit fragw

�

urdig.

Man erkennt sehr sch

�

on, da� die vorgestellten Modelle entweder chirale Symme-

trie und deren spontane Brechung enthalten oder die Bedingung des Con�ne-

ments realisieren. Keines dieser ph

�

anomenologischen Modelle ist jedoch in der

Lage, diese beiden wichtigen Eigenschaften der starken Wechselwirkung gleich-

zeitig zu modellieren. Es gibt einige Versuche, die QCD-Vakuum-Struktur und
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die Bedingung des Con�nements in einem Modell gleichzeitig zu realisieren,

doch sind diese Modelle noch mit einigen Problemen behaftet [HG97].

Da bisher kein zufriedenstellender Mechanismus zu dynamisch generiertem

Quarkcon�nement bekannt ist, wird in dieser Arbeit eine vereinfachte Be-

schreibung des Nukleon-Grundzustandes mittels eines Bag-Modells benutzt.

Im Tensor-RPA-Schema, welches im Kapitel 3 vorgestellt werden soll, wird

dann eine zus

�

atzliche Restwechselwirkung vom NJL-Typ auf diesen Mean-

Field-Ansatz aufgesetzt. Die Folgen dieses Konsistenzbruchs werden in Kapitel

5 betrachtet.

Bevor auf die einzelnen Modelle n

�

aher eingegangen wird, sollen zun

�

achst die

grundlegenden Eigenschaften der QCD zusammengefa�t werden. Danach wird

untersucht, wie man die Dirac-Gleichung mit einem Con�nement gew

�

ahr-

leistenden Mean-Field-Potential l

�

ost. Bevor dann das Nambu-Jona-Lasinio-

Modell vorgestellt wird, sollen noch Bag-Modelle betrachtet werden, die das

oben erw

�

ahnte Mean-Field-Modell repr

�

asentieren. Besondere historische Be-

deutung hat hier das MIT-Bag-Modell, welches das erste Modell dieser Art

war, das trotz seiner Einfachheit zu gro�en Erfolgen gef

�

uhrt hat.

2.1 Eigenschaften der QCD

Die QCD-Lagrangedichte lautet:

L

QCD

=

N

f

X

f=1

�q

f

(i


�

D

�

�m

f

)q

f

�

1

4

F

a

��

F

��

a

; (2.1)

wobei q

f

die Felder der sechs Quarks (u,d,c,s,t,b) sind. Jedes dieser Felder

ist jeweils nochmal ein SU(3)-Color-Triplett. F

�

ur die kovariante Ableitung D

�

gilt:

D

�

= @

�

� ig

�

a

2

A

a

�

: (2.2)

A

a

�

bezeichnet jeweils eines der acht Gluonenfelder. Die Matrizen �

a

(a =

1; : : : ; 8) sind die Generatoren der SU(3)-Gruppe, f

�

ur die

"

�

a

2

;

�

b

2

#

= i f

abc

�

c

2

(2.3)

gilt, wobei f

abc

die Strukturkonstanten der SU(3) sind [Mo89]. Die Feldst

�

arke

F

a

��

der Gluonenfelder ist gegeben als

F

a

��

= @

�

A

�

� @

�

A

�

+ g f

abc

A

b

�

A

c

�

: (2.4)
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Dabei ist die Lagrangedichte gerade so gew

�

ahlt, da� sie eine lokale SU(3)-Color

Eichinvarianz besitzt. Die Transformationen der Felder unter dieser Symmetrie

lauten:

q

f

! e

�i

�

a

2

�

a

(x)

q

f

; (2.5)

A

a

�

! A

a

�

�

1

g

@

�

�

a

(x) + f

abc

�

b

(x) A

c

�

: (2.6)

Neben dieser Symmetrie ist L

QCD

lorentzinvariant, zeigt Invarianz unter der

diskreten CPT-Symmetrie und besitzt eine globale U(1)

V

Symmetrie. Diese

entspricht der einfachen Transformation

q

f

! e

i�

V

q

f

; (2.7)

welche die Erhaltung des Baryonenstroms zur Folge hat. �

V

ist hierbei ein

konstanter Phasenfaktor.

Untersucht man das hadronische Spektrum, be�ndet man sich auf der Ener-

gieskala bei rund einem GeV. In diesem Fall darf man sich auf die leichtesten

drei Quarks u, d und s beschr

�

anken, was unmittelbar einleuchtet, wenn man

die Quarkmassen betrachtet [PDG98].

m

u

= (1:5� 5) MeV m

c

= (1:1� 1:4) GeV

m

d

= (3� 9) MeV m

b

= (4:1� 4:4) GeV

m

s

= (60� 170) MeV m

t

= (173:8� 5:2) GeV

(2.8)

An dieser Stelle sei angemerkt, da� Stromquarkmassen nicht direkt gemessen

werden k

�

onnen, sondern nur indirekt durch ihren Ein
u� auf hadronische Ei-

genschaften bestimmt werden. Die Massen sind somit stark modellabh

�

angig.

Die oben angegebenen Massen sind die sogenannten Quarkstrommassen, die

auch in L

QCD

vorkommen. Die Massen der drei leichtesten Quarks werden

i. A. mit Hilfe chiraler St

�

orungstheorie in Verbindung mit QCD-Sum-Rules

bestimmt. Mehr zu diesem Thema �ndet man in [Ma96].

In der N

�

aherung von gleichen Quarkstrommassen der drei leichtesten Quarks

erh

�

alt man eine globale Flavor-SU(3)-Symmetrie der QCD. Im Limes von ver-

schwindenden Massen geht diese in eine chirale SU(3)-Symmetrie

�

uber, d. h.

eine separate SU(3)-Symmetrie f

�

ur links- und rechtsh

�

andige Quarkfelder. Bei

Energien von 1 GeV ist diese N

�

aherung vertretbar. Die dazugeh

�

orige Trans-

formation lautet:
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q

L

! e

�i

�

a

2

�

a

L

q

L

q

R

! e

�i

�

a

2

�

a

R

q

R

; (2.9)

wobei q

L;R

f

= (1 � 


5

) q

f

ist. �

a

sind nun die Generatoren der Flavor-SU(3).

In dieser Darstellung hat 


5

die Weyl-Form [PS95].

Diese Symmetrie erf

�

ahrt in zweifacher Weise eine Brechung: zum einen ei-

ne spontane durch den Mechanismus einer dynamischen chiralen Symmetrie-

brechung, und zum anderen eine explizite durch die nur in der N

�

aherung ver-

schwindenden Quarkmassen.

Beide E�ekte �ndet man auch in der Natur wieder. Die spontane chirale Sym-

metriebrechung f

�

uhrt zu acht masselosen Goldstone-Bosonen. Diese kann man

mit dem pseudoskalaren Mesonen-Oktett �

0

, �

�

, K

0

,

�

K

0

, K

�

und � identi�-

zieren, da die chirale Symmetrie nur n

�

aherungsweise gilt und man somit den

Goldstone-Bosonen kleine Massen zuschreiben darf.

Geht man nur von einer chiralen Flavor-SU(2)-Symmetrie aus, gilt diese N

�

ahe-

rung in noch h

�

oherem Ma�e, da zum einen die explizite Symmetriebrechung

durch die Quarkmassen sehr viel kleiner ist, und zum anderen die Interpretation

der drei Pionen, mit einer Masse von ca. 140 MeV, als masselose Goldstone-

Bosonen besser zutri�t. Besonders diese chirale Symmetrie und die damit

verbundene spontane Symmetriebrechung spielt f

�

ur das Nambu-Jona-Lasinio-

Modell eine fundamentale Rolle.

Neben den bereits erw

�

ahnten Symmetrien ist die QCD-Lagrangedichte im chi-

ralen Limit ebenso invariant unter einer U(1)

A

-Transformation, f

�

ur die gilt:

q

f

! e

i�

A




5

q

f

: (2.10)

Den aus dieser Symmetrietransformation resultierenden erhaltenen Strom

nennt man Axialstrom. Diese Symmetrie existiert in der Natur nicht. Der

Mechanismus dieser Symmetriebrechung ist die Quantisierung und wird daher

auch als Anomalie bezeichnet.

2.2 Die Dirac-Gleichung mit Con�nement

Um relativistische Fermionen zu beschreiben, die die Eigenschaft des Con�-

nements haben sollen, f

�

uhrt man im einfachsten Fall eine skalare Mean-Field-

Wechselwirkung ein, d. h. man f

�

ugt demMassenterm der freien Dirac-Gleichung

ein skalares Potential hinzu.
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Soll die Theorie rotationsinvariant bleiben, mu� auch das skalare Potential

dieser Bedingung gen

�

ugen. Durch eine ortsabh

�

anhige Masse kann man

die Bedingung des Con�nements realisieren. Es sei angemerkt, da� man

hierdurch die Lorentzinvarianz der Gleichung zerst

�

ort, sobald das Potential

kein Lorentzskalar ist. In erweiterten Modellen f

�

ugt man neben diesem Term

auch noch ein minimal gekoppeltes Vektorpotential ein. Zun

�

achst jedoch die

Herleitung ohne Vektorpotential. Im

�

ubrigen sei noch darauf hingewiesen, da�

die Bedingung des Con�nements nicht allein durch ein minimal gekoppeltes

Vektorpotential realisiert werden kann.

Die freie Dirac-Gleichung lautet:

(i


�

@

�

�m)	(x) = 0: (2.11)

Reduziert man diese Gleichung durch den Ansatz

	(x) = e

�iEt

	(~x) (2.12)

auf eine station

�

are Gleichung in Schr

�

odingerform, erh

�

alt man:

E 	(~x) = (�i~� �

~

r+ � m) 	(~x) = H

Dirac

	(~x); (2.13)

wobei ~� � 


0

~
 und � � 


0

:

Nun ersetzt man die Masse m durch einen neuen Massenterm m(r). Im allge-

meinsten Fall sieht dieser folgenderma�en aus:

m(r) = m+ V (r): (2.14)

Aus der Rotationsinvarianz dieser Gleichung folgt sofort, da� der Drehimpuls-

operator

~

J und der Parit

�

atsoperator P = e

i'

� P

0

(P

0

f

�

uhrt ~x! �~x

�

uber) mit

dem Hamiltonoperator vertauschen und somit Erhaltungsgr

�

o�en sind [Gr87].

Zum L

�

osen der Dirac-Gleichung macht man nun den folgenden Ansatz:

	

jm

(~x) =

1

r

 

i F (r) 


jlm

(#; ')

�G(r) 


jl

0

m

(#; ')

!

;

wobei




jlm

(#; ') =

X

m

l

;m

s

< l

1

2

m

l

m

s

jjm > Y

lm

l

(#; ') �

1

2

m

s

(2.15)
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ist. Dabei sind �

1

2

m

s

die Zweierspinoren, die Eigenfunktionen der Spinopera-

toren

~

S

2

=

1

4

~�

2

und S

3

=

1

2

�

3

sind. Es gilt:

�

1

2

1

2

=

 

1

0

!

; �

1

2

�

1

2

=

 

0

1

!

: (2.16)

Aus Gleichung (2.15) folgt, da� f

�

ur j immer gelten mu�:

j = l +

1

2

oder j = l �

1

2

(analog f

�

ur l

0

): (2.17)

Weiter kann problemlos gezeigt werden, da�

P

0




jlm

= (�1)

l




jlm

(2.18)

gilt. Da der ganze Dirac-Spinor immer gute Parit

�

at haben mu�, folgt f

�

ur l

0

:

l

0

=

(

l + 1 f

�

ur j = l +

1

2

l � 1 f

�

ur j = l �

1

2

: (2.19)

Ber

�

ucksichtigt man, da� 


jlm

Eigenfunktion zu den Drehimpulsoperatoren

~

J

2

,

~

L

2

und

~

S

2

ist und nutzt man die Beziehung

~

J =

~

L+

~

S, erh

�

alt man nach kurzer

Rechnung [Gr87] folgendes Paar von gekoppelten Di�erentialgleichungen f

�

ur

die Radialfunktionen:

dF (r)

dr

+

�

r

F (r)� (E +m(r)) G(r) = 0

dG(r)

dr

�

�

r

G(r) + (E �m(r)) F (r) = 0: (2.20)

Zur Vereinfachung wurde eine neue Quantenzahl � de�niert, f

�

ur die gilt:

� = �(j +

1

2

) =

(

�(l + 1) f

�

ur j = l +

1

2

l f

�

ur j = l �

1

2

: (2.21)

Mit dieser neuen Quantenzahl l

�

a�t sich der Dirac-Spinor in der folgenden ver-

einfachten Form schreiben:

	

�m

(~x) =

1

r

 

i F (r) 


�m

(#; ')

�G(r) 


��m

(#; ')

!

:

Die gekoppelten Di�erentialgleichungen aus (2.20) lassen sich auf eine Dif-

ferentialgleichung zweiter Ordnung in F (r) reduzieren, indem man die erste
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Gleichung nach G(r) au


�

ost und das Ergebnis in die zweite Gleichung einsetzt.

F

�

ur G(r) erh

�

alt man:

G(r) =

1

E +m(r)

 

dF

dr

+

�

r

F (r)

!

: (2.22)

Macht man zus

�

atzlich die Transformation

F (r) =

q

E +m(r)

~

F (r); (2.23)

verschwinden alle Terme proportional zur ersten Ableitung in der Dgl. f

�

ur

~

F (r), und man erh

�

alt:

d

2

~

F (r)

dr

2

= w(r)

~

F (r); (2.24)

wobei

w(r) =

3

4

1

(E +m(r))

2

 

dm(r)

dr

!

2

+

1

E +m(r)

 

1

2

d

2

m(r)

dr

2

�

�

r

dm(r)

dr

!

+

�(�+ 1)

r

2

� (E

2

�m

2

(r)) (2.25)

ist. Dieses Eigenwertproblem l

�

a�t sich durch Kombination eines Shooting- mit

dem Numerov-Verfahren l

�

osen. Letzteres ist im Anhang D.1 beschrieben.

2.3 Bag-Modelle

Das erste relativistische Bag-Modell wurde in den 70er Jahren von einer Grup-

pe am MIT entwickelt [CJ74]. Diese Modell enth

�

alt Con�nement nach Kon-

struktion. Grundidee ist, da� sich die Quarks nur innerhalb eines Volumens V

bewegen und der Baryon- und Farbstrom durch die Ober


�

ache dieser Kavit

�

at

verschwindet.

Der Ansatz f

�

ur die Lagrangedichte der Fermionen im MIT-Bag Modell lautet

[Mo89, Ba88]:

L

MIT

=

�

�

1

2

�q (i


�

@

�

�m) q +

1

2

(i(@

�

�q)


�

+m �q) q � B

�

�(V ): (2.26)

Dies ist ein symmetrisierter Ansatz f

�

ur die Dirac-Quarkfelder q und �q. q ist ein

SU(3)-Triplett im Color-Raum und ein SU(2)-Dublett im Flavor-Raum. B ist
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die schon vorher erw

�

ahnte Bag-Konstante. Diese beschreibt die Tatsache, da�

eine gewisse Energie notwendig ist, um einen Bag im QCD-Vakuum zu bilden.

Die Notwendigkeit dieser Konstante wird nachfolgend noch genauer gezeigt.

Es l

�

a�t sich leicht veri�zieren, da� aus der obigen Lagrangedichte die Dirac-

Gleichung des letzten Abschnitts f

�

ur einen Massenterm der Form

m(r) =

(

m f

�

ur r 2 V

1 sonst

(2.27)

folgt. V beschreibt hierbei das sph

�

arische Volumen des Bags. Geht man davon

aus, da� die Hadronen durch einen statischen sph

�

arischen Bag in ihrem Ruhe-

system beschrieben werden k

�

onnen, entspricht die L

�

osung der Dirac-Gleichung

der im letzten Abschnitt.

Man kann leicht veri�zieren, da� die Bedingung des Verschwindens des Ba-

ryon-, Flavor- und Farb-Stroms durch die Ober


�

ache S des Bags

n

�

j

�

j

S

= 0 (2.28)

�

aquivalent ist zur Forderung, da� die skalare Dichte auf der Ober


�

ache S ver-

schwinden mu�.

�qqj

S

= 0 (2.29)

n

�

ist hierbei der nach innen zeigende Normalenvektor der Ober


�

ache S. Be-

trachtet man die Gleichungen im Ruhesystem des Bags, verschwindet die nullte

Komponente von n

�

= (0; ~n).

Betrachtet man den Energie-Impuls-Tensor T

��

auf der Ober


�

ache, erh

�

alt man

n

�

T

��

j

S

= (�P +B) n

�

; (2.30)

wobei @

�

(�qq) = 2Pn

�

ist. W

�

ahlt man P = B, ist sichergestellt, da� Energie und

Impuls erhalten bleiben. Physikalisch kann man die Bag-Konstante B somit

als den Druck des nichtpertubativen QCD-Vakuums auf den Bag interpretieren

[Mo89].

F

�

ur die Berechnungen in dieser Arbeit wurde der Massentermm(r) in folgender

Weise parametrisiert:

m(r) = m + g r

n

; (2.31)
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g ist dabei eine noch zu bestimmende Kopplungskonstante. Dieser Ansatz

modelliert Con�nement in einer viel ,,weicheren" Art und Weise und ist daher

durch seine Stetigkeit realistischer.

Zur L

�

osung der Tensor-RPA-Gleichungen und der Berechnung von hadroni-

schen Formfaktoren dient das letztere Potentialmodell nur zur Beschreibung

des Mean�eld-Anteils der starken Wechselwirkung, d. h. es wird benutzt, um

zum einen den Grundzustand des Nukleons zu approximieren, und zum ande-

ren eine Einteilchenbasis zu bestimmen, in der die RPA gel

�

ost wird. Daher

kommt es bei diesem Modell haupts

�

achlich darauf an, da� es die grundlegende

Eigenschaft der QCD, das Con�nement der Quarks, reproduzieren kann.

2.4 Das Nambu-Jona-Lasinio-Modell

In der Beschreibung der RPA-Gleichungen wurde bisher nicht darauf eingegan-

gen, wie der Hamiltonoperator des zu beschreibenden Systems genau aussieht.

Der Hamiltonoperator in dieser Arbeit basiert auf einem Mean-Field-Anteil,

der durch das im letzten Abschnitt betrachtete Bag-Modell gegeben ist und

einer Restwechselwirkung, die im Rahmen des Nambu-Jona-Lasinio-Modells

beschrieben wird. Der Ansatz f

�

ur den Hamiltonoperator lautet demnach:

H = H

MF

+H

Rest

: (2.32)

Diese Vorgehensweise ist notwendig, da die Polarisation des Vakuums als dy-

namische Eigenschaft nicht aus der RPA abgeleitet werden kann.

Das Nambu-Jona-Lasinio-Modell wurde Anfang der 60er Jahre von Y. Nambu

und G. Jona-Lasinio entwickelt [NJL61]. Es ist auch heute noch sehr popul

�

ar,

da es wie die QCD-Lagrangedichte neben chiraler Symmetrie auch deren spon-

tane Brechung enth

�

alt.

Die grundlegende Annahme bei dieser Art von e�ektiven Modellen ist, da�

im Niederenergie-Limes die Wechselwirkung nur durch ihre fermionischen Frei-

heitsgrade beschrieben werden kann. Letztere sind im Fall der starken Wech-

selwirkung die Quarkfelder. Au�erdem geht man davon aus, da� man die

Quark-Quark-Wechselwirkung, die in der QCD durch Gluonen vermittelt wird,

zu einer e�ektiven Vierfermionen-Punktwechselwirkung vereinfachen darf. Die

gluonischen Freiheitsgrade sind somit als ,,eingefroren" angenommen.

�

Ahnliche Annahmen f

�

uhren bei der Fermi-Theorie, einer Theorie f

�

ur die

schwache Wechselwirkung, zu sehr guten Resultaten. In diesem Fall haben
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die Austauschbosonen Z und W jedoch eine relative gro�e Masse (m

Z

=

80GeV; m

W

= 91GeV ), wodurch die Annahme einer punktf

�

ormigen Wech-

selwirkung im Niederenergie-Limes sehr gut ist. Gluonen haben jedoch in

diesem Limes eine verschwindende Masse, und somit ist unklar, ob der An-

satz einer �-f

�

ormigen Wechselwirkung realistisch ist. Neben diesen Annahmen

soll der e�ektive Lagrangian dieselbe Symmetrie besitzen wie die urspr

�

ungliche

QCD-Lagrangedichte.

Die urspr

�

ungliche U(1)-Fassung des NJL-Modells lautet:

L

NJL

=

�

	 (i


�

@

�

�m

0

)	 +G

�

(

�

		)

2

� (

�

	


5

	)

2

�

: (2.33)

F

�

ur einen verschwindenden Massenterm m

0

besitzt diese Lagrangedichte chi-

rale Symmetrie. Neben dieser Eigenschaft beinhaltet das NJL-Modell einen

Mechanismus zur dynamischen Massengenerierung. Betrachtet man die obige

Lagrangedichte in Mean-Field-N

�

aherung, reduziert sie sich auf folgende Form:

L

MF

=

�

	

�

i


�

@

�

�m

0

+ 2 G h

�

		i

�

	: (2.34)

Man sieht nun, da� sich der Massenterm wie folgt zusammensetzt:

m = m

0

� 2 G h

�

		i: (2.35)

F

�

ur ein nicht verschwindendes Kondensat h

�

		i erh

�

alt man einen zus

�

atzlichen

Beitrag zur Masse. Dies bezeichnet man als spontane Symmetriebrechung.

Das Verhalten des Kondensats l

�

a�t sich untersuchen, wenn man den Zusam-

menhang mit dem Fermionen-Propagator nutzt:

h

�

		i = �i T r(S

F

(0)); (2.36)

wobei

S

F

(x� y) = �i h T [	(x)

�

	(y)] i: (2.37)

Die aus diesem Zusammenhang folgende Gleichung bezeichnet man als Gap-

Gleichung [HG97]. Diese kann unter Verwendung eines Regularisierungsver-

fahrens selbstkonsistent gel

�

ost werden.

Somit enth

�

alt das NJL-Modell gerade die wichtigen QCD-Eigenschaften,

n

�

amlich: chirale Symmetrie und deren spontane Brechung.
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Erweitert man das Modell aus Gleichung (2.33) auf den SU(2)-Flavor-Sektor,

erh

�

alt man im allgemeinsten Fall f

�

ur den Wechselwirkungsanteil [HG97]:

L

int

= L

s

int

+ L

o

int

; (2.38)

wobei

L

s

int

= G

S

3

X

k=0

�

(

�

	�

k

	)

2

� (

�

	


5

�

k

	)

2

�

�G

V

3

X

k=0

�

(

�

	


�

�

k

	)

2

� (

�

	


�




5

�

k

	)

2

�

��G

V

(

�

	


�

	)

2

� �G

A

(

�

	


�




5

	)

2

: (2.39)

�

k

f

�

ur k = 1; 2; 3 bezeichnen die Isospin-Matrizen, und �

0

ist die dazugeh

�

ori-

ge Einheitsmatrix. Der Term f

�

ur L

o

int

folgt sofort aus Gleichung (2.39) durch

zus

�

atzliches Einf

�

ugen der Gell-Mann-Matrizen

�

i

2

. Die Kopplunskonstanten

G

S

, G

V

, �G

V

und �G

A

zusammen mit den analog de�nierten Kopplungskon-

stanten f

�

ur die Farboktett-Wechselwirkung L

o

int

bilden hier die freien Parameter

des Modells.

Dieser komplette Ausdruck ist invariant unter einer U(2)

L


 U(2)

R

-

Transformation und enth

�

alt acht unabh

�

angige Kopplungsparameter.

In der Arbeit von Hardt [HG97] wurden drei vereinfachte Versionen des all-

gemeinen NJL-Modells aus Gleichung (2.38) als Restwechselwirkung in einer

RPA-Rechnung untersucht.

Die besten Resultate ergibt ein Modell mit Farb-Oktett- und Farb-Singlett-

Wechselwirkung:

L

NJL

= i

�

	


�

@

�

	�G

oct

(

�

	

�

a

2




�

	)

2

�G

sin

(

�

	


�

	)

2

: (2.40)

Die Parameter in diesem Fall bilden die Kopplungskonstanten G

oct

und G

sin

und zus

�

atzlich der Cut-O�-Parameter des Regularisierungsverfahrens. F

�

ur die

Berechnungen in dieser Arbeit wurde ausschlie�lich diese Variante des NJL-

Modells verwendet.
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2.5 Grundzustand des Nukleons

Will man den Grundzustand des Nukleons in Form von drei Quarks konstru-

ieren, m

�

ussen die drei Valenzquarks zu Spin J

�

=

1

2

+

und Isospin T =

1

2

ge-

koppelt werden. Au�erdem mu� die Nukleon-Wellenfunktion antisymmetrisch

sein und ein Color-Singlett bilden.

Macht man den allgemeinen Ansatz

 =  (x) �  

Spin

�  

F lavor

�  

Color

; (2.41)

folgt aus der Forderung des Color-Singletts, da�  

Color

antisymmetrisch sein

mu�. Ebenso ist f

�

ur den Grundzustand klar, da� sich die r

�

aumliche Wellen-

funktion symmetrisch unter Teilchenaustausch verh

�

alt. Dies hat zur Folge, da�

das Produkt von Spin- und Flavor-Wellenfunktion symmetrisch sein mu�.

F

�

uhrt man folgende Notation ein:

ju "i = 1 ju #i = 2 jd "i = 3 jd #i = 4 js "i = 5 js #i = 6 (2.42)

und geht davon aus, da� das Nukleon nur aus u- und d-Quarks besteht, kann

man die symmetrisierte Spin-Flavor-Wellenfunktion f

�

ur das Proton mit Spin-

projektionsquantenzahl +

1

2

schreiben als:

jp "i

SF

= N T

��


j��
i; (2.43)

wobei N die Normierungskonstante ist und f

�

ur T

��


gilt[Mo89]:

T

��


=

8

>

<

>

:

�1 f

�

ur (��
) = 123 + Permutationen

2 f

�

ur (��
) = 114 + Permutationen

0 sonst

: (2.44)

Der Tensor T

��


geh

�

ort zu der 56-dimensionalen Darstellung der SU(6), bei der

die fundamentale Darstellung gegeben ist durch das Sextett der drei Quarks

mit beiden Spinorientierungen aus Gleichung (2.42). Mit Hilfe dieser Entwick-

lungskoe�zienten ist immer sichergestellt, da� die Spin-Flavor-Wellenfunktion

symmetrisch ist, und man kann sich somit leicht Wellenfunktionen auch f

�

ur

andere Baryonen und Mesonen konstruieren.

Die expliziten Spin-Flavor-Wellenfunktionen f

�

ur Proton und Neutron lauten

somit [Mo89]:

jp "i =

1

p

18

f � j123i � j312i � j231i � j321i � j132i � j213i

+ 2 j114i+ 2 j411i+ 2 j141ig

(2.45)



20 KAPITEL 2. QUARKMODELLE DES NUKLEONS

und

jn "i = �

1

p

18

f � j341i � j134i � j413i � j143i � j314i � j431i

+ 2 j332i+ 2 j323i+ 2 j233ig

(2.46)

Die Wellenfunktionen mit umgekehrter Spin-Isospinorientierung folgen unmit-

telbar durch Anwendung von Spin- und Isospin-Absteigeoperatoren. Man

erh

�

alt somit:

jn #i =

1

p

18

f � j234i � j243i � j342i � j324i � j423i � j432i

+ 2 j144i+ 2 j414i+ 2 j441ig

(2.47)

und

jp #i = �

1

p

18

f � j124i � j142i � j241i � j214i � j412i � j421i

+ 2 j223i+ 2 j232i+ 2 j322ig:

(2.48)

In diesem Modell werden keine Strangeness-Komponenten ber

�

ucksichtigt. Hin-

weise auf Strangeness-Beimischungen �ndet man jedoch im (T=1/2)-Kanal in

der noch recht leichten N(1535)-Resonanz, die zu 30-55 % in ein Nukleon und

ein �-Meson [PDG98] zerf

�

allt. Zum anderen w

�

are das Auftreten von s�s Bei-

tr

�

agen im Nukleon eine M

�

oglichkeit zur Erkl

�

arung des Spinr

�

atsels. Betrachtet

man jedoch das (T=3/2)-Anregungsspektrum, so �ndet man dort kein

�

ahnli-

ches Ph

�

anomen; der Zerfall in Strange-Mesonen ist viel st

�

arker unterdr

�

uckt.

Hier werden das Nukleon und seine Anregungen daher nur im Rahmen einer

SU(2)-Flavor-Symmetrie betrachtet.



Kapitel 3

Random-Phase-Approximation

3.1 Einf

�

uhrung

RPA steht f

�

ur Random-Phase-Approximation; diese Methode wurde urspr

�

ung-

lich 1953 von Bohm und Pines [BP53] zur Beschreibung von Plasmaoszillatio-

nen eines Elektronengases entwickelt. Der Name RPA geht auf diese Theorie

zur

�

uck.

Sp

�

ater erkannte man, da� die RPA-Gleichungen sich aus dem niederenergeti-

schen Grenzfall der zeitabh

�

angigen Hartree-Fock-N

�

aherung ergeben. Das f

�

uhr-

te zu einer sehr anschaulichen Deutung der RPA [Fe57] f

�

ur die Kernphysik: Die

angeregten Zust

�

ande konnten als Vibrationsmoden des Vielteilchensystems in-

terpretiert werden. Eine kurze

�

Ubersicht zur historischen Entwicklung der RPA

�ndet man in der Arbeit von J. Geiss [Ge95].

Bis heute wird die RPA sehr erfolgreich in der Kernphysik angewandt. Es

stellte sich heraus, da� man mit dieser Methode ohne exakte Kenntnis des

Grundzustandes gute Ergebnisse f

�

ur angeregte Zust

�

ande berechnen kann. Die

Erfolge dieser N

�

aherung betre�en haupts

�

achlich die korrekte Beschreibung von

�

Ubergangsst

�

arken; die Berechnung von Spektren ist hingegen weniger erfolg-

reich [Ge95]. Des weiteren erlaubt die RPA-Methode analog dem Hartree-

Fock-Verfahren, Korrekturen des Grundzustandes in einer selbstkonsistenten

Rechnung zu bestimmen.

Zur Herleitung der RPA gibt es einige, allerdings v

�

ollig unterschiedliche, Wege,

wobei jeder Zugang aus ganz anderen Gr

�

unden interessant ist. Hier soll nur

auf drei Arten eingegangen werde. Historisch von Bedeutung ist der Zugang im

Dichtematrixformalismus mittels der Time-Dependent-Hartree-Fock-Methode

(TDHF). Wie schon oben erw

�

ahnt, kommt man hier zu einer anschaulichen

Deutung der angeregten Zust

�

ande. Der zweite Weg mittels der Bethe-Salpeter-

21
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Gleichung verdeutlicht den Zusammenhang zwischen RPA und Quantenfeld-

theorie. Bei diesem Zugang wird sehr deutlich, da� es sich bei der RPA-N

�

ahe-

rung um eine nichtst

�

orungstheoretische Methode handelt. Im Rahmen des

dritten Zugangs, basierend auf der Equation-Of-Motion-Methode, sollen im

n

�

achsten Abschnitt zun

�

achst die ungekoppelten RPA-Gleichungen abgeleitet

werden. Diese Herleitung hat den Vorteil, da� sie mathematisch gut verst

�

and-

lich ist und man au�erdem in diesem Formalismus recht leicht die drehimpuls-

und isospingekoppelte Version der RPA, die Tensor-RPA, ableiten kann.

Letztere dient bei der Berechnung der hadronischen Formfaktoren in Kapitel

4 als Grundlage. Die Herleitung der Tensor-RPA wird im zweiten Teil dieses

Kapitels durchgef

�

uhrt.

3.2 Ungekoppelte RPA

Die Idee, die der Equation-Of-Motion-Methode zugrunde liegt, ist mittels eines

Anregungsoperators Q

y

�

aus dem Grundzustand j0i den angeregten Zustand j�i

zu erzeugen. Hierbei mu� man zun

�

achst den Grundzustand mindestens n

�

ahe-

rungsweise kennen. Sodann ist es die Aufgabe, den geeigneten Anregungsope-

rator zu �nden. F

�

ur diesen fordert man:

j�i = Q

y

�

j0i und Q

�

j0i = 0: (3.1)

Die Eigenfunktionen und Eigenwerte des Hamiltonoperators des Systems seien

in folgender Weise gegeben:

H j�i = E

�

j�i und H j0i = E

0

j0i: (3.2)

Hierbei bezeichnet j0i den Grundzustand des Systems und nicht das Vakuum.

Dieser Ansatz f

�

uhrt dann weiter zu folgender Gleichung:

[H;Q

y

�

] j0i = (E

�

� E

0

) Q

y

�

j0i: (3.3)

Multipliziert man diese Gleichung von links mit einem anderen beliebigen Zu-

stand h�

0

j = h0j Q

�

0

erh

�

alt man:

h0j Q

�

0

[H;Q

y

�

] j0i = (E

�

� E

0

) h0j Q

�

0

Q

y

�

j0i: (3.4)

Schreibt man diese Relation noch ein wenig um, ergibt sich:

h0j[Q

�

0

; [H;Q

y

�

]]j0i = (E

�

� E

0

) h0j[Q

�

0

; Q

y

�

]j0i: (3.5)
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Bis hierher ist die Struktur der Operatoren Q

y

�

und Q

�

0

noch unbestimmt. Eine

De�nition eines Anregungsoperators, der die Teilchenzahl erh

�

alt, ist gegeben

durch die Menge der Thouless-Transformationen auf dem Grundzustand j0i,

der als N-Teilchen-Slaterdeterminate angesetzt ist [SF74]:

j�i = exp

 

X

m

X

i

C

mi

a

y

m

a

i

!

j0i: (3.6)

Hierbei beziehen sich die Lau�ndizes m und i auf Zust

�

ande oberhalb bzw.

unterhalb der Fermikante.

In dem nachfolgenden Ansatz f

�

ur einen Anregungsoperator werden nur

Teilchen-Loch-Anregungen ber

�

ucksichtigt; demnach entspricht die RPA-N

�

ahe-

rung der eben erw

�

ahnten Thouless-Transformationen erster Ordnung in den

Koe�zienten C

mi

.

Q

y

�

=

X

m;i

X

�

mi

a

y

m

a

i

� Y

�

mi

a

y

i

a

m

(3.7)

und analog f

�

ur Q

�

0

:

Q

�

0

=

X

n;j

(X

�

0

nj

)

�

a

y

j

a

n

� (Y

�

0

nj

)

�

a

y

n

a

j

: (3.8)

Wie oben bezeichnen i; j Zust

�

ande unterhalb und m;n oberhalb der Fermi-

kante. Die Operatoren a

y

und a sind gew

�

ohnliche Einteilchenerzeugungs- bzw.

-vernichtungsoperatoren. Im fermionischen Fall gilt:

fa

i

; a

j

g = 0 und fa

y

i

; a

j

g = �

ij

: (3.9)

Das Minuszeichen vor dem Term Y

�

mi

hat keine weitere Bedeutung, es dient nur

der vereinfachten Schreibweise des Endresultats.

Neben den Termen / X

�

mi

, welche Teilchen-Loch-Anregungen auf dem Grund-

zustand darstellen, werden bei der RPA-N

�

aherung durch die Terme / Y

�

mi

auch

Grundzustandskorrelationen mit angeregten Zust

�

anden erlaubt.

N

�

ahert man den in obiger Ableitung verwendeten RPA-Grundzustand j0i durch

eine Slaterdeterminante, hat dies zur Folge, da� die Bedingung Q

�

j0i = 0

nicht mehr erf

�

ullt wird. Um Konsistenz zu gew

�

ahrleisten, mu� man zus

�

atzlich

fordern:

X

mi

jY

�

mi

j

2

� 1: (3.10)
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Im Rahmen einer solchen N

�

aherung des Grundzustandes ist man dann ebenfalls

in der Lage, selbstkonsistent analog der Hartree-Fock-Methode Grundzustands-

korrelationen zu berechnen. In dieser Arbeit wird jedoch darauf verzichtet.

Das selbstkonsistente RPA-Schema wird aufgrund des enormen numerischen

Aufwands nur mit einem Iterationschritt betrachtet.

Setzt man die beiden Ans

�

atze in Gleichung (3.5) ein, erh

�

alt man auf der rechten

Seite folgende vier Kommutatoren:

[a

y

j

a

n

; a

y

m

a

i

] = a

y

j

a

i

�

mn

+ a

n

a

y

m

�

ij

� �

mn

�

ij

;

�[a

y

n

a

j

; a

y

i

a

m

] = a

y

i

a

j

�

mn

+ a

m

a

y

n

�

ij

� �

mn

�

ij

(3.11)

und

[a

y

j

a

n

; a

y

i

a

m

] = a

y

j

a

m

�

in

� a

y

i

a

n

�

mj

;

[a

y

n

a

j

; a

y

m

a

i

] = a

y

n

a

i

�

mj

� a

y

m

a

j

�

ni

: (3.12)

Betrachtet man den Erwartungswert dieser Kommutatoren bzgl. des Grund-

zustandes j0i, der von nun an als Slaterdeterminante angenommen wird, erh

�

alt

man f

�

ur die ersten beiden Terme aus (3.11) �

mn

�

ij

. Gleichung (3.12) hat einen

verschwindenden Erwartungswert bzgl. jeden Zustands, sobald man von einer

scharfen Fermikante ausgeht.

Das Auswerten der Kommutatoren bez

�

uglich eines solchen Grundzustandes

nennt man auch Quasibosonen-N

�

aherung. Der Name wird noch deutlicher,

wenn man Teilchen-Loch-Erzeugungs- und -vernichtungsoperatoren einf

�

uhrt:

A

y

mi

= a

y

m

a

i

und A

mi

= a

y

i

a

m

: (3.13)

Das obige Ergebnis l

�

a�t sich nun in der Form einer Kommutator-Relation f

�

ur

Bosonen schreiben:

[A

nj

; A

y

mi

] = �

mn

�

ij

und [A

nj

; A

mi

] = 0: (3.14)

F

�

ur die rechte Seite von Gleichung (3.5) erh

�

alt man somit:

(E

�

� E

0

) h0j[Q

�

0

; Q

y

�

]j0i = (E

�

� E

0

)

X

nj

(X

�

0

nj

)

�

X

�

nj

� (Y

�

0

nj

)

�

Y

�

nj

: (3.15)
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Da man den Zustand h�

0

j beliebig gew

�

ahlt hat, erh

�

alt man mittels Koe�zien-

tenvergleich der linken und rechten Seite von Gleichung (3.5) folgende beiden

Relationen:

h0j[a

y

j

a

n

; [H;Q

y

�

]]j0i = (E

�

� E

0

) X

�

nj

;

h0j[a

y

n

a

j

; [H;Q

y

�

]]j0i = (E

�

� E

0

) Y

�

nj

: (3.16)

Diese beiden unter Punkt (3.16) erhaltenen Gleichungen kann man nun in

Matrixschreibweise zusammenfassen.

 

A

njmi

B

njmi

B

�

njmi

A

�

njmi

! 

X

�

mi

Y

�

mi

!

= (E

�

� E

0

)

 

1 0

0 �1

! 

X

�

nj

Y

�

nj

!

; (3.17)

wobei

A

njmi

= h0j[a

y

j

a

n

; [H; a

y

m

a

i

]]j0i;

A

�

njmi

= h0j[a

y

n

a

j

; [H; a

y

i

a

m

]]j0i;

B

njmi

= � h0j[a

y

j

a

n

; [H; a

y

i

a

m

]]j0i;

B

�

njmi

= � h0j[a

y

n

a

j

; [H; a

y

m

a

i

]]j0i:

(3.18)

Dies ist die Darstellung, die man meistens in der Literatur �ndet [Ro70, RS80].

Nun gilt es nur noch, diese Eigenwertgleichung auf einer beschr

�

ankten Einteil-

chenbasis zu l

�

osen. Wie man eine solche Basis generiert, ist im Kapitel 2

beschrieben.

3.3 SU(2)-Kopplung von Teilchen- mit Loch-

Zust

�

anden

Oft m

�

ochte man die RPA-N

�

aherung auf Systeme anwenden, die rotations-

invariant sind, d. h. bei denen der Drehimpuls eine gute Quantenzahl ist.

Demzufolge ist es w

�

unschenswert, da� auch die Anregungsoperatoren mit

gutem Drehimpuls de�niert sind. Geht man davon aus, da� die Einteil-

chenbasiszust

�

ande guten Drehimpuls haben, mu� man in der RPA-N

�

aherung

die Teilchen-Loch-Anregungen zu gutem Drehimpuls koppeln, d. h. Teilchen-

zust

�

ande mit Antiteilchen-Zust

�

anden koppeln.

F

�

uhrt man eine solche Kopplung naiv durch, stellt man schnell fest, da�

sich Loch-Zust

�

ande anders unter Rotation transformieren als die

�

aquivalenten

Teilchen-Zust

�

ande [Ro70].
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Der Zusammenhang zwischen den Rotationseigenschaften von Loch- und

Teilchen-Zust

�

anden �ndet man z. B. im Buch von Rowe [Ro70]. Demnach

folgt aus Zeitumkehrinvarianz:

j(jm)

�1

i =̂ (�1)

j�m

jj �mi: (3.19)

Um eine richtige Kopplung von Teilchen- und Loch-Zust

�

anden zu gew

�

ahrlei-

sten, mu� man demzufolge jeden Loch-Zustand zun

�

achst durch den zugeordne-

ten Teilchen-Zustand ersetzen. De�niert man einen neuen Zustand j(

�

jm)

�1

i,

der gute Transformationseigenschaften unter Rotation per De�nition besitzt,

wie folgt:

j(

�

jm)

�1

i = (�1)

j+m

j(j �m)

�1

i; (3.20)

l

�

a�t sich diese Problematik beim Koppeln umgehen.

Gruppentheoretisch formuliert entspricht das Problem einer Kopplung eines

Operators O

y

�

der Tensorstufe � mit einem adjungierten Operator O

�

0

. Der zu

einem Operator O

y

�

eines SU(2)-Multipletts adjungierte Operator O

�

0

bildet je-

doch ebenfalls eine Darstellung der SU(2), die sich jedoch um einen Phasenfak-

tor unterscheidet. Der Einfachheit wegen de�niert man einen neuen Operator

O

�

��

� (�1)

�+�

O

���

(3.21)

und kommt bei der Kopplung O

y

�


 O

�

�

0

ohne weitere Phasenfaktoren aus.

Praktisch bedeutet dies, da� der adjungierte Operator O

�

durch O

�

�

ersetzt

werden mu�.

Ein richtig gekoppelter RPA-Teilchen-Loch-Anregungsoperator zu gutem Dreh-

impuls (J;M) l

�

a�t sich demnach in folgender Form schreiben:

Q

y

�

(JM) =

X

m;i

X

�

mi

(JM)A

y

mi

(JM)� Y

�

mi

(JM)A

mi

(

�

JM); (3.22)

wobei

A

y

mi

(JM) =

X

m

m

;m

i

< j

m

j

i

m

m

m

i

jJM > a

y

m

a

�

i

(3.23)

und
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A

mi

(

�

JM) = (�1)

J+M

A

mi

(J �M)

= (�1)

J+M

X

m

i

;m

m

< j

i

j

m

m

i

m

m

jJ �M > a

y

�

i

a

m

: (3.24)

Im folgenden sollen nun die RPA-Gleichungen aus Abschnitt 3.2 in einen dreh-

impulsgekoppelten Formalismus verallgemeinert werden. Hierbei wird davon

ausgegangen, da� auch der Grundzustand nicht mehr skalaren Charakter hat.

Diese erweiterte Fassung der RPA bezeichnet man als Tensor-RPA. Bevor je-

doch die Tensor-RPA-Gleichungen abgeleitet werden k

�

onnen, mu� zun

�

achst die

Equation-Of-Motion-Methode verallgemeinert werden.

3.4 Tensor-Equation-Of-Motion

M

�

ochte man die RPA-N

�

aherung zur Beschreibung des Nukleons verwenden,

mu� man selbstverst

�

andlich ber

�

ucksichtigen, da� der Grundzustand sowohl in

Spin als auch Isospin von nicht-skalarem Charakter ist.

Der bisherige Ansatz der Equation-Of-Motion-Methode mu� zun

�

achst auf den

Fall eines nicht-skalaren Grundzustandes erweitert werden. Diese erweiterte

Formulierung nennt man dann Tensor-Equation-Of-Motion-Methode.

Eine ad

�

aquate Nomenklatur ist, sofern sie nicht direkt erkl

�

art ist, im Anhang

B angef

�

uhrt.

Der Grundzustand j�ii sei ein SU(2)-Tensor der Stufe �. Der zu bestimmen-

de Anregungszustand jx�ii habe die Tensorstufe �. x stehe f

�

ur alle

�

ubrigen

Quantenzahlen.

F

�

ur den Anregungsoperator O

y

x�

mu� demnach gelten:

jx�ii = (O

y

x�

� j�ii)

�

: (3.25)

Im Hinblick auf die SU(2)-Kopplungsrelationen (siehe Anhang B), wird an

dieser Stelle klar, da� es mehrere Werte f

�

ur � gibt, mit denen diese Kopp-

lung realisiert werden kann. Bedingung f

�

ur eine m

�

ogliche Kopplung ist die

wohlbekannte Dreiecksungleichung:

j���j � � � �+�: (3.26)
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F

�

ur den allgemeinsten Anregungsoperator des Zustandes jx�ii gilt somit:

Q

y

x�

=

X

i

O

y

x�

i

: (3.27)

Analog der Bedingung im ungekoppelten Fall fordert man auch hier:

Q

x�

j�ii = 0: (3.28)

Betrachtet man den Kommutator [H;Q

y

x�

], erh

�

alt man:

([H;Q

y

x�

]� j�ii)

�

= Hjx�ii � E

�

jx�ii = (E

�

� E

�

) (Q

y

x�

� j�ii)

�

: (3.29)

Die Tensormultiplikation und die Kopplung zu 0 mit einem beliebigen Zustand

hhy

�

�j gleicher Tensorstufe ergeben dann:

(hhy

�

�j � ([H;Q

y

x�

]� j�ii)

�

)

0

= (E

�

� E

�

) (hhy

�

�j � jx�ii)

0

: (3.30)

Schreibt man auch hhy

�

�j in Form einer Anregung des Grundzustandes hh

�

�j

durch einen Operator Q

y

�

�

, erh

�

alt man:

((hh

�

�j �Q

y

�

�

)

�

� ([H;Q

y

x�

]� j�ii)

�

)

0

= (E

�

� E

�

) (hhy

�

�j � jx�ii)

0

: (3.31)

R

�

uckblickend auf die Ausf

�

uhrungen im Abschnitt 3.3 ist sofort ersichtlich, da�

man an dieser Stelle nicht den Operator O

y�

und den Zustand hh�j benutzen

darf, da diese sich nicht wie die sph

�

arischen Tensoren j�ii und O

y

y�

unter

Rotation transformieren.

Setzt man die Entwicklung f

�

ur die Operatoren Q

y

x�

und Q

y

�

�

- wie in Gleichung

(3.27) - ein, ergibt sich:

X

i;j

((hh

�

�j � O

y

�

�

j

)

�

� ([H;O

y

x�

i

]� j�ii)

�

)

0

=

(E

�

� E

�

)

X

i;j

((hh

�

�j � O

y

�

�

j

)

�

� (O

y

x�

i

� j�ii)

�

)

0

: (3.32)

Bevor man diese Relation umkoppelt, betrachte man zun

�

achst die Kopplung

von drei Tensoren zur Tensorstufe 0. Mit der Racah-Umkopplungsrelation aus

Anhang B erh

�

alt man f

�

ur diesen speziellen Fall:
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((R

�

1

� S

�

2

)

�

12

� T

�

3

)

0

=

X

�

23

^

�

12

^

�

23

W (�

1

�

2

0�

3

;�

12

�

23

) (R

�

1

� (S

�

2

� T

�

3

)

�

23

)

0

: (3.33)

Diese Kopplung ist nur dann m

�

oglich, wenn �

12

= �

3

und �

23

= �

1

ist, somit

ergibt sich:

((R

�

1

� S

�

2

)

�

3

� T

�

3

)

0

=

^

�

1

^

�

3

W (�

1

�

2

0�

3

;�

3

�

1

) (R

�

1

� (S

�

2

� T

�

3

)

�

1

)

0

:

(3.34)

Unter Ber

�

ucksichtigung der Symmetrieeigenschaften der Racah-Koe�zienten

W �ndet man, da� die Reihenfolge der Kopplung in diesem Fall keine Rolle

spielt, da gilt:

((R

�

1

� S

�

2

)

�

3

� T

�

3

)

0

= (R

�

1

� (S

�

2

� T

�

3

)

�

1

)

0

: (3.35)

Koppelt man Gleichung (3.32) unter Verwendung des letzten Resultats um,

erh

�

alt man:
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y

�
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(((hh
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�

�

j

)

�

� O

y
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i

)

�

� j�ii)

0

: (3.36)

Durch nochmaliges Umkoppeln der linken drei Tensoren folgt:
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� j�ii)

0

:

(3.37)

Diese Gleichung l

�

a�t sich mit der Relation (B.20) in Form von reduzierten

Matrixelementen umschreiben. Durch die Konstante

^

� darf gek

�

urzt werden,

da sie in keiner Summation auftaucht, und man erh

�

alt somit:
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X

i;j;�

(�1)

2���
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� W (��

j
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i

; ��) h�jj(O

y

�

�

j
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x�
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�

jj�i =

(E

�

� E

�

)

X
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(�1)

2���

^

� W (��

j

��

i

; ��) h�jj(O

y

�

�

j

� O

y

x�

i

)

�

jj�i:

(3.38)

Die reduzierten Matrixelemente lassen sich noch in Matrixelemente bzgl. Kom-

mutatoren umschreiben, wenn man ber

�

ucksichtigt, da� O

x�

i

j�ii = 0 ist.

h�jj(O

y

�

�

j

� [H;O

y

x�

i

])

�

jj�i = h�jj[O

y
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; [H;O

y

x�

i

]]

�

jj�i;

h�jj(O

y

�

�

j

� O

y
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i

)

�

jj�i = h�jj[O

y

�

�

j

; O

y

x�

i

]

�

jj�i; (3.39)

wobei die Notation [: : :]

�

bedeutet:
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� S
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� (S
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� R
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1
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�

: (3.40)

Da j�i nach Konstruktion ein Eigenzustand des Hamiltonoperators H ist,

kann man die Kommutatoren aus Gleichung (3.39) durch symmetrisierte Dop-

pelkommutatoren (De�nition siehe (A.8)) ausdr

�

ucken und erh

�

alt aus Gleichung

(3.38) die Tensor-Equation-Of-Motion:
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]

�

jj�i:

(3.41)

Es sei angemerkt, da� diese Form der Tensor-Equation-Of-Motion nur bis auf

einen Phasenfaktor der in [Ha92, RN75] entspricht, da in dieser Arbeit eine

unterschiedliche Phasenkonvention benutzt wird.

Um die Tensor-RPA-Gleichungen zu erhalten, mu� man in obige Gleichung

jetzt den RPA-Ansatz f

�

ur die Anregungsoperatoren einsetzen.
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3.5 Tensor-RPA

Die Ergebnisse aus Abschnitt 3.3 ber

�

ucksichtigend macht man folgenden An-

satz f

�

ur die Anregungsoperatoren O

y

x�

k

und O

y

�

�

l

(Um die Schreibweise so ein-

fach wie m

�

oglich zu halten, werden die Quantenzahlen x und y nicht explizit

in der Entwicklung ausgeschrieben.):

O

y

x�

k

=

X

�

X

�

(�

k

) A

y

�

(�

k

)� Y

�
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k

) A

�

(

�

�

k

);

O

y

�

�

l

=

X

�

X

�

�

(�

l

) A

�

(

�

�

l

)� Y

�

�

(�

l

) A

y

�

(�

l

): (3.42)

Die Operatoren A

y

�

(�

k

), A

�

(

�

�

k

), A

�

(

�

�

l

) und A

y

�

(�

l

) sind genau die im Abschnitt

3.3 beschriebenen Teilchen-Loch-Operatoren. � entspricht einem Teilchen-

Loch-Paar (mi) und � analog einem Paar (nj).

Setzt man diese Operatoren in Gleichung (3.41) ein und ber

�

ucksichtigt man

dabei, da� der Zustand hhy

�

�j bis auf die Tensorstufe beliebig gew

�

ahlt ist, kann

man das Ergebnis in folgender Matrixschreibweise zusammmenfassen:
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wobei f

�

ur die Untermatrizen M und N gilt:
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(3.44)
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Der Vollst

�

andigkeit halber sei die Notation kurz wiederholt. � bezeichnet die

Tensorstufe des Grundzustandes, � die des angeregten Zustandes.

�

k

und �

l

k

�

onnen Werte zwischen j���j und j�+�j annehmen. Die Summe

�

uber � erstreckt sich

�

uber alle Werte �, f

�

ur die die Racah-Koe�zienten nicht

verschwinden.

Wie bei der Motivation zur Tensor-RPA bereits erw

�

ahnt wurde, besitzt das

Nukleon in doppelter Hinsicht einen nicht-skalaren Grundzustand. Somit mu�

man den Tensor-RPA-Formalismus sowohl f

�

ur den Isospin als auch f

�

ur den

Gesamtdrehimpuls J benutzen. Die Verallgemeinerung auf den Produktraum

aus Isospin und Gesamtdrehimpuls bereitet jedoch keinerlei Probleme. Hierf

�

ur

hat man jedes Symbol, das eine Tensorstufe bzw. eine Komponente eines

solchen Tensors bezeichnet, einfach als ein Drehimpuls-Isopspin-Dublett (J; T )

zu interpretieren. M

�

ochte man diese Dublettschreibweise wieder au


�

osen, mu�

man alle Funktionen, die von solchen Dubletts abh

�

angen, wie z. B. die Racah-

Koe�zienten oder Summationen, durch die entsprechenden Produktfunktionen

ersetzen. Dies ist so einfach m

�

oglich, da es sich um disjunkte Vektorr

�

aume

handelt. Es gilt einfach

f(�

1

; : : : ;�

n

) = f(J

1

; : : : ; J

n

)f(T

1

; : : : ; T

n

): (3.45)

In Anbetracht der Tatsache, da� in dieser Arbeit die starke Wechselwirkung

durch eine lokale Farbstromwechselwirkung modelliert wird, auf welche im vor-

herigen Kapitel bereits n

�

aher eingegangen wurde, l

�

a�t sich bereits an dieser

Stelle die Frage stellen, ob auch bez

�

uglich der Color-SU(3) ein gekoppelter

Formalismus, wie oben hergeleitet, benutzt werden mu�.

Dies ist jedoch nicht notwendig, da sowohl Grundzustand als auch die angereg-

ten Zust

�

ande Color-Singletts sind, woraus folgt, da� auch die Anregungsope-

ratoren ebenfalls diese Eigenschaft besitzen. Alle Tensoren sind somit von der

Tensorstufe 0, und der Kopplungsformalismus reduziert sich auf den trivialen

Fall keiner expliziten Kopplung.

Die Berechnung der Matrixelemente M und N mit einem Hamiltonoperator

der Gestalt H = H

MF

+H

Rest

ist ausf

�

uhrlich in der Arbeit von Hardt [Ha92]

behandelt worden, und es soll daher hier nicht weiter darauf eingegangen wer-

den.
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3.6 Normierung im Tensor-RPA-Fall

Im Fall der ungekoppelten RPA ist die Normierung der angeregten Zust

�

ande

und damit die Normierungsbedingung f

�

ur die Koe�zienten X

mi

und Y

mi

leicht

zu erhalten. In der Quasi-Bosonen-N

�

aherung lautet sie:

X

mi

jX

mi

j

2

� jY

mi

j

2

= 1: (3.46)

Die Normierung der angeregten Zust

�

ande im Rahmen der Tensor-RPA gestaltet

sich jedoch etwas komplizierter. Man fordert analog f

�

ur die Zust

�

ande j�

1
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1

i
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2
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2
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: (3.47)

Durch den Kopplungsmechanismus ist bereits sichergestellt, da� die Zust

�

ande

orthogonal sind; d. h. es steht nur noch aus, nachfolgende Normierungbedin-

gung zu erf

�

ullen:

h��j��i = 1: (3.48)

Stellt man beide Zust

�

ande in Form von Grundzustandanregungen dar, erh

�

alt

man:

h��j��i = (�1)
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F

�

uhrt man dann die Kopplung aus und benutzt einige Relationen aus Anhang

B, l

�

a�t sich die Gleichung nach kurzer Rechnung reduzieren auf:

h��j��i =
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i: (3.50)

Um eine Normierungsbedingung f

�

ur die RPA-Koe�zienten X

mi

und Y

mi

analog

zu Gleichung (3.46) zu erhalten, mu� das Matrixelement mit der expliziten

Darstellung der Anregungsoperatoren in RPA-Gestalt berechnet werden.

Hierbei ist es sinnvoll, zun

�

achst nur den Kommutator zu betrachten. Setzt

man die RPA-Anregungsoperatoren explizit ein, so erh

�

alt man:
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F

�

ur den Fall eines skalaren Grundzustandes kann man aus Gleichung (3.51)

die Normierungsbedingung in Quasi-Bosonen-N

�

aherung leicht ableiten. Sie

reduziert sich nach kurzer Rechnung erwartungsgem

�

a� auf Gleichung (3.46).

Der nicht-skalare Charakter des Grundzustandes erfordert, eine explizite Dar-

stellung der Teilchen-Loch-Operatoren einzusetzen. Mit Hilfe der Gleichungen

(3.11) und (3.12) l

�

a�t sich der Kommutator aus Gleichung (3.51) in explizi-

ter Darstellung der Teilchen-Loch-Operatoren bestimmen, und man erh

�

alt als

Resultat:
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(3.52)

Mit Hilfe der Einordnung im Kapitel 4, wo die verschiedenen Anregungstypen

klassi�ziert werden, kann man sehen, da� sich die letzten beiden Terme nur

auf Anregungen in der Valenzschale beziehen. Dabei ist gemeint, da� sowohl
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Teilchen als auch Loch in der Valenzschale liegen. Bei der Berechnung der

Formfaktoren im Rahmen dieses Modells werden jedoch genau solche Moden

nicht ber

�

ucksichtigt. Vernachl

�

assigt man diese Terme auch hier, ist zwischen

der hier erhaltenen Fassung der Normierungsbedingung und Gleichung (3.46)

eine formale

�

Ahnlichkeit zu entdecken.
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Kapitel 4

Hadronische Formfaktoren

In der Quantenfeldtheorie wird das System durch die Quantenfelder der ,,ele-

mentaren" Teilchen und Wechselwirkungen zwischen diesen Feldern beschrie-

ben. Diese Teilchen werden zun

�

achst als punktf

�

ormig angenommen. Akzeptiert

man die QCD als die Theorie der starken Wechselwirkung, sind in diesem Fall

die elementaren Teilchen Quarks und Gluonen.

M

�

ochte man hadronische Zust

�

ande beschreiben, ist bereits aus der obigen Tat-

sache klar, da� diese Zust

�

ande nicht-elementare Teilchen sind. Um der inne-

ren Struktur der Hadronen Rechnung zu tragen, f

�

uhrt man daher sogenannte

Formfaktoren ein.

Die am besten untersuchten F

�

alle sind die elektromagnetischen Ladungsform-

faktoren f

�

ur Grundzust

�

ande und

�

Uberg

�

ange in angeregte Zust

�

ande [Do94]. Be-

trachtet man die Streuung von unpolarisierten Elektronen an einer statischen,

spinlosen Ladungsverteilung, so sieht man, da� sich der gesamte Wirkungsquer-

schnitt als Produkt des Wirkungsquerschnitts einer punktf

�

ormigen Ladungs-

verteilung und einer Funktion F (q

2

) schreiben l

�

a�t:

 

d�

d


!

=

 

d�

d


!

Punkt

� jF (q

2

)j

2

: (4.1)

q bezeichnet hierbei den Impuls

�

ubertrag zwischen der Ladungsverteilung und

dem Streuelektron. Die Funktion F (q

2

) bezeichnet man als Formfaktor. Diese

ist gerade die Fouriertransformierte der r

�

aumlich-ausgedehnten Ladungsvertei-

lung [Ma84].

In diesem Kapitel sollen im Rahmen der Tensor-RPA, welche hier die star-

ke Wechselwirkung auf Quark-Ebene modelliert,

�

Ubergangsformfaktoren des

Nukleons berechnet werden. Sowohl der Grundzustand als auch das Mean-

Field werden durch ein erweitertes Bag-Modell angen

�

ahert. Die eigentliche

37
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starke Wechselwirkung wird durch eine SU(3)-Farbstromwechselwirkung als

Restwechselwirkung in den RPA-Hamiltonoperator eingef

�

ugt.

4.1 Nukleon-

�

Ubergangsformfaktoren

Ver

�

andert das Targetnukleon bei einer Reaktion mit einem externen Feld seinen

Zustand, d. h. geht es in einen angeregten Zustand

�

uber, kann man einen

sogenannten

�

Ubergangsformfaktor f

�

ur diesen Proze� berechnen. Dieser tr

�

agt,

wie auch die anderen Formfaktoren, der Tatsache Rechnung, da� das Nukleon

kein Punktteilchen ist, sondern eine innere Struktur besitzt.

��

��

��

�

@@

@@

@@

I

�

�

�

�

�

�

@

@

@

@

@

I

y

N

N

�

�

i

�

f

Abbildung 4.1: Anregung des Nukleons durch Wechselwirkung mit einem ex-

ternen Feld

Eine solche Reaktion ist in Abbildung 4.1 gezeigt. Das

�

au�ere Feld ist hierbei

zun

�

achst beliebig. Das dazugeh

�

orige Matrixelement l

�

a�t sich formal einfach

beschreiben. Es lautet:

h�

f

N

�

j

^

T j�

i

Ni: (4.2)

Der Vertex wird hierbei repr

�

asentiert durch den

�

Ubergangsoperator

^

T , welchen

man in Form einer Strom-Strom-Kopplung parametrisieren kann:

^

T =

^

T

�

NN

�

^

T

�

i

�

f

�

: (4.3)

Bei dieser Parametrisierung wirkt

^

T

�

NN

�

nur im Raum der Zust

�

ande hN

�

j und

jNi,

^

T

�

i

�

f

�

analog nur auf die Felder h�

f

j und j�

i

i. Mit dem Index � werden
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Kontraktionen

�

uber die Dirac-Struktur und innere Quantenzahlen ber

�

ucksich-

tigt. F

�

ur das Matrixelement folgt in dieser Schreibweise:

h�

f

N

�

j

^

T j�

i

Ni = h�

f

j

^

T

�

i

�

f

�

j�

i

i hN

�

j

^

T

�

NN

�

jNi: (4.4)

Den nukleonischen Anteil von

^

T , der N ! N

�

beschreibt, entwickelt man

gem

�

a�

^

T

�

NN

�

= g

�

 �

�

 ; (4.5)

wobei die Operatoren

�

 �

�

 den nachfolgenden invarianten Dirac-Bilinear-

formen entsprechen [PS95]; g bezeichnet die Kopplungskonstante:

�

  skalar;

�

 


�

 vektoriell;

�

 �

��

 =

�

 

i

2

[


�

; 


�

]  tensoriell;

�

 


5

 pseudo-skalar;

�

 


�




5

 pseudo-vektoriell:

(4.6)

Die oben aufgef

�

uhrten Terme beinhalten zun

�

achst nur Wechselwirkungen im

Dirac-Raum. Die Erweiterung auf den Isospin-Raum wird in Abschnitt 4.4

behandelt.

Zur Berechnung von

�

Ubergangsformfaktoren des Nukleons gen

�

ugt es o�ensicht-

lich,

F

�

NN

�

= hN

�

j

^

T

�

NN

�

jNi (4.7)

zu betrachten. Stellt man das Matrixelement aus Gleichung (4.4) im Ortsraum

dar und geht gleichzeitig von einer lokalen Wechselwirkung aus, erh

�

alt man:

Z

d

4

x e

i(E

f

�E

i

+E

N

�
�E

N

)t

h�

f

j~xih~xj

^

T

�

i

�

f

�

j~xih~xj�

i

ihN

�

j~xih~xj

^

T

�

NN

�

j~xih~xjNi(4.8)

F

�

uhrt man die Zeitintegration durch, folgt

h�

f

N

�

j

^

T j�

i

Ni = 2� �(E

f

� E

i

+ E

N

�

� E

N

)

Z

d

3

x j

�

NN

�

(~x) j

ext

�

(~x): (4.9)

Die �-Funktion bzgl. der Energie entspricht gerade der Energieerhaltung am

Vertex. Au�erdem wird hier noch einmal sehr deutlich, da� das externe Feld

zur Berechnung des Formfaktors keine direkte Rolle spielt, da dieser nur vom

Strom j

�

NN

�

(~x) abh

�

angt.
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Geht man bei den externen Feldern von freien Punktteilchen aus, l

�

a�t sich der

externe Strom schreiben als:

j

ext

�

(~x) = A

�

e

i(

~

k

i

�

~

k

f

)~x

: (4.10)

F

�

ur die Impulsraumdarstellung folgt in diesem Fall unmittelbar:

h�

f

N

�

j

^

T j�

i

Ni = (2�)

4

�

4

(k

f

� k

i

+ k

N

�

� k

N

)

Z

d

3

p

(2�)

3

A

�

j

�

NN

�

(~p); (4.11)

wobei ~p =

~

k

N

�

�

~

k

N

genau dem Impuls

�

ubertrag bei dieser Reaktion entspricht.

4.2

�

Ubergangsformfaktor in RPA-N

�

aherung

Wie schon im vorherigen Abschnitt erl

�

autert, entspricht der Strom j

�

NN

�

(~x)

dem Formfaktor. Da die zeitliche Komponente bereits ausintegriert wurde,

entspricht dieser Strom gerade dem station

�

aren

�

Ubergangsmatrixelement im

Ortsraum

hN

�

j

^

T

�

NN

�

jNi: (4.12)

Den angeregten ZustandN

�

mu� man nun im Rahmen eines Modells des Nukle-

ons beschreiben. Der

�

Ubersicht und Konsistenz halber wird dieselbe Notation

wie in Kapitel 3 benutzt. Der angeregte Zustand hN

�

j sei von der Tensorstufe

�, wobei sich diese Tensorstufe auf den Produktraum von Drehimpuls und Iso-

spin bezieht. Des weiteren sei der Grundzustand jNi gegeben als ein Zustand

der Stufe �.

Da an dieser Stelle noch nicht spezi�ziert werden soll, ob man es mit polarisier-

ten Zust

�

anden zu tun hat, mu� man sich eine beliebige Zustandskon�guration

f

�

ur Anfangs- und Endzustand ausw

�

ahlen. In diesem Zusammenhang bedeutet

Polarisation eine Ausrichtung von Drehimpuls und Isospin. Das Mittelungs-

verfahren

�

uber Anfangs- und Endzust

�

ande mu� am Ende dem Experiment

angepa�t werden:

hN

�

j

^

T

�

jNi � h��

�

j

^

T

�

j��

�

i: (4.13)

Unter Ber

�

ucksichtigung der Relation

h

�

��

�

j =

X

�

k

(hh

�

�j � O

�

�

k

)

�

�

�

; (4.14)
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welche sich leicht best

�

atigen l

�

a�t, kann man den angeregten Zustand h��

�

j als

eine Anregung des Grundzustandes beschreiben:

h��

�

j =

X

�

k

(�1)

��+�

�

(hh

�

�j �O

�

�

k

)

�

��

�

=

X

�

k

X

~�

�

;�

k

< ��

k

~�

�

�

k

j��

�

> h�~�

�

j O(�

k

�

k

): (4.15)

Ber

�

ucksichtigt man die Forderung O(�

k

�

k

) j��

�

i = 0, l

�

a�t sich das komplette

Matrixelement schreiben als:

hN

�

j

^

T

�

jNi =

X

�

k

X

~�

�

;�

k

< ��

k

~�

�

�

k

j��

�

> h�~�

�

j [ O(�

k

�

k

);

^

T

�

] j��

�

i:

(4.16)

Die Berechnung des

�

Ubergangsformfaktors ist somit reduziert auf die Auswer-

tung des Matrixelements des Kommutators [O(�

k

�

k

);

^

T

�

] bzgl. einer bestimm-

ten Grundzustandskombination.

Setzt man die RPA-Entwicklung des Anregungsoperators O(�

k

�

k

) in obigen

Kommutator ein, erh

�

alt man:

[O(�

k

�

k

);

^

T

�

] =

X

mi

X

�

mi

[A

mi

(�

k

�

k

);

^

T

�

] � Y

�

mi

[A

y

mi

(

�

�

k

�

k

);

^

T

�

]: (4.17)

Schreibt man nun die Operatoren A

y

mi

und A

mi

explizit aus, erh

�

alt man f

�

ur

das komplette Matrixelement:

h�~�

�

j [ O(�

k

�

k

);

^

T

�

] j��

�

i =

X

mi

X

�

m

;�

i

(�1)

�

i

��

i

�

X

�

mi

(�

k

�

k

) < �

m

�

i

�

m

� �

i

j�

k

�

k

> h�~�

�

j[a

y

i

a

m

;

^

T

�

]j��

�

i

�(�1)

�

k

+�

k

Y

�

mi

(�

k

�

k

) < �

m

�

i

�

m

� �

i

j�

k

� �

k

> h�~�

�

j[a

y

m

a

i

;

^

T

�

]j��

�

i

�

:

(4.18)

F

�

ur die weitere Rechnung ist es sinnvoll, die Quarkfelder  und

�

 nicht in der

�

ublichen Normalmodenentwicklung auszuschreiben, sondern die Felder bzgl.
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der Mean-Field-Einteilchenbasis aus Kapitel 2 zu entwickeln. Die Entwicklung

lautet in diesem Fall:

 (~x) =

X

~

i

'

~

i

(~x) a

~

i

+

X

~m

'

~m

(~x)a

~m

(4.19)

und analog

�

 (~x) =

X

~

j

�'

~

j

(~x) a

y

~

j

+

X

~n

�'

~n

(~x) a

y

~n

: (4.20)

Die Indizes

~

i und

~

j beziehen sich hierbei auf Zust

�

ande unterhalb, ~m und ~n auf

Zust

�

ande oberhalb der Fermikante. An dieser Stelle sei schon angemerkt, da�

im Fall des in dieser Arbeit verwendeten Modells f

�

ur den Nukleongrundzustand

keine scharfe Fermikante existiert, da die Valenzschale nicht voll besetzt ist.

Valenzschalenzust

�

ande kommen daher sowohl in der ersten als auch in der

zweiten Summe vor, was zur Folge hat, da� die Auswertung des Matrixelements

komplizierter wird.

Setzt man die Entwicklung der Felder in Gleichung (4.5) ein, erh

�

alt man f

�

ur

den

�

Ubergangsoperator

^

T

�

:

^

T

�

= g

0

@

X

~

j;

~

i

�'

~

j

(~x)�

�

'

~

i

(~x) a

y

~

j

a

~

i

+

X

~n; ~m

�'

~n

(~x)�

�

'

~m

(~x) a

y

~n

a

~m

+

X

~n;

~

i

�'

~n

(~x)�

�

'

~

i

(~x) a

y

~n

a

~

i

+

X

~

j; ~m

�'

~

j

(~x)�

�

'

~m

(~x) a

y

~

j

a

~m

1

A

: (4.21)

Betrachtet man Gleichung (4.18) mit einem solchen Operator

^

T

�

, erkennt man

sofort, da� sich die Berechnung des

�

Ubergangsformfaktors auf die Berechnung

von acht Kommutatormatrixelementen reduzieren l

�

a�t. Diese Kommutatoren

wurden bereits in Kapitel 3 bestimmt. Setzt man die Ergebnisse ein, erh

�

alt

man schlie�lich:

h�~�

�

j [ O(�

k

�

k

);

^

T

�

] j��

�

i =

X

mi

X

�

m

;�

i

(�1)

�

i

��

i

 

X

�

mi

(�

k

�

k

) < �

m

�

i

�

m

� �

i

j�

k

�

k

>
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�

0

@

X

~

j;

~

i
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~
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a
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�

i

~
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i

+

X
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~n
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�

'

~m

(~x) h�~�

�

j a

y

i

a

~m

�

m~n

� a

y

~n

a

m

�

i ~m

j��

�

i

+

X

~n;

~

i

�'

~n

(~x)�

�

'

~

i

(~x) h�~�

�

j a

y

i

a

~

i

�
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� a

y

~n

a

m

�

i

~

i

j��

�

i

+

X

~

j; ~m

�'

~

j
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�

'

~m
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�
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y

i

a

~m

�

m

~

j
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y

~

j

a

m

�

i ~m
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�

i

1

A

�(�1)

�

k
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k

Y

�
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k

�

k
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�

i

�
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i
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~
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~
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�
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+
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m
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� a
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a
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�
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j��

�

i

+
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~n;

~
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�'
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�

'

~

i

(~x) h�~�

�

j a

y

m

a

~

i

�

i~n

� a

y

~n

a

i

�

m

~

i

j��

�

i

+

X

~

j; ~m

�'

~
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(~x)�

�

'

~m

(~x) h�~�

�

j a

y

m

a

~m

�

i

~

j

� a

y

~

j

a

i

�

m ~m

j��

�

i

1

A

1

A

:

(4.22)

Die expliziten Darstellungen der verschiedenen Grundzustandkon�gurationen

sind bereits in Abschnitt 2.5 angegeben worden. Somit lassen sich die Matrix-

elemente in Gleichung (4.22) prinzipiell bestimmen.

Bevor man das Matrixelement weiter auswertet, ist es zun

�

achst jedoch sinnvoll,

alle Anregungsm

�

oglichkeiten zu betrachten. Wie schon vorher kurz erw

�

ahnt,

besitzt das Nukleon in dem in dieser Arbeit verwendeten Modell f

�

ur den Grund-

zustand keine scharfe Fermikante. Dies ist begr

�

undet in der Tatsache, da� die

Valenzschale im Drehimpuls-Isospin-Raum 4-fach entartet ist (J =

1

2

; T =

1

2

),

diese Schale jedoch nur mit drei Quarks besetzt ist.

Es ist leicht nachzuvollziehen, da� es vier Typen von Anregungen gibt. Diese

sind in Abbildung 4.2 gezeigt.

Anregungstyp 1 ist eine Anregung der Valenzquarks in h

�

ohere Zust

�

ande. Sol-

che Anregungen entsprechen den Anregungen in nichtrelativistischen Modellen.

Anregungen vom Typ 3 und 4 sind die zus

�

atzlichen Dirac-See-Beitr

�

age, die in

eine relativistische Theorie einbezogen werden m

�

ussen. Anregungen des Typs

2 sind Anregungen in der Valenzschale. Diese treten nur dann auf, wenn keine
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Abbildung 4.2: RPA-Anregungstypen f

�

ur eine nicht-scharfe Fermikante
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scharfe Fermikante existiert. Da die Valenzschale in diesem einfachen Modell

des Grundzustandes energetisch entartet ist, haben diese Anregungen die An-

regungsenergie 0. Solche Anregungen deuten auf das Auftreten von spuriosen

Moden hin.

Es ist leicht einzusehen, da� solche Anregungen mit der Formulierung der

Tensor-RPA in dieser Arbeit nicht beschrieben werden k

�

onnen. Betrachtet

man den (

3

2

;

3

2

)

+

-Kanal, �ndet man als energetisch niedrigste Quarkkon�gu-

ration die �(1232)-Resonanz. Auf Hartree-Fock-Ebene ist dieser Zustand mit

dem Nukleongrundzustand entartet, weil ein zeitumkehrinvariantes Mean-Field

benutzt wurde. Eine Anregung vom Typ 2 entspricht gerade dem

�

Ubergang

vom Nukleon zur �(1232)-Resonanz. Ausgehend von der Bedingung, da� die

Y

mi

im Vergleich zu den X

mi

sehr viel kleiner sein m

�

ussen, damit die Forderung

Q j0i = 0 (4.23)

n

�

aherungsweise erf

�

ullt ist, stellt man fest, da� diese nicht erf

�

ullt werden kann.

Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren sind in diesem Fall

�

aquivalent, und

somit m

�

ussen auch die Amplituden Y

mi

und X

mi

von derselben Gr

�

o�enord-

nung sein. Dies ist jedoch gleichbedeutend mit der Nichterf

�

ullung der Forde-

rung (4:23). In der gegenw

�

artigen Formulierung der Tensor-RPA sind solche

Anregungen daher nicht zu beschreiben.

In der Arbeit von Hardt [Ha96] ist beschrieben, wie man die Tensor-RPA mo-

di�zieren m

�

u�te, um auch solche Anregungen beschreiben zu k

�

onnen. Es bleibt

jedoch auch nach dieser Modi�kation zweifelhaft, ob damit eine gute Beschrei-

bung der �(1232)-Resonanz erfolgen kann.

Im weiteren werden daher Anregungen in den (

3

2

;

3

2

)

+

-Kanal nicht betrachtet.

Mit dieser Annahme l

�

a�t sich Gleichung (4.22) stark vereinfachen, man erh

�

alt:
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(4.24)

Wertet man Gleichung (4.24) aus und setzt das Ergebnis in Gleichung (4.16)

ein, erkennt man, da� das station

�

are

�

Ubergangsmatrixelement bzw. derN�N

�

-

Strom folgende formale Struktur besitzt:

j

�

NN

�

(~x) =

X

kl

a

kl

(��

�

;��

�

) �'

k

(~x)�

�

'

l

(~x): (4.25)

Die Koe�zienten a

kl

lassen sich aus den Gleichungen (4.24) und (4.16) bestim-

men.

Um

�

Ubergangsformfaktoren f

�

ur explizite Prozesse zu berechnen, bleibt jetzt

nur noch, die Funktionen �'�

�

' f

�

ur konkrete Darstellungen von �

�

zu bestim-

men.

4.3 Wechselwirkungen im Dirac-Raum

Zur expliziten Auswertung wird folgende, sich an Gleichung (2.2) anlehnende,

kompakte Schreibweise f

�

ur die Quarkwellenfunktionen '

k

benutzt:

'

k

(~x) =

 

u

k

v

k

!

: (4.26)

k bezeichnet hier einen Satz von Quantenzahlen. Im Dirac-Raum bezeichnet

k = (E

1

j

1

l

1

m

1

) bzw. l = (E

2

j

2

l

2

m

2

) den vollst

�

andigen Satz von Einteilchen-

Quantenzahlen einschlie�lich der Energieeigenwerte. Im Einzelnen ergibt sich

f

�

ur die isoskalaren Vertizes:
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Skalare Wechselwirkung

�'

k

(~x) '

l

(~x) = u

y

k

u

l

� v

y

k

v

l

=

1

r
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�

F

�

k
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l
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l
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0

l

�

(4.27)

Pseudoskalare Wechselwirkung
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=
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(4.28)

Vektorielle Wechselwirkung

�'

k

(~x) 


�

'

l

(~x) (4.29)

Die vier Komponenten lauten:
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k
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y
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u
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=
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r
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(4.30)
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 '

l

(~x) = u

y

k

~�v

l

+ v

y

k

~�u

l

=

i

r

2

�

F

�

k
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y

k
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l
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0
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�

(4.31)

Pseudovektorielle Wechselwirkung

�'

k

(~x) 


�




5

'

l

(~x) (4.32)

Analog der vektoriellen Wechselwirkung wird auch die pseudovektorielle kom-

ponentenweise betrachtet.
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=
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(4.33)
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(4.34)

Isovektorielle Prozesse werden durch Hinzuf

�

ugen der Isospin-Matrizen beschrie-

ben, sie werden im n

�

achsten Abschnitt kurz diskutiert.

Winkelanteil der Wechselwirkungen

Betrachtet man den Winkelanteil genauer, so erkennt man zwei Kombinatio-

nen: 


y


 und 


y

~� 
. Diese lassen sich einfach auswerten:




y

k




l

=

X

m

l

1

;m

l
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X

m
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1
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m
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2

m
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m

l
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2

m

l

2

(#; ') �

m
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m

s
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(4.35)
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und
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=
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: (4.36)

Diese beiden Gleichungen lassen sich mit Hilfe des Entwicklungssatzes f

�

ur Ku-

gel


�

achenfunktionen (B.21) aus dem Anhang zu gutem Drehimpuls koppeln,

jedoch soll in dieser Arbeit eine etwas andere Ableitung zur Berechnung von

reduzierten Matrixelementen gew

�

ahlt werden. Diese �ndet man in Abschnitt

4.5.

4.4 Wechselwirkungen im Isospin-Raum

Die Operatoren f

�

ur die Wechselwirkungen im Isospin-Raum sind durch die � -

Matrizen gegeben. Diese entsprechen im Fall eines halbzahligen Isospins gerade

den Paulispinmatrizen.

W

�

ahlt man die Darstellung in �

+

, �

�

und �

3

, wird die Wirkung dieser Opera-

toren o�ensichtlich. Zusammen mit der Relation Q =

1

2

B + T

3

sieht man, da�

�

+

die Ladung um 1 erh

�

oht und �

�

die gegens

�

atzliche Wirkung hat.

Betrachtet man nur Anregungen, bei der sich die Ladung des Targets nicht

ver

�

andert, so folgt daraus, da� alle Isospin-Wechselwirkungsoperatoren nur

aus Kombinationen von der Identit

�

at 1 und �

3

bestehen k

�

onnen. Die la-

dungs

�

andernden Operatoren �

+

und �

�

sind in diesem Fall ausgeschlossen.

Die Operatoren, welche die Projektionsoperatoren der einzelnen Isospinkom-

ponenten bilden, lauten wie folgt:

1

2

(1 + �

3

) und

1

2

(1� �

3

): (4.37)

Der erste Operator projiziert die +

1

2

-Komponente, der zweite die �

1

2

-

Komponente.

4.5 Multipolentwicklung des

�

Ubergangsopera-

tors

Eine wesentliche Vereinfachung f

�

ur praktische Rechnungen wird durch Multi-

poldarstellungen der

�

Ubergangsoperatoren erreicht. Insbesondere erh

�

alt man
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�
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mit Hilfe des Wigner-Eckhardt-Theorems eine Zerlegung in reduzierte Matrix-

elemente, die von den Spinorientierungen unabh

�

angig sind.

Eine Darstellung des Operators zu gutem Drehimpuls bzw. Isospin erreicht

man durch eine Multipolentwicklung in der jeweiligen Quantenzahl;

^

T

�

=

X

�;�

a

��

^

T

�

��

: (4.38)

Die Form

^

T

�

��

wird durch die Struktur

^

T

�

festgelegt. In dieser Arbeit werden

lokale

�

Ubergangsoperatoren betrachtet:

^

T

�

= g

�

	 �

�

	; (4.39)

wobei g die Kopplungskonstante ist. Mit Gleichung (4.21) reduziert sich diese

Entwicklung auf:

^

T
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= g

X
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�'

i

(~x)�

�

'

j

(~x) a

y

i

a

j

; (4.40)

wobei i und j unabh

�

angig

�

uber alle Einteilchenzust

�

ande laufen und f

�

ur

Zust

�

ande mit negativer Energie jeweils die zeitumgekehrten Operatoren aus

Abschnitt 3.3 zu verwenden sind.

�

Andert �

�

nicht Drehimpuls bzw. Isospin,

kann man diese beiden Feldoperatoren wie gewohnt koppeln. Das Endergebnis

enth

�

alt wieder alle notwendigen Phasenfaktoren. F

�

ur Vertizes mit r

�

aumlichen

Monopol-Charakter ergibt sich:
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: (4.41)

Eine entsprechende Beziehung gilt im Isospinraum. Entwickelt man nur bzgl.

(j;m), erh

�

alt man nachfolgende Multipolentwicklung f

�

ur

^
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�
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Benutzt man dieses Resultat, um j

�

NN

�

(~x) auszuwerten, kann man den Strom

mit Hilfe des Wigner-Eckhardt-Theorems (siehe Anhang B.19) durch reduzierte

Matrixelemente ausdr

�

ucken. Man erh

�

alt:
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�
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(4.43)

wobei h

~

��

�

j f

�

ur h

�

J

�

M

�

j hT

�

T

3

�

j steht. Dies ist ein Zustand mit guten Trans-

formationseigenschaften unter Rotation im Dirac-Raum, jedoch einem ,,norma-

len" adjungierten Zustand im Isospin-Raum. Letztere hat keine guten Trans-

formationseigenschaften unter Rotation im Isospin-Raum. Diese Beschreibung

ist so sinnvoll, da sich das reduzierte Matrixelement nur auf den Dirac-Raum

bezieht.

F

�

uhrt man die Rechnung f

�

ur den Strom j

�

NN

�

(~x) mit dem

�

Ubergangsoperator

in Gleichung (4.42) analog Abschnitt 4.2 durch, ver

�

andern sich die Gleichungen

nur unwesentlich. Das Endresultat l

�

a�t sich dann schreiben als:

j
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�
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k

(~x)�

�

'

l

(~x): (4.44)

Das reduzierte Matrixelement folgt sofort aus den Gleichungen (4.43) und

(4.44):
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(4.45)

wobei
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(��
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;��

�

; j

�

m

�

) =

p

2j
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+ 1 a
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(��

�
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�
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�

m

�

)
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�

j

�

m

�

m

�

jj

�

m

�

>

: (4.46)
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4.6 Spin-Flavor-Mittelung

Bei der Berechnung des

�

Ubergangsformfaktors wurde bisher noch nicht darauf

eingegangen, wie die Grundzustandsmatrixelemente aus Gleichung (4.24) ex-

plizit auszuwerten sind. Im Anhang C wird beschrieben, wie ein Matrixelement

der Form:

h�~�

�

ja

+

k

a

l

j��

�

i (4.47)

f

�

ur das in dieser Arbeit angef

�

uhrte Nukleongrundzustandsmodell berechnet

werden kann. F

�

ur die Diagonalmatrixelemente erh

�

alt man gerade die Quark-

Besetzungszahlen der jeweiligen Grundzustandskon�guration.

L

�

a�t man bei der Bestimmung der

�

Ubergangsformfaktoren

�

Uberg

�

ange zwischen

verschiedenen Nukleongrundzustandskon�gurationen zu, erh

�

alt man Beitr

�

age

in unphysikalischen Multipolmoden. Dies hat seine Ursache in der Tatsache,

da� die in dieser Arbeit verwendete Formulierung der Tensor-RPA

�

Uberg

�

ange

in der Valenzschale nicht beschreiben kann. Zuvor wurden bereits solche An-

regungsmoden vernachl

�

assigt. Dies bedeutet jedoch, da� auch hier solche An-

regungsmoden nicht mit einbezogen werden d

�

urfen. Es wird somit folgende

N

�

aherung notwendig:

h�~�

�

j[a

+

i

a

m

; a

+

k

a

l

]j��i � �

~�

�

�

�

h��

�

j[a

+

i

a

m

; a

+

k

a

l

]j��i: (4.48)

Grundzustandskon�guration hui hdi h"i h#i

jp "i

2

3

1

3

2

3

1

3

jp #i

2

3

1

3

1

3

2

3

jn "i

1

3

2

3

2

3

1

3

jn #i

1

3

2

3

1

3

2

3

Tabelle 4.1: Besetzungswahrscheinlichkeit von u- und d-Quarks bzw. Spin-

orientierung f

�

ur verschiedene Nukleongrundzustandskon�gurationen

Wertet man den Kommutator aus und betrachtet Tabelle 4.1, wird deutlich,

da� die Bestimmung dieses Grundzustandsmatrixelements f

�

ur einen

�

uber alle

Nukleongrundzustandskon�gurationen gemittelten Grundzustand gerade der

Quasi-Bosonen-N

�

aherung entspricht. Diese lautet:

h�~�

�

j[a

+

i

a

m

; a

+

k

a

l

]j��i � �

~�

�

�

�

�

il

�

km

: (4.49)
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Dieses Ergebnis kann man sich noch besser visualisieren, wenn man den Nu-

kleongrundzustand als eine Superposistion aller Grundzustandskon�gurationen

schreibt:

j��

�

i =

1

2

(jp "i+ jp #i+ jn #i+ jn "i) : (4.50)

Bestimmt man mit einem solchen gemittelten Grundzustand das Matrixele-

ment in Zusammenhang mit den Gewichtungsfaktoren aus Anhang C, erh

�

alt

man gerade die Quasi-Bosonen-N

�

aherung.

Die Ergebnisse des nachfolgenden Kapitels wurden alle in dieser N

�

aherung

berechnet.



Kapitel 5

Ergebnisse

Die Pr

�

asentation der Ergebnisse gliedert sich in drei Teile. Zun

�

achst sollen die

Resultate aus der Berechnung der Einteilchenbasis in Mean-Field-N

�

aherung f

�

ur

unterschiedliche Massenterme diskutiert werden.

Im zweiten Teil wird dann das in einer Tensor-RPA-Rechnung gewonnene

Nukleon-Spektrum mit experimentellen Daten verglichen. Die numerische Um-

setzung stammt hierbei von S. Hardt [HG97]. Der Vollst

�

andigkeit halber sind

diese Ergebnisse hier ebenfalls aufgef

�

uhrt, da die

�

ubrigen Resultate ohne diese

explizite Angabe des Spektrums wenig aussagekr

�

aftig sind.

Im dritten Teil dieses Kapitels werden dann die eigentlichen

�

Ubergangsform-

faktoren f

�

ur ausgew

�

ahlte Prozesse genauer betrachtet.

5.1 Mean-Field-Einteilchenbasis

Die Motivation zur Bestimmung einer Mean-Field-Einteilchenbasis im Rahmen

eines Bag-Modells wurde bereits im Kapitel 2 eingehend erl

�

autert. Hauptar-

gument, warum man diese inkonsistente Beschreibung von Mean-Field und

Restwechselwirkung w

�

ahlt, ist das Fehlen eines Con�nement-Mechanismus f

�

ur

NJL-Modelle. Man erh

�

alt auf Mean-Field-Ebene ungebundene Quarkzust

�

ande,

was im direkten Widerspruch zur starken Wechselwirkung steht. Die beiden do-

minierenden Eigenschaften sind n

�

amlich gerade Con�nement und chirale Sym-

metrie. Es ist daher notwendig, diese experimentellen Tatsachen in ein Modell

zur Beschreibung des Baryonenspektrums aufzunehmen.

Basierend auf den Ergebnissen in diesem Abschnitt wird eine Tensor-RPA-

Rechnung durchgef

�

uhrt, um das Spektrum zu bestimmen. Die in die RPA-

Rechnung eingehenden Gr

�

o�en sind hierbei die Einteilchen-Wellenfunktionen

und die dazugeh

�

origen Energieeigenwerte.

53
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Die in dieser Arbeit verwendete Klasse von Bag-Modellen realisiert Con�ne-

ment durch das Einf

�

uhren eines skalaren Potentials. Der Massenterm setzt sich

somit wie folgt zusammen:

m(r) = m+ g r

n

: (5.1)

Das zus

�

atzliche Einf

�

uhren eines Vektorpotentials kann zu weiteren Problemen

f

�

uhren, da sich nicht normierbare L

�

osungen ergeben [HG97]. Aus diesem Grund

wird sich hier auf das Einf

�

uhren eines skalaren Potentials beschr

�

ankt.

Der Grenzfall n ! 1 f

�

ur den obigen Massenterm stellt gerade das MIT-

Bag-Modell dar. Dieser Grenzfall ist jedoch keine gute Basis f

�

ur eine RPA-

Rechnung, da man in RPA-N

�

aherung auch Beitr

�

age von Monopolmoden,

Teilchen-Loch-Zust

�

anden mit J

P

= 0

+

erwartet, die auf Grund der ,,harten"

Randbedingung des MIT-Bag-Modells nicht ad

�

aquat beschrieben werden.

Nachfolgend werden die Einteilchen-Spektren f

�

ur die F

�

alle eines linearen und

eines quadratischen Potentials untersucht. Der einzige Parameter in diesem

Mean-Field-Modell stellt die Kopplungskonstante g des Con�nement gew

�

ahr-

leistenden Potentials aus Gleichung (5.1) dar.

Diese Kopplungskonstante wird gerade so bestimmt, da� die Wellenfunktionen

einen sinnvollen rms-Radius wiedergeben. Normalerweise geht man im Fall des

Nukleons von einem rms-Radius von ca. 0.8 fm aus. Dieser Radius beinhaltet

jedoch ebenfalls die das Nukleon umgebende Mesonenwolke. Da diese E�ekte

im Prinzip in der RPA-Rechnung enthalten sind, sollte beim Anpassen der

Kopplungskonstante von einem verringerten rms-Radius ohne Mesonenwolke

ausgegangen werden. Experimentelle Daten in dieser Richtung zu erhalten

ist sehr schwierig. Es existieren jedoch Absch

�

atzungen, die zwischen 0.2 fm

bis 0.6 fm liegen [Or78, BR86]. Motiviert durch diese Arbeiten wird hier ein

rms-Radius von 0.35 fm zum Anpassen der Kopplungskonstante angenommen.

F

�

uhrt man die Rechnungen f

�

ur die beiden erw

�

ahnten Potentialformen durch

und geht des weiteren von einer Current-Quarkmasse von 5 MeV aus, erh

�

alt

man f

�

ur die ersten 30 Zust

�

ande die in den Tabellen 5.1 und 5.2 aufgelisteten

Resultate f

�

ur das jeweilige Einteilchen-Spektrum.

Vergleicht man die beiden Potentiale, erkennt man in Abbildung 5.1, da�,

obwohl das lineare Potential weniger Con�nement bietet, es am Ursprung sehr

viel ,,h

�

arter" ist als das harmonische Oszillatorpotential.

Betrachtet man nun die Energien der einzelnen angeregten Zust

�

ande, so stellt

man fest, da� alle Energien oberhalb 1 GeV liegen. Zun

�

achst erscheint somit
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Nr. � n j l E [MeV] rms [fm]

1 -1 0

1

2

0 1465.60 0.350000

2 1 0

1

2

1 1725.96 0.379306

3 -2 0

3

2

1 1832.92 0.431596

4 2 0

3

2

2 2038.28 0.450144

5 -1 1

1

2

0 2118.80 0.488946

6 -3 0

5

2

2 2140.26 0.499778

7 3 0

5

2

3 2315.00 0.513346

8 1 1

1

2

1 2336.33 0.524150

9 -2 1

3

2

1 2396.08 0.553116

10 -4 0

7

2

3 2409.35 0.559669

11 4 0

7

2

4 2563.17 0.570887

12 2 1

3

2

2 2577.28 0.577243

13 -1 2

1

2

0 2626.16 0.601225

14 -3 1

5

2

2 2642.25 0.609248

15 -5 0

9

2

4 2652.00 0.613433

16 5 0

9

2

5 2791.00 0.623092

17 3 1

5

2

3 2800.27 0.627920

18 1 2

1

2

1 2815.61 0.635431

19 -2 2

3

2

1 2856.08 0.654576

20 -4 1

7

2

3 2866.48 0.660081

21 -6 0

11

2

5 2873.47 0.663416

22 6 0

11

2

6 3001.45 0.671808

23 4 1

7

2

4 3008.63 0.675269

24 2 2

3

2

2 3019.28 0.680216

25 -1 3

1

2

0 3054.16 0.696601

26 -3 2

5

2

2 3066.30 0.703237

27 -5 1

9

2

4 3074.00 0.707036

28 -7 0

13

2

6 3080.00 0.709285

29 7 0

13

2

7 3199.00 0.716906

30 5 1

9

2

5 3204.26 0.719872

Tabelle 5.1: Lineares Potential mit g = 613 � 10

3

MeV

2
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Nr. � n j l E [MeV] rms [fm]

1 -1 0

1

2

0 1342.18 0.350327

2 1 0

1

2

1 1593.66 0.358657

3 -2 0

3

2

1 1747.84 0.411947

4 2 0

3

2

2 1933.18 0.407435

5 -3 0

5

2

2 2107.57 0.457967

6 -1 1

1

2

0 2109.74 0.423518

7 3 0

5

2

3 2258.47 0.449639

8 1 1

1

2

1 2394.46 0.444217

9 -4 0

7

2

3 2438.02 0.495795

10 -2 1

3

2

1 2471.45 0.466737

11 4 0

7

2

4 2567.85 0.486264

12 2 1

3

2

2 2697.92 0.476712

13 -5 0

9

2

4 2747.15 0.528402

14 -1 2

1

2

0 2796.58 0.484168

15 -3 1

5

2

2 2797.39 0.503098

16 5 0

9

2

5 2862.70 0.518598

17 3 1

5

2

3 2987.41 0.507288

18 -6 0

11

2

5 3039.67 0.557318

19 1 2

1

2

1 3071.12 0.504066

20 -4 1

7

2

3 3099.73 0.534780

21 -2 2

3

2

2 3119.34 0.516599

22 6 0

11

2

6 3144.85 0.547613

23 4 1

7

2

4 3264.81 0.535624

24 -7 0

13

2

6 3318.68 0.583456

25 2 2

3

2

2 3351.00 0.529559

26 -5 1

9

2

4 3384.79 0.563047

27 7 0

11

2

6 3415.96 0.573999

28 -1 3

1

2

0 3416.69 0.533962

29 -3 2

5

2

2 3417.70 0.545812

30 5 1

9

2

5 3531.77 0.561840

Tabelle 5.2: Harmonisches Oszillator-Potential mit g = 214 � 10

6

MeV

3
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Abbildung 5.1: Potentialvergleich

die Beschreibung des Nukleons mit einem solchen Mean-Field-Modell wider-

spr

�

uchlich, da die Ruhemasse des Nukleons bereits bei 938 MeV liegt. Dieser

Schlu� ist jedoch voreilig, da man durch das Einf

�

uhren eines Vektorpotenti-

als mit einer konstanten zeitartigen Komponente die Energieeigenwerte des

Spektrums beliebig verschieben kann. Das Einf

�

uhren einer solchen Kompo-

nente hat somit eine

�

ahnliche Wirkung, wie die Bag-Konstante B im MIT-

Bag-Modell. Von Interesse sind daher weniger die absoluten Energien der

angeregten Zust

�

ande, als der relative Abstand zum Grundzustand. In der

nachfolgenden RPA-Rechnung geht nur die relative Zustandsabfolge ein. Der

Grundzustand des Nukleons wird dort auf 940 MeV festgesetzt.

Abbildung 5.2 und 5.3 zeigen die zeitartigen Komponenten der Vektordichte-

verteilung jF (r)j

2

und jG(r)j

2

des Dirac-Spinors. Aus Gleichung (2.2) folgt der

Zusammenhang zu den Dichteverteilungen �

f

und �

g

. Es gilt:

jF (r)j

2

= r

2

�

f

(r) und jG(r)j

2

= r

2

�

g

(r): (5.2)

Dargestellt ist jeweils der Grundzustand und der erste angeregte Zustand, wo-

bei die Wellenfunktionen in den Abbildungen wie folgt normiert sind:

1 =

Z

�

	(~x)


0

	(~x)d

3

x =

Z

(jF (r)j

2

+jG(r)j

2

)dr �

Z

(�

f

(r)+�

g

(r))r

2

dr:(5.3)

Dies ist gerade die zeitartige Komponente der Vektordichte

�

	(~x)


�

	(~x).
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Bei dem Vergleich von jF (r)j

2

bzw. jG(r)j

2

f

�

ur verschiedene Potentiale ist

kaum ein Unterschied festzustellen.

Betrachtet man hingegen �(r), hier nicht dargestellt, erkennt man das charak-

teristische Verhalten f

�

ur die jeweilige Potentialform. Beschr

�

ankt auf die oberen

Komponenten, die im nichtrelativistischen Grenzfall dominierend sind, erkennt

man f

�

ur den Fall eines quadratischen Potentials, da� �

f

f

�

ur den Grundzustand

am Ursprung einen endlichen Wert annimmt. In allen angeregten Zust

�

anden

verschwindet die Funktion am Ursprung auf Grund der Zentrifugalbarriere.

Der Grundzustand in einem linearen Potential zeigt dieses Verhalten nicht. In

diesem Fall verschwindet �

f

am Ursprung, was genau dem Verhalten entspricht,

das man aus Gleichung (2.25) ableiten kann. Lineare Potentiale besitzen auch

im Grundzustand � = �1 einen repulsiven Anteil am Ursprung. Der erste

angeregte Zustand hingegen zeigt wieder ein vergleichbares Verhalten wie im

quadratischen Fall.

F

�

ur die RPA-Rechnung ben

�

otigt man neben den positiven Energiezust

�

anden

auch die L

�

osungen mit negativer Energie, die man jedoch durch Ladungskon-

jugation aus den positiven Einteilchenzust

�

anden gewinnen kann. Die Transfor-

mation daf

�

ur lautet [PS95]:

C 	(x) C = �i 


2

	

�

(x): (5.4)

Nach dieser Betrachtung von verschiedenen Bag-Modellen zur Modellierung des

Mean-Field, sollen im n

�

achsten Abschnitt die Ergebnisse der RPA-Rechnung

zur Bestimmung des Baryonenspektrums basierend auf dem Bag-Modell mit

quadratischem Massenterm dargestellt werden. Diese Umsetzung der Tensor-

RPA stammt von S. Hardt [HG97] und dient als Grundlage f

�

ur die Berechnung

von

�

Ubergangsformfaktoren. Der Vollst

�

andigkeit halber sollen daher diese Er-

gebnisse in dieser Arbeit ebenfalls angef

�

uhrt werden.
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�
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Abbildung 5.2: r

2

�(r)-Verteilung f

�

ur harm. Oszillatorpotential im Grundzu-

stand (� = �1,oben) und ersten angeregten Zustand (� = 1,unten). Die Bei-

tr

�

age der oberen Komponente r

2

�

f

(volle Linien) und unteren r

2

�

g

(gestrichelte

Linien) sind separat dargestellt.
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Abbildung 5.3: r

2

�(r)-Verteilung f

�

ur lineares Potential im Grundzustand (� =

�1,oben) und ersten angeregten Zustand (� = 1,unten). Die Beitr

�

age der

oberen Komponente r

2

�

f

(volle Linien) und unteren r

2

�

g

(gestrichelte Linien)

sind separat dargestellt.
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5.2 RPA-Baryonenspektrum

Vor der Darstellung der Ergebnisse der RPA-Rechnung sollen zun

�

achst einige

Problematiken dieser Methode er

�

ortert werden [Ha96].

Neben den erw

�

ahnten Schwierigkeiten im (

3

2

;

3

2

)

+

-Kanal ist die konsistente Be-

schreibung von Mean-Field und Restwechselwirkung nicht zufriedenstellend

gel

�

ost. Dies hat zur Folge, da� f

�

ur den Grundzustand die Translations- und die

chirale Invarianz gebrochen werden. Nach dem Goldstone-Theorem erwartet

man somit spuriose Moden im Anregungsspektrum. Da die Generatoren die-

ser beiden Symmetrien jedoch negative Parit

�

atsoperatoren sind, hat man nur

im negativen Parit

�

atskanal spuriose nichtseparable Beimischungen zum Anre-

gungsspektrum. Anregungen mit positiver Parit

�

at sind somit nicht von spurio-

sen Beimischungen betro�en. Die Ergebnisse werden daher nur f

�

ur Zust

�

ande

mit positiver Parit

�

at angegeben.

Benutzt man f

�

ur die Restwechselwirkung ein NJL-Modell wie in Gleichung

(2.40), besitzt das Modell zwei freie Parameter G

sin

und G

oct

. Die verbleiben-

den Parameter werden durch Anpassung des RPA-Baryonenspektrums an ex-

perimentelle Daten festgelegt. Hierbei wird eine Simplexoptimierung basierend

auf den experimentellen Daten von 4*- und 3*-Resonanzen [PDG98] benutzt.

Die in diese Rechnung eingegangenen Werte sind in Tabelle 5.3 angegeben.

Um die RPA-Rechnung f

�

ur einen bestimmten Anregungskanal durchzuf

�

uhren,

mu� man zun

�

achst eine Teilchen-Loch-Basis generieren. In dem gew

�

ahlten

RPA-Formalismus erh

�

alt man jedoch einen

�

ubervollst

�

andigen Teilchen-Loch-

Basisraum, wenn man nur die (J/T)-Auswahlregeln ber

�

ucksichtigt. Die Ablei-

tung soll an dieser Stelle nicht weiter ausgef

�

uhrt werden. Es sei auf die Arbeit

von S. Hardt [Ha96] verwiesen, in der diese Problematik ausf

�

uhrlich behandelt

wird.

Das nachfolgende Baryonenspektrum f

�

ur den positiven Parit

�

atskanal wurde

mit einer Teilchen-Loch-Basis der Dimension 50 berechnet. Der Energie-Cut-

O� zur Beschr

�

ankung der Teilchen-Loch-Basis wurde dabei mit 3800 MeV

angesetzt.

Neben den in Abb. 5.4 angegebenen 3*- und 4*-Resonanzen gibt die Particle

Data Group [PDG98] noch weitere 1*- und 2*-Resonanzen an. F

�

ur diese exi-

stieren jedoch nur grobe Absch

�

atzungen. Sie sind daher nicht in der Abb. 5.4

dargestellt. Der Vollst

�

andigkeit halber werden sie aber in Tabelle 5.4 aufgeli-

stet.
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Resonanz I (J

P

) Typ Energie [MeV]

N(1440) P

11

1

2

(

1

2

+

) 4* 1430-1470

N(1680) F

15

1

2

(

5

2

+

) 4* 1675-1690

N(1710) P

11

1

2

(

1

2

+

) 3* 1680-1740

N(1720) P

13

1

2

(

3

2

+

) 4* 1650-1750

N(2220) H

19

1

2

(

9

2

+

) 4* 2180-2310

�(1905) F

35

3

2

(

5

2

+

) 4* 1870-1920

�(1910) P

31

3

2

(

1

2

+

) 4* 1870-1920

�(1950) F

37

3

2

(

7

2

+

) 4* 1940-1960

�(2420) H

3;11

3

2

(

11

2

+

) 4* 2300-2500

Tabelle 5.3: Experimentelle Daten der 3*- und 4*-Resonanzen [PDG98] zur

Bestimmung der Parameter G

sin

und G

oct

.

Abbildung 5.4: RPA-Spektrum f

�

ur positiven Parit

�

atskanal.
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Resonanz I (J

P

) Typ Energie [MeV]

N(2100) P

11

1

2

(

1

2

+

) 1* � 2100

N(1900) P

13

1

2

(

3

2

+

) 2* � 1900

N(2000) F

15

1

2

(

5

2

+

) 2* � 2000

�(1750) P

31

3

2

(

1

2

+

) 1* � 1750

�(2000) F

35

3

2

(

5

2

+

) 2* � 2000

�(2390) F

37

3

2

(

7

2

+

) 1* � 2390

Tabelle 5.4: Experimentelle Daten der 1*- und 2*-Resonanzen [PDG98].

5.3 RPA-

�

Ubergangsformfaktoren

Wie man aus Abbildung 5.4 entnehmen kann, ist die RPA nur in begrenz-

tem Ma�e in der Lage, das Baryonenspektrum wiederzugeben. Allerdings ist

die

�

Ubereinstimmung recht zufriedenstellend, wenn man beachtet, da� sie mit

nur zwei freien Parametern erreicht wurde. Dennoch kommt an dieser Stelle

nat

�

urlich sofort die Frage auf, ob die Berechnung von

�

Ubergangsformfaktoren

im Rahmen eines solchen Modells sinnvolle Resultate hervorbringen kann.

Die Motivation zu solchen Rechnungen ist durch Arbeiten in der Kernphysik

gegeben. Dort macht man die Erfahrung, da� mit Hilfe von RPA-Rechnungen

�

Ubergangsst

�

arken gut reproduziert werden k

�

onnen. Der Grund daf

�

ur ist, da�

�

Ubergangseigenschaften durch relative Gr

�

o�en bestimmt werden, die in erster

Linie durch die Umbesetzung von Einteilchenzust

�

anden festgelegt werden.

Experimentelle Informationen zu

�

Ubergangsformfaktoren des Nukleons existie-

ren bisher nur ansatzweise [BL98]. Dies hat zur Folge, da� im Augenblick noch

keinerlei M

�

oglichkeit besteht, Resultate aus Modellrechnungen an experimen-

tellen Daten zu

�

uberpr

�

ufen.

Schon bei der Berechnung des Baryonenspektrums im Rahmen einer RPA-

Rechnung ist es schwierig, die Ergebnisse mit zuverl

�

assigen Daten zu verglei-

chen. Neben den acht 4*- bzw. 3*-Resonanzen �ndet man im Particle Da-

ta Book [PDG98] f

�

ur den positiven Parit

�

atskanal fast ebenso viele 1*- und

2*-Resonanzen. Die energetische Lage der letzteren ist jedoch nur als grobe

Sch

�

atzung zu verstehen. Ein quantitativer Vergleich ist somit kaum sinnvoll.

Sicherlich ist man jedoch in der Lage, eine Idee davon zu bekommen, inwiefern

die RPA unbeobachtete Zust

�

ande vorhersagt.
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Aus diesem Grund sollte man die nachfolgenden Resultate als explorative Mo-

dellrechnungen betrachten. Der Anspruch auf ,,wirkliche" Vorhersage von

�

Ubergangsformfaktoren soll nicht erhoben werden, zumal weitere Beitr

�

age aus

der Mesonenwolke zu erwarten sind. Da experimentelle Daten in absehbarer

Zeit nur imN

�

-Kanal zu erwarten sind, wird die weitere Betrachtung auf diesen

Kanal beschr

�

ankt.

Von RPA-Rechnungen ist generell zu erwarten, da� hochangeregte Zust

�

ande

in dieser N

�

aherung nicht gut beschrieben werden k

�

onnen. Dies hat zum einen

den Grund, da� solche Rechnungen immer auf einer begrenzten Teilchen-Loch-

Basis ausgef

�

uhrt werden, zum anderen, da� die N

�

aherung des Anregungsopera-

tors als ein purer Einteilchen-Operator f

�

ur hochangeregte Zust

�

ande fraglich ist.

Bei solchen Zust

�

anden n

�

amlich ist zu erwarten, da� nicht zu vernachl

�

assigende

Beitr

�

age von Operatorprodukten h

�

oherer Ordnung existieren, die eine genaue

Kenntnis der h

�

oheren Korrelationen in den Anfangs- und Endzust

�

anden er-

fordern w

�

urde. Zudem m

�

u�ten Verzweigungsverh

�

altnisse sehr genau bekannt

sein.

Unter Ber

�

ucksichtigung dieser Tatsache und der

�

Ubereinstimmung der RPA-

Anregungen mit den experimentellen Daten des Baryonenspektrums sollen

nachfolgend die

�

Ubergangsformfaktoren im (

1

2

;

1

2

)

+

-Kanal n

�

aher untersucht

werden. Von besonderem Interesse sind dabei isoskalare und -vektorielle

�

Uber-

gangseigenschaften f

�

ur photon- und pionartige Vertizes. Am Ende dieses Ka-

pitels sollen als explorativer Vorsto� die Ergebnisse im isoskalaren Kanal der

Hochspinresonanz N(2220) H

19

kurz untersucht werden.

Dargestellt werden jeweils die Radialanteile der Multipolkomponenten. Das

abgebildete Matrixelement lautet:

j

�

NN

�

(m

�

; t

3

�

; m

�

; t

3

�

; ~x) = h��

�

j

^

T

�

j��

�

i: (5.5)

Bei der Darstellung der Ergebnisse wird auf eine Summation

�

uber die Dreh-

impulsprojektionszahlenm

�

undm

�

von Anfangs- bzw. Endzust

�

anden verzich-

tet. Gezeigt werden in allen F

�

allen Protonen

�

ubergangsformfaktoren mit positi-

ver Spinorientierung. Da nur ladungserhaltende Wechselwirkungen untersucht

werden, ist durch diese Annahme ebenfalls die Isospinprojektionsquantenzahl

des angeregten Zustandes festgelegt. Durch die Quasi-Bosonen-N

�

aherung mu�

des weiteren die Drehimpulsprojektionszahl des angeregten Zustandes m

�

der

des Anfangszustandes entsprechen. Zusammengefa�t hei�t dies:

m

�

= m

�

und t

3

�

= t

3

�

: (5.6)
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Neben den nachfolgenden Resultaten wurden zum Test des Modells auch iso-

skalare

�

Ubergangsformfaktoren im �-Kanal berechnet. Erwartungsgem

�

a� ver-

schwanden diese Formfaktoren, da solche

�

Uberg

�

ange nur mit isovektoriellen

Wechselwirkungen zu realisieren sind. Der

�

Ubergangsoperator mu� in solchen

F

�

allen die Quantenzahlen T = 1 besitzen.

5.3.1

�

Ubergangsformfaktoren im (

1

2

;

1

2

)

+

-Kanal

Die Diskussion der Ergebnisse f

�

ur den (

1

2

;

1

2

)

+

-Kanal gliedert sich in zwei Teile.

Zun

�

achst sollen die

�

Ubergangsst

�

arken im isoskalaren mit dem im isovektoriellen

Kanal verglichen werden. Hiermit kann den einzelnen Resonanzen eine Iso-

Charakteristik zugewiesen werden. Im zweiten Teil dieses Abschnitts wird

dann die explizite r

�

aumliche Darstellung f

�

ur alle betrachteten F

�

alle angegeben

und kurz diskutiert.

Zur Notation sei an dieser Stelle erkl

�

arend hinzugef

�

ugt, da� im folgenden die

drei energetisch tie
iegensten RPA-Resonanzen im (

1

2

;

1

2

)

+

-Kanal mit den Re-

sonanzen N(1440) P

11

und N(1710) P

11

identi�ziert werden.

�

Ubergangsst

�

arken

Wenn man

�

Ubergangsst

�

arken berechnen will, mu� man das in Gleichung (5.5)

dargestellt Matrixelement mit dem Strom des externen Feldes falten. Geht

man im einfachsten Fall von freien Feldern aus, entspricht dieser Strom gerade

einer ebenen Welle. Diese kann man in Form einer Partialwellenzerlegung

ausschreiben; man erh

�

alt [Ma84]:

e

i~q�~r

=

1

X

l=0

i

l

(2l + 1) j

l

(qr) P

l

(cos#); (5.7)

wobei f

�

ur die Besselfunktion j

l

(qr) gilt:

j

l

(qr) =

(qr)

l

2

l

l!

 

1�

(qr)

2

2(2l + 2)

+O((qr)

4

)

!

: (5.8)

Es ist nun o�ensichtlich, da� die

�

Ubergangsst

�

arke bestimmt wird durch das

Radialintegral dieser Entwicklung mit dem Matrixelement aus Gleichung (5.5).

Geht man weiter von einer Langwellenn

�

aherung aus, reduziert sich die Bessel-

funktion f

�

ur skalare bzw. vektorielle Wechselwirkungen auf r

2

und f

�

ur pseudo-

skalare sowie pseudovektorielle Wechselwirkungen auf r. In den Tabellen 5.5,

5.6, 5.7 und 5.8 sind die Ergebnisse dieser Integrationen angegeben.
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Resonanz isoskalar [MeV

�2

] isovektoriell [MeV

�2

]

N(1440) P

11

0:673 � 10

�7

0:656 � 10

�7

N

1

(1710) P

11

�0:118 � 10

�5

�0:587 � 10

�6

N

2

(1710) P

11

�0:117 � 10

�5

�0:482 � 10

�6

Tabelle 5.5:

�

Ubergangsst

�

arken f

�

ur skalare Wechselwirkung.

Resonanz isoskalar [MeV

�2

] isovektoriell [MeV

�2

]

N(1440) P

11

0:648 � 10

�7

0:660 � 10

�7

N

1

(1710) P

11

�0:113 � 10

�5

0:584 � 10

�6

N

2

(1710) P

11

�0:114 � 10

�5

�0:477 � 10

�6

Tabelle 5.6:

�

Ubergangsst

�

arken f

�

ur vektorielle Wechselwirkung.

Resonanz isoskalar [MeV

�1

] isovektoriell [MeV

�1

]

N(1440) P

11

0:335 � 10

�3

0:173 � 10

�6

N

1

(1710) P

11

�0:154 � 10

�3

�0:154 � 10

�5

N

2

(1710) P

11

0:152 � 10

�4

0:122 � 10

�6

Tabelle 5.7:

�

Ubergangsst

�

arken f

�

ur pseudoskalare Wechselwirkung.

Resonanz isoskalar [MeV

�1

] isovektoriell [MeV

�1

]

N(1440) P

11

0:647 � 10

�3

0:539 � 10

�6

N

1

(1710) P

11

0:324 � 10

�3

�0:625 � 10

�5

N

2

(1710) P

11

�0:387 � 10

�4

0:141 � 10

�6

Tabelle 5.8:

�

Ubergangsst

�

arken f

�

ur pseudovektorielle Wechselwirkung.
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Aus den Tabellen 5.5 und 5.6 kann man eine erh

�

ohte isoskalare

�

Ubergangsst

�

arke

f

�

ur die Resonanzen N

1

(1710) P

11

und N

2

(1710) P

11

erkennen. DieN(1440) P

11

-

Resonanz hingegen hat in beiden F

�

allen eine demgegen

�

uber unterdr

�

uckte

�

Uber-

gangsst

�

arke.

Auch in den pseudoskalaren bzw. pseudovektoriellen Kan

�

alen, die in den Ta-

bellen 5.7 und 5.8 gezeigt sind, ist eine Dominanz in den jeweiligen isoskalaren

Moden festzustellen.

Zusammengefa�t erh

�

alt man eine klare Dominanz der isoskalaren Kan

�

ale ge-

gen

�

uber den isovektoriellen. Ausnahme bilden nur die skalaren und vektoriel-

lem Kan

�

ale der N(1440) P

11

-Resonanz. Diese sind generell unterdr

�

uckt.

Ein solches Verhalten wiederspiegelt die Erwartungen. Gr

�

o�ere Beitr

�

age im

isovektoriellen Kanal erwartet man haupts

�

achlich f

�

ur �-Resonanzen.

R

�

aumliche Darstellung der

�

Ubergangsformfaktoren im (

1

2

;

1

2

)

+

-Kanal

In der Abbildung 5.5 ist der r

�

aumliche isoskalar-skalare

�

Ubergangsformfaktor

der N(1440) P

11

-Resonanz dargestellt. Erwartungsgem

�

a� existiert nur ein Bei-

trag f

�

ur die Monopolmode. Vergleicht man dieses Ergebnis mit dem isoskalar-

vektoriellen

�

Ubergangsformfaktor dieser Resonanz, welcher in Abbildung 5.6

gezeigt ist, �ndet man eine deutliche

�

Ubereinstimmung der Ergebnisse. Es ist

lediglich eine leichte Verschiebung der Maxima zu gr

�

o�eren Radien zu erken-

nen. Diese Tatsache deutet darauf hin, da� Dirac-See-Anregungen eine nur

untergeordnete Rolle spielen, da sich die zeitartige Komponente des vektori-

ellen

�

Ubergangsformfaktors vom skalaren

�

Ubergangsformfaktor nur durch das

relative Vorzeichen f

�

ur Dirac-See-Beitr

�

age unterscheidet.

Des weiteren entspricht die zeitartige Komponente des isoskalar-vektoriellen

�

Ubergangsformfaktors gerade der Baryonen
u�dichte f

�

ur einen solchen Pro-

ze�. Da Anfangs- und Endzustand dieselbe Baryonenzahl tragen, darf sich

die Baryonenzahl nicht

�

andern. In der Quasi-Bosonen-N

�

aherung wird diese

Tatsache bis auf ca. 0.5 % erf

�

ullt.

Der isoskalar-pseudoskalare

�

Ubergangsformfaktor der N(1440) P

11

-Resonanz

ist in Abbildung 5.7 gezeigt. Im Vergleich zu dem isoskalar-skalaren

�

Uber-

gangsformfaktor ist ein deutlicher Unterschied zu erkennen. Beitragende Mul-

tipolmode ist hier Y

10

. Das Maximum liegt in diesem Fall bei ca. 0.25 fm. Im

Vergleich zu der isoskalar-skalaren bzw. zeitartigen Komponente des isoskalar-

vektoriellen

�

Ubergangsformfaktors ist eine deutlich gr

�

o�ere

�

Ubergangsst

�

arke

zu erkennen.
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Die zeitartige Komponente des isoskalar-pseudovektoriellen

�

Ubergangsformfak-

tors der N(1440) P

11

-Resonanz ist in Abbildung 5.8 dargestellt. Formal ist bis

auf einen Vorzeichenwechsel eine gute

�

Ubereinstimmung mit dem isoskalar-

pseudoskalaren

�

Ubergangsformfaktor zu erkennen. Der Vorzeichenwechsel

l

�

a�t jedoch an dieser Stelle nicht den Schlu� auf eine Dominanz von Dirac-

See-Beitr

�

agen zu, da isoskalar-pseudoskalare bzw. isoskalar-pseudovektorielle

Wechselwirkungen eine ver

�

anderte Struktur im Vergleich zu isoskalar-skalaren

bzw. isoskalar-vektoriellen Wechselwirkungen im Dirac-Raum besitzen.

Neben dem Vorzeichenwechsel erkennt man au�erdem eine leichte Verschiebung

des Maximums nach 0.27 fm hin sowie eine Erh

�

ohung der

�

Ubergangsst

�

arke im

isoskalar-pseudovektoriellen Fall.

Betrachtet man im Vergleich die isoskalaren

�

Ubergangsformfaktoren der Reso-

nanzen N

1

(1710) P

11

und N

2

(1710) P

11

, ist das Verhalten im isoskalar-skalaren

sowie isoskalar-vektoriellen Kanal bis auf die Amplitude gleich. Diese ist f

�

ur

N

1

(1710) und N

2

(1710) um ca. den Faktor 20 gr

�

o�er. Zu sehen ist in diesen

F

�

allen eine Kompressionsanregung.

Vergleicht man den isoskalar-pseudoskalaren und isoskalar-pseudovektoriellen

Kanal, �ndet man auch in diesem Fall f

�

ur alle Resonanzen eine formal gleiche

Struktur. Der Unterschied besteht lediglich in Vorzeichenwechsel und Ver

�

ande-

rung der Amplitude. Die Gestalt der Formfaktoren zeigt, da� in diesen Kan

�

alen

keine Kompressionsanregungen auftreten.

F

�

ur isovektor-skalare und isovektor-vektorielle Wechselwirkungen �ndet man

wieder eine Kompressionsschwingung wie im isoskalar-skalaren Fall. Die

�

Ubergangsformfaktoren in den Kan

�

alen isovektor-pseudoskalar und isovektor-

pseudovektoriell unterscheiden sich deutlich von den Ergebnissen im isoskalaren

Kanal. Wie bereits diskutiert wurde, sind diese Moden jedoch gegen

�

uber den

isoskalaren unterdr

�

uckt.

Insgesamt ergeben die Rechnungen, da� das Radialverhalten der skalaren und

vektoriellen

�

ubrigen Formfaktoren nahezu zustandsunabh

�

angig ist. Der Grund

hierf

�

ur ist, da� diese beiden Kan

�

ale schon weitgehend durch die Forderung

der Baryonenzahlerhaltung festgelegt sind. Aus den Tabellen 5.5 - 5.8 wird

au�erdem deutlich, da� die Hauptkomponenten der 0

+

Kompressionsanre-

gungsst

�

arke bei h

�

oheren Anregungsenergien (E > 1700 MeV) zu erwarten sind.

Die Einschr

�

ankungen aus der Baryonenzahlerhaltung entfallen in den pseudos-

kalaren bzw. pseudovektoriellen Kan

�

alen, in denen eine wesentlich ausgepr

�

agte-

re Variation der

�

Ubergangsformfaktoren mit der Anregungsenergie beobachtet

wird.
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5.3.2

�

Ubergangsformfaktoren der N(2220) H

19

-Resonanz

Die Resultate bzgl. dieser Resonanz sind unter dem Versuch eines explorativen

Vorsto�es zu Hochspinresonanzen zu verstehen. Es ist fraglich, ob die Tensor-

RPA

�

uberhaupt noch in der Lage ist diese energetisch hochliegende Resonanz

physikalisch zu beschreiben. Allein schon am rms-Radius dieses

�

Ubergangs-

formfaktors wird deutlich, da� mesonische Vakuumsanregungen nicht zu ver-

nachl

�

assigen sind. Aus diesem Grund sollen die Ergebnisse nur kurz pr

�

asentiert

werden.

In der Abbildung 5.29 ist der skalare

�

Ubergangsformfaktor der N(2220) H

19

-

Resonanz gezeigt. Erwartungsgem

�

a� gibt er nur Beitr

�

age in der Y

40

-Mode. Das

Maximum liegt in diesem Fall bei ca. 0.42 fm. Im Vergleich mit dem skalaren

�

Ubergangsformfaktor der N(1440) P

11

-Resonanz liegt hier eine deutlich h

�

ohere

�

Ubergangsst

�

arke vor.

Die in Abbildung 5.30 gezeigte zeitartige Komponente des vektoriellen

�

Uber-

gangsformfaktors der N(2220) H

19

-Resonanz unterscheidet sich kaum vom ska-

laren Fall dieser Resonanz. Diese Tatsache legt nahe, da� Dirac-See-Beitr

�

age

auch in diesem Fall eine untergeordnete Rolle spielen. Der

�

Ubergangsform-

faktor unterscheidet sich lediglich durch eine leicht erh

�

ohte

�

Ubergangsst

�

arke,

sowie eine kleine Verschiebung des Maximums nach 0.41 fm.

Betrachtet man den pseudoskalaren

�

Ubergangsformfaktor in Abbildung 5.31,

erkennt man eine

�

ahnliche r

�

aumliche Ausdehnung wie im skalaren Fall die-

ser Resonanz. Das Maximum hingegen ist nach 0.36 fm verschoben und die

�

Ubergangsst

�

arke deutlich geringer.

Der pseudovektorielle

�

Ubergangsformfaktor weist gegen

�

uber dem pseudoska-

laren Fall einen Vorzeichenwechsel auf, unterscheidet sich jedoch sonst nur

geringf

�

ugig. Dies

�

au�ert sich in einer Verschiebung des Maximums nach 0.38

fm und einer leicht erh

�

ohten

�

Ubergangsst

�

arke im Vergleich zum pseudoskalaren

Fall.
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Zusammenfassend sei festgestellt, da� die Ergebnisse rein qualitativ die Erwar-

tungen erf

�

ullen. Insbesondere die Reproduktion der Erhaltung der Baryonen-

zahl bis auf 0.5 %, die man aus der zeitartigen Komponente des vektoriellen

�

Ubergangsformfaktors der P

11

-Resonanzen folgern kann, veri�ziert die G

�

ultig-

keit der Quasi-Bosonen-N

�

aherung bei der Auswertung der Grundzustandsma-

trixelemente.

Nicht dargestellt sind die Ergebnisse f

�

ur die andere Spinorientierung des Nu-

kleongrundzustandes. An dieser Stelle sei nur referiert, da� sich die Ergebnisse

qualitativ nicht unterscheiden.



Kapitel 6

Zusammenfassung und Ausblick

Ziel der vorliegenden Arbeit war es, basierend auf einer Tensor-RPA-Rechnung,

�

Ubergangsformfaktoren f

�

ur Anregungen des Nukleons zu bestimmen.

Der Hamiltonoperator setzt sich in unserem Modell des Nukleons aus einem

Mean-Field- und einem Restwechselwirkungsanteil zusammen. Dieses Mean-

Field wird modelliert durch ein erweitertes Bag-Modell, und die Restwech-

selwirkung ist eine Farbstromwechselwirkung im Rahmen des NJL-Modells.

Die durch die inkonsistente Beschreibung von Mean-Field und Restwechsel-

wirkung resultierenden spuriosen Moden im negativen Parit

�

atskanal und die

damit verbundene Beschr

�

ankung auf positive Parit

�

atszust

�

ande wurden in Kauf

genommen.

Um die Tensor-RPA anzuwenden, mu�te zun

�

achst die Dirac-Gleichung f

�

ur das

erweiterte Bag-Modell gel

�

ost werden. Dies wurde mit dem Numerov-Verfahren

realisiert. Die Kopplungskonstante der Con�nement generierenden Wechsel-

wirkung wurde gerade so gew

�

ahlt, da� sich ein rms-Radius von 0.35 fm ergibt.

Beim L

�

osen der Tensor-RPA-Gleichungen wurde auf die Arbeit von S. Hardt

[Ha96] zur

�

uckgegri�en. Die Kopplungskonstanten der Restwechselwirkung so-

wie der Cut-O�-Parameter wurden so bestimmt, da� die bereits gesicherten

Daten des Baryonspektrums (4*- und 3*-Resonanzen) bestm

�

oglich wiederge-

geben werden. Dazu wurde der Simplex-Algorithmus verwendet.

Neben der Beschr

�

ankung auf den positiven Parit

�

atskanal ist es aus konzeptio-

nellen Gr

�

unden auch nicht m

�

oglich, den (

3

2

;

3

2

)

+

-Kanal ad

�

aquat zu beschreiben.

Die Berechnungen der

�

Ubergangsformfaktoren wurden f

�

ur den kompletten po-

sitiven Parit

�

atskanal bis zu einer Energie von 2200 MeV durchgef

�

uhrt. Da

jedoch die RPA-N

�

aherung f

�

ur hochangeregte Zust

�

ande ihre G

�

ultigkeit verliert,

und ebenso die RPA-Resultate zur Beschreibung des Baryonenspektrums keine

sehr gute

�

Ubereinstimmung mit experimentellen Daten aufweisen, wurden die

85
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�

Ubergangsformfaktoren nur f

�

ur die vielversprechendsten Resonanzen in der

vorliegenden Arbeit explizit dargestellt. Da nur im N

�

-Kanal in absehbarer

Zeit experimentelle Daten zu erwarten sind, wurden die Untersuchungen auf

diesen Kanal beschr

�

ankt.

Die Ergebnisse wurden im vorherigen Kapitel f

�

ur die folgenden Resonanzen

dargestellt: N(1440) P

11

, N

1

(1710) P

11

, N

2

(1710) P

11

und N(2220) H

19

.

Ein gro�es Problem stellt das Fehlen von experimentellen Daten f

�

ur

�

Ubergangs-

formfaktoren im positiven Parit

�

atskanal dar. F

�

ur den negativen Parit

�

atskanal

existieren jedoch vorl

�

au�ge Daten [BL98] und Untersuchungen [AG98]; diese

sind allerdings nicht von Nutzen, da die Tensor-RPA diesen Kanal aus oben

aufgef

�

uhrtem Grund nicht beschreiben kann. Es bleibt daher abzuwarten, was

Messungen f

�

ur den positiven Parit

�

atskanal ergeben.

F

�

ur die oben erw

�

ahnten Resonanzen wurde der

�

Ubergangsformfaktor f

�

ur acht

Wechselwirkungstypen berechnet. Es wurden skalare, pseudoskalare, vekto-

rielle und pseudovektorielle Kopplungen sowohl f

�

ur den isoskalaren als auch

den isovektoriellen Kanal ber

�

ucksichtigt, wobei von einem ladungserhaltenden

�

Ubergangsoperator ausgegangen wurde. Rechnungen f

�

ur

�

Ubergangsoperato-

ren mit anderer Struktur im Isospin-Raum stehen noch aus. Die im vorherigen

Kapitel dargestellten Resultate beziehen sich auf einen Protongrundzustand,

d. h. T

3

�

= +1=2 mit positiver Spinorientierung.

Als Ausblick verbleibt eine SU(3)-Flavorerweiterung der Tensor-RPA, um auch

eventuelle Strangeness-Anteile des Nukleons zu beschreiben. In dem bisherigen

Formalismus wurde von einer SU(2)-Flavor-Symmetrie ausgegangen. Konzep-

tionell stellt diese Erweiterung kein Problem dar, sie ist jedoch mit erheblichem

Aufwand verbunden.



Anhang A

Notationen und Konventionen

In der vorliegenden Arbeit werden durchgehend nat

�

urliche Einheiten (�h = c =

1) verwendet. Au�erdem gilt die Einstein-Summenkonvention, d. h.

�

uber dop-

pelt auftretende Indizes wird immer summiert. Griechische Indizes implizieren

eine Summation von 0 bis 4, r

�

omische von 1 bis 3.

Vierervektoren werden durch folgende kovarianten und kontravarianten Vierer-

vektoren ausgedr

�

uckt:

a

�

= (a

0

;~a) kontravariant,

a

�

= (a

0

;�~a) kovariant.

(A.1)

Das Skalarprodukt zweier Vierervektoren ist hier wie folgt de�niert:

a � b = a

�

b

�

= a

0

b

0

� ~a �

~

b: (A.2)

Um die Quantisierung analog der nichtrelativistischen Beschreibung durch-

zuf

�

uhren (p

�

! i@

�

), mu� man die partiellen Ableitungen wie folgt de�nieren:

@

�

�

@

@x

�

= (@

t

;�

~

r) kontravariante Ableitung,

@

�

�

@

@x

�

= (@

t

;

~

r) kovariante Ableitung.

(A.3)

Die 
-Matrizen gen

�

ugen folgenden Vertauschungsrelationen:

f


�

; 


�

g = g

��

; f


5

; 


�

g = 0: (A.4)

In der Dirac-Darstellung lauten die Matrizen dann:




0

=

 

I 0

0 �I

!

; ~
 =

 

0 ~�

�~� 0

!

; 


5

=

 

0 I

I 0

!

; (A.5)
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wobei die Pauli-Spinmatrizen hier wie folgt de�niert sind:

�

1

=

 

0 1

1 0

!

; �

2

=

 

0 �i

i 0

!

; �

3

=

 

1 0

0 �1

!

: (A.6)

Matrixrelationen f

�

ur 


5

und 


�

:

(


5

)

y

= 


5

;

(


5

)

2

= 1;

f


5

; 


�

g = 0;

(


�

)

y

= 


0




�




0

:

(A.7)

F

�

ur den symmetrisierten Doppelkommutator der Operatoren A, B, C gilt:

2 [A;B;C] � [A; [B;C]] + [[A;B]; C]: (A.8)

Die Fouriertransformation wird wie folgt de�niert:

f(k) =

Z

d

4

x e

ikx

f(x) und f(x) =

1

(2�)

4

Z

d

4

k e

�ikx

f(k): (A.9)

In dieser Schreibweise gilt die Relation:

Z

d

4

x e

ikx

= (2�)

4

�

4

(k): (A.10)



Anhang B

SU(2)-Kopplungsrelationen

Nachfolgend eine kurze Zusammenfassung der in dieser Arbeit verwen-

deten Notationen und Kopplungsrelationen. F

�

ur weitere Relationen

sei an dieser Stelle nur auf die Quellen dieser Sammlung verwiesen

[Ed64, Me79, Ro57, Ro70, RN75].

Allgemeine Tensorkopplung

R

�

sei ein sph

�

arischer Tensor der Tensorstufe � und R

�

�

eine der (2� + 1)-

Komponenten.

Das gekoppelte Produkt zweier Tensoren R

�

1

und S

�

2

zu einem Tensor der

Stufe � kann man schreiben als

(R

�

1

� S

�

2

)

�

�

=

X

�

1

;�

2

< �

1

�

2

�

1

�

2

j�� > R

�

1

�

1

S

�

2

�

2

; (B.1)

wobei < �

1

�

2

�

1

�

2

j�� > ein Clebsch-Gordan-Koe�zient ist.

Clebsch-Gordan-Koe�zienten

F

�

ur diese Koe�zienten gelten folgende Relationen:

Normierung:

X

�

1

;�

2

j < �

1

�

2

�

1

�

2

j�� > j

2

= 1: (B.2)

Alle Clebsch-Gordan-Koe�zienten sind reel:

< �

1

�

2

�

1

�

2

j�� > = < �

1

�

2

�

1

�

2

j�� >

�

: (B.3)
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Symmetriebeziehungen:

< �

1

�

2

�

1

�

2

j�� > = (�1)

�

1

+�

2

��

< �

1

�

2

� �

1

� �

2

j�� � > (B.4)

= (�1)

�

1

+�

2

��

< �

2

�

1

�

2

�

1

j�� > (B.5)

= (�1)

�

1

��

1

^

�

^

�

�1

2

< ��

1

�� �

1

j�

2

�

2

>; (B.6)

wobei

^

� eine Abk

�

urzung f

�

ur

p

2�+ 1 ist.

Spezielle Werte:

< �����j00 >= (�1)

�+�

^

�

�1

: (B.7)

Eine explizite Formel zur Berechnung von Clebsch-Gordan-Koe�zienten lautet

[Ed64]:

< �

1

�

2

�

1

�

2

j�� >= �

�

1

+�

2

;�

"

(2�+ 1)(�

1

+ �

2

� �)!(�

1

� �

1

)!(�

2

� �

2

)!(�+ �)!(�� �)!

(�

1

+ �

2

+ �+ 1)!(�

1

� �

2

+ �)!(�

2

� �

1

+ �)!(�

1

+ �

1

)!(�

2

+ �

2

)!

#

1

2

X

s=0

(�1)

s+�

1

��

1

(�

1

+ �

1

+ s)!(�

2

+ �� �

1

� s)!

s!(�

1

� �

1

� s)!(�� �� s)!(�

2

� �+ �

1

+ s)!

(B.8)

Summiert wird

�

uber alle positiven ganzzahligen s, bei denen die Ausdr

�

ucke im

Nenner nicht negativ sind.

Eine weitere sehr n

�

utzliche Relation ist

(R

�

1

� S

�

2

)

�y

= (S

�

1

y

� R

�

2

y

)

�

: (B.9)

Racah-Umkopplungsrelation

Bei der Kopplung von drei sph

�

arischen Tensoren kommt es auf die interne

Tensorstufe an. Um von einer Darstellung zur anderen zu gelangen, ben

�

otigt

man die Racah-Umkopplungsrelation.
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F

�

ur die Tensoren R

�

1

, S

�

2

und T

�

3

gilt:

((R

�

1

� S

�

2

)

�

12

� T

�

3

)

�

=

X

�

23

^

�

12

^

�

23

W (�

1

�

2

��

3

;�

12

�

23

) (R

�

1

� (S

�

2

� T

�

3

)

�

23

)

�

: (B.10)

F

�

ur die Racah-Koe�zienten W (abcd; ef) gelten folgende Relationen:

W (abcd; ef) = W (badc; ef) = W (acbd; fe); (B.11)

W (abab; f0) =W (aabb; 0f) = (�1)

a+b�f

â

�1

^

b

�1

; (B.12)

W (aabb; fa + b) =

^

f

�2

< aaa�ajf0 >< bbb �bjf0 > : (B.13)

Tensorzust

�

ande

j�ii bezeichnet einen Tensorzustand der Tensorstufe �. Dieser Tensor be-

sitzt (2� + 1)-Komponenten. Die �-te Komponente wird geschrieben als

(j�ii)

�

� j��i.

Tensorzust

�

ande verhalten sich wie Tensoroperatoren, daher gilt:

(R

�

1

� j�

2

ii)

�

�

=

X

�

1

;�

2

< �

1

�

2

�

1

�

2

j�� > R

�

1

�

1

j�

2

�

2

i: (B.14)

Adjungierte Zust

�

ande:

(hh�j)

�

� h��j und (hh

�

�j)

�

� (�1)

�+�

h���j: (B.15)

Der Tensorzustand hh

�

�j transformiert sich wie ein Tensor der Stufe �, hh�j

hingegen nicht.

Erwartungswerte

F

�

ur zwei Zust

�

ande jx��i, jy�

0

�

0

i gilt:

hx��jy�

0

�

0

i =

^

�

�1

(�1)

�2�

(hhx

�

�j � jy�

0

ii)

0

= �

xy

�

��

0

�

��

0

: (B.16)

Erwartungswert eines Tensoroperators:

h�

1

�

1

jW

�

�

j�

2

�

2

i =< ��

2

��

2

j�

1

�

1

> h�

1

�

1

j(W

�

� j�

2

ii)

�

1

�

1

: (B.17)
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Wendet man Gleichung (B.16) auf Gleichung (B.17) an und schreibt au�erdem

den CG-Koe�zienten um, ergibt sich:

h�

1

�

1

jW

�

�

j�

2

�

2

i = (�1)

�+�

2

�3�

1

^

�

�1

1

< ��

2

��

2

j�

1

�

1

> (hh

�

�

1

j �W

�

� j�

2

ii)

0

:

(B.18)

Wigner-Eckhardt-Theorem

h�

1

�

1

jW

�

�

j�

2

�

2

i =

^

�

�1

1

< �

2

��

2

�j�

1

�

1

> h�

1

jjW

�

jj�

2

i; (B.19)

h�

1

jjW

�

jj�

2

i ist das reduzierte Matrixelement, welches von den Projektions-

quantenzahlen �

1

, �

2

und � unabh

�

angig ist.

Aus den Gleichungen (B.19) und (B.18) folgt die Relation:

(hh

�

�

1

j �W

�

� j�

2

ii)

0

= (�1)

3�

1

��

2

��

h�

1

jjW

�

jj�

2

i: (B.20)

Multipolentwicklung

Zur Bestimmung von Multipolentwicklungen von Produktfunktionen aus zwei

Y

lm

sind folgende Identit

�

aten sehr hilfreich:

hl

1

m

2

jY

LM

jl

2

m

2

i =

Z

Y

�

l

1

m

1

(#; ')Y

LM

(#; ')Y

l

2

m

2

(#; ') d
 =

(�1)

�m

1

 

(2l

1

+ 1)(2L+ 1)(2l

2

+ 1)

4�

!

1

2

 

l

1

L l

2

0 0 0

! 

l

1

L l

2

�m

1

M m

2

!

(B.21)

Die dabei auftretenden 3j-Symbole sind wie folgt de�niert:

 

j

1

j

2

j

3

m

1

m

2

m

3

!

= (�1)

j

1

�j

2

�m

2

^

j

�1

3

< j

1

j

2

m

1

m

2

jj

3

�m

3

> : (B.22)

Am Ende dieser kurzen Zusammenfassung

�

uber SU(2)-Kopplungsrelationen

soll noch auf eine Referenz zur Berechnung von Clebsch-Gordan-Koe�zienten

hingewiesen werden. In der Arbeit von K. Schertler [ST96] wird eine sehr in-

tuitive Methode vorgestellt, um diese Koe�zienten zu berechnen. Diese unter-

scheidet sich grundlegend von den Standardmethoden [Me79, Ed64, Ro57] und

beleuchtet eine ganz neue Interpretation dieser Entwicklungskoe�zienten.



Anhang C

Strommatrixelemente

Die Berechnung von Grundzustands

�

ubergangsmatrixelementen der Form

h�~�

�

j a

y

i

a

m

j��

�

i (C.1)

mit Hilfe des Tensors T

��


aus Abschnitt 2.5 ist prinzipiell m

�

oglich, erfordert

jedoch gr

�

o�eren Aufwand. Nutzt man hingegen direkt die explizite Darstellung

der verschiedenen Nukleongrundzustandskon�gurationen, erh

�

alt man leicht

nachfolgende Relationen. Die Notation entspricht der in Abschnitt 2.5.

Proton

a

1

jp "i =

1

p

18

(�j23i � j32i+ 2 j14i+ 2 j41i)

a

2

jp "i =

�1

p

18

(j13i+ j31i)

a

3

jp "i =

�1

p

18

(j12i+ j21i)

a

4

jp "i =

2

p

18

j11i

a

1

jp #i =

1

p

18

(j24i+ j42i)

a

2

jp #i =

1

p

18

(j14i+ j41i � 2 j23i � 2 j32i)

a

3

jp #i =

�2

p

18

j22i

a

4

jp #i =

1

p

18

(j12i+ j21i) (C.2)
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Neutron

a

1

jn "i =

1

p

18

(j34i+ j43i)

a

2

jn "i =

�2

p

18

j33i

a

3

jn "i =

1

p

18

(j14i+ j41i � 2 j23i � 2 j32i)

a

4

jn "i =

1

p

18

(j13i+ j31i)

a

1

jn #i =

�2

p

18

j44i

a

2

jn #i =

�1

p

18

(j34i+ j43i)

a

3

jn #i =

�1

p

18

(j24i+ j42i)

a

4

jn #i =

1

p

18

(�j23i � j32i+ 2 j14i+ 2 j41i)

(C.3)

Mit Hilfe dieser Relationen ist es nun sehr leicht, unter Ausnutzung der Ortho-

gonalit

�

at der einzelnen Zust

�

ande, die Strommatrixelemente zu bestimmen.



Anhang D

Numerov-Verfahren

Das Numerov-Verfahren dient zum L

�

osen von Di�erentialgleichungen des fol-

genden Typs, welche keine ersten Ableitungen enthalten [AF66]:

f

00

(x) = w(x)f(x): (D.1)

Wie im Kapitel 2 gezeigt, kann man das L

�

osen der Dirac-Gleichung f

�

ur

sph

�

arischsymmetrische Systeme auf eine solche Di�erentialgleichung redu-

zieren. In den nachfolgenden Abschnitten wird die Rekursionsformel des

Numerov-Verfahrens hergeleitet und danach noch die konkrete Anwendung des

Vefahrens beschrieben. In diesem Zusammenhang sind besonders die Wahl der

Randbedingungen sowie das Gew

�

ahrleisten der Stetigkeit von besonderer Be-

deutung.

D.1 Herleitung des Verfahrens

Entwickelt man f(x) in einer Umgebung von x in einer Taylorreihe, erh

�

alt man

folgende zwei Gleichungen:

f(x+ h) = f(x) + hf

0

(x) +

h

2

2

f

00

(x) +

h

3

6

f

000

(x) +O(h

4

);

f(x� h) = f(x)� hf

0

(x) +

h

2

2

f

00

(x)�

h

3

6

f

000

(x) +O(h

4

): (D.2)

Additiert man nun die beiden Gleichungen, erh

�

alt man:

f(x+ h) + f(x� h) = 2f(x) + h

2

f

00

(x) +

h

4

12

f

0000

+O(h

6

): (D.3)
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Entwickelt man f

00

(x) analog und setzt es in die obige Formel ein, folgt:

f(x+ h) + f(x� h) =

2 f(x) +

5

6

h

2

f

00

(x) +

1

12

h

2

(f

00

(x + h) + f

00

(x� h)) +O(h

6

): (D.4)

Mit Hilfe der Di�erentialgleichung f

00

(x) = w(x)f(x) kann man alle Ablei-

tungsterme ersetzen und erh

�

alt eine einfache Rekursionsformel f

�

ur f(x) der

Ordnung O(h

6

). De�niert man eine neue Funktion

�(x) � f(x)�

h

2

12

f

00

(x) = f(x)(1�

h

2

12

w(x)); (D.5)

kann die Rekursionsformel in nachfolgende Form gebracht werden. Dies hat

den Vorteil, da� das Vefahren schneller ist [AF66]:

�(x+ h) = 2 �(x)� �(x� h) +

h

2

w(x)

1�

h

2

12

w(x)

�(x) +O(h

6

): (D.6)

Zum Starten der Rekursion ben

�

otigt man zwei Startwerte, n

�

amlich �(x) und

�(x� h).

D.2 Anwendung auf Dirac-Gleichung

Will man eine sph

�

arischsymmetrische Dirac-Gleichung l

�

osen, reduziert sich das

Problem auf den Radialanteil, wie in Kapitel 2.2 gezeigt.

An Stelle eines Anfangswertproblems hat man es hier mit einem Randwertpro-

blem zu tun. Sucht man eine L

�

osung im Intervall [0; r

max

], f

�

angt man an an

beiden Intervallgrenzen nach innen zu integrieren (Shooting-Verfahren). Das

Veri�zieren der L

�

osung geschieht mittels Stetigkeitsbedingungen von F (r) und

F

0

(r) an einer Zwischenstelle. Auf die Details wird in den n

�

achsten Abschnitten

eingegangen.
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D.3 Randbedingungen und Normierung

Da man neben den Stetigkeitsbedingungen auch noch eine Normierungsbedin-

gung zu erf

�

ullen hat, kann man seine Startbedingungen fast frei w

�

ahlen. Nur

f

�

ur den Ursprung mu� die Funktion F (r) (siehe Kapitel 2.2) verschwinden. F

�

ur

die Startwerte w

�

ahlt man:

F (0) = 0;

F (h) = a;

F (r

max

) = b

1

;

F (r

max

� h) = b

2

: (D.7)

Um das Verfahren noch zu stabilisieren, ist es sinnvoll, die Startwerte a, b

1

und b

2

so zu w

�

ahlen, da� bereits die Asymptotik der L

�

osung physikalisch rich-

tig wiedergegeben wird, d. h. im Au�enbereich expotentiell abfallend und im

Ursprung Drehimpulsrelationen ber

�

ucksichtigend. Der Grund f

�

ur diese Sta-

bilisierung l

�

a�t sich leicht erkl

�

aren. Die allgemeine L

�

osung der Dgl. enth

�

alt

sowohl im Innenbereich als auch im Au�enbereich divergierende Terme, die

schon nach wenigen Iterationsschritten die L

�

osung dominieren. Durch das An-

setzen mit der richtigen Asymptotik kann man diese dominierenden L

�

osungen

l

�

anger unterdr

�

ucken und somit das Vefahren stabilisieren.

D.4 Stetigkeitsbedingungen

Wie bereits erw

�

ahnt, mu� die L

�

osung stetig in F und F

0

sein. Um diese

Bedingung zu

�

uberpr

�

ufen, w

�

ahlt man g

�

unstigerweise den Punkt, in dem die

Wellenfunktion in den expotentiellen Abfall

�

ubergeht. Dies passiert an der

Stelle, f

�

ur die w(x) = 0 gilt. Au�erdem mu� an diesem Punkt gelten:

N

1

F

innen

(x) = N

2

F

au�en

(x);

N

1

F

0

innen

(x) = N

2

F

0

au�en

(x): (D.8)

Ersetzt man die Funktions- und Ableitungswerte durch Ausdr

�

ucke wie in (D.2),

kann man die beiden o. a. Bedingungen in folgende Ausdr

�

ucke umschreiben:
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N

1

F

innen

(x� h) = N

2

F

au�en

(x� h);

N

1

F

innen

(x + h) = N

2

F

au�en

(x+ h): (D.9)

Damit dieses Gleichungssystem eine L

�

osung hat, mu� die dazugeh

�

orige Deter-

minante verschwinden. Dies l

�

a�t sich leicht nachpr

�

ufen. Wenn dies erf

�

ullt ist,

ist nur noch das Verh

�

altnis der Normierungskonstanten

N

1

N

2

zu bestimmen. Die

komplette L

�

osung kann danach noch einer beliebigen Normierung unterzogen

werden.
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