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Kapitel 1

Einleitung

Es ist eine bekannte Tatsache, dass sich die Eigenschaften von Teilchen veran-
dern, wenn sie sich in einem Medium befinden. Die Wechselwirkung mit den
anderen Teilchen verursacht in der Regel Modifikationen in Masse und Breite der
Teilchen. Zur Untersuchung dieser Modifikationen 1aft sich die Spektralfunktion
heranziehen. Sie gibt Auskunft {iber das Spektrum der moglichen Energien ei-
nes Teilchens mit gegebenem Impuls. Daher enthélt sie alle Informationen iiber
Masse und Breite des Teilchens und eignet sich sehr gut zur Beschreibung von
In-Medium-Eigenschaften.

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit der Spektralfunktion von Quarks in
unendlich ausgedehnter Quarkmaterie. Es soll untersucht werden, wie sich die Ei-
genschaften von Quarks im Medium verédndern. Damit wird physikalisches Neu-
land beschritten, denn bisher existieren nur stérungstheoretische Rechnungen fiir
sehr hohe Temperaturen und Dichten. Bei den Nukleonen sieht die Situation
vollig anders aus. Die Eigenschaften von Nukleonen in Kernmaterie sind mittler-
weile gut verstanden. Es gibt eine Vielzahl von theoretischen Ansétzen, die zu
iibereinstimmenden Ergebnissen fiir die Spektralfunktion kommen.

Der Ausgangspunkt dieser Arbeit ist das Modell von Lehr et al. [Ce00]. Es han-
delt sich dabei um ein Modell zur Berechnung der Nukleon-Spektralfunktion,
das von einigen einfachen Annahmen ausgeht. Die Wechselwirkung zwischen den
Nukleonen wird in diesem Modell durch eine Punktwechselwirkung mit konstan-
ter Kopplung beschrieben, Streuprozesse werden in der Bornschen Néherung be-
trachtet. Durch die Verwendung der vollen Propagatoren in der Stérungsentwick-
lung ergibt sich ein vollsténdig selbstkonsistentes Modell, in dem die In-Medium-
Eigenschaften der Nukleonen konsequent beriicksichtigt werden.

Die Spektralfunktion wird in diesem Modell durch iterative Rechnungen be-
stimmt. Aufgrund der vereinfachenden Annahmen fiir die Wechselwirkung wer-
den die Ergebnisse im Wesentlichen die Eigenschaften des zugrunde liegenden
Phasenraums wiedergeben. Es zeigt sich, dass die Resultate trotzdem sehr gut
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2 Kapitel 1. Einleitung

mit experimentellen Daten [dA91)] und duRerst aufwindigen ’state-of-the-art’-
Rechnungen aus der Vielteilchentheorie |[BH] tibereinstimmen. Besonders iiberra-
schend ist, dass es mit nur einem freien Parameter gelingt, den Hochimpulsanteil
in der Impulsverteilung der Nukleonen zu beschreiben.

Diese Ergebnisse legen zwei Schlussfolgerungen nahe. Zum einen scheinen Phasen-
raumeffekte die Eigenschaften der Nukleon-Spektralfunktion zu bestimmen. Zum
anderen sieht es so aus, als sei die genaue Struktur der Wechselwirkung relativ un-
wichtig, solange die Rechnungen selbstkonsistent durchgefiihrt werden. Ahnliche
Erfahrungen wurden auch bei der Untersuchung der thermodynamischen Konsis-
tenz von Rechnungen fiir Kernmaterie gemacht [Bz01]|. Es zeigte sich dort, dass
eine selbstkonsistente T-Matrix-Naherung die thermodynamischen Eigenschaften
wesentlich besser beriicksichtigt als andere géngige Verfahren.

In dieser Arbeit wird nun die Annahme gemacht, dass fiir die Berechnung der
Quark-Spektralfunktion dhnliche Bedingungen gelten. Es ist dann moglich, das
Konzept des Lehrschen Modells zu tibernehmen und darauf ein Modell fiir Quarks
aufzubauen.

Im Prinzip sind nur wenige Verdnderungen am bestehenden Modell notwendig.
Zunéchst muss der niedrigen Masse der Quarks Rechnung getragen werden. Die-
se macht es erforderlich, relativistisch zu arbeiten. Da es sich bei den Quarks
um Fermionen mit Spin % handelt, die durch Dirac-Spinoren beschrieben wer-
den, fithrt das gleichzeitig zu einer komplizierteren Struktur der Spektralfunkti-
on. Auch diese erhélt eine Spinorstruktor, die sich in verschiedene Komponenten
unterschiedlicher Bedeutung zerlegen lasst. Wie sich zeigen wird, ist es zunéchst
ratsam, einige einschrénkende Annahmen zu machen. Um zu untersuchen, ob
das Modell sinnvolle Ergebnisse liefert, ist es nicht notwendig, die vollstandige
Spinorstruktur der Spektralfunktion zu beriicksichtigen.

Die Wechselwirkung zwischen den Quarks lésst sich durch das SU(2)-Nambu—
Jona-Lasinio-Modell (NJL-Modell) beschreiben. Die Lagrange-Dichte dieses Mo-
dells besitzt die gleichen Symmetrien wie die der Quantenchromodynamik (QCD),
die Wechselwirkung wird aber durch eine Punktwechselwirkung mit konstanter
Kopplung beschrieben. Diese effektive Quark-Quark-Wechselwirkung entspricht
also in etwa der Néaherung, die bei den Nukleonen gemacht wurde.

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, auf dieser Basis ein funktionierendes
Modell zu entwickeln, das die selbstkonsistente Berechnung der Quark-Spektral-
funktion gestattet. Die Arbeit gliedert sich wie folgt:

Im zweiten Kapitel werden alle Grofien vorgestellt, mit denen das Modell arbeiten
soll. Der Schwerpunkt liegt darauf, die Bedeutung dieser Grofien zu erklaren und
zu zeigen, wie sie miteinander zusammenhédngen. Im dritten Kapitel wird das
Modell von Lehr et a. zusammen mit einigen Ergebnissen vorgestellt, die
die gute Ubereinstimmung mit den Daten zeigen.



Das vierte Kapitel diskutiert ausfiihrlich die Veranderungen, die am Modell fiir
Nukleonen vorgenommen werden miissen, um Quarks damit zu beschreiben. Zum
einen wird auf die Struktur der relativistischen Spektralfunktion eingegangen,
zum anderen wird das NJL-Modell vorgestellt, das die Wechselwirkungen zwi-
schen den Quarks beschreiben soll. Im fiinften Kapitel werden die einzelnen Kom-
ponenten dann fertig gestellt und zu einem abgeschlossenen Modell zusammen-
gefasst.

Im sechsten Kapitel wird untersucht, welche Voraussagen einfache Phasenraum-
betrachtungen iiber die Zerfallsbreite machen. Die so gewonnenen Erkenntnisse
werden sich bei der Interpretation der Quark-Spektralfunktion als niitzlich erwei-
sen. Die Ergebnisse der numerischen Rechnungen finden sich schlieflich in Kapitel
7. Da Vergleichsdaten aus Theorie und Experiment fehlen, muss sich Diskussion
der Ergebnisse auf den Vergleich mit den Phasenraumvorhersagen und eine Va-
riation der freien Parameter beschrianken. Zusammenfassung und Ausblick finden
sich in Kapitel 8.

Anhang A beschreibt die Konventionen, die in dieser Arbeit verwendet wurden.
Die iibrigen Anhénge vertiefen bestimmte Sachverhalte, die im Verlauf der Arbeit
von Interesse sind. In Anhang B wird das Verhalten der relativistischen Spektral-
funktion unter verschiedenen Symmetrietransformationen diskutiert, Anhang C
gibt eine kurze Einfiihrung in die Stérungstheorie im thermodynamischen Gleich-
gewicht.
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Kapitel 2

Grundbegriffe

Bevor das eigentliche Modell vorgestellt wird, sollen zunéchst die einzelnen Bau-
steine betrachtet werden. Wir beginnen mit den Greensfunktionen. Aus diesen
erhélt man mit geringem Aufwand die Spektralfunktion. Ein ganz &hnlicher Zu-
sammenhang besteht zwischen Selbstenergie und Breite, die wir anschliefsend un-
tersuchen. In diesem Kapitel werden die genannten Grofen und ihre Bedeutung
in der Feldtheorie vorgestellt. Dabei wird nicht aufser Acht gelassen, dass wir ein
Modell fiir endliche Temperaturen konstruieren wollen. Sofern nichts anderes ge-
sagt wird, setzen wir voraus, dass wir uns im thermodynamischen Gleichgewicht

befinden.

2.1 Erwartungswerte bei endlichen Temperaturen

Unsere Betrachtungen sollen bei endlichen Temperaturen durchgefiihrt werden.
Es ist daher notwendig, den Begriff des Erwartungswerts in Form eines Ensem-

blemittels zu definieren [Dag, PH].

Um das statistische Verhalten eines Systems im thermodynamischen Gleichge-
wicht zu untersuchen, muss ein dem Problem angemessenes Ensemble gewéhlt
werden. Zunéchst definiert man die Dichtematrix p fiir das System:

p(B) = e M (2.1)

Dabei steht § fiir die inverse Temperatur (8 = 1/kgT); H kann als ein verall-
gemeinerter Hamilton-Operator fiir das gewidhlte Ensemble aufgefasst werden.
Unter Verwendung der Dichtematrix wird die Zustandssumme des Systems ein-
gefiihrt:

Z(B) = Trp(B) = Tre "%, (2.2)

5



6 Kapitel 2. Grundbegriffe

Hierbei ist mit "Tr’ die Spur iiber die Erwartungswerte beziiglich aller Zustande
einer vollstandigen Basis gemeint.

Aus der Dichtematrix und der Zustandsumme léft sich nun das Ensemblemittel
fiir eine Observable O konstruieren:

(0) = Z7H(B)Tep(B)0 = ——1 (2.3)
In Anbetracht der Fragestellung dieser Arbeit ist es zweckméfig, mit einem grofs-
kanonischen Ensemble zu arbeiten. Dieses wird durch die makroskopischen Gro-

fsen Temperatur und chemisches Potential charakterisiert. H nimmt die folgende
Form an:

H =H — uN. (2.4)

Dabei ist H der gewohnliche Hamilton-Operator, N der Teilchenzahloperator und
1 das chemische Potential. Das Ensemblemittel eines grofkanonischen Ensembles
hat somit die folgende Gestalt:

Tre—BH=1N)
Tre*ﬁ(H*/‘N) ’

(0) =

(2.5)

Wenn in den folgenden Kapiteln vom Erwartungswert im thermodynamischen
Gleichgewicht ( () ) die Rede ist, dann ist damit stets dieser Ausdruck gemeint.

Da im Anhang auch Systeme im Nichtgleichgewicht betrachtet werden, sei die
Bedeutung des Erwartungswerts fiir solche Félle kurz erwdhnt. Man betrachtet
in der Regel die zeitliche Entwicklung eines Systems, dessen Anfangszustand zu
einer Zeit to durch eine Dichtematrix piia festgelegt wird. Die Bezeichnung
(-) gibt dann den Erwartungswert beziiglich des Anfangszustandes wieder. Die
Definition erfolgt analog zu (B.3) :

2 Trpinitialé
Onone uil. = /(1 - 2.6
< > aut Trpinitial ( )

2.2 Greensfunktionen

Greensfunktionen zur Beschreibung von Vielteilchensystemen wurden 1955 von
Matsubara eingefithrt [Ma53|. Martin und Schwinger entwickelten auf dieser Ba-
sis weiter gehende Techniken zur Behandlung von Vielteilchensystemen (Martin-
Schwinger Hierarchie) [Mt59]. In den Greensfunktionen waren nur rein imaginére
Zeitargumente zuléssig, ihre Anwendung war daher auf Systeme im thermodyna-
mischen Gleichgewicht beschrénkt.
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1962 stellten Kadanoff und Baym eine vollstindige In-Medium-Feldtheorie vor,
die auf diesen Techniken basierte [KB]. Es gelang ihnen auch die analytische Fort-
setzung von imagindren hin zu reellen Zeiten. Dadurch war es moglich, Systeme
im Nichtgleichgewicht zu beschreiben.

In etwa zur selben Zeit entwickelte Schwinger die Darstellung der Greensfunktio-
nen fiir reelle Zeiten [Sch6]]. Diese werden auf einer Kontur entlang der Zeitachse
definiert und deshalb auch als pfadgeordnete Greensfunktionen bezeichnet.

Der Matsubara-Formalismus stellt einen einfachen Zugang zu den statischen Ei-
genschaften eines System im Gleichgewicht wie Dichte, Druck und Entropie dar.
Weil er keine reellen Zeiten zulésst, ist es aber nicht moglich, mit ihm dynamische
Probleme zu behandeln. Bei einem Streuprozess im Wéarmebad beispielsweise be-
schreibt ein Propagator die Reaktion des Systems, wenn ein Teilchen an einem
Raum-Zeit-Punkt ins System gesetzt und an einem anderen Punkt wieder ent-
fernt wird.

Im Realzeit-Formalismus dagegen lassen sich solche dynamische Prozesse vollig
problemlos beschreiben. Wir werden daher in den folgenden Kapiteln mit die-
sem Ansatz arbeiten. Da nicht vorausgesetzt werden kann, dass die damit ver-
bundenen Techniken allgemein bekannt sind, wird die Storungsentwicklung im
thermodynamischen Gleichgewicht in Anhang [J ausfiihrlich diskutiert.

2.2.1 Uberblick

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, um ein Vielteichensystem identischer Fer-
mionen zu beschreiben. Am einfachsten geschieht dies in der Teilchenzahldar-
stellung (zweite Quantisierung). Man fithrt Feldoperatoren ein, die bestimmte
Anti-Vertauschungsrelationen erfiillen, und erhélt eine Darstellung, in der die
Antisymmetrie der Zustdnde gegeniiber Teilchenvertauschung intrinsisch enthal-
ten ist.

Der Einfachheit halber wird im Folgenden ein nichtrelativistisches System von
Fermionen betrachtet, in dem nur Zweiteilchen-Wechselwirkungen auftreten. Der
Hamilton-Operator hat dann in der Heisenberg-Darstellung (zeitunabhéngige Zu-
stande, zeitabhingige Operatoren) die folgende Gestalt:

H) — [ e~ ) vulo

+p [ [ @l @0 @OV E - Do ovaE . (@7



8 Kapitel 2. Grundbegriffe

Die auftretenden Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren @UL(f, t) und Yy (Z,t)
erfiillen die folgenden Anti-Vertauschungsrelationen:

(T, OV (T, 1) + 0k (G, OYu (T, t) = 8(F — )
¢H<f7 t)@DH(:J, t) +¢H(ga t)wH(f7 t) =0 (28>
Ol (@ OVL () + vl (G v, (@) = 0.

Um die zeitliche Entwicklung eines gegebenen Systems zu untersuchen, konnen
wir nun aus diesen Operatoren Greensfunktionen konstruieren. Diese enthalten

alle dynamischen Informationen des Systems und sind daher die fundamentalen
Grofen der Theorie.

Wenn man sich mit dem Grundzustand eines Systems beschéaftigt, betrachtet man
in der Regel die zeitgeordnete (chronologische) Einteilchen-Greensfunktion ¢¢:

ig°(Z1, 1, T, ta) = (T [V (1, 1)Vl (T2, ta)]). (2.9)

T¢ ist der chronologische Zeitordnungsoperator, der Operatoren in der Reihenfol-
ge ihrer zeitlichen Argumente so ordnet, dass der Operator mit der niedrigsten
Zeit ganz rechts steht. Fiir Fermionen ergibt sich zusétzlich ein Faktor (—1), wenn
es sich bei der zeitgeordneten Reihenfolge der Operatoren um eine ungerade Per-
mutation der urspriinglichen Reihenfolge handelt:

rideBe) ={ G0N G 210

Fiir die weiteren Uberlegungen ist es notwendig, zwei nichtzeitgeordnete Greens-
funktionen einzufithren. Wir zerlegen ¢¢ in die Korrelationsfunktionen ¢~ und

9=
gc(fhtl)fQth) - @(tl _t2)9>(fl7t1752at2>
+@(t2 —tl)g<(fl,t1,fz,t2) (211)
mit
—ig~(Z1,t1, To, t) = <wL(f2at2)¢H(fl>tl)> (2.12)
197 (Z1,t1, T, t) = <¢H(flatl)¢}{(f2>t2)>- (2.13)

2.2.2 Die Bedeutung von ¢~ und g*

Bei der Betrachtung von —ig< ist festzustellen, dass man fiir ¢{; = ty gera-

de die Einteilchen-Dichtematrix erhalt. Setzt man zusétzlich 7y = 2, liefert

—ig=(&,t1, 71, t1) die rdumliche Dichte der besetzten Zustande (Teilchendichte):
_ig<(flatlaflatl> - <w;[(flatl)¢H(flatl)>

= (u(Z1, 1)) = n(Z1, t). (2.14)
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Nun fithren wir die relativen Koordinaten t = t; —ty, T = (t; +t3)/2, 7 = &1 — ¥
und R = (#1 + Z3)/2 ein und driicken ¢< in Abhéngigkeit von diesen Groéfen aus:

—ig<(F t; R,T) = (W (R — 7/2,T — t/2)yu(R + 7/2, T + t/2)).  (2.15)

Die Dichtematrix hat dann die Form —ig=<(7,0; R,T ). Durch eine Fourier-Trans-
formation in der Relativkoordinate 7" erhélt man die Wigner-Funktion. Diese kor-
respondiert[] zu einer klassischen Teilchendichte in Orts- und Impulsraum (Weyl-

Postulat [We]):
FERT) = / Pre= Pl (R — 72, TV (B + 7/2,T)). (2.16)

Wird stattdessen die vollstdndige Greensfunktion g=<(7,t; R, T) in beiden Rela-
tivkoordinaten 7 und ¢ transformiert (bei festem R und T'), dann ergibt sich als
Ergebnis so etwas wie eine verallgemeinerte Wigner-Funktion:

—

—ig<(w,p: R, T) = /dgr/dte_iﬁF+i“t(—z’)g<(F,t; R, T). (2.17)

Nach dem bisher Gesagten ist klar, dass auch diese Funktion zu einer Dichte
korrespondiert. In der Tat beschreibt —ig<(w,p; R,T) eine Dichteverteilung in
Orts- und Impulsraum sowie in der Energie.

In &hnlicher Weise ldsst sich nun die Greensfunktion g~ betrachten:

ig” (T, 1, T, 1) = (Vi (T1, 01) 0], (Ta, 1)) (2.18)

Fiir t; = ty entspricht ig” der rdumlichen Dichte der unbesetzten Zustdnde,
die fiir das Hinzufiigen eines zusétzlichen Teilchens zur Verfiigung stehen (Loch-
dichte). Entsprechend korrespondiert die Fourier-Transformierte in den relativen
Koordinaten 7 und t, ¢~ (w, p; R, T'), zu einer Dichte freier Zusténde in Orts- und
Impulsraum sowie der Energie.

Der Hamilton-Operator (R.7) ist translations- und rotationsinvariant. In dem Mo-
dell, das wir entwickeln wollen, wird ein unendlich ausgedehntes System im ther-
modynamischen Gleichgewicht betrachtet. Unter diesen Umstédnden héngen die
Greensfunktionen nicht von den Schwerpunktskoordinaten R und T ab. AuRer-
dem besteht nur noch eine Abhéngigkeit vom Betrag der Relativkoordinate 7.

Anstelle von ¢Z(7,t; R, T) und g=2(w,p: R,T) geniigt es dann, die Ausdriicke
g2(r,t) bzw. g2(w,p) zu betrachten:

'An dieser Stelle ist Vorsicht geboten. Im Allgemeinen muss f nicht positiv definit sein
und kann daher nicht einfach als klassische Dichte aufgefasst werden. Im thermodynamischen
Gleichgewicht ist aber sichergestellt, dass f immer positiv definit ist.
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—ig=(w,p) — mittlere Dichte der besetzten Zusténde in Energie-
und Impulsraum (Teilchendichte)

ig” (w,p) — mittlere Dichte der unbesetzten Zustande in Energie-
und Impulsraum (Lochdichte)

Eine wichtige Beziehung zwischen den beiden Greensfunktionen g~ und g< erhélt
man aus den Anti-Vertauschungsrelationen fiir die Feldoperatoren (2.§):

ilg” (r1,0) — g~(r2,0)] = 6(71 — 72). (2.19)

2.3 Spektralfunktion

Wie der Name bereits nahe legt, soll die Spektralfunktion Informationen iiber
die spektrale Verteilung der moglichen Energien eines Teilchens bei gegebenem
Impuls liefern. Sie korrespondiert daher zur Zustandsdichte in Energie- und Im-
pulsraum.

Im Falle von nichtwechselwirkenden Teilchen ist zu erwarten, dass die Spektral-
funktion proportional zu einer §-Funktion ist, die Energie und Impuls miteinander
verkniipft. Bei einem System von wechselwirkenden Teilchen sollte die Spektral-
funktion allerdings die Form einer kontinuierlichen Verteilung annehmen.

Aus den letzten Abschnitten ist die mittlere Dichte der besetzten Zusténde,
—ig=(w,p), sowie die mittlere Dichte der unbesetzten Zusténde, ig”(w,p), be-
kannt. Die Dichte aller verfiigharen Zusténde ergibt sich gerade als Summe iiber
ig” und —ig<. Das fiihrt zur Definition der Spektralfunktion:

A(w,p) =ilg” (w,p) — g~ (w, p)]. (2.20)

Es lasst sich leicht zeigen, dass die Spektralfunktion bei festgehaltenem p normiert
ist. Dies folgt direkt aus den Anti-Vertauschungsrelationen fiir die Feldoperatoren

Vi, t) und Pl (1) (vgl. @I9)):

Awn) =[Gl - g

dt5(T)5(t) = 1. (2.21)
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Nun sollen die Dichten +ig2 durch die Spektralfunktion ausgedriickt werden.
Ganz allgemein lasst sich schreiben:

—ig~(w,p) = Alw,p)f(w,p) (2.22)

tg (wap> = A(w7p)[1_f<wap)]7 (223)

wobei die Funktion f(w,p) durch diese Gleichungen definiert wird.

Fiir die Giiltigkeit dieser Zerlegung spielt die explizite Form von f(w, p) zunéchst
keine Rolle. Man erhélt vollig unabhéngig von f(w,p) die Definition der Spek-
tralfunktion, wenn man beide Gleichungen addiert.

Aus physikalischer Sicht ist jedoch sofort klar, welche Bedeutung f(w,p) haben
muss. f(w,p) verkniipft die Dichte aller Zustédnde mit der Dichte der besetzten
Zusténde, (1 — f(w,p)) verkiipft die Dichte aller Zustédnde mit der Dichte der
unbesetzten Zustidnde. Es liegt also nahe, f(w,p) mit der Besetzungswahrschein-
lichkeit fiir einen Zustand mit Energie w und Impuls p zu identifizieren.

Im thermodynamischen Gleichgewicht héngt die Besetzungswahrscheinlichkeit
nur von der Energie und nicht mehr vom Impuls ab. Im Falle von Fermionen
wird f(w,p) dann zur bekannten Fermi-Verteilung:

1

= (2.24)

f(w,p) = np(w)

Diese Beziehung lésst sich auch explizit berechnen. Dazu zeigt man [KB, Bo9d],
dass im Gleichgewicht folgende Beziehung zwischen ¢~ und ¢g< gilt:

9" (w,p) = —?@r) g=(w, p). (2.25)

Man erhélt diesen Ausdruck durch die gezielte Ausnutzung der Eigenschaften des
in Gleichung () definierten Erwartungswertes. Entscheidend sind die explizite
Form des Dichteoperators, der einem Zeitentwicklungsoperator dhnelt, und die
zyklische Invarianz der auftretenden Spur. Eine detaillierte Rechnung findet sich

B

beispielsweise in [KB].

Wird (B:29) in die Definition der Spektralfunktion eingesetzt, so ergeben sich ge-
rade die Ausdriicke (2:23) und (B.23). Die Funktion f(w,p) ist jetzt allerdings
festgelegt, es gilt f(w,p) = [1 +exp(f(w — wr))] ! = nr(w).

2.4 Selbstenergie

In einem Vielteilchensystem kann es zu Wechselwirkungen zwischen den einzel-
nen Teilchen kommen. Diese Wechselwirkungen beeinflussen die Eigenschaften
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der Teilchen. Durch Stofiprozesse beispielsweise andern sich Energie und Impuls
der Teilchen; die Lebensdauer eines Zustandes w, p ist daher endlich. In der Spek-
tralfunktion fiihrt dies zum Ubergang von J-Funktionen (stabile Zustinde mit
unendlicher Lebensdauer) zu Verteilungen mit einer endlichen Breite.

Als Mafs fiir diese Wechselwirkungen dient die Selbstenergie. Sie ergibt sich aus
dem irreduziblen Anteil der Einteilchen-Greensfunktion und lésst sich diagram-
matisch berechnen. Ganz allgemein kann man die Selbstenergie in zwei Anteile
zerlegen:

S(1,1) = Sue(1,17) + 2u(1, 1), (2.26)

Yt ist der 'mean-field’-Anteil der Selbstenergie. Er enthélt alle Terme, die als
nichtwechselwirkende Teilchen in einem effektiven Potential (mean field), das von
den anderen Teilchen des Systems erzeugt wird, interpretiert werden kénnen. Die
Effekte von Stofsen zwischen den Teilchen des Systems sind in 3. erfasst. Dies ist
der Kollisionsanteil der Selbstenergie.

Nachfolgend werden beide Komponenten untersucht. Bei der stérungstheoreti-
schen Entwicklung beschrianken wir uns jeweils auf die Terme niedrigster Ord-
nung. Zum einen geniigt dies, um die wesentlichen Eigenschaften zu erkennen,
zum anderen wollen wir ein moglichst einfaches Modell konstruieren.

2.4.1 Selbstenergie in der mean-field-Naherung

Die Terme niedrigster Ordnung, die zu X, beitragen, sind die so genannten
Hartree-Fock-Diagramme. Wir betrachten ununterscheidbare Fermionen, daher
treten ein direkter und ein Austauschterm auf. Die zugehorigen Diagramme sind
in Abbildung P.1] dargestellt.

—i¥ur(1,1) = + JJ?S

2 1/ 1

17 1
Abbildung 2.1: Hartree-Fock-Beitrige zur Selbstenergie
Da die Wechselwirkung zwischen den Teilchen zeitlich lokal ist, muss dies auch
fiir die Selbstenergie in der Hartree-Fock-Naherung gelten:
Yur(1,1") ~ 0(ty — tyr). (2.27)

Ein vollstdndiger Ausdruck fiir Xygp folgt aus der Auswertung der Diagramme
gemaf der im Anhang vorgestellten Feynman-Regeln:

EHF(]-, 1/) = [(5(51 — fll)fd3$2V(fl — l_"g)(—l)g(f(fg, tl, fg, tl)
+V(fl - fll)ig()<<f1, tl,fll,tl)] . 5(t1 — tl/).
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Wird die Zweiteilchen-Greensfunktion in der gleichen Néherung (storungstheo-
retische Entwicklung in niedrigster Ordnung) betrachtet, so zeigt sich, dass sie
in zwei Einteilchen-Greensfunktionen faktorisiert. Es treten ein direkter und ein
Austauschterm auf, um der Ununterscheidbarkeit der Teilchen Rechnung zu tra-
gen:

g2(1,2,1",2") ~ go(1,1)g0(2,2") — go(1,2")g0(2,1). (2.28)

In Abbildung ist dieser Ausdruck graphisch dargestellt. Durch ¢»(1,2,1’,2")
wird die Propagation zweier Teilchen von 1’ und 2’ nach 1 bzw. 2 beschrieben. In
der gemachten Naherung ist die Bewegung der einzelnen Teilchen durch unabhén-
gige Einteilchen-Greensfunktion gegeben, eine Wechselwirkung findet nicht statt.
Das bestétigt die Aussage, dass in der mean-field-Naherung nichtwechselwirkende
Teilchen betrachtet werden.

v 1 I 1 1 1

= - >

2/ 2 2/ 2 2/ 2

Q

Abbildung 2.2: Zweiteilchen-Greensfunktion in Hartree-Fock-Néaherung

Das Medium macht sich nur in Form eines Potentials V' bemerkbar. Fiir die
Spektralfunktion bedeutet das, dass sich gegeniiber der Situation fiir freie Teil-
chen lediglich die Energie der einzelnen Teilchen um V' (w, p) verschiebt:

A(w,p) =276 (w — p*/2m) — 270 (w — E(w,p)). (2.29)

Die Lebensdauer der einzelnen Zusténde bleibt unbegrenzt, der Ubergang zu
einer kontinuierlichen Verteilung ist mit einer reinen mean-field-Néherung fiir
die Selbstenergie also nicht zu erreichen. Um eine Verbreiterung der Peaks zu
erhalten, miissen in der Selbstenergie auch Terme héherer Ordnung, die Stofse
zwischen den Teilchen beschreiben, berticksichtigt werden.

2.4.2 Der Kollisionsanteil der Selbstenergie

Durch Stofe kommt es zum Austausch von Energie und Impuls zwischen den
Teilchen. Dadurch ergibt sich eine endliche Lebensdauer fiir die Teilchenzustande
und die Spektralfunktion ist nicht ldnger eine d-Funktion.

Die Terme niedrigster Ordnung, die zum Kollisionsanteil der Selbstenergie bei-
tragen, sind die Born-Diagramme. Wie im Falle der Hartree-Fock-Néherung gibt
es einen direkten und einen Austauschterm. Beide Diagramme sind in Abbildung
R.3 zu sehen.
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2/

2 2/ 1
1 1 2

1/

Abbildung 2.3: Born-Terme der Selbstenergie

Die Anwendung der Feynman-Regeln liefert fiir das direkte Diagramm (die Wech-
selwirkung ist nach wie vor zeitlich lokal) folgenden Beitrag zur Selbstenergie:

EBd 1 1 /dBZ'Q/dS.I'Q/V .1'1 — I’Q)V(l'g/ - 1’1/)
% 190(1,1)90(2.2)00(2's D),y sy 0t (2.30)

Fiir das Austausch-Diagramm ergibt sich:

236(1,1/) = —/d3$2/d3$2/‘/(f1 —fg)V(fQ/ —fll)
x [g0(1,2)g0(2,1) g0 (2, 2)]t2:t17t2,:t1/ ) (2.31)

Wie man sieht, sind diese Terme im Gegensatz zur mean-field-Néherung nicht
mehr zeitlich lokal. In Analogie zu den Greensfunktionen fithren wir die folgende
Zerlegung ein:

¥.(1,2) = O(t; — 2)X7(1,2) + O(ty — t1)2°(1, 2). (2.32)

Die Gleichungen (2.30) und (2.31)) lassen sich leicht so umformen, dass man
Ausdriicke fiir Egd’ pe erhalt. Ist t; grofer als to, so stimmen Ypg4 pe(1,2) mit
Y54 pe(1,2) iiberein. Geht man in (P-30) und (B-31) davon aus, dass ¢; > t,, und

ersetzt entsprechend die Greensfunktionen gy durch Korrelationsfunktionen goz,
so resultieren Gleichungen fiir Egd’ po- Diese gelten unabhangig von ¢; und t,.
Véllig analog erhélt man Gleichungen fiir X3, 5.(1,2), wenn in (2.30) und (B.31))
angenommen wird, dass t; < ty:

S5a(1,1) = /d3$2/d3$2'V(fl — X))V (Zy — Tvr)

< [0 Vg5 (2. 2)97 (2, 2)| (2.33)

to=ty1,tyr=tqs

und

Eée 1 1 = /d3$2/d31‘2/V Q)V(fgl —fll)

x |05 (1,295 (2. 1)95 (2, 2)] L (@239)

to=t1,tyr =ty
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Wir betrachten nun wieder die storungstheoretische Entwicklung der Zweiteil-
chen-Greensfunktion bis zur entsprechenden Ordnung. Zusétzlich zur einfachen
Faktorisierung treten nun Terme auf, die eine Wechselwirkung zwischen den bei-
den Teilchen enthalten. Die im Vergleich zu (P:2§) neu hinzugekommenen Terme
sind in Abbildung dargestellt.

1 1 1 1 1 1

2/ 2 2/ 2 2/ 2
Abbildung 2.4: Zweiteilchen-Greensfunktion

Die Teilchen sind nicht langer unabhéngig, es besteht die Moglichkeit von Stéfen
mit Teilchen aus dem Medium. Auf diese Weise kommt es zum Austausch von
Energie und Impuls, die Lebensdauer der Zustande ist somit begrenzt. Wie grofs
die Lebensdauer ist, hingt von der Haufigkeit der Stofsprozesse ab.

2.4.3 Die Bedeutung von ¥~ und X<

Die Selbstenergien ¥~ und X< besitzen eine einfache physikalische Interpretation
im Sinne von Stofsraten. Um dies zu veranschaulichen, bestimmen wir zunéchst
die Fourier-transformierten Grofen $2(w, p).

Mit den Feynman-Regeln fiir Grofen mit fester Anordnung der Zeitargumente
auf den Zweigen der Kontur, die im Anhang [C.] erldutert werden, erhdlt man:

== S

_ / dwy d®py dws d®ps dwy d3py
B 2m)*r  (2m)* (27

X6 (w 4wy — w3 — wy)[(V(p —p3))* = V(p—p3)V(p — pa)]

><g0<(w2,p2)90>(w3,pg)gﬁ(w4,p4).

(2m)*0(p+ P2 — Ps — D)

Aufgrund der Symmetrie des Integranden und der Integrationsgrenzen beziiglich
p3 und p4 ist innerhalb der Integration die folgende Umformung zuléssig:

V(p—ps)—V(p—ps)]*. (2:35)

N —

(Vip—p3))?=Vp—ps)V(p—ps) =
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w,p w3, P3

w2, P2 W4, P4
Abbildung 2.5: Zu X~ (w, p) korrespondierender Stofiprozess. Die Doppel-

linie trigt den Viererimpuls von X~ iiber die Viererimpulse der einfachen
Linien wird integriert.

Es folgt:

S (w.p) = /dw2 d3py dws dps dw,y d3py
SPT ] Tent Temt o)

X (2m)*0(F + Po — D3 — Pa)0(w + w2 — w3 — wa)
x| M - g5 (wa, p2) g5 (w3, P3) g5 (wa, pa) (2.36)

mit der Abkiirzung [M|?=1[V(p—p3) —V(p— pa)l’.

Wir erinnern uns, dass —ig<(w, p) die mittlere Dichte der besetzten und ig” (w, p)
die mittlere Dichte der unbesetzten Zusténde ist. Wir kénnen i3~ (w, p) daher mit
der totalen Stofsrate fiir ein Teilchen mit Energie w und Impuls p identifizieren:

Ein Teilchen mit Energie w und Impuls p stoft mit einem Teilchen der Energie
wy und Impuls ps. Nach dem Stoft befinden sich die Teilchen in den Zusténden
ws, p3 und wy, ps. Der entsprechende Prozess ist in Abbildung . zu sehen.

Der differentielle Wirkungsquerschnitt fiir diesen Prozess ist in der Bornschen
Niherung proportional zu [V (p— p3) — V (p — p4)]? multipliziert mit §-Funktionen
fiir Energie- und Impulserhaltung wahrend des Stofies. Diese Faktoren treten auch

in (R.36) auf.

Um eine Stofsrate zu erhalten ist es erforderlich, den Wirkungsquerschnitt mit der
Dichte der zu Verfiigung stehenden Stofpartner (gegeben durch —ig<(ws,p2))
sowie mit der Dichte der freien Endzustinde (ig”(ws,p3) und ig” (wy, ps)) zu
multiplizieren.

Die totale Stofsrate resultiert, wenn iiber alle moglichen Impulse und Energien fiir
die Stofpartner und Endzusténde integriert wird. Der Vergleich mit (R.30) zeigt,
i3 (w, p) entspricht tatsdchlich einer totalen Stofrate (’scattering-out’- bzw. Ver-
lustrate).
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w3, P3 w,p

W4, P4 w2, P2

Abbildung 2.6: Zu —iX<(w, p) korrespondierender Stofprozess. Die Doppel-
linie trigt den Viererimpuls von —iX<, iiber die Viererimpulse der einfachen
Linien wird integriert.

Vollig analog betrachtet man nun 3<(w, p):

m,p)i[ . ]

. /d(x)g d3p2 du)g d3p3 dw4 d3p4
N (2m)t 2ot (@)

x(2m)* 6 (P4 Po — Py — Pa)0(w + wy — w3 — wy)
X|M? - g5 (w2, P2)g5 (ws, P3) gy (wa, pa) (2.37)

mit der oben eingefiihrten Abkiirzung |M 2.

Diesen Ausdruck kénnen wir als totale Stofsrate in die Konfiguration w, p hinein
interpretieren (’scattering-in’- bzw. Gewinnrate), Abbildung P.§ zeigt den zu-
gehorigen Prozess. Die Argumentation ist im Wesentlichen die gleiche wie fiir
%7 (w, p):

Zwei Teilchen mit Energie und Impuls ws, p3 bzw. wy, ps4 stofen miteinander und
landen in den Endzustédnden w,p und ws,ps. Der differentielle Wirkungsquer-
schnitt ist der gleiche wie beim umgekehrten Prozess; er héngt nicht von der
Richtung ab, in der die Reaktion abléuft.

Diesmal muss aber mit der Dichte von zwei einlaufenden Teilchen und nur einem
Endzustand multipliziert und dariiber integriert werden, um eine totale Stofrate
zu erhalten. Das entspricht gerade Gleichung (B-37)).

2.4.4 Eigenschaften von X~ und X<

Werden die Korrelationsfunktionen g<(w,p) in (2:36) und (2.37) gemif (2.23)
und (2.23) durch Spektralfunktionen und Fermi-Verteilungen ersetzt, so erhélt
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main:

Y7 (w,p) ~ /"'5(17‘1‘}72 — P — Pu)0(w + wy — w3 — wy)
Xnp(wy)[l — np(w3)][1 — np(w,)] (2.38)

und

Y5 (w,p) ~ /"‘5(17‘1‘]72 — P — Pu)0(w + wy — w3 — wa)
X[1 — np(w)|np(ws)np(wy). (2.39)

Durch die np-Faktoren wird sichergestellt, dass an den Stofsprozessen nur Teil-
chen teilnehmen, die auch tatséchlich im Medium vorhanden sind. Die [1 — ng|-
Faktoren sorgen dafiir, dass nur in unbesetzte Endzustdnde gestreut wird, die
nicht "Pauli-geblockt’ sind. In Verbindung mit der J-Funktion fiir Energieerhal-
tung beim Stofs schrinken diese Faktoren zusétzlich den Bereich ein, in dem die
ein- bzw. auslaufende Energie w liegen darf.

Besonders deutlich wird dies bei der Betrachtung eines Systems mit Temperatur
Null. Die Zusténde unterhalb der Fermi-Energie wr sind dann vollstéandig besetzt,
alle Zustdande, die dariiber liegen, sind unbesetzt. Die Fermi-Verteilung geht in
eine ©-Funktion tber.

Aus der §-Funktion folgt die Bedingung:
W+ wo = w3 + wy.

Damit ¥~ (w, p) # 0 ist, miissen die Voraussetzungen ws < wp sowie wz > wp und
wy > wr erfiillt sein. Einsetzen in obige Bedingung liefert:

W=wWs+ws— Wy > 2Wp —Wp = Wp.

Es werden zwei freie Endzusténde bendtigt. Deren Energie liegt immer oberhalb
von wp. Daher muss die Gesamtenergie der einlaufenden Teilchen mindestens 2w
betragen. Da wo aus dem Medium kommt, ist seine Energie nicht hoher als wg
und die restliche Energie, die von w abgedeckt werden muss, ist mindestens wp.

Soll dagegen X< (w, p) einen endlichen Wert annehmen, miissen gerade die umge-
kehrten Voraussetzungen erfiillt sein. Es folgt:

W=ws3+ws—wy <2Wp —Wrp = Wp.

Die Gesamtenergie der beiden einlaufenden Teilchen aus dem Medium betragt
maximal 2wp. wy muss grofer als wp sein, damit ein freier Endzustand zur Ver-
fligung steht. Fiir die Energie w bleibt daher maximal ein Betrag von wp {ibrig.

Im Falle von T" = 0 verschwindet also ¥~ (w, p) unterhalb der Fermi-Energie wéh-
rend X<(w, p) nur dort endliche Werte annimmt. Beide Ausdriicke verschwinden
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fiir w = wp. Bei endlichen Temperaturen weicht die Fermi-Kante auf, es gibt dann
auch besetzte Zustidnde oberhalb von wr und unbesetzte Zustiande darunter. wp
ist dann keine scharfe Grenze mehr fiir ©<(w, p).

Ein quantitativer Ausdruck fiir diese Aussage ergibt sich, wenn die Beziehung
(B-29) zwischen ¢~ (w, p) und g=(w, p) ausgenutzt wird. Durch Einsetzen in (2-39)
bzw. (B.37) findet man eine Beziehung zwischen X~ (w, p) und 3<(w, p), die der
fiir die Greensfunktionen gleicht:

27 (w,p) = —e”TIN (W, p). (2.40)

Y~ ist oberhalb der Fermi-Energie immer grofer als X<, unterhalb ist es gerade
umgekehrt. Mit zunehmender Entfernung von der Fermi-Energie wird der Unter-
schied zwischen ¥~ und X< immer grofer. Die Temperatur legt fest, wie schnell
der Abfall der einen Funktion gegeniiber der anderen ablauft.

2.4.5 Selbstkonsistente Ausdriicke fiir Y2

Wir haben bisher X< nach den wechselwirkungsfreien Greensfunktionen goz entwi-
ckelt. In die freien Greensfunktionen geht die Spektralfunktion der freien Teilchen
ein ((2.22), (B.23)), also im Prinzip eine §-Funktion, die Impuls und Energie ver-
kniipft. Das &hnelt der Quasiteilchen-Naherung, in der nur der mean-field-Anteil
der Selbstenergie berticksichtigt wird (vgl. (.29)).

Nun wollen wir einen Schritt weiter gehen und konsequent beriicksichtigen, dass
wir uns in einem System wechselwirkender Teilchen befinden. Die Teilchen- und
Lochzustéande, die in der Entwicklung von ¥~ und X< auftreten, sind eigent-
lich In-Medium-Zusténde. Daher sollte ihre Spektralfunktion einer Verteilung mit
endlicher Breite entsprechen.

Wir erreichen das, indem wir in (.3@) und (.37) die freien Greensfunktionen
goz durch die vollen Greensfunktionen g2 ersetzen. Diese enthalten — im Rahmen
der Naherung fiir die Selbstenergie — die In-Medium-Eigenschaften der Zusténde.

Mit anderen Worten: die Selbstenergie geht in die Berechnung der Selbstenergie
mit ein. Daher wird

Ez(w,p) :/"'gg(wmm)gz(wg,p3)92<w4,p4) (2-41)

als selbstkonsistenter Ausdruck fiir ¥<(w, p) bezeichnet.

In die Sprache der Feynman-Diagramme iibertragen bedeutet die Verwendung
der vollen Greensfunktionen in (P.36) und (£.37), dass nichtperturbativ iiber eine
ganze Klasse von Diagrammen summiert wirdfl Zwei Beispiele fiir solche Dia-
gramme finden sich in Abbildung B.7.

2Man erhilt diese Diagramme, wenn man eine oder mehrere der Linien in Abbildung E
durch eines der dort abgebildeten Diagramme ersetzt. Diese Ersetzung ist auch rekursiv moglich.
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& X7

Abbildung 2.7: Beispiele fiir Beitrage zur selbstkonsistenten Selbstenergie

In unserem endgiiltigen Modell werden Selbstenergie und Spektralfunktion direkt
miteinander verkniipft sein. Durch die abwechselnde, iterative Berechnung der
beiden Grofsen erreichen wir eine vollstandig selbstkonsistente Behandlung der
In-Medium-Eigenschaften von Teilchen und Lochern.

Abschliefsend sei erwdhnt, dass es eine gebrduchliche Methode gibt, um alle Dia-
gramme, die zur Streuung von zwei Teilchen gehdren, in beliebiger Ordnung
aufzusummieren. Dieses Verfahren heifst T-Matrix-Approximation und wird in
[Da84] beschrieben. Wir verwenden dieses Verfahren allerdings nicht und be-
schrianken uns auf die selbstkonsistente Bornsche Naherung.

2.5 Zerfallsbreite

Wir betrachten ein Vielteilchensystem. Wird zu diesem System ein Teilchen mit
Impuls p und Energie w hinzugefiigt und nach einiger Zeit wieder ein Teilchen mit
gleichem Impuls und Energie entfernt, so kehrt das System nur dann in seinen
urspriinglichen Zustand zuriick, wenn das hinzugefiigte Teilchen zwischenzeitlich
nicht mit den Teilchen des Mediums wechselgewirkt hat.

Das Inverse der Zerfallsbreite I'(w, p) ist ein Maf fiir die Zeit, die sich ein Teilchen
im System aufhalten kann, ohne dass sich der Zustand durch die Korrelationen
verdndert. Im Falle von nichtwechselwirkenden Teilchen verschwindet I'(w, p). Die
Teilchen beeinflussen sich gegenseitig nicht; es gibt daher keine Moglichkeit fiir
sie, ihren Zustand zu dndern. Sind die Teilchen jedoch nicht unabhéngig, dann
hat das eine endliche Zerfallsbreite zur Folge.

Fiir Fermionen ergibt sich die Zerfallsbreite I'(w, p) als Summe der Streuraten in

die Konfiguration w, p hinein (Gewinnrate —i3<) und aus w, p heraus (Verlustrate
i%7):

F(w7p) =1 (E>(wap) - E<(wap)) : (242)
Diese Definition kann man folgendermafsen interpretieren:

e Ein Teilchen mit Energie w und Impuls p wird zu einem System hinzugefiigt.
Das Teilchen nimmt dann an Stofprozessen teil,

D, W + P2, W — P3, W3 + P4, Wy.
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Die Haufigkeit fiir diese Prozesse ergibt sich aus i~ (w, p).

e Zusatzlich unterbindet die Anwesenheit eines Teilchens mit Energie w und
Impuls p den inversen Prozess,

D3, W3 + P4, ws — P, w + P2, ws.

Dieser Prozess konnte normalerweise im Medium stattfinden, er wird nun
aber durch Pauli-Blocking unterbunden. Die Rate fiir diese Unterdriickung
folgt aus —iX<(w, p).

Die Wirkung von %~ (w, p) und —i3<(w, p) ist also gleich. Beide Prozesse sorgen
dafiir, dass sich Teilchen in den Konfigurationen ps, w3 und py4, ws anhéufen. Daher
miissen sie auch in gleicher Weise zur Zerfallsbreite beitragen.

Bei Bosonen ist es gerade umgekehrt. Dort gibt es kein Pauli-Blocking, statt-
dessen sorgt die Anwesenheit eines Teilchens in der Konfiguration w,p fiir eine
Zunahme der Streuung in diesen Zustand. In einem bosonischen System ergibt
sich die Zerfallsbreite daher nicht aus der Summe, sondern aus der Differenz der
Streuraten.

Fir T = 0 verschwinden ¥~ und X< bei der Fermi-Energie. Die Breite ist dann
ebenfalls null und die Zustdnde entlang der Fermi-Kante haben eine unbegrenz-
te Lebensdauer (Quasiteilchen). Es ist nicht moglich hineinzustreuen, da alle
Zustdnde besetzt sind, es kann aber auch nicht herausgestreut werden, da die
Energie nicht geniigt, um freie Endzusténde zu erreichen.

2.6 Retardierte Greensfunktion und Selbstenergie

Die retardierte Greensfunktion ist definiert als
gLy =001 —t)[g7(1,1) —g=(1,1")].

Im Gleichgewicht, wenn die Greensfunktionen nur von den Relativkoordinaten
abhéngen, gilt offensichtlich:

dPp dw _, S

g ) = O(t)(—i) / e A ).

Durch eine Fourier-Transformation erhdlt man ¢**(w, p). Wir interessieren uns
fiir den Imaginérteil dieser GroRe. Er ergibt sich aus der Differenz von ¢***(w, p)
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und dem komplex konjugierten ¢g™**(w, p):
g (w,p) = 1 (wp) — g (1)
= —/d3m dt@(t)/diggf/ei(w—w’)t—i(ﬁ—ﬁ”)iA(w/’p/)
- / Px dto(t) / %ei(ww’””(ﬁﬁ MEAW, )

du o
= —/dt@(t) %A(w”p) (el(‘d*w )t_i_efl(wfw )t>

dw’ oo ) , 0 ) ,
_ ﬁA(Cd,,p) (/ dtez(w—w )t+/ dtez(w—w )t)
2m 0 —00
= _A(w7p)

In der Rechnung wurde mehrmals von der Beziehung f_Jr;o dreP® = 275(p) Ge-
brauch gemacht. In der vorletzten Zeile wurde im rechten Teil des Integranden
die Substitution t — —t' vorgenommen.

Es gilt also:

A(W,p) =1 [g>(w7p) - g<(wap)] = _2Imgret(w7p)' (243)

Der Kollisionsanteil der retardierten Selbstenergie ist vollig analog definiert:
YL =0t - 1) [E7(1,1) — B<(1,17)].
Es tiberrascht daher nicht, dass fiir den Imaginérteil von X (w, p) folgt:

F(w,p) =1 [E>(w,p) - E<(w,p)] = _21m226t<w7p)' (244)

Der Realteil von X°*(w,p) ldsst sich im Prinzip éhnlich berechnen, ReX!®* ~
yret 4 yret” s ergibt sich die Dispersionsrelation

+oo /F /
ReX'™ (w, p) = P / AT, p) (2.45)

— -
oo 2T w—w

Bei der Definition der vollstdndigen retardierten Selbstenergie muss beachtet wer-
den, dass der mean-field-Anteil zeitlich lokal ist (vgl. (E-27)). Es macht daher
keinen Sinn, diesen mit einer ©-Funktion zu verkniipfen:

S (1,17) = Soe(1, 1) + 2 (1, 1),
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Bei der Fourier-Transformation erhéalt der zeitlich lokale Beitrag keinen Imagi-

nérteil. Die mean-field-Selbstenergie triagt daher nur zum Realteil von X' (w, p)
bei:

ReX™(w,p) = Bue(w,p +77/
27r w—w

Ieret(w,p) = ImEret(w p) = —Ef(w D).

Wir konnen diese Resultate nun nutzen, um eine Beziehung zwischen Selbst-
energie und Spektralfunktion zu konstruieren. Dazu wird die explizite Form der
retardierten Greensfunktion im Medium betrachtet:

1

ret
( w —p?/2m — Xret(w, p)

9 (w,p) =
Durch Erweiterung mit dem komplex Konjugierten des Nenners folgt sofort der
Imaginarteil von ¢™* und somit eine Gleichung fiir die Spektralfunktion. Wird der
auftretende Imaginéarteil der Selbstenergie durch die Breite ersetzt, erhalt man
einen Ausdruck fiir die Spektralfunktion als Funktion von I'(w, p):

I'(w,p)
[w — p?/2m — ReXret(w, p)]2 + F (w,p)

Alw,p) = (2.46)

Die Spektralfunktion entspricht also einer Lorentzverteilung, deren Breite sich aus
der Zerfallsbreite der Zusténde ergibt. Der Realteil der Selbstenergie beeinflusst
die Lage der Peaks, hat jedoch keinen Einfluss auf die Breite der Verteilung. Das
bestéatigt noch einmal die Aussagen tiber die Bedeutung von ¥,,; und ..

Sind die Teilchen nur schwach korreliert, sind die Stokraten £:%< und somit die
Breite klein. Die rechte Seite von (R.40) nihert sich dann — wie zu erwarten — einer
§-Funktion, A(w, p) — 6(w — p?/2m — ReX™(w, p)) (Quasiteilchen-Ndherung).
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2.7 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden alle Grofsen vorgestellt, die wir bendtigen, um unser
Modell zu konstruieren. Wir fassen die wesentlichen Aussagen noch einmal kurz
zusammen:

o Greensfunktionen:

Bei endlichen Temperaturen sind die Greensfunktionen als Ensemblemittel
definiert (R.3). Die Korrelationsfunktionen —ig<(w,p) und ig”(w,p) ent-
sprechen der mittleren Dichte der besetzten bzw. der unbesetzten Zusténde.

e Spektralfunktion:

Die Spektralfunktion liefert die spektrale Verteilung der moglichen Energi-
en fiir ein Teilchen mit gegebenem Impuls. Sie ist normiert und {iber die
Besetzungswahrscheinlichkeit mit den Dichten +ig<(w, p) verkniipft (2-23),

(B23).

Die Spektralfunktion hat die Form einer Lorentzverteilung (B.46), deren
Breite durch die Zerfallsbreite der Zustédnde im System gegeben ist. Fiir
kleine Breiten, d.h. nur schwach korrelierte Teilchen, geht diese Verteilung
in eine J-Funktion tiber.

e Selbstenergie:

Man unterscheidet verschiedene Anteile der Selbstenergie. Die Beitrdge zum
Kollisionsanteil, i3~ (w, p) und —iX<(w, p), entsprechen den totalen Streu-
raten aus der Konfiguration w,p heraus (B.36) bzw. in die Konfiguration
w, p hinein (37) (Verlust- und Gewinnrate). Aus kinematischen Griinden
sind die Energien, fiir die ¥~ (w, p) und ¥<(w, p) endliche Werte annehmen,
begrenzt.

Werden in den Gleichungen fiir die Selbstenergien die vollen Greensfunk-
tionen verwendet, ergeben sich selbstkonsistente Ausdriicke (R.41]).

e Breite:

Die Zerfallsbreite ist ein Mak fiir die Lebensdauer eines Zustandes. Diese
ist durch die mittlere Dauer zwischen den Wechselwirkungen im Medium
gegeben. Fiir Fermionen ist die Breite durch die Summe iiber die Stofrate
in einen Zustand hinein und die Stofirate aus dem Zustand heraus (R.42)
bestimmt.

Uber eine Dispersionsrelation ist die Zerfallsbreite mit dem Realteil der
Selbstenergie verkniipft (R.45).



Kapitel 3

Das Modell fur Nukleonen

Wir kennen jetzt alle Grofsen, die wir bendtigen, um ein einfaches Modell zur Be-
rechnung der Spektralfunktion von Nukleonen in unendlich ausgedehnter Kern-
materie zusammenzustellen. Die Idee wurde bereits vor 40 Jahren von Kadanoff
und Baym formuliert [[KB], der numerische Aufwand iiberstieg aber die damaligen
Moglichkeiten.

Vor ca. zwei Jahren wurden die entsprechenden Rechnungen von J. Lehr et al.
tatsichlich durchgefiihrt [[Ce0], motiviert durch die Einbindung von Off-Shell-
Effekten in das am Institut eingesetzte Transportmodell [Ef99]. Von besonderem
Interesse war dabei der Einfluss des kurzreichweitigen Anteils der Wechselwirkung
auf die Eigenschaften von Kernmaterie.

In diesem Kapitel werden die Methoden und Ergebnisse aus [Le00] vorgestellt.
Wie sich zeigen wird, stimmen die Resultate des einfachen Modells sehr gut
mit den deutlich aufwindigeren ’state of the art’-Rechnungen aus der Vielteil-
chentheorie iiberein. Das soll als Motivation dienen, das Modell anschliefend auf
Quarks auszuweiten und deren Spektralfunktion mit dem gleichen Verfahren zu
bestimmen.

3.1 Motivation

Zum grofsten Teil ergeben sich die Eigenschaften von Kernmaterie aus langreich-
weitigen mean-field-Effekten und sind gut verstanden. Aus Experimenten ist al-
lerdings bekannt, dass die Spektralfunktion sich in Energie- und Impulsraum
deutlich weiter ausdehnt als die mean-field-Rechnungen das erwarten lassen.

Durch kurzreichweitige Korrelationen werden Zustidnde mit Impulsen oberhalb
der Fermi-Kante angeregt und es kommt zu einer Verschiebung bei der Beset-
zungswahrscheinlichkeit hin zu hohen Impulsen. Man beobachtet daher einen

25
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langen ’Schwanz’ in der Impulsverteilung, der weit iiber die Fermi-Kante hinaus-
reicht.

Es zeigt sich, dass Grofe und Form der Impulsverteilung bei hohen Impulsen wei-
testgehend unabhéngig vom betrachteten System sind, wihrend man bei niedri-
geren Impulsen, speziell bei leichten Kernen, deutlich die Einfliisse von Hiillen-
struktur und endlicher Grofe der Kerne beobachtet. Der ’Schwanz’ kann daher als
universelle Eigenschaft der kurzreichweitigen Korrelationen angesehen werden.

Es gibt viele theoretische Ansétze, um die kurzreichweitigen Wechselwirkungen zu
verstehen. Diese verwenden eine grofe Zahl von Techniken und sind zum grofsten
Teil sehr aufwéindig. In den meisten Féllen ist es notwendig, eine Quasiteilchen-
Néherung vorzunehmen, d.h. wiahrend der Rechnungen werden die In-Medium-
Eigenschaften der Teilchen ignoriert. Ein Uberblick {iber die Ansitze findet sich

in [Le00].

3.2 Realisierung des Modells

3.2.1 Uberblick

Aus dem letzten Kapitel ist bekannt, wie Spektralfunktion, Korrelationsfunktio-
nen, Selbstenergien und Breite miteinander zusammenhéngen. Wir miissen jetzt
allerdings Spin und Isospin der Nukleonen angemessen beriicksichtigen. Die zu
verwendende Punktwechselwirkung ist spin- und isospinunabhéngig. Es geniigt
daher, spin- und isospingemittelte Nukleonen zu betrachtenf] und mit skalaren
Feldern anstelle von Pauli-Spinoren zu rechnen. Es ergibt sich folgende Moglich-
keit der iterativen Berechnung der Spektralfunktion:

e A — g7, g%

ng(wg,pg)gé(wg,pg)gé(w%m)

HM|? sei die iiber Spin und Isospin der einlaufenden Nukleonen gemittelte und Spin und
Isospin der auslaufenden Nukleonen summierte Streuamplitude.
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e Y7 ¥ — I
F(w,p) = i[27(w,p) —X%(w,p)]

o ' — A

['(w, p)

A(w, =
WP = T am — Remw, p) & (0 p)

Der Faktor 4 vor den Integralen ergibt sich aufgrund der Spin-Isospin-Entartung.

Diese Beziehungen bilden ein abgeschlossenes System. Ausgehend von der Spek-
tralfunktion gelangt man tiber die Korrelationsfunktionen und die Selbstenergien
zur Breite, aus der sich wieder die Spektralfunktion ergibt.

Es wird an keiner Stelle eine Naherung gemacht, in der wir die In-Medium-
Eigenschaften der Teilchen durch Eigenschaften von freien Teilchen ersetzen (kei-
ne Quasiteilchen-Néherung). Die einzige Einschrankung, die wir machen, ist die
Begrenzung der Beitrége zur Selbstenergie auf die Born-Terme.

Wie bereits im letzten Kapitel erwahnt, haben wir somit einen vollstandig selbst-
konsistenten Ausdruck zur Berechnung der Spektralfunktion A(w,p). Da eine
analytische Losung der Gleichungen ausgeschlossen ist, muss die Spektralfunkti-
on iterativ berechnet werden. Da nur numerisches Arbeiten moglich ist, miissen
die Funktionswerte auf einem Gitter im Energie- und Impulsraum bestimmt wer-
den.

Aus einer Abschéatzung fiir die Breite ergibt sich die 'nullte’ Ndherung der Spek-
tralfunktion. Mit dieser werden die aufgelisteten Beziehungen mehrmals hinter-
einander durchlaufen. Selbstkonsistenz ist erreicht, wenn sich die Spektralfunkti-
on zwischen zwei Zyklen nicht mehr — oder nur noch schwach — éndert.

3.2.2 Vereinfachungen und Naherungen

An dieser Stelle soll diskutiert werden, wie sich die Rechnungen vereinfachen
lassen und wie sich das auf die Ergebnisse auswirkt. Wir setzen dabei voraus,
dass unendlich ausgedehnte Kernmaterie im thermodynamischen Gleichgewicht
betrachtet wird.

Der aufwindigste Teil der Rechnungen sind die mehrdimensionalen Integrale, die
gelost werden miissen, um £.2 zu bestimmen. Dort sollten Vereinfachungen daher
den groften Nutzen haben.

Arbeitet man bei T = 0 vereinfacht das die Rechnungen stark. Wie wir bereits
gesehen haben, gilt dann:

Y7 (w,p) =0 = I'(w,p)=—i¥(w,p) fir w<wp

Y(w,p) =0 = Tw,p)= ¥ (w,p) fir w>wp. (3-1)
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Es muss also immer nur eine der beiden Grofen berechnet werden, um die Breite
bei einer bestimmten Energie zu bestimmen. Zuséatzlich muss man die Energie-
integrale nur ab bzw. bis zur Fermi-Energie auswerten, da die Fermi-Verteilungen
in ©-Funktionen iibergehen.

Im Prinzip geniigt es bei jeder Temperatur, nur die grofere der beiden Selbs-
tenergien Y.Z(w,p) iiber die Integrale zu berechnen. Die kleinere Groke ergibt
sich dann unmittelbar aus (R.40). Die Integrationen lassen sich aber bei endlicher
Temperatur nicht einfach bei wp abschneiden.

Als Néchstes betrachten wir die Nukleon-Nukleon-Streuamplitude M, die im
Integranden auftritt. Sie ist eine Funktion von den drei Impulsen p, p3 und py.
Eine konstante Streuamplitude M wiirde die Rechnungen deutlich vereinfachen,
da dann einige der Integrale analytisch 16sbar werden (¢< hingen im unendlich
ausgedehnten Medium im Gleichgewicht nur vom Betrag der Impulse ab):

. ./\/l 2 dcos?
(DI ( p) = | | /dwe; /dw2 /dp3p3 /dpzpz/ 2 < >(wa, p2)
ptotp3

ng(wg,pg) /dp4p492(w47p4) (3.2)

mit pyo; = [P+ P2| und wy = w 4 wy — ws3. Es wurden die zwei Integrationen iiber
die Winkel ¢y, @3 ausgefiihrt. Zusatzlich wurden vier weitere Integrationen mit
Hilfe der ¢-Funktionen aufgelost.

Die Verwendung einer konstanten Streuamplitude ist ein drastischer Schritt. Fiir
den kurzreichweitigen Teil der Nukleon-Nukleon-Wechselwirkung, der uns inter-
essiert, ist diese Naherung aber gerechtfertigt. Ein konstantes M korrespondiert
zu einer raumlich und zeitlich lokalen Punktwechselwirkung. In den Rechnungen
ist die Streuamplitude M somit nur noch ein konstanter Faktor und wird als
Parameter behandelt, dessen Wert empirisch abgeschitzt werden muss.

Die Annahme eines konstanten M bringt ein Problem mit sich. Dazu betrach-
ten wir die Gleichung fiir die Selbstenergie >~. Im Wesentlichen wird dort tiber
den Phasenraum der zur Verfiigung stehenden Endzustédnde integriert. Je grofser
die Energie des einlaufenden Teilchens ist, desto grofer wird die Zahl der mogli-
chen Endzustdnde. ¥~ wird daher mit ansteigender Energie immer grofer. Eine
energieabhéngige Streuamplitude wiirde dieses Verhalten korrigieren, aufgrund
unserer Ndherung aber zeigt %~ und somit auch die Breite I' ein divergentes
Verhalten fiir positive Energien (vgl. Abb. B.1)).

An sich ist das noch kein groftes Problem, wenn bei der Interpretation der Ergeb-
nisse der Bereich hoher Energien ignoriert wird. Es gibt aber trotzdem Schwierig-
keiten. Dazu betrachten wir die Dispersionsrelation, aus der ReX(w, p) berechnet
werden soll:

+oo dw )

oM w—w

ReX™(w, p) = Sie(w, p +77/
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Um ReX(w, p) zu erhalten, muss man die Breite I iiber die Energie integrieren.
Das ist aber numerisch nur moglich, wenn die Breite bei hohen Energien hinrei-
chend schnell gegen null konvergiert.

Der Realteil der Selbstenergie kann also nicht wie vorgesehen berechnet werden
und muss durch eine Ndherung ersetzt werden. Es konnte beispielsweise ein Cutoff
fiir die Energie als zusétzlicher freier Parameter eingefiihren werden. In [[Le00]
wurde stattdessen die Energie- und Impulsabhéngigkeit von ReX(w, p) vollstandig
vernachlassigt und ein konstantes ReX: verwendet.

Das hat offensichtlich Auswirkungen auf die Ergebnisse. Wie man anhand von
(R.46) sehen kann, beeinflusst ReX die Lage der Peaks in der Spektralfunkti-
on. Ein konstanter Wert sorgt lediglich fiir eine gleichméfige Verschiebung der
gesamten Struktur. Interessanter sind deshalb eigentlich die energie- und impul-
sabhéngigen Anteile, da diese Modifikationen innerhalb der Struktur der Spek-
tralfunktion verursachen konnen.

Die Vernachlédssigung der Impulsabhingigkeit sollte die Endergebnisse nur un-
wesentlich beeinflussen: Typischerweise besteht unterhalb der Fermi-Kante eine
quadratische Impulsabhéngigkeit, die zu einer Skalierung der kinetischen Energie
mit einer effektiven Masse fiihrt. Der Effekt wére eine globale Verdichtung der
Spektren.

Grofere Unsicherheiten ergeben sich aus der Vernachléssigung der Energieabhén-
gigkeit. Da die Dispersionsrelation nicht erfiillt wird, verletzen wir die Analytizi-
tat der Selbstenergie.

3.2.3 Formulierung des Modells

Wir geben nun die endgiiltigen Gleichungen an, mit denen unser Modell arbeiten
soll. Unter Verwendung der diskutierten Naherungen gilt:

o A — X<
) dcost
% (w,p) = dws | dwy [ dpsp? [ dpap? 2 A(ws, p2)
DtotP3
i (wn) Alws, ps)[L — rp(ws)] / dpaprAlws, po)[L = np(wn)]
bzw.
] dcost
— X% (w,p) = dws [ dwy [ dpsp3 [ dpaps 2 Alws, p2)
PtotP3

X[1 = np(wa)] Aws, p3)nr(ws) /dp4p4«4(w4,p4)nF(w4)
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e X~ ¥ — T
Nw,p) = —iX<(w,p) fiir w<wg
[w,p) = ¥ (w,p) fiir w>wg
o' - A
[Nw,p
Alwp) = S

[w—p?/2m — ReEr“]2 + if‘z(w,p)

Mit diesen Gleichungen werden die iterativen Rechnungen durchgefiihrt. Um das
Modell zu vervollstdndigen, muss man noch das (w,p)-Gitter spezifizieren, auf
dem die Rechnungen durchgefiihrt werden sollen, und eine geeignete Wahl fiir
die Streuamplitude M treffen.

Wie die Rechnungen zeigen werden, liefert bereits die erste Iteration (mit einer
kleinen Initialisierungsbreite) eine gute Naherung fiir die Spektralfunktion. Die
weiteren Iterationen haben nur noch einen kleinen Effekt auf das endgiiltige Er-
gebnis. Aus diesem Grund geben wir an dieser Stelle auch die Ausdriicke an, die
sich ergeben, wenn in 'Oter Naherung’ die Spektralfunktion in den Rechnungen
durch eine §-Funktion ersetzt wird (Quasiteilchen-Ndherung):

Fiir sehr kleine Breiten geht die Spektralfunktion in eine -Funktion iiber:
2

Aw,p) "= 27 § <w - 2& - Rleet) . (3.3)

m
Einsetzen in die Integrale fiir ¥ liefert nach einigem Umformen:

d003192
ptotp3
[1 - nF(p3/2m + ReX™][1 — np(ws)]

X7 (w,p) =

dpsps | dpaps r(p5/2m + ReX™)

und

M]? dcos?
_i2%(w,p) = 4m |MP / dpsp? / dpop? / :(’22 [1 — np(p/2m + ReX™)]
totl'3

an(p3/2m + ReX™")np(wy)

mit pyo¢ = |P+ po| und wy = w + p3/2m — p3/2m.

Diese Ausdriicke sind numerisch wesentlicher einfacher auszuwerten als die Inte-
grale, mit denen unser Modell arbeitet. Trotzdem sollten sie eine brauchbare "Ote
Niherung’ fiir die Spektralfunktion liefern, wenn man die Ergebnisse fiir 2 in
(B.44) einsetzt. Iterative Rechnungen sind mit diesen Beziehungen natiirlich nicht
moglich.
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3.3 FErgebnisse

In [Le0(] wurden die Rechnungen auf einem (w, p)-Gitter durchgefiihrt, dessen
Rénder bei |w| = 0.5 GeV und p = pyae = 1.25 GeV lagen. Der Abstand zwischen
zwei Gitterpunkten betrug 5 MeV in beiden Richtungen.

Die untersuchte Kernmaterie hatte einen Fermi-Impuls von pp = 1.33 fm™ !, ei-
ne Dichte von p = 0.16 fm ™ und eine Bindungsenergie pro Nukleon von wp =
—16 MeV. Die Streuamplitude wurde so gewéahlt, dass die Ergebnisse von Ben-

1/2
har et al. [BH| reproduziert werden. Es ergab sich ein Wert von (\MP) =

207 MeV fm™*. Ubertragen auf einen On-Shell-Prozess entspricht das einem Wir-
kungsquerschnitt von 20 mb.

Die Rechnungen wurden mit einer kleinen, konstanten Breite von I' = 0.1 MeV
initialisiert, anschliefend wurden fiinf vollstdndige Iterationen durchgefiihrt. Es
waren dann keine Verdnderungen in der Spektralfunktion mehr zu erkennen.

3.3.1 Breite

Zunéchst werfen wir einen qualitativen Blick auf die berechnete Breite. Abbil-
dung zeigt einen représentativen Schnitt bei festem Impuls; die erwarteten
Eigenschaften sind deutlich zu erkennen.

0.1 F T j T T T T T T T T B
[ p=1.797 fm” ]

C(o,p) [GeV]

1E-3 |

-0.3 -0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2
o [GEV]

Abbildung 3.1: Breite der Nukleonenzustinde bei p = 1,797 fm~!. Die ge-
punktete Linie gibt das Ergebnis nach einer Iteration an.

Es ist zu beobachten, dass die Breite bei der Fermi-Energie tatséchlich verschwin-
det. Bei ansteigenden positiven Energien zeigt sich das explosive Anwachsen der
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Breite, das der konstanten Streuamplitude zuzuschreiben ist. Diesem Bereich darf
daher nicht zu viel physikalische Bedeutung beigemessen werden.

Wie man sieht, liefert bereits die erste Iteration eine brauchbare Naherung in der
Néhe und oberhalb von wp. Von Bedeutung ist, dass durch das Iterieren Starke
hin zu den Regionen mit grofem |w| transportiert wird. Dieser Effekt ist der
Selbstkonsistenz zuzuschreiben und wird im Zusammenhang mit der Diskussion
der Spektralfunktion noch einmal aufgegriffen.

3.3.2 Spektralfunktion

Abbildung B3 zeigt Schnitte der Spektralfunktionf] P(w,p) = N.A(w, p) bei ver-
schiedenen Impulsen. Dargestellt sind die Ergebnisse nach der ersten und der letz-
ten Iteration, verglichen mit den Resultaten von Benhar et alf] [BH]. Aufgrund
der unphysikalischen Ergebnisse fiir die Breite bei positiven Energien betrachten
wir nur den Bereich unterhalb von wg (besetzte Teilchenzusténde).

Es ist auf den ersten Blick erkennbar, dass die Ubereinstimmung zwischen den
Ergebnissen recht gut ist, wenn die Naherung fiir M und die damit verbundene
Verletzung der Analytizitat beriicksichtigt wird. Daraus laft sich folgern, dass die
Spektralfunktion fiir Kernmaterie im Lochsektor (unterhalb wp) nur sehr schwach
von der Energie- und Impulsstruktur der Wechselwirkung abhéngt, wenn man
eine vollstandig selbstkonsistente Rechnung durchfiihrt.

Die Auswirkungen der Selbstkonvergenz zeigen sich im Vergleich der ersten Inte-
ration mit dem Endergebnis. Bereits nach dem ersten Durchlauf werden Eigen-
schaften wie Position und Hohe der Peaks gut beschrieben. Wéhrend der weiteren
Iterationen wird dann Starke weg von den Peaks hin zu den Randgebieten ver-
teilt. Die Beriicksichtigung von Termen hoéherer Ordnung in den Streuprozessen
hat also den gleichen Effekt wie eine Vergroferung der Kopplung.

3.3.3 Impulsverteilung in Kernmaterie

Abschliefsend betrachten wir die Impulsverteilung der Nukleonen. Man erhalt
diese durch Integration der Spektralfunktion bis zur Fermi-Energie:

) = [ " do(—i)g< (. p) D / 7 o A(w.p). (3.4)

[e.9]

2N ist lediglich eine Normierungskonstante.
3Bei diesen Daten handelt es sich um ’state-of-the-art’ Rechnungen aus der Vielteilchentheo-
rie, die mit einem viel hoheren theoretischen und numerischen Aufwand gewonnen wurden.
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Abbildung 3.2: Nukleon-Spektralfunktion bei verschiedenen Impulsen fiir
Energien unterhalb wp, entnommen aus [Le0(]. Die gepunkteten Linien sind
das Resultat der ersten Iteration, die gestrichelten Linien zeigen FErgebnisse
von Benhar et al. [BH].

In Abbildung ist die Impulsverteilung dargestellt. Als Vergleich dienen die
Daten von Benhar et al. und zusétzlich experimentelle Daten von degli Atti et

al. [HAST].

Die Ubereinstimmung ist wieder sehr gut. Es fillt lediglich ein leichter Anstieg
der Verteilung hin zu pp auf, der in den Resultaten von Benhar et al. nicht
erkennbar ist. Genauere Untersuchungen zeigen, dass dieser Anstieg eine direkte
Folge der Verletzung der Analytizitdt der Selbstenergie ist. Insgesamt hat also
die Vernachlassigung von Energie- und Impulsabhéngigkeit von ReX nur geringe
Auswirkungen.

Die Form der Impulsverteilung hiangt stark vom verwendeten Wert fiir M ab.
Durch einen groferen Wert, also eine starkere Wechselwirkung zwischen den Nu-
kleonen, wiirde die Besetzung von Zusténden oberhalb von pr zunehmen und die
Fermi-Kante aufweichen. So liefe sich eine bessere Ubereinstimmung mit den ex-
perimentellen Daten in Abbildung erreichen. Die Daten sind allerdings nicht
fiir Kernmaterie. Der Sprung in den Rechnungen, der in den Daten fehlt, ist
durchaus physikalisch.
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Abbildung 3.3: Impulsverteilung in Kernmaterie berechnet aus der Spektral-
funktion, entnommen aus [Le0(]. Die gestrichelte Linie ist das Ergebnis von
Benhar et al. [Blj], die Daten stammen aus [HA9]].

3.4 Zusammenfassung

Mit einem einfachen aber vollstéindig selbstkonsistenten Modell ist es gelungen,
die Ergebnisse aufwéndiger Rechnungen aus der Vielteilchentheorie zu reprodu-
zieren. Besonders erstaunlich ist es, dass nur ein freier Parameter (M) geniigt,
um sowohl Steigung als auch Héhe des 'Schwanzes’ der Impulsverteilung zu re-
produzieren.

Da die Wechselwirkung nur sehr vereinfacht durch ein konstantes M modelliert
wird, ist offensichtlich, dass die Eigenschaften der Spektralfunktion von Phasen-
raumeffekten dominiert werden. Das heiftt, die Breite der Spektralfunktion ergibt
sich im Wesentlichen aus dem Phasenraumvolumen der verfiigharen Anfangs- und
Endzustdnde. Die Struktur der Wechselwirkung spielt dagegen nur eine unterge-
ordnete Rolle.

Mittlerweile wurden auch Rechnungen mit einem zusétzlichen Formfaktor fiir die
Wechselwirkung durchgefiihrt. Durch diesen wurde das divergente Verhalten der
Breite korrigiert und es war moglich, den Realteil der Selbstenergie zu bestimmen.
Die Ergebnisse fiir die Spektralfunktion dndern sich dadurch kaum. Es zeigt sich
allerdings, dass der Anstieg in der Impulsverteilung verschwindet.



Kapitel 4

Der Ubergang zu Quarks

4.1 Uberblick

Im letzten Kapitel wurde gezeigt, dass sich mit dem vorgestellten, selbstkonsis-
tenten Modell sehr gute Ergebnisse fiir die Spektralfunktion und die Impulsver-
teilung von Nukleonen in Kernmaterie erzielen lassen. Die gute Ubereinstimmung
mit experimentellen Daten und anderen Rechnungen dient uns als Motivation,
einen Schritt weiter zu gehen. Wir wollen jetzt die Spektralfunktion der leich-
ten Quarksf] in unendlich ausgedehnter Quarkmaterie mit dem gleichen Ansatz
bestimmen.

Das Konzept des Modells bleibt beim Ubergang von Nukleonen zu Quarks unbe-
rithrt. Durch die Beziehungen zwischen Spektralfunktion und den Selbstenergien
32 soll die Spektralfunktion iterativ berechnet werden. Eine wichtige Schluss-
folgerung im letzten Kapitel war, dass Phasenraumeffekte die Eigenschaften der
Spektralfunktion wesentlich stéarker beeinflussen als die Struktur der Wechselwir-
kung. Daher werden wir auch die Wechselwirkung zwischen den Quarks durch
eine einfache Naherung beschreiben.

In diesem Kapitel gehen wir ausfiihrlich auf die Verdnderungen ein, die wir am
Modell vornehmen miissen, um mit Quarks zu arbeiten. Im Wesentlichen werden
wir uns mit vier Aspekten beschéftigen:

e Relativistische Rechnungen: Wir betrachten up- und down-Quarks. Im
Verlauf der Rechnungen werden wir uns auf die chiral restaurierte Phase be-
schranken, dort sind diese leichten Quarks praktisch masselos (< 10 MeV,
[PDO0Q|). Es ist daher unvermeidlich, die Rechnungen relativistisch durch-
zufiihren.

Lup- und down-Quarks

35
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e Lorentzstruktur: Da es sich bei den Quarks um Spin—% Teilchen han-
delt, werden sie durch Dirac-Spinoren mit vier Komponenten beschrieben.
Da wir mit einer spin- und flavorabhéngigen Wechselwirkung arbeiten (vgl.
Abschnitt f-g), ist es nicht moglich, die Rechnungen mit spingemittelten
Quarks durchzufiihren. Im Gegensatz zu den nichtrelativistischen Rech-
nungen kann also nicht mit skalaren Feldern gearbeitet werden. Spektral-
funktion und Selbstenergie werden dadurch zu 4 x 4 Matrizen. Es wird eine
Clifford-Zerlegung durchgefiihrt, um die Lorentzstruktur der Spektralfunk-
tion zu bestimmen.

e Wechselwirkung: Ein einfaches Modell fiir die Wechselwirkung zwischen
den Quarks wird benétigt. Die SU(2)-Version des Nambu-—Jona-Lasinio-
Modells beschreibt eine effektive Quark-Quark-Wechselwirkung und bietet
sich als einfache Néherung fiir die starke Wechselwirkung an.

e Quarks und Antiquarks: In unseren Rechnungen werden Zustédnde mit
negativer Energie auftreten, die wir als Antiteilchenzusténde identifizieren.
Wir miissen uns daher iiberlegen, wie sich das auf die Interpretation der
Selbstenergien und der Ergebnisse unserer Rechnungen auswirkt.

4.2 Relativistische Formulierungen

4.2.1 Greensfunktionen

Quarks sind Fermionen mit Spin % In der relativistischen Quantenfeldtheorie
werden sie durch Dirac-Spinoren beschrieben. Es handelt sich dabei um vier-
dimensionale Felder, deren Dynamik durch die Dirac-Gleichung bestimmt wird
[BD, PY]. Es gelten die Anti-Vertauschungsrelationen bei gleichen Zeiten:

Yal(@ UL(T, 1) + V5T Oa(T,1) = 6(T — §)dap
$a(T,)p(F: 1) + (Y, )a(T,t) = 0 (4.1)
DLEOUHG ) + UhG OvLE ) = 0.

Die Definition der relativistischen zeitgeordneten Greensfunktion erfolgt vollig
analog zum nichtrelativistischen Fall. Da es sich bei den Feldern um Spinoren
handelt, hat die Greensfunktion jetzt allerdings die Gestalt einer Matrix:

Tap(,y) = (T°[Wa(2)Ps(y)])

mit ¢ = 1’7y und den Vierervektoren im Ortsraum x und y. Fiir unsere Rech-
nungen bendtigen wir wieder die Korrelationsfunktionen mit fester Anordnung
der Feldoperatoren, ¢~ (z,y) und g=(z,y):

gis(x,y) =0 —y)gzs(z.y) + O° — 2%)g5s(2. y)
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mit

igag(z,y) = (Yalx)s(y)) (4.2)

—igas(®,y) = (s(y)ta(z)). (4.3)

Diese Korrelationsfunktionen sind aufgrund ihrer Matrixstruktur nicht mehr di-
rekt als Dichten zu identifizieren. Die Dichten lassen sich jedoch leicht aus gfﬁ

bestimmen. Man multipliziert dazu mit 7 und bildet die Spur tiber den resultie-
renden Ausdruck. Unter Verwendung von ¢ = ¥y, und 7°+° = 1 folgt:

—itr{g (z,2)} = (Rs¥s(y)va(@)) = (¥lva)
i tr{g” (z,2)} = (YGaval2)s(y)) = (Vatdl).

4.2.2 Spektralfunktion

Die Definition der Spektralfunktion bleibt formal unveréndert. Allerdings haben
die Korrelationsfunktionen jetzt eine Matrixstruktur, daher muss auch die Spek-
tralfunktion eine Matrix sein:

Aap(p) = ilgas(p) — 955(p)). (4.4)
Durch Invarianzforderungen wird die Struktur von A, stark eingeschrankt. Eine
ausfiihrliche Diskussion dazu folgt in Abschnitt f.3.

Die im ersten Kapitel eingefithrten Beziehungen

—igss(p) = Aas(p)nr(po) (4.5)
igas(p) = Aas(p)[L = nr(po)]

gelten auch fiir die relativistische Spektralfunktion. ng ist nach wie vor die Be-
setzungswahrscheinlichkeit in Form der Fermi-Verteilung.

Die Beziehung zwischen Spektralfunktion und retardierter Greensfunktion (£.43)
bleibt erhalten, wenn der Begriff des Imaginérteils geeignet definiert wird. Dazu
ist es notwendig, in der Definition das hermitesch Konjugierte (voFv,) anstelle
des komplex Konjugierten (F*) zu verwenden (vgl. [BD], Anhang A):

1 1
ReF := o (F + Y Fy), ImF = 2—2,(17 — 70 F ). (4.7)
Fiir skalare komplexe Grofen dndert sich durch diese Definition nichts. Es wird

auf diese Weise aber sichergestellt, dass die y-Matrizen — unabhéngig von der
gewahlten Darstellung — wie reelle Grofen behandelt werden:

ReAyt =~#, Im~" =0.
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Unter Verwendung des in ([.7) definierten Imaginérteils gilt:

Aap(p) = —2Imgy5(p) (4.8)
mit der relativistischen retardierten Greensfunktion g*':
1
ret
9 (p) = -
p—m—3(p)

Wir betrachten nun die Normierung der relativistischen Spektralfunktion bei fes-
tem Dreierimpuls p. Mit Hilfe der Anti-Vertauschungsrelationen ([L.])) ergibt sich
analog zu (R.21)):

dpo 0 0
pr— pr— 4-
/ (27T) A(p)aﬂ 5010’706 7046 ( 9)
und somit fiir die Zustandsdichte:
dpo 0 i 0.0 _ _
(QW)tr{’y A(p)} = tr{y"~"} = tr{1} = 4. (4.10)

Sollen zusétzlich die Freiheitsgrade Flavor und Farbe berticksichtigt werden, so
muss auch iiber diese die Spur gebildet werden. Die Spektralfunktion ist dann
normiert auf 4N¢N., mit der Zahl der Flavor Ny und der Zahl der Farben N..

4.2.3 Selbstenergie und Zerfallsbreite

Die ausfiihrliche Diskussion der nichtrelativistischen Selbstenergie in Abschnitt
P-4 muss nur an wenigen Stellen modifiziert werden. Zunéchst stellen wir fest,
dass die relativistische Selbstenergie genau wie die Spektralfunktion eine Ma-
trixstruktur besitzt. Wir werden spéter zeigen, dass die Lorentzstruktur beider
Grofen identisch sein muss.

Die Aufspaltung in mean-field- und Kollisionsanteil erfolgt unverandert:

Sap(@,y) = Eo5(2,y) + gs(z,y)
mit
Tas(®:y) = O(z0 = y0)X5(x, ) + (yo — 20)X55(, y).
Die Wechselwirkungen zwischen den Quarks werden wir durch das NJL-Modell,

das in Abschnitt 1.4 vorgestellt wird, beschreiben. Bei der expliziten Berechnung
der Selbstenergien werden wir uns wieder auf die Born-Terme beschrénken.

i%7(p) und —iX<(p) lassen sich nach wie vor als Stofraten interpretieren. Da
auch Antiteilchen auftreten konnen, gibt es jetzt aber mehr als zwei Prozesse, die
in X2 eingehen. Die Details diskutieren wir in Abschnitt 3.
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Auch fiir die Zerfallsbreite dndert sich formal nichts. Es gelten weiterhin die
bekannten Beziehungen zu $< und X%

Pas(p) = i[E5s(p) — X34(p)]
und (mit dem in (1) definierten Imaginérteil)
Las(p) = —2ImX{5(p), (4.11)
sowie die Dispersionsrelation

dp, I'(po, P)

ReX™ (p) = £™(p) + P / :
(p) (p) 27 po— 1l

Man kann direkt ablesen, dass I'(p)as die Lorentzstruktur der Selbstenergien
iibernimmt.

4.3 Lorentzstruktur

4.3.1 Ruhesystem des Mediums

Wir fiithren unsere Rechnungen in unendlich ausgedehnter Quarkmaterie im ther-
modynamischen Gleichgewicht durch. Unter diesen Umsténden ist das Medium
durch einen Impuls-Vierervektor n, = (ng, ), der Energie und Bewegungsrich-
tung angibt, vollstédndig charakterisiert.

Im Ruhesystem des Mediums verschwindet der Dreierimpuls 7. Da der Lorentz-
skalar n* = ntn, = n3 — ii? in allen Systemen den gleichen Wert haben muss,
sollte die Energie des Mediums im Ruhesystem minimal sein. Durch Messung der
Energieverteilung (effektive Temperatur, Blauverschiebung) und Lorentz-Boosts
besteht daher immer die Moglichkeit, das Ruhesystem des Mediums zu bestim-
men und dorthin zu ’boosten’.

Im Rest dieser Arbeit werden wir durchgehend davon ausgehen, dass wir uns im
Ruhesystem des Mediums befinden, weil das Verschwinden der Dreierimpulse die
Uberlegungen erheblich vereinfacht. Eine Einschrinkung stellt diese Festlegung
fiir uns nicht dar.

4.3.2 Lorentzstruktur der Spektralfunktion

Welche Lorentzstruktur hat die Spektralfunktion? Diese Frage lasst sich nicht
anhand der bekannten Beziehungen zu Selbstenergie und Breite beantworten, da
auch die Struktur dieser Grofien unbekannt ist. Wir werden deshalb nach einer
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anderen Methode vorgehen. Dazu wird ein allgemeiner Ansatz fiir die Spektral-
funktion gemacht und das Verhalten dieses Ansatzes unter bestimmten Sym-
metrietransformationen untersucht. Die Forderung nach Invarianz der Spektral-
funktion unter den gegebenen Symmetrien sorgt dann fiir Einschrankungen in
der allgemeinen Struktur.

Ein unendlich ausgedehntes System im thermodynamischen Gleichgewichtf] ist si-
cherlich invariant unter den diskreten Symmetrien Paritit (Raumspiegelung) und
Zeitumkehr. Daher beschéftigen wir uns zunéchst mit diesen beiden Symmetrien.
Im Hinblick auf spatere Naherungen werden wir zusétzlich die chirale Symmetrie
SUL(2) ® SUR(2) = SUy(2) ® SU4(2) betrachten. In einem System, das invariant
unter dieser Symmetrie ist, sind die Quarks masselos und die Lorentzstruktur der
Spektralfunktion vereinfacht sich zusétzlich.

Zunéichst verwenden wir die Definition der Spektralfunktion, um diese durch die
Feldoperatoren ¢ (x) und ¢ (x) auszudriicken:

Aas(p) = ilgas(p) — 955(p)]

— z’/d4x eip'x[gig(ﬂf) - 955(@]

_ / diz P [(o (2)P5(0)) + (D5(0)a(z))].

Da die Transformationseigenschaften der Felder bekannt sind, lésst sich so das
Verhalten der Spektralfunktion unter den Symmetrietransformationen bestim-
men. Im Anhang B wird anhand dieses Ausdrucks gezeigt, wie sich die Spektral-
funktion unter Paritits- (B.9) und Zeitumkehrtransformationen (B:16) verhalten
muss.

Wir gehen davon aus, dass unsere Theorie invariant unter diesen diskreten Sym-
metrien ist. Da unser Medium sich im Gleichgewicht befindet, sollte es Paritét
und Zeitumkehr nicht verletzen. Aus den Regeln (B-9) und (B-16) wird dann

Aaﬁ(p) = ’YgoAUp(p()) _@’72@ (412)

fir die Paritatstransformation und

Aas(0) = (—VaeVap) Ao, —0) (Vi Yes) (4.13)

fur die Zeitumkehrtransformation.

Unser Ziel ist es jetzt, einen allgemeinen Ansatz fiir die relativistische Spektral-
funktion zu bestimmen. Auf diesen Ansatz konnen wir dann die angegebenen

2Fiir endliche Systeme, wie z.B. Nukleonen, oder Systeme im Nichtgleichgewicht gelten die
folgenden Uberlegungen nicht.
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Regeln anwenden und alle Terme ausschlieften, die die falsche Paritdt bzw. das
falsche Verhalten bei Zeitumkehr besitzen.

A.p(p) ist eine 4 x 4-Matrix, die wir nach den 16 linear unabhéngigen Produkten
der y-Matrizen entwickeln kénnen (Clifford-Zerlegung). Es stehen zur Verfiigung:

1 Skalar
o Vektor
ot = i[y*,4*] Tensor
yHys Axial-Vektor
ok Pseudo-Skalar

Die Spektralfunktion ist lorentzinvariant. Die Matrizen v*, o*” und *~° miissen
daher mit Vierervektoren kontrahiert werden, um Lorentzskalare zu erhalten. Es
existieren zwei Vierervektoren, die wir dazu verwenden konnen:

pH Viererimpuls des betrachteten Zustands
n*(= (ng,0)) Viererimpuls des Mediums (im Ruhesystem)

Die allgemeinste Clifford-Zerlegung, die wir mit den angegebenen Vierervektorenf]
im Ruhesystem des Mediums konstruieren konnen, ist somit:

Ap) = ps(po,7) + pp(po.7%) -7’
_Q

+ pup(P0, 77 D™ + pon(po, D) - o’

+ pt(pOaﬁQ) nopic” + Pe(po,ﬁg) : nopiEOijk:Ujk

+ Pap(P0, ) - DYV’ + Pan(Po, P°) - noy° . (4.14)

Die Entwicklungskoeffizienten p, sind skalare Funktionen. Damit sie lorentzinva-
riant sind, diirfen sie nur von p? und p - n = pyngy abhiingen (bzw. von py und
p?—pi = p?). In den Tensor-Termen wurde ausgenutzt, dass o#* = 0 gilt. Es tritt
aukerdem kein Term ~ p#p”o,, auf, da " = —o”* und somit p*p“o,, = 0 gilt.

Wir setzen nun den Ansatz (f.14]) in die Regel fiir die Paritat (J.19) ein. Die
Entwicklungskoeffizienten verindern sich dabei nicht. Man erhilt (4°4° = 1):

Y Apo, —p)7" = ps(po, %) + pp(po, 7°) - Y°7°7°

+ pop(P0, ) - (007" + 2y °YY°) + pun(po, ) - n07°
+ pe(po, %) - n0(=pi)7 0"+ pepo, 1) - n°(=p")eoizpn o7y
+ pap(p0, ) - (007 + pir*v7*°)

+ pan(p&ﬁg) : nO/yS’YO'

0

3Man kann sich hier natiirlich die Frage stellen, warum die Spektralfunktion vom Impuls-
vektor p" abhéngen sollte, wenn ein unendlich ausgedehntes Medium ohne Vorzugsrichtung be-
trachtet wird. Diesen Punkt werden wir am Ende des Abschnitts noch einmal aufgreifen, wenn
einige der Terme in (§.14) bereits eliminiert wurden.
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Fiir 7° gelten die (Anti-)Vertauschungsrelationen {7°,7} = 0, {7°,+°} = 0,
{7°,0%} =0 und [y, 0¥] = 0. Damit folgt:

VAP, 727" = ps(po,°) — pp(po, %) - 7°

+ pop(P0, 7%) - 007’ — pY') + pon(po, 0°) - oy’

+ pt(p07152) : nopiUOi - Pe(po,ﬁg) 'nOPiEOiijjk (4-15)

— Pap(P0, 7%) - (P07°Y” = PV Y®) = Pan(Po, 1°) - 10V
Der Vergleich von ([.15) und (f.14) zeigt, dass die Bedingung (f.12) nur dann

erfiillt werden kann, wenn gilt:

pp:pe:pap:pan:07

da der pseudoskalare Term, die axialvektoriellen Terme und der e-Tensor-Term
ihr Vorzeichen gewechselt haben.

Unser Ansatz reduziert sich somit auf:

A(p) = Ps(poﬁg) + pvp(pOaﬁQ) 'p,ufyu + pvn(p07152) : noVO
+ pe(po, P°) - nopio™. (4.16)
Diesen Ausdruck setzen wir nun in die Regel fiir Zeitumkehr ([.13) ein. Die

Entwicklungskoeffizienten und die Impulse sind reell, es miissen daher nur die
~v-Matrizen komplex konjugiert werden:

Alp) = (=) [ps(po, 7*) + pup(po, 2°) - (007 + pi(7")")
+ pon(Po: °) - 107"+ pe(po. °) - no(—pi)(UOi)*] (v'7?).

In unserer Darstellung sind die Matrizen 7°, v und ~? reell. 42 ist rein imaginir,
es gilt (7?)* = —~% Fiir den Tensor 0% bedeutet das:

(002)* — 0_02 7 (0_01)* — _0_01 ’ (0_03)* — _0_03‘ (417)

Nun miissen wir wieder die Eigenschaften der y-Matrizen ausnutzen, um diesen
Ausdruck weiter auszuwerten. Mit (y')? = (7%)?> = —1 und den (Anti-)Vertau-
schungsrelationen {7*,v/} = 2¢% und [7*,0%];.; = 0 erhalten wirf}:

A(p) = ps<p07152) + pvp(p07152) : (pO'YO —pﬂi)
+ /)m(po,ﬁg) ~novo - Pt(po,ﬁz) : nopiUOi

N 1 0 A A A
70 = 0
13 (g0l = g0
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Wenn man dieses Ergebnis mit (.IG) vergleicht, dann stellt man fest, dass der
Tensor-Term nicht invariant unter Zeitumkehr ist. Es muss also gelten:

pt:O.

Damit verbleiben fiir die Spektralfunktion nur noch der skalare und die vektori-
ellen Terme:

A(p) = ps(p()apg) + pvp(pﬂ’ﬁg) 'p,u,'yﬂ + pvn(pOaﬁQ> 'nO'YO-

Wir formen diesen Ausdruck ein wenig um, indem wir die v°- von den ~*-Beitrigen
trennen:

Ap) = ps(po,7°) + pun(po,D°) - 167"
+ p’up(p()aﬁg) 'pO’yO - pvp(p07p2) ]7 5;

Abschlieffend fiihren wir noch die neuen Koeffizienten p, = —p,, - [p] und py =
PupPo+pun-no €in. Das endgiiltige Ergebnis fiir die relativistische Spektralfunktion
in einem unendlich ausgedehnten Medium im thermodynamischen Gleichgewicht
lautet somit:

Ap) = ps(po, ) + po(Po, ) - 7° + pu(po,p°) € - 7. (4.18)

Dieses Ergebnis gilt auch im Vakuum. Da dort ny = 0 gilt, unterscheiden sich p,
und p, lediglich durch einen Faktor po/|p] und ein Vorzeichen, py = —p,po/|p]-
Es sind also nur zwei unabhéingige Koeffizienten (ps und pg), die im Vakuum
bestimmt werden miissen (vgl. [BD]).

Im Nichtgleichgewicht ist die Spektralfunktion nicht mehr invariant unter Zeit-
umkehr; es macht dann einen Unterschied, ob man sich vorwérts oder riickwarts
in der Zeit bewegt. Somit kann auch ein Tensor-Term mit p; # 0 existieren. Der
Vollstéandigkeit halber sei angemerkt: In einem endlichen System, wie etwa einem
Nukleon, kann die Zeitumkehrinvaranz auch im Gleichgewicht verletzt sein, z.B.
durch ungepaarte Quark-Spins.

In der Spektralfunktion ([L1§) tritt eine Abhéngigkeit von der Richtung des Im-
pulsvektors p’ auf (vgl. Fuknote auf S. []). Genauer gesagt enthélt (f.1§) einen
Term ~ €, - 7, es liegt hier also eine Abhéngigkeit von der Polarisation des Teil-
chens vor.

Obwohl ein unendlich ausgedehntes Medium betrachtet wird, ist es an dieser Stel-
le nicht moglich, eine Spinmittelung durchzufiihren und so den Term p,€), - 7 ver-
schwinden zu lassen. Der Grund dafiir liegt in dem Modell, das wir fiir die Quark-
Quark-Wechselwirkung verwenden wollen. Das NJL-Modell, das in Abschnitt .4
vorgestellt wird, beschreibt eine spin- und flavorabhéngige Wechselwirkung. Es
ist daher nicht moglich, die iterativen Rechnungen mit spingemittelten Quarks
durchzufiihren. Erst am Ende der Rechnungen, wenn ein selbstkonsistentes Ergeb-
nis fiir alle Komponenten von A vorliegt, kann eine Spinmittelung in Erwadgung
gezogen werden.
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4.3.3 Spektralfunktion in der chiral restaurierten Phase

Das Ergebnis ([.1§) ldsst sich noch weiter einschréanken, wenn die Invarianz des
Systems unter zusitzlichen Symmetrien angenommen wird. Fiir uns ist die In-
varianz unter der chiralen Symmetrie SU.(2) ® SUR(2) = SUy(2) ® SU4(2) von
besonderem Interesse, denn wir werden unser Modell spater auf die chiral restau-
rierte Phase beschranken (gerade weil sich dort die Spektralfunktion vereinfacht).

In Anhang B wird gezeigt (Gleichung (B.27)), dass die Spektralfunktion genau
dann invariant unter chiralen Symmetrietransformationen ist, wenn sie mit der
Matrix +° antivertauscht (vgl. (B:20)). Wir betrachten nun den Antikommuta-

tor der Spektralfunktion aus ([.1§) und der v°-Matrix. Unter Verwendung von
{v", 7%} = 0 gilt:

Di 3
{A,7°} = p{1,7°} + po{7" 7} + pvﬁ{v,y”}:%ﬂ? (4.19)

In einem chiral invarianten System muss der skalare Term p, also verschwinden.
Dementsprechend hat die Spektralfunktion in einem solchen System die Form:

AN (p) = po(po. 0%) 1" + pulpo.P7) & - 7. (4.20)

4.3.4 Die Bedeutung von py

Der interessanteste Beitrag der Zerlegung ist der pyyo-Term. Das wird bei der
Bestimmung der Zustandsdichte aus der Spektralfunktion deutlich. Wie bei den
Korrelationsfunktionen g< wird mit 7, multipliziert und die Spur gebildet, um
eine Dichte zu erhalten:

tr{70A(p)} = ps(po,7*) tr{n} + po(po,7*) tr{1}
+ pu(po, 7°) %1 tr{y07'}
= 4'/00(290,252) (4.21)

unter Verwendung von tr{7yo} = 0 und tr{y#4"} = 4¢"".
Aus ({.10) folgt die Normierung von po(po, p?):

d
| Bt %) = 1. (.22
s

Somit ist die Dichte aller Zustdnde, mit der wir die nichtrelativistische Spek-
tralfunktion identifiziert hatten, hier alleine durch den Koeffizienten py(po, p?)
gegeben.
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Die Koeffizienten ps und p, sind nicht auf die gleiche Weise normiert. Der Ansatz,
der auf (£.29) fiihrt, liefert:

/ %H{v’/\(p)} = - / %%m W tr{y'7"} =0
[ RuqrAw) = [ Lo Bupy -0

Insbesondere fiir p, ist diese Tatsache aber nicht iiberraschend, denn es ist nicht
positiv definit (vgl. Definition von py und p, im vorletzten Abschnitt).

4.3.5 Lorentzstruktur der Selbstenergie

Die Lorentzstruktur der Selbstenergie lédsst sich leicht aus der Lorentzstruktur
der Spektralfunktion ableiten. Dazu betrachten wir die Dyson-Gleichung [Da84]:

9(») = 90(p) + 90(P)X(p)g(p)- (4.23)

Wird die Dyson-Gleichung auf beiden Seiten mit g~*(p) und g, *(p) multipliziert,
dann ergibt sich:

S(p) =95 (p) — g ' (p).

Aus Gleichung (f-4) geht hervor, dass die Greensfunktionen go(p) und g(p) die
gleiche Lorentzstruktur wie die Spektralfunktion haben. Die Struktur von Selbs-
tenergie und Spektralfunktion ist somit eng verkniipft. Es geniigt, die Lorentz-
struktur der inversen Greensfunktionen (bzw. der Spektralfunktion) zu bestim-
men, um die Struktur der Selbstenergie herauszufinden.

Mit dem Ansatz

go(p) = ao(po,7*)V° + av(po, B°)€, - 7 + b(po, p°)
= a,(po, P°)V" + b(po, 7°)
ergibt sich:
_ _ a, " —0b
9% ') = la"+0 "= =

(apy* +b)(ayy* —b)
_ a " —0b :a070+a05p-i—b

v _ |2 2 _ 42 |2
aua, g — b ag—a%—2>b

= G0 + GuE, - 7 — b. (4.24)

In der zweiten Zeile wurde die Anti-Vertauschungsrelation {v#,7"} = 2¢" aus-
genutzt, es gilt a,a,v*y" = aua,g". Die Koeffizienten, die im letzten Schritt
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eingefiihrt wurden, setzen sich aus Funktionen von py und p? zusammen. Daher
gilt auch fiir sie: b = b(po, p?), do = ao(po, p>) und a, = a,(po, p?)-

Vollig analog folgt fiir g(p) = co7® + ¢v€, - 7+ d = ¢,/ + d:
gil(p) = 5070 + 5U€p : 5; - J (425)
mit d = d(po, p%), & = éo(po, p*) und &, = & (po, p?).

Die Lorentzstruktur der Selbstenergie lésst sich nun direkt ablesen:
Y(p) = lay* +b7 = [ey” +d7!
= (a0 — )Y + (@ — &)8, - 7 — (b—d). (4.26)

Somit ist die Lorentzstruktur der Selbstenergie mit der Struktur der Spektral-
funktion identisch. Wir schreiben:

2(p) = Es(po,7°) + Zo(po,7%) -0 + Su(po, %) €, - - (4.27)

In Abschnitt wurde gezeigt, dass in einem System, das invariant unter chi-
ralen Symmetrietransformationen ist, der skalare Term der Spektralfunktion pj
verschwindet. In Gleichung (£.26) bedeutet das, dass b und d null sein miissen.
Dementsprechend verschwindet auch der skalare Term in der Selbstenergie:

EChiral(p) — zﬂ(p())p_g) . ,-)/0 + Zv(pO;pQ) gp . "5/) (428)

4.4 Das Nambu—Jona-Lasinio-Modell der QCD

Die Quantenchromodynamik (QCD) ist als Theorie der starken Wechselwirkung
anerkannt. Es besteht jedoch das Problem, dass die Quark-Gluon-Kopplungskon-
stante (‘laufende Kopplungskonstante’) nur im Bereich grofter Impulsiibertrage
klein genug ist, um storungstheoretische Rechnungen zu gestatten. Dieses Phé-
nomen wird als ’asymptotische Freiheit” bezeichnet, die bei kurzen Entfernungen
auftritt.

Bei groferen Entfernungen und kleineren Impulsiibertragen, wie sie beispielswei-
se in der hadronischen Physik auftreten, wird die Kopplungskonstante grof. Die
storungstheoretischen Verfahren, die aus der Quantenelektrodynamik (QED) be-
kannt sind, lassen sich dann nicht mehr anwenden. Die einzige Moglichkeit, die
Bewegungsgleichungen der QCD exakt zu l6sen, liegt in der Rechnung auf einem
diskreten Gitter. Diese als Gitter-Eich-Theorie oder Lattice-QCD bekannten Me-
thoden sind aber numerisch sehr aufwéndig und nur auf Héchstleistungsrechnern
einsetzbar. Aufterdem sind sie nicht anwendbar bei dynamischen Berechnungen
sowie bei endlichem chemischen Potential.

Es besteht daher die Notwendigkeit, eine einfachere Lagrange-Dichte zu bestim-
men, die einige der wesentlichen Eigenschaften der QCD beinhaltet aber trotzdem
mathematisch handhabbar bleibt.
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4.4.1 TUberblick

Das Nambu-—Jona-Lasinio-Modell (NJL-Modell) in seiner urspriinglichen Form
wurde bereits 1961 fiir Nukleonen entwickelt, Quarks waren damals noch unbe-
kannt. Es handelt sich dabei um eine effektive Theorie mit lokaler Zweiteilchen-
Punktwechselwirkung, die mathematisch der Bardeen-Cooper-Schrieffer-Theorie
(BCS Theorie) zur Beschreibung der Supraleitung dhnelt. Heute werden die Frei-
heitsgrade des NJL-Modells neu interpretiert und mit den Quarks identifiziert.

Die Lagrange-Dichte des NJL-Modells wurde so konstruiert, dass sie die Sym-
metrien der QCD beinhaltet, die in der Natur beobachtet werden. Die QCD ist
aber nicht nur fiir ihre Symmetrien bekannt, sondern auch fiir die Brechung der-
selben. Von besonderem Interesse ist dabei die spontane Brechung der chiralen
Symmetrie, die zur dynamischen Generierung von Fermionen-Massen fiihrt.

In der Tat ist das NJL-Modell sehr beliebt fiir die Untersuchung der chiralen Sym-
metriebrechung (z.B. [Ne0T]|). Genau wie die QCD beschreibt das NJL-Modell den
Zusammenbruch der chiralen Symmetrie im Vakuum und die Wiederherstellung
der Symmetrie bei hohen Temperaturen und Dichten. Die einfache Struktur des
Modells erlaubt dabei eine klare Beobachtung der ablaufenden Prozesse.

Als Motivation fiir eine effektive Punktwechselwirkung ohne Gluonen kann die
BCS-Theorie dienen. Dort kommt es durch Elektron-Phonon-Wechselwirkungen
zu einer effektiven Elektron-Elektron-Wechselwirkung, die nichts mit der Cou-
lombkraft zu tun hat. Ahnlich kénnte es durch komplizierte Gluonaustauschpro-
zesse zu einer effektiven Quark-Quark-Wechselwirkung kommen.

Ausfiihrliche Beschreibungen des NJL-Modells fiir SU(2) und SU(3) finden sich

in [KT92, KW9d].

4.4.2 Symmetrien der QCD

Wir beschrinken uns hier auf die SU(2)-Variante des NJL-Modells, das heifst
wir betrachten nur up- und down-Quarks. Fiir die Strangeness-freie Physik im
MeV-GeV Bereich ist diese Einschrinkung auf die leichtesten Quarks sicherlich
gerechtfertigt.

Wir zerlegen die Lagrange-Dichte der QCD entsprechend:
EQCD = Echiral - (muﬂu + deZd) + £scbt~ (429>

Mit L, bezeichnen wir die Lagrange-Dichte der schwereren Flavor s, ¢, b,t. m,,
und my sind die Stromquarkmassen. Der chirale Anteil L1 ist explizit gegeben
als:

1 _
Echiral - _ngyfﬁy + 1/11 JD?/J ) w = |: 3 :| (430>



48 Kapitel 4. Der Ubergang zu Quarks

mit dem Feldstérketensor F** und der kovarianten Ableitung IJ. Beide Groken
sollen hier nicht néher diskutiert werden. Es lasst sich zeigen, dass Laira1 invariant
unter den Symmetrien SUy (2) und SU,4(2) ist [KI92):

SUV(2): ¢ — ¢ =e i@y

o (4.31)
SUA(Q)Z w N ¢’:€*175ﬂ'7?/2¢

mit den Isospin-Pauli-Matrizen 7; und den konstanten Isovektoren «; und ;.

Die Invarianz unter der Symmetrie S = SUy (2) ® SU4(2) kénnen wir auch durch
die dquivalente Zerlegung & = SUL(2) ® SUg(2)mit den chiralen Symmetrien
SUL(2) und SUg(2) ausdriicken. Fiir diese gilt:

SUL(2): ¥r — ¢ =e TPy

(4.32)
SUR(2): Yr — i =e P PYp

mit den Basisvektoren ¢g = (1 +75)¢ und ¢, = (1 — 75)¢.

Der Massenterm der Lagrange-Dichte ist nicht invariant unter SU.(2) ® SUR(2).
Da die Stromquarkmassen sehr klein sind (< 10 MeV, [PDO0(]), bleiben die Effek-
te dieser expliziten chiralen Symmetriebrechung sehr gering. Die Auswirkung der
spontanen Symmetriebrechung durch L und die dadurch generierten Mas-
sen, die wir spater anhand des NJL-Modells untersuchen werden, sind wesentlich
grofer.

4.4.3 Die SU(2)-NJL-Lagrange-Dichte

Wir konstruieren nun die Lagrange-Dichte des NJL-Modells. Es gibt dafiir zwei
Vorgaben. Zum einen soll eine einfache Vierpunkt-Wechselwirkung fiir die Quarks
realisiert werden, zum anderen soll die Lagrange-Dichte genau wie die der QCD
invariant unter den Symmetrien SU(2) ® SUg(2) sein. Der einfachste Ansatz fiir
eine Punktwechselwirkung ist (¢1))2. Dieser Ausdruck ist invariant unter SUy-(2),
aber nicht unter SU4(2). Fiir eine infinitesmale Transformation gilt [Mo99):

SUA2): Wy — ) — PisT - . (4.33)

Eine andere Moglichkeit wiire (1iv571)2. Auch dieser Ausdruck ist invariant unter
SUy (2), aber nicht unter SU4(2):

SUA2) 1 DinsT — PinsTh + Pf. (4.34)

Wir haben jetzt zwei Ausdriicke, die sich bei einer Transformation unter SU 4(2)
selbst reproduzieren und zusétzlich den jeweils anderen Term erzeugen. Quadriert
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man nun (:33) und (£.39) und addiert beide Ausdriicke, dann ergibt sich:

() + (ins7)® —  (Y)? + (Pins7y - §)
— () (VinsTB) — (PinsTB) (V)
+(QisTY)? + (y)* 57
+HWYB) - (insTY) + (YinsT) - (bf)
= (V) + (Pirs 7). (4.35)

Da wir eine infinitesimale Transformation betrachten, vernachldssigen wir Terme,
die % enthalten. (¢1))% + (¢iv571)? ist also tatsichlich invariant unter SUy (2) ®
SU(2) und damit auch unter SUL(2) ® SUR(2).

Der gefundene Ausdruck ist die einfachste Mdoglichkeit, eine chiral symmetrische
Punktwechselwirkung zu konstruieren. Er erfiillt beide Bedingungen, die wir an
die Lagrange-Dichte stellen. Wir haben somit den chiralen Teil der SU(2)-NJL-
Lagrange-Dichte gefunden:

L3 = Vi PP + G[()? + (YiysTe))?) (4.36)

mit der positiven Kopplungskonstante G. Beriicksichtigen wir noch einen expli-
ziten Massenterm, ergibt sich analog zur QCD:

LagL =i §—m)p + Gl(Y)? + (ivsTe)?]. (4.37)

m ist hierbei eine Matrix im Flavor-Raum, auf deren Diagonale die Stromquark-
massen eingetragen sind. Der Wert von GG wird zusammen mit einem Regulari-
sierungsschema festgelegt. Eine Beschreibung folgt im Abschnitt [.4.5.

Die Lagrange-Dichte enthélt einen skalaren (¢1))? und einen pseudoskalaren An-
teil (viv57¢)? . Da es sich bei der Wechselwirkung um eine Punktwechselwirkung
handelt, sollten die Vertizes in Diagrammen eigentlich durch Punkte dargestellt

werden:
(W) - >-< (Pirs7)* — >@m2

Diese Darstellung hat allerdings den Nachteil, dass unterschiedliche Prozesse
durch die gleichen Diagramme beschrieben werden. Das lasst sich zeigen, indem
die Punkte durch Wechselwirkungslinien endlicher Lange ersetzt und explizit al-
le Spinor- und Flavorindizes angegeben werden (auch die Linie soll aber eine
Punktwechselwirkung beschreiben):
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c,c d,d
c,c d,d
(1)Cd(1)cld/
1 = +  (Dac(Darer (Dpa(D)par
(1)ab(1)a’b’
a,a b, b
a,a bV
und
c,c d,d
c,c d,d
(75)cd(7-j)c’d’
(ivs7)? = Oij +  (5)ac(Ti)arer (5)bd (7)) vrar
(¥5) ab(T3)arty
a,d bt
a,a b, b

Es ist an der Anordnung der Indizes an den Matrizen +5; und 7 zu erkennen,
dass die Diagramme auf der rechten Seite jeweils zwei unterschiedliche Prozesse
beschreiben.

Die getrennte Darstellung unterschiedlicher Prozesse fillt in dieser Darstellung
wesentlich leichter, denn bereits die Ausrichtung der Wechselwirkungslinie (ho-
rizontal oder vertikal) macht klar, um welchen Prozess es sich handelt. In der
linken Darstellung lassen sich die Prozesse dagegen nur unterscheiden, wenn kon-
sequent alle Indizes angegeben werden. Wir werden daher im Folgenden auch von
der Darstellung mit Wechselwirkungslinie Gebrauch machen, wenn es noétig ist,
bestimmte Prozesse zu unterscheiden.

4.4.4 Schwachen des NJL-Modells

Natiirlich hat das NJL-Modell auch Schwéchen. Aufgrund der punktférmigen
Wechselwirkung zwischen den Quarks ist die Theorie nicht renormierbar. Somit
ist das Modell durch die Angabe der Lagrange-Dichte nicht vollstdndig spezi-
fiziert. Um ein effektives Modell zu erhalten, muss zusétzlich ein Regularisie-
rungsverfahren angegeben werden. Dieses soll die divergenten Integrale, die bei
Rechnungen mit der NJL-Lagrange-Dichte auftreten, unter Kontrolle bringen.

Durch das Regularisierungsverfahren wird eine Langenskala fiir die Theorie fest-
gelegt, in der Regel geschieht dies durch einen Impuls-Cutoff. Dieser Cutoff kann
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als primitiver Versuch interpretieren werden, das Konzept der asymptotische Frei-
heit der QCD in das NJL-Modell einzufiigen. Durch die Unterdriickung der Wech-
selwirkung bei groffem Impuls simuliert man das Verhalten der ’laufenden’ Kopp-
lungskonstante der QCD.

Eine andere Schwéche des Modells ist rein physikalischer Natur. Das NJL-Modell
beriicksichtigt kein Confinement. Fiir viele Fragen ist das Confinement jedoch
relativ unwichtig. Die Wechselwirkung von Hadronen unterhalb der Schwelle fiir
die Produktion freier Konstituentenquarks beispielsweise héngt sicherlich nicht
von den Details ab, wie Confinement entsteht.

4.4.5 Parameter und Regularisierung

Die Wahl eines Regularisierungsschemas ist nicht eindeutig. Eine Moglichkeit ist
die Einfiihrung eines Cutoffs fiir den Dreierimpuls,

pr < A%

Man kann aber auch einen kovarianten Ansatz wéhlen und den Viererimpuls im
euklidischen Raum begrenzen,

Py =g+ 1" <A

Weitere Moglichkeiten existieren, siehe z.B. [KI9Z].

Unser Modell hat somit zwei freie Parameter, die Kopplungskonstante G' und
den Cutoff A. Ublicherweise werden G’ und A so gewihlt, dass das Modell fiir
die Pionzerfallskonstante f, und die Konstituentenquarkmasse die experimentell
bekannten Werte liefert. Das fiihrt auf:

Dreierimpuls-Cutoff: A = 653 MeV, GA%?=2.14
Viererimpuls-Cutoff: A = 1015 MeV, GA? =3.93

In den Rechnungen, die in den spéteren Kapiteln diskutiert werden, kommt der
Dreierimpuls-Cutoff mit den hier angegebenen Werten fiir die Parametern zum
Einsatz. Die Stromquarkmasse wurde an dieser Stelle als freier Parameter igno-
riert. Man kann auch diese berticksichtigen und damit die vom Modell erzeugte
Pionenmasse anpassen.

4.4.6 Dynamische Massengenerierung im NJL-Modell

Im NJL-Modell wird bei niedrigen Temperaturen und Dichten die chirale Symme-
trie durch nichtverschwindende Quarkkondensate (11)) spontan gebrochen. Da-
durch kommt es zur dynamischen Generierung von Quarkmassen, den so genann-
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S G R @ I

Abbildung 4.1: Hartree-Fock-Beitrage zur Selbstenergie. Um den direkten
und den Austauschterm unterscheiden zu konnen, wurde die Punktwechselwir-
kung auf der rechten Seite durch eine Wechselwirkung mit endlicher Reichweite
ersetzt.

ten Konstituentenquarkmassenf]. Wir wollen den Mechanismus, der zur spontanen
Symmetriebrechung fiithrt, nun kurz untersuchen.

In der Hartree-Fock-Néherung (Abb. [L.T]) erhalten wir fiir die Selbstenergien, die
zum skalaren Vertex (¢1))? und zum pseudoskalaren Vertex (1iy57t)? korrespon-
dieren:

¥ = 2iG[Trg(z,z) — g(z, )]
SP = 2iG[(ivs7) Tr{g(z, 2)ivsT} — (iv57)g(x, 2) (5 7)),

wobei "Tr’ eine Spur iiber Farb-, Flavor- und Spinorindizes ist. Wie iiblich haben
wir einen direkten und einen Austauschterm erhalten.

Da wir eine Punktwechselwirkung betrachten, ist die Selbstenergie eine Konstan-
te, die wir sofort mit der Masse der Teilchen im System identifizieren kénnen:

Y=Y+ =m".

Die Stromquarkmasse vernachléssigen wir an dieser Stelle.

Wir kennen die explizite Form des vollen Propagators g(p). Es gilt:

d'p d'p p+m*
g(z,x) :/Wg(p) :/(27)4p2—m*2'

Wir setzen diesen Ausdruck nun in die Selbstenergie ein. Unter Verwendung von
tr{y} =0, tr{y5} = 0, tr{Py5} = 0 und (75)* = 1 folgt:

d4 * _ * _ *
m*:E:2@'G/ p{4NfN62m S Al

(271')4 P2 — m*2 p2 _ m*2 p2 _ m*Q )

wobei Ny und N, fiir die Zahl der Flavor und Farben stehen, die im Modell
verwendet werden.

®Bei hohen Temperaturen und Dichten wird die chirale Symmetrie wiederhergestellt, man
spricht von der chiral restaurierten Phase. Die Quarks sind dort, abgesehen von den winzigen
Stromquarkmassen, praktisch masselos.
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Da die Integrationsgrenzen symmetrisch sind, verschwinden alle Terme, die un-
gerade in p sind:

. ' d4p m* m*
m* = 220/ i [4Nchp2 e . m*2] .

Nun nutzen wir wieder tr{#} = 0, sowie m* = str{m*}:

*—2'G[NN+1]/ b ()~2'GNN/d4—pt (p).  (4.38)
m* =2 Net 5 (27T)4rgp~z N, (2ﬂ)4rgp. .

Im letzten Schritt haben wir den Summanden 1/2 vernachléssigt. Ny N, = 2-3 = 6
ist mehr als zehnmal grofer, daher ist diese Naherung in Ordnung.

Es gilt:
d*p
(2m)*

m* = 2iGNch/ trg(p) = 2iG Tr g(z, ).

Unter Verwendung von Trig(z, ) = — (1)) erhalten wir:
m* = —2G (). (4.39)

Die Konstituentenquarkmasse m* steht also tatséchlich in direktem Zusammen-
hang mit dem Quarkkondensat (¢1)). Tritt ein nichtverschwindendes Quarkkon-
densat auf, so wird gleichzeitig eine Konstituentenquarkmasse erzeugt. Die Glei-
chung (£:39) sagt uns allerdings nicht, ob {iberhaupt ein endliches Quarkkonden-
sat existiert, bzw. welche Bedingungen dafiir erfiillt sein miissen.

Wir betrachten noch einmal (f.3§). Das Energieintegral iiber g(p) konnen wir mit
Hilfe des Residuensatzes auswerten, die Pole liegen bei p2 = p? + (m*)?. Fiir das
Dreierimpuls-Integral fithren wir einen Cutoff p? < A? ein:

d3p m*
en (2702 /52 + me2

Das ist die so genannte NJL-Gap-Gleichungf] Diese Gleichung wird trivialerweise
von m* = 0 gelost. Es zeigt sich jedoch, dass auch endliche Lésungen fiir m* und
somit fiir das Quarkkondensat existieren, wenn die Kopplungskonstante G grofs
genug ist. Man erhélt als Wert fiir die kritische Kopplungskonstante:

m* = 4GNfNC

(4.40)

71'2

G A% =
NN,

. (4.41)

In Abbildung .3 ist der Zusammenhang zwischen Masse und Kopplungskonstante
graphisch dargestellt. Die Untersuchung der jeweiligen Energie fiir die beiden
Losungen m* = 0 und m* # 0 zeigt, dass der Zustand m* # 0 energetisch
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Abbildung 4.2: Die skalierte Quarkmasse m*/A als Funktion der skalierten
Kopplungskonstanten G/G..

giinstiger ist. Somit ist im Vakuum der symmetriegebrochene Zustand (1)) # 0
realisiert.

Abschliefend konstruieren wir eine effektive mean-field-Lagrange-Dichte [[KI932,
Ne0T]. Diese entsteht im Wesentlichen, indem je ein Feldoperatorenpaar in L3F
durch seinen Erwartungswert ersetzt wird, (1) (Y1) — ()hnh 41 (apah). Aus-
gehend von ([1.3G) ergibt sich:

NJL
‘Ceff

Vi P+ 2G W) 4 - - -
Vi P —m P+ - (4.42)

Es entsteht ein effektiver Massenterm, der die chirale Symmetrie bricht wenn ein
endliches Quarkkondensat (1)) auftritt. Umgekehrt wird die chirale Symmetrie
wiederhergestellt, wenn das Quarkkondensat verschwindet.

E
o

(.39

4.5 Quarks und Antiquarks

Die Quark-Spektralfunktion, die wir mit unserem Modell berechnen wollen, be-
sitzt eine Struktur, die sich auch auf negative Energien ausdehnt. Wie in der
Dirac-Theorie iiblich fiihrt das auf die Einfithrung von Teilchen- und Antiteil-
chenzustanden. Betrachtet man Quarks mit Viererimpuls p dann gilt: Zustande
mit positiver Energie pg sind Teilchenzusténde, Zustéinde mit negativer Energie
po sind Antiteilchenzustdnde mit Energie |po].

5Der Name entstand aufgrund der Analogie zur BCS-Gap-Gleichung fiir die Supraleitung.
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4.5.1 Antiquarks in Streuprozessen

Die Unterscheidung zwischen Quarks und Antiquarks macht die Zuordnung der
Selbstenergien X< zu bestimmten Streuprozessen komplizierter, da nun mehr Pro-
zesse moglich sind. Fiir Zweiteilchen-Wechselwirkungen in Bornscher N&herung
gilt ganz allgemein:

X7 (p) ~ / - X 6(po+ 10— g0 — ko)[1 — nr(qo)][1 — nr(ko)|nr(ro)

_iv<(p) ~ / e X 5(po + 10 — o — Eo)ne(go) (ko)1 — n(ro).

In der nichtrelativistischen Rechnung haben wir Zusténde mit Energien w < wp
als einlaufende und Zustéinde mit Energien w > wp als auslaufende Teilchen in-
terpretiert. Somit war i3~ mit einer Stofrate aus der Konfiguration w, p heraus
(Verlustrate) und —i>< mit einer Stofrate in die Konfiguration w, p hinein (Ge-
winnrate)zu identifizieren. An jedem Streuprozess waren zwei einlaufende und
zwei auslaufende Teilchen beteiligt.

Diese einfache Interpretation ist nicht mehr moglich, wenn auch Antiteilchen be-
riicksichtigt werden miissen. Ein Zustand mit py < wp ist nicht mehr automatisch
ein einlaufendes Teilchen p. Falls py negativ ist, hat man stattdessen ein auslau-
fendes Antiteilchen p. Zur Erklarung betrachten wir die J-Funktion, die in den
Integranden auftritt. Diese bringt die Energieerhaltung wiahrend des Stofses zum

Ausdruck:

d(po+ 10 — qo — ko).

Sind pg, 70, go und kg positiv, treten also nur Teilchen auf, dann legen die Vorzei-
chen, mit denen die Energien in die Bilanz eingehen, die Art der Streuung (bis
auf die Zeitrichtung) fest:

Pot+ro=q +ko = pr=qk.

Interessant wird es, wenn ein Antiteilchen am Stof teilnimmt. Falls eine der
Energien negativ ist, z.B. gy < 0, dann gilt:

6(po + 70— qo — ko) = d(po + o + |qo| — ko).

Die Energie des Antiteilchens g ist durch |gg| gegeben und nicht durch ¢q. Die
Art der Streuung ist daher an den Vorzeichen des rechten Ausdrucks abzulesen:

po+ro+ el =k = pr,qSk

Es sind jetzt drei Energien, die mit positivem Vorzeichen in die Bilanz eingehen;
aus dem auslaufenden (einlaufenden) Teilchen ist somit ein einlaufendes (auslau-
fendes) Antiteilchen geworden.
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Das Gleiche sieht man auch an der thermischen Verteilung fiir negative Energien.
Wir betrachten die Besetzungswahrscheinlichkeit fiir ein einlaufendes Teilchen
mit go < 0:

1 e~ Alao—wr) 1

e 71 11efmwn w11 (49

nF(QO) =

Es ergibt sich ein Pauli-Blocking-Faktor fiir Antiteilchen[], d.h. das einlaufen-
de Teilchen mit negativer Energie kann als auslaufendes Antiteilchen aufgefasst
werden.

Ein wichtiger Punkt sollte an dieser Stelle erwéahnt werden. Fiir auslaufende Teil-
chen gibt es eine Energieschwelle, die aus Griinden des Pauli-Blockings iiber-
schritten werden muss. Antiteilchen konnen dagegen mit beliebig kleiner Energie
erzeugt werden, da in unserem System sémtliche Antiteilchenzustdnde unbesetzt
sind (vgl. Kommentar auf S. PJ). Aus dem gleichen Grund erhalten wir keine
Streuprozesse, an denen einlaufende Antiteilchen aus dem Medium beteiligt sind.

4.5.2 Zerlegung von %~ und —iX<

Wir wollen uns nun iiberlegen, wie die einzelnen Prozesse aussehen, die in %<
auftreten. Die benétigten Informationen sind vollstdndig in den Gleichungen fiir
12~ und —iX< aus dem letzten Abschnitt enthalten.

Um unnétigen Komplikationen aus dem Weg zu gehen, setzen wir fiir die folgen-
den Betrachtungen die Temperatur auf null. Die Fermi-Verteilung wird dann zu
einer O-Funktion und es gilt:

Y7 (p) =0 fiir po < wp, X=(p) =0 fiir po > wp. (4.44)

e i3”(p) (Verlustrate fiir Teilchen):

Da ¥~ = 0 fir py < wp, muss es sich bei p wie bisher um ein einlau-
fendes Teilchen handeln. i¥~ entspricht damit weiterhin der Stofsrate aus
der Teilchenkonfiguration pg, p" heraus. Aufgrund der ©-Funktionen gelten
die Bedingungen qg > wr und kg > wp, k und ¢ bleiben also auslaufende
Teilchen.

Interessant ist eigentlich nur r. Die Bedingung ry < wp lafst positive und ne-
gative Werte fiir rq zu. Ist rq positiv, hat man das gleiche Bild wie im ersten
Kapitel, p streut an einem Teilchen des Mediums, qqg — gq. Wenn ry aber
negativ wird, dann verwandelt sich das einlaufende Teilchen in ein auslau-
fendes Antiteilchen. Aus dem Streuprozess wird ein ¢g-Produktionsprozess,

q — qqq.

"wr geht daher mit umgekehrten Vorzeichen ein.
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Aus Griinden der Energieerhaltung benétigt das einlaufende Teilchen p fiir
den ¢ — qqq-Prozess eine Energie von mindestens 2wp. Diese wird bendtigt,
um zwei freie Endzustédnde fiir die Teilchen zu erreichen (die Erzeugung des
Antiquarks ist bei beliebig kleinen Energien moglich).

In Abbildung [£.3 sind die beiden Prozesse q¢ — gq (links) und ¢ — gqq
(rechts) graphisch dargestellt.

D ¢ q q
(po > 2wr)

q q q

Abbildung 4.3: Die zu i3~ (p) korrespondierenden Prozesse.

e —i¥<(p) fiir py > 0 (Gewinnrate fiir Teilchen):

Solange py positiv ist, handelt es sich bei p um ein auslaufendes Teilchen
und —i¥< entspricht unverdndert der Stofsrate in die Teilchenkonfiguration
Do, P hinein.

7 ist durch eine der ©-Funktionen als auslaufendes Teilchen festgelegt (1o >
wr). Den Charakter von ¢ und k lassen die ©-Funktionen offen (gy <
wr, ko < wr). Es ist hier die Energieerhaltung, die die Entscheidung bringt:

k0+q0:p0+7“020+wpzwp.

Da kg und g9 durch wp nach oben begrenzt sind, kann diese Bedingung
nicht erfiillt werden, wenn eine der beiden Groéfsen negativ ist. Es besteht
kein Zugang zum Antiteilchensektor fiir £ und ¢, beide miissen einlaufende
Teilchen sein.

Fiir wg > pg > 0 beschreibt —iX< also nur den einfachen Streuprozess mit
zwei einlaufenden und zwei auslaufenden Teilchen, g¢ — ¢q. Antiteilchen
haben auf diesen Sektor keinen Einfluss. In Abbildung [.4 ist der Prozess

dargestellt.

q q

Abbildung 4.4: Der einzige Prozess fiir —iX<(p) bei pg > 0
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o —i¥<(p) fiir py < 0 (Verlustrate fiir Antiteilchen):

Wir kommen jetzt zum interessantesten Fall. Da py negativ ist, wird —iX<
zur Stofrate aus der Antiteilchenkonfiguration |pg|, p heraus.

Aufgrund der ©-Funktion muss r nach wie vor ein auslaufendes Teilchen
sein. k und ¢ sind aber nicht ldnger durch die Energierhaltung auf den Teil-
chensektor beschréankt. Es sind daher drei verschiedene Prozesse moglich:

Wenn £ und ¢ beide einlaufende Teilchen sind, erhélt man einen qg-Ver-
nichtungsprozess, gqqg — ¢q. Das entspricht gerade der Umkehrung des ¢g-
Erzeugungsprozesses in 1%~. Ist entweder ¢ oder k ein auslaufendes Anti-
teilchen, dann ergibt sich ein Quark-Antiquark-Streuprozess, qqg — ¢q.

Sind schliefslich £ und ¢ beide auslaufende Antiteilchen, dann fithrt das zu
einem weiteren qg-Erzeugungsprozess, § — ¢qq. Dieser Prozess ist allerdings
nur fiir bestimmte py zugénglich. Um ein Teilchen oberhalb der Fermi-
Kante zu erzeugen, muss die Energie |po| des einlaufenden Antiteilchens
mindestens wp betragen. Das bedeutet py < —wp.

Abbildung [.5 zeigt die drei diskutierten Prozesse gqq — ¢ (links), g — qq
(mitte) und ¢ — ggq (rechts).

q q
q q

q q % q
(po < —wp)

q q q q

S|

Abbildung 4.5: Die Prozesse fiir —iX<(p) bei pg < 0.

Wir stellen fest, dass fiir py < 0 keine Stofe in die Antiteilchenkonfiguration |po|, p’
auftreten. Das liegt daran, dass unser Medium nur aus Quarks besteht. Einen
Prozess, bei dem Antiteilchen erzeugt werden, benétigt aber entweder einlaufende
Antiquarks aus dem Medium (¢ — Gq, ¢ — Gdq) oder einlaufende Quarks aus
dem Medium, deren Energie oberhalb von wr liegt (¢ — qqq, vgl. i%7).

Hat das Medium eine endliche Temperatur, sind auch Zustdnde oberhalb der
Fermi-Kante besetzt. Der Prozess ¢ — qq¢ wird dann prinzipiell moglich. Die
Zahl der besetzen Zusténde so weit oberhalb von wy wird aber klein sein. Dement-
sprechend niedrig wird der Beitrag dieses Prozesses zu —iX< ausfallen.

Es gibt noch eine zweite interessante Feststellung. Fiir positive Energien py un-
terhalb von 2wp gehen in —iX<(p) und i3~ (p) nur reine Teilchenprozesse ein.
Die Antiteilchen haben keinen Einfluss auf die Eigenschaften der Selbstenergie
und somit der Spektralfunktion in diesem Bereich.



Kapitel 5

Das Modell fiir Quarks

5.1 Einleitung

In diesem Kapitel werden wir das Modell zur Berechnung der Quark-Spektral-
funktionen aus dem Modell fiir Nukleonen und den weiter gehenden Konzepten
aus dem letzten Kapitel entwickeln. Es fehlen eigentlich nur noch zwei Dinge. Das
eine ist ein expliziter Ausdruck fiir die Selbstenergie im NJL-Modell, das andere
ist der Imaginarteil der retardierten Greensfunktion. Das sind aber gerade die
Grofsen, deren Bestimmung den héchsten Aufwand erfordert.

Wir machen uns deshalb zunéchst Gedanken iiber Vereinfachungen und Né&he-
rungen, mit denen wir den Aufwand reduzieren kénnen. Dadurch vereinfachen
sich nicht nur die Ausdriicke fiir £2(p) und Img™!(p), auch der Zeitaufwand fiir
die numerische Berechnung der Spektralfunktion wird dadurch reduziert.

5.2 Vereinfachungen und Naherungen

5.2.1 Die chiral restaurierte Phase

Die wichtigste Vereinfachung des Nukleonen-Modells, eine konstante Streuampli-
tude M, ist fiir die Quarks im Rahmen des gewéhlten Modells bereits erfiillt. Die
durch das NJL-Modell gegebene Punktwechselwirkung besitzt bereits eine sehr
einfache Struktur.

Stattdessen nehmen wir eine andere, weitreichende Einschrénkung vor. Wir wer-
den uns in den Rechnungen auf die chiral restaurierte Phase beschrénken, in der
die Quarks praktisch masselos sind. Wie in Abschnitt [£.3.3 gezeigt wurde, ver-
letzt der skalare Term der Spektralfunktion die chirale Symmetrie (vgl. (19))

29
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und muss daher verschwinden. Die Spektralfunktion reduziert sich auf ([:20):

A(p) = Po(poaﬁz) Yo + pv(p07]52) €p - (5.1)

Die vorliegende Arbeit ist der erste Versuch iiberhaupt, die Quark-Spektralfunk-
tion auf selbstkonsistente Weise zu berechnen. Es geht daher vor allem darum,
die Durchfithrbarkeit der Rechnungen und die Plausibilitdt der Ergebnisse zu
untersuchen. Dazu ist es sicherlich nicht notwendig, die volle Struktur der Spek-
tralfunktion heranzuziehen.

Wie in Abschnitt gezeigt wurde, ergibt sich die Zustandsdichte alleine aus
dem Koeffizienten py. Der physikalisch interessanteste Teil der Spektralfunktion
bleibt somit auch in der chiral restaurierten Phase erhalten.

Die Tragweite dieser Vereinfachung zeigt sich bei der Berechnung der Selbstener-
gien. In der Bornschen Naherung tritt ein Produkt aus drei Spektralfunktionen
auf. Zerfallen die Spektralfunktionen in je drei Terme (ps+poyo—+pu€p-7), so erhélt
man durch Ausmultiplizieren 27 Produkte aus je drei Entwicklungskoeffizienten.
In der chiral restaurierten Phase gibt es dagegen nur acht dieser Produkte.

Der analytische Aufwand wird somit auf ein Drittel reduziert. Das Gleiche gilt
fiir den numerischen Aufwand. Um die Selbstenergien zu berechnen, muss eine
mehrdimensionale Integration iiber die Spektralfunktionen durchgefiihrt werden.
Da es sich bei den Entwicklungskoeffizienten um Verteilungen mit kleiner Breite
handelt, hat ein Produkt iiber drei Koeffizienten eine sehr unregelméfige Struk-
tur. Die verwendete Integrationsroutine aus der NAG-Bibliothek [NAG| kann
deshalb nicht die Summe tiber alle 27 (8) Terme auf einmal integrieren, sondern
nur jeden Summanden einzeln. Im Vergleich zu den Rechnungen fiir die Nukleo-
nen bedeutet das bei gleicher Genauigkeit aber immer noch eine Verachtfachung
der bendtigten Rechenzeit.

5.2.2 Der Realteil von Yret

Im Modell fiir Nukleonen machte es die Punktwechselwirkung unmoglich, den
Realteil der retardierten Selbstenergie mittels Dispersionsrelation aus der Breite
zu berechnen. Wir stehen hier vor einem @hnlichen Problem, da auch das NJL-
Modell eine punktférmige Wechselwirkung beschreibt.

Die Integrale, die bei der Bestimmung der Breite auftreten, werden durch den
Cutoft-Parameter des NJL-Modells korrigiert. Die Breite divergiert daher nicht
bei hohen Energien, sondern erreicht nur ein endliches Maximum. Die Dispersi-
onsrelation sollte also eigentlich anwendbar sein.

Das auftretende Problem ist technischer Natur. Fiir die iterative Rechnung ge-
niigt es, wenn die Spektralfunktion dort bekannt ist, wo sie deutlich von null ver-
schiedene Werte annimmt. Verwendet man einen Cutoff A fiir den Dreierimpuls,
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dann zeigt sich, dass es fiir masselose Quarks geniigt, die Energien im Bereich
—A < w < A zu betrachten. Es empfiehlt sich daher, das Gitter so zu wéhlen,
dass es gerade diesen Bereich abdeckt.

Der Einfluss des Cutoffs auf das Anwachsen der Breiten macht sich jedoch erst
deutlich aukerhalb dieses Intervalls bemerkbar (wir werden das in Kapitel ] noch
genauer belegen). Um die Dispersionsrelation verwenden zu kénnen, miisste die
Breite also auch bei Energien weit oberhalb von A bestimmt werden.

Jede Vergroferung des Energieintervalls und somit des Gitters, auf dem die Rech-
nungen durchgefiihrt werden, bedeutet jedoch entweder eine drastische Erhohung
der Rechenzeit oder einen nicht hinnehmbaren Verlust an Genauigkeit. Betrachtet
man den geringen Einfluss von ReX'* auf Spektralfunktion und Impulsverteilung
der Nukleonen, dann erscheint der Nutzen einer Vergrofserung des Energieinter-
valls fragwiirdig.

Wir kénnen somit trotz des Cutoffs die Dispersionsrelation nicht verwenden und
sind wieder auf eine Naherung fiir ReX'™" angewiesen. Anstatt einen endlichen
konstanten Wert festzulegen, entscheiden wir uns diesmal dafiir, ReX'" vollstan-
dig zu vernachlassigen.

Die hier gemachten Naherungen werden im letzten Kapitel der Arbeit noch einmal
aufgegriffen. Dort werden wir sie im Zusammenhang mit zukiinftigen Erweiterun-
gen des Modells noch einmal diskutieren.

5.3 Die Selbstenergie im SU(2)-NJL-Modell

Bei den Nukleonen haben wir gesehen, dass die Struktur der Wechselwirkung
nur eine untergeordnete Rolle spielt, wenn die Rechnung vollstédndig selbstkonsis-
tent durchgefiihrt wird. Wir ziehen daher auch fiir die Bestimmung der Quark-
Selbstenergie nur die Born-Diagramme heran, verwenden aber bei der Auswer-
tung der Diagramme die vollen Greensfunktionen. Die Hartree-Fock-Diagramme
konnen ignoriert werden. Wie in Abschnitt P.g gezeigt wurde, tragen sie nur zum
Realteil von 3" bei. Dieser wird im Rahmen der Naherungen aber vernachlassigt.

Es ist zu beachten, dass in den Rechnungen auch die Freiheitsgrade Flavor und
Farbe beriicksichtigt werden. Die Greensfunktionen sind in diesen Rdumen pro-
portional zu diagonalen (Einheits-)Matrizen, Gleiches gilt fiir die Spektralfunk-
tion und die Selbstenergien. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit werden wir in
den Gleichungen auf entsprechende Indizes verzichten, solange es nicht zwingend
erforderlich ist.
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5.3.1 Die Born-Diagramme

Die Lagrange-Dichte des NJL-Modells ist in der chiral restaurierten Phase gege-
ben durch:

Lxgr = Vi §i + G()* + (YivsTy)?).

Die Wechselwirkung in dieser Lagrange-Dichte enthilt einen skalaren ((¥¢)?) und
einen pseudoskalaren ((1iys71)?) Anteil.

In der Bornschen Néherung treten zwei Vertizes auf, bei jedem kann es sich entwe-
der um einen skalaren oder um einen pseudoskalaren Vertex handeln. Wir stellen
nun jede Kombination in einem eigenen Diagramm dar. Dazu wird jeder skalare
Vertex mit einer '1” und jeder pseudoskalare Vertex mit ’(iy57;)?” beschriftet. Fiir
i%7 (p) erhalten wir so:

In dieser Darstellung sind die direkten und die Austauschterme nicht unterscheid-
bar. Daher ersetzen wir jetzt die punktformigen Vertizes durch Wechselwirkungs-
linien, so wie in Abschnitt 4. beschrieben. Dieser Schritt darf nicht als Uber-
gang zu einer Wechselwirkung mit endlicher Reichweite verstanden werden, auch
mit den Linien sind hier Punktwechselwirkungen gemeint.

Es ergibt sich fiir die direkten Terme:

1Y5T; q 1Y5T;

Die beiden Diagramme mit ’gemischten’ Vertizes fehlen hier, da sie keinen Bei-
trag zur Selbstenergie leisten. Beide enthalten eine einzelne Pauli-Matrix 7; im
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Flavorraum, iiber die die Spur gebildet wird (geschlossener Loop). Da die Pauli-
Matrizen aber gerade so definiert sind, dass ihre Spur verschwindet, konnen diese
Diagramme nichts beitragen.

Fiir die Austauschterme folgt:

1 k 1 Y5 T; k 1
p p
p p
1 q 1 1Y5T; q 1
1 k 1Y5T; 1Y5T; k 1Y5Tj
p p
p p
1 q 1Y5T; 1Y5T; q Z"YEﬂ'j

Vollig analog ergeben sich die Diagramme fiir —iX<, es kehrt sich nur die Rich-
tung der Pfeile auf den Teilchenlinien um.

5.3.2 Auswertung der Born-Diagramme

Die Diagramme miissen nun ausgewertet werden, um einen Zusammenhang zwi-
schen Selbstenergien und Spektralfunktion herzustellen. Wir verwenden wieder
die Feynman-Regeln aus Anhang [C.5, ersetzen aber gleich die wechselwirkungs-
freien Greensfunktionen g&(p) durch die vollen Greensfunktionen g2 (p). Es ergibt
sich somit der selbstkonsistente Ausdruck:

_ _ d*k d*q d*r
—i¥7(p) = —4iG? /<A W(54(p +r—q—k)

x g7 (q) Tr{g” (k) g=(r)}

+757: 97 (@) V575 Tr{s i g7 (k) 575 97 (1)}

—97(q) g=(r) g~ (k) (5.2)
+v57i 97 (q) 9~(r) 573 97 (k)

+97(q) v57i 9=(r) g7 (k) 7573

757 97 (q) 1575 9= (r) 575 97 (k) 7575

wobei "Tr’ fiir die Spur iiber Farb-, Flavor- und Spinorindizes steht. "< A’ soll
andeuten, dass die Integrale mittels eines der in [[.4.5 beschriebenen Schemata
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zu regularisieren sind. Wird der Dreierimpuls-Cutoff verwendet, sind nur die In-
tegrale iiber den Dreierimpuls zu begrenzen. Im Falle des Viererimpuls-Cutoffs
miissen auch die Energieintegrale in die Regularisierung einbezogen werden.

Fiir —iX<(p) ergibt sich fast das gleiche Ergebnis. In den Diagrammen &dndert sich
nur die Richtung der Pfeile, daher miissen lediglich die g2 durch ¢S ausgetauscht
werden.

Geméh (A7), (EG) und (F.20) gilt:
ig”(p) = [po(po; 7*)0 + pu(po, P&, - A1 — nr(po)]
—ig=(p) = [po(po, 7*)70 + pu(Po, )€, - AInr(po)-
Einsetzen in (B-2) liefert nach ldngerer Rechnung:

_ d* kd* qd*r
X7 (p) = 3267 /<A W(QW)454(P +r—q—k)

X (1 = np(we)) (1 — np(wy))nr(wr)
<{ (1490(a) [oo(R)p0(r) = pulk)pu(r)éi - ]

—po(r) [po(k)po(a) — pu(k)pu(a)éq - €]) - Y0 (5-3)
+ (L4pu(q) [po(k)po(r) — pu(k)pu(r)ér - €] € - &

=) oK) pol@) = o (K)o, (0), - 0] & &) & - 7 }.

Um die Ubersichlichkeit zu erhohen, wurde die Kurzschreibweise py,(p) anstelle
von po.,(po, p?) verwendet. Die Entwicklungskoeffizienten héingen aber nach wie
vor nur von py und p? ab. Die einzelnen Terme wurden bereits entsprechend der
Lorentzstrukur von i%~ sortiert (vgl. (£.2§)),
= — —
22(p) = X5 (po,5") -0+ T5 (o, )€, - 7.

Vollig analog erhélt man:

_ d* kd* qd*r
— ZE<(p) = 32G2 /<A W<27T)454(p +r— q — k)

xnp(wg)np(we)(1 —np(w,) - {}. (5.4)

Um von (5.3) zu (B.3)) und (5.4) zu gelangen, wurde unter anderem reger Gebrauch
von der Beziehung

VAN = gy — g A g P Py
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gemacht. Aufgrund der Symmetrie des Integranden und der Integrationsgrenzen
verschwinden alle Terme ~ €"**°~,~° in (5.3) und (5.4).

Auf den ersten Blick sehen (5-]) und (p-4) viel komplizierter aus als die nichtre-
lativistischen Ausdriicke fiir ¥~ und —iX<. In den wesentlichen Eigenschaften
stimmen sie aber {iberein. Wir erkennen die J-Funktion wieder, die fiir Energie-
und Impulserhaltung sorgt, und die Fermi-Verteilungen, die sicherstellen, dass
nur vorhandene Teilchen einlaufen bzw. dass die Endzustdnde unbesetzt sind.
Die Integration iiber Energie und Impuls der ein- und auslaufenden Teilchen ist
ebenfalls nicht neu.

Auch der Inhalt der geschweiften Klammer ist nicht schwer zu verstehen. In der
nichtrelativistischen Selbstenergie trat ein Produkt aus drei Spektralfunktionen
A(wg, ¢) A(wy, r)A(wy, k) auf. In der geschweiften Klammer hat man im Prinzip
das Gleiche, nur acht Mal. Da jede relativistische Spektralfunktion aus zwei Kom-
ponenten besteht, gibt es beim Ausmultiplizieren acht Moglichkeiten, diese zu
kombinieren. Die zusétzlich auftretenden Dreierimpulse korrespondieren jeweils
zu einem Koeffizienten p, und sind auf die Lorentzstruktur der Spektralfunktion
zuriickzufiihren.

Fiir die numerischen Rechnungen ist es natiirlich wieder interessant, die Zahl der
Integrationen zu reduzieren. Durch die auftretenden Skalarprodukte ist das nicht
ganz so einfach wie in den nichtrelativistischen Rechnungen. Es gelingt jedoch
auch hier, die Zahl der Integrationen von zwolf auf sechs zu reduzieren.

Dazu werden die Dreierimpulse k und ¢ durch v = ¢+ kund @ = q— k sub-
stituiert. Es ist dann moglich, mit Hilfe der §-Funktion die Integration iiber den
Vierervektor r aufzulésen und die Integrationen iiber zwei der vier auftretenden
Winkel analytisch durchzufiihren. Einer der verbleibenden Winkel kann anschlie-
Rend durch r? substituiert werden:

2
X5 (p) = ¢ / dkodqo/ duszQ/dcosﬁw[l—nF(ko)]uv

(2m)8 (<A) <A

U2 — o2
14 [(Po(k)PO(Q) - Pv(Q)Pv(k)m> nr(go)[1 — np(ro)]
1 /ﬁ2+v2+2ﬁ]v ) ( 2)
X dr®po(roe,r Pl
21p10 S 22t i

ro=Po+40—ko

)= ne(aulne(ro)

U2—’02

|t + vl|u — v

1 P +u? +2|plu ) )
X dr*po(ro,r°)
2|]7|U /ﬁz+u22|pTu

_ [(po(k)pO(Q) — pu(@)pu(k)

(5.5)

k=% (a-7)
7=3% (a+7)
r0=490+ko—Po
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Uy bezeichnet den Winkel zwischen den Vektoren @ und v. Der Cutoff wird
weiterhin auf die Vierervektoren k& und ¢ bzw. auf die Dreiervektoren k und
¢ angewendet. Die Integrationsgrenzen von u und v haben daher eine relativ
komplizierte Struktur.

Vollig analog ergibt sich:

GQ
iv>(p) = (27r)6/( N dk:odqo/Adu2va/dcosﬁw[1—np(ko)]uv (5.6)
< <
u? — v?
+14 [(Po(k)Po(Q) - m(@m(@m> e (go)[1 = np(ro)]
1 /;52+u2+25|v ) o1 (T‘Q—UQ )

X dre p,(ro, r°)— +1 Pl

0 Sz o7 P ’Z;i&g)

r0=pPo+40—ko

) 1= ne(aullne(ro

UQ—UQ

|4+ v)|u — ]

1 72 +u+2|plu 1 )
X / dr?py(ro, %)~ (T ﬂu + 1)
4|]§1u P+u2—2|flu r p

N Kpo(k)PO(Q) — pol@)pulk)

k=4 (a-v
g=1% (@+7)
r0=40+ko—Po

Aus physikalischer Sicht wére es eigentlich wiinschenswert, in (5-5) und (p-6) an-
stelle der Viererimpulse k£ und ¢ die Viererimpulse v = ¢+ k und v = ¢ — k
zu regularisieren. Bei diesen handelt es sich ndmlich um die Relativimpulse in
den zu X2 korrespondierenden Streuprozessen. Mit einem entsprechenden Cutoff
wiirde die Wechselwirkung zwischen den Quarks fiir grofte Relativimpulse un-
terdriickt und so das Verhalten der ’laufenden Kopplungskonstanten’ der QCD
simuliert. Auf diese Weise ergébe sich die bereits in Abschnitt erwihnte
grobe Naherung fiir die asymptotische Freiheit.

Dass in unserem Modell k£ und ¢ bzw. k und ¢ regularisiert werden, hat numerische
Griinde. Fiir die tatsdchlichen Rechnungen ist es notwendig, weitere Substitutio-
nen einzufiihren, durch die die Integranden numerisch besser handhabbar werden.
Das Verfahren ist relativ aufwandig und soll an dieser Stelle nicht naher disku-
tiert werden. Beziiglich der endgiiltigen Integrationsvariablen wiirde ein Cutoff
fiir die Impulse v und v jedenfalls zu relativ komplizierten Integrationsgrenzen
fithren, wiahrend ein Cutoff fiir £ und ¢ glatte Grenzen erzeugt, die sich leicht
in den Programmecode einbetten lassen. Da die gleichméafigen Grenzen zuséatzlich
die Arbeit der Integrationsroutine erleichtern, ist aus numerischen Griinden ein
Cutoft fiir £ und ¢ vorzuziehen.
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5.4 Die retardierte Greensfunktion

Der Imaginarteil der retardierten Greensfunktion ist das letzte fehlende Glied
in der Kette. Sobald sich mit dessen Hilfe po(po,p?) und p,(po,p?), die beiden
Komponenten der Spektralfunktion, durch die Breite I'(p) ausdriicken lassen, ist
das Modell vollstandig.

Aus Abschnitt ist die Beziehung
1

A(p) = —2Img™(p) = —2Im P R—— Y

(5.7)

bekannt.

Wir miissen jetzt die beprochenen Vereinfachungen und Néherungen auf (5.7)
anwenden und das Ergebnis anschliefsend so umformen, dass sich der Imaginéarteil
des Bruches direkt ablesen lésst.

5.4.1 Notation

Bevor (B.1) ausgewertet wird, fithren wir noch eine neue GroRe ein, die die Rech-
nungen tibersichtlicher machen soll. Die Lorentzstruktur der Breite I'(p) ist ge-
geben durch:

[(p) = To(po, 7°) - 70 + Lulpo, 7)€, - 7. (5.8)
Wir definieren den kontravarianten Vierervektor T'*(p):
(p) = (To(p), ~Tu(p)) - (5.9)

Es gilt:

(p) = Tup)I*(p) =T3P, ") — I2(po, 1°)
T(p)-p = T.0)p" =To(po,5")po + Tu(po, 7°) |71

V(p) = .7 =Tolpo,d”) v + Tu(po,5%)é, -7 =T(p).

Diese Beziehungen werden wir im néchsten Abschnitt benotigen.

ret (

5.4.2 Der Imaginérteil von ¢**(p)

In der chiral restaurierten Phase verschwindet die Masse m, der Realteil der
retardierten Selbstenergie soll in den Rechnungen vernachlissigt werden. (5.7)
vereinfacht sich somit zu (mit I'(p) = —2Im>""):

= —2Im —

AR) = ) S F0)
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Es wird nun zuniichst mit [p+% J(p)] erweitert, um die Matrixstruktur vom Nen-
ner in den Zahler zu verlegen. Anschliefsend wird mit dem komplex Konjugierten
des Nenners erweitert, um einen reellen Nenner zu erhalten:

P35 ¥ _ o [P35 P ?— iT) —ip - T(p)]
(p+ 5T(p))? [p? — i02(p)]2 + [p- T(p)]?
Werden die Klammern im Zahler ausmultipliziert, 14sst sich der Imaginérteil (vgl.

Definition in Abschnitt [22.3) der retardierten Greensfunktion direkt ablesen (I
ist reell):

A(p) = —2Im

20(p) - p ¥ — [P — 10 ()] V()

AR = T TIRGE T b T
20(p) -ppo — [P — iT*(P)] To () .
[p> — i02(p)]2 + [p - T(p))?
_20(p) - plAl — [P* — ST2(P)] Tu(p) g, 3. (5.10)
[P — 102(p)]2 + [p - T(p))?

Erfreulicherweise hat dieses Ergebnis genau die Lorentzstruktur, die wir von A
erwarten. Das bestétigt, dass die Lorentzstruktur beim Durchlaufen der verschie-
denen Beziehungen konsistent behandelt wird.

Wir lesen fiir po(po, ?) und p,(po, p%) ab:

oo(po, 7?) = (5 + P*)To + 3(If — T'2)To + 2po|pIT, (5.11)
’ [pg — 7% = 11% + 11312 + [pol'o — T'u|p1]?
2 = 1 2 2
+p )0, — (L5 —12), + 2 r
po(po, 7°) (pg + 1) 25 ) ol Pl (5.12)

PR T2 122 1 [pol — TLJAI)?

Das sind die gesuchten Beziehungen zwischen Spektralfunktion und Breite. Unser
Modell ist damit vollstandig.

Die beiden Ausdriicke (p-I7)) und (B:I2) sehen sich sehr dhnlich. Die Nenner sind
identisch, in den Zahlern sind — abgesehen von Vorzeichen — lediglich I'y und
', vertauscht. Das ist nicht iiberraschend, da in Abschnitt .3 gezeigt wurde,
dass sich pp und p, im Vakuum nur durch einen Faktor —p,/|p] unterscheiden.
Leider besteht keine einfache Beziehung zwischen T'y und T, (vgl. (B.3), (6.0)),
daher ist es mit exakten Rechnungen nicht méglich, diese Ahnlichkeit weiter zu
untersuchen.

Mit Hilfe einer Naherung gelingt es aber, pg und p, zumindest am on-shell-Punkt
(d.h. |po| = |p]) miteinander in Verbindung zu bringen. Die Ergebnisse der nu-
merischen Rechnungen werden zeigen, dass die Breiten relativ klein sind. Daher
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ist es moglich, in (F-11) und (F-13) die Terme ~ O(I'3®) zu vernachliissigen:

Q

20200 + 2po|po|Ts
po(po, )~ Lot 2olpo

. 2p5T 4 2polpol o

Q

pv(p(]?p?))

In der Néhe des on-shell-Punkts unterscheiden sich py und p, also héchstens durch
ein Vorzeichen. Es gilt dort die Beziehung py ~ —sign(po)p,-

5.5 Zusammenstellung des Modells

Die Spektralfunktion von Quarks in unendlich ausgedehnter Quarkmaterie soll
berechnet werden. In den letzten Abschnitten wurde alles Notige zusammengetra-
gen, um die Rechnungen in einem selbstkonsistenten Modell mit einer einfachen
Néaherung fiir die Wechselwirkung durchzufiihren.

Wir stellen das Modell nun in geschlossener Form vor. Die Parallelen zum Mo-
dell fiir Nukleonen sind unverkennbar, es treten allerdings iiberall dort wesentlich
kompliziertere Ausdriicke auf, wo die Lorentzstruktur explizit beriicksichtigt wer-
den muss.

Voraussetzungen

Es werden die folgenden, vereinfachenden Annahmen gemacht:
e Das System befindet sich in der chiral restaurierten Phase.
e Der Realteil von X' kann vernachlissigt werden.

Lorentzstruktur

Die betrachteten Grofsen haben die folgende Struktur:

e Spektralfunktion:

—

Ap) = po(po, 2°) - Y0 + pu(po, °) €, - 7
e Selbstenergie:
$2(p) = 55 (po, 7) - Y0 + T3 (00, 7°) € - 7
e Zerfallsbreite:

—

I'(p) = To(po, %) - Y0 + Lo(po, P°) € - 7
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Rechenschema

Auf der Basis der folgenden Beziehungen werden iterative Rechnungen auf einem
(po, |P])-Gitter durchgefiihrt, bis ein selbstkonsistentes Ergebnis erreicht ist:

o PPy — 55, 52

(2

o I'o, 'y — po, pu
siche (B.11)), (B.12)

Parameter

Um Rechnungen durchfiihren zu kénnen, miissen die folgenden Parameter ange-
geben werden:

e Impuls-Cutoff: Wie in Abschnitt .45 beschrieben, muss ein Cutoff A fiir

den Impuls in den Integralen fiir die Selbstenergie verwendet werden.

e Kopplungskonstante: Die Quark-Quark-Kopplungkonstante G wird im Zu-
sammenhang mit dem Impuls-Cutoff A festgelegt.

e (po, |p])-Gitter: Es muss ein Gitter fiir die numerischen Rechnungen spezi-
fiziert werden (Rénder, Zahl der Gitterpunkte).
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Phasenraumeffekte

Bevor die Ergebnisse der Rechnungen présentiert werden, werfen wir noch einen
Blick auf den Phasenraum. Mit ein paar einfachen Abschéatzungen soll untersucht
werden, welche Vorhersagen iiber die Zerfallsbreite eine reine Integration iiber den
bei Stofen verfiigharen Phasenraum macht. Dazu werden die in Abschnitt
vorgestellten Prozesse einzeln betrachtet. Fiir jeden dieser Prozesse bestimmen
wir den Bereich, in dem er endliche Beitrdge zu einer der Selbstenergien und
somit zur Breite liefern kann. Zusétzlich beriicksichtigen wir einen Cutoff fiir den
Dreierimpuls und untersuchen, wie sich dieser Parameter des NJL-Modells auf
die Breite auswirkt.

Die auf diese Weise gewonnenen Erkenntnisse konnen wir spater bei der Interpre-
tation der berechneten Breiten und Spektralfunktionen verwenden. Es wird sich
so leicht feststellen lassen, welche Eigenschaften von A(p) und I'(p) Phasenraum-
effekten zuzuschreiben sind.

Fiir die folgenden Uberlegungen verwenden wir eine einfache, skalare Punktwech-
selwirkung mit einen Cutoff A fiir den Dreierimpuls (es gelte 0 < wrp < A) und
arbeiten bei T' = 0. Die auftretenden Spektralfunktionen ndhern wir durch freie
Spektralfunktionen ohne Lorentzstruktur.

6.1 Freie Spektralfunktion

Die Berechnung der freien Spektralfunktion ist problemlos moglich. Ausgehend
von der Definition (f.4)) ergibt sich mit Lehrbuchwissen [PS, BD:

Aee() = / e g7 (u,0) — g5 (u, 0)] = / e (O|{4 (), H(0)}[0)

T

7 [0(po — [P1) = 6(po + |P])] - (6.1)

71
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Da zwischen freien Teilchen keine Wechselwirkungen auftreten, befinden sie sich
auf der Massenschale (hier: m = 0). Eine J-Funktion steht somit fiir den ’on-
shell-peak’ der Quarks, die andere fiir den ’on-shell-peak’ der Antiquarks.

An (B.1) kénnen wir direkt zwei Dinge ablesen. Zum einem zeigt sich, dass fiir
die Lorentzstruktur genau wie im Vakuum (vgl. Abschnitt [£.3) gilt po/po =

—pullfl =
Afree(p) = poyo + pvé’p . 5; — pfreep(n/O _ pfreeé»p . ,7’ — pfree p/ (62)

Zum anderen ist A™(p) wie gewiinscht normiert:

dp() free _ dp 0 free
/gtr{%fl (n} = 4/ 5P Po

= 5 [ 16n = 17 — 8000 + 7] = 4.
2 |pol

Der Einfluss eines Cutoffs fiir den Dreierimpuls auf die Spektralfunktion ist leicht
zu erkennen. Die ’on-shell peaks’ verlaufen entlang der Linien py = |p] und py =
—|p]. Ist der Impuls |p] durch einen Cutoff A begrenzt, dann enden die Peaks
bei py = +A und die Spektralfunktion verschwindetf] fiir |po| > A. Somit ist der
Dreierimpuls-Cutoff effektiv auch ein Energie-Cutoff (in der Spektralfunktion).

Es ist uninteressant, die freie Spektralfunktion bei Energien |pg| > A zu betrach-
ten. Fiir die Breite gilt das nicht ganz. Wie wir in den folgenden Abschnitten
sehen werden, erstreckt sich die Breite iiber einen weit grofseren Energiebereich.

6.2 Naherungen fiir i>~ und —iX<

Aus Abschnitt P.4.4 ist bekannt, dass die Selbstenergien i3~ und —iX< zu totalen
Streuraten korrespondieren. Wir wollen nun den Phasenraum untersuchen, der fiir
die Streuprozesse aus Abschnitt [.5.9 zur Verfligung steht, um daraus Aussagen
iiber die Zerfallsbreite I' abzuleiten. Die Struktur der Wechselwirkung interessiert
uns bei dieser einfachen Abschétzung ebenso wenig wie die Breite der Teilchen.
Daher werden wird nun die Ausdriicke (p.5§) und (.6) durch Néherungen ersetzen,
in denen nur iiber den verfiigharen Phasenraum summiert wird.

Die Spektralfunktionen in den Integranden von (.3) und (B.6) werden durch freie
Spektralfunktionen A ohne Lorentzstruktur ersetzt:

AT(p) = [6(po — [21) + 5(po + [1)] - (6.3)

Anschliefsend wird der Integrand auf die Spektralfunktionen, Fermi-Verteilungen
und die §-Funktion reduziert. Da die Integration iiber cos,, in den folgenden

TEs gilt 6(po — 1) = 0(po + [71) = O fiir [5] < A und [po| > A.



6.2. Naherungen fiir >~ und —iX< 73

Betrachtungen keine grofte Rolle spielt, kann sie ebenfalls vernachlassigt werden.
Wir erhalten so die folgenden Néherungen fiir ¥~ und —iX<:

IS (p) = /_ ” dkodas /0 " d2dv? 1 — np(ko)][1 — ne(go)ne(ro)

o0

- e
foree(/f)Afree(Q)/ dr'Afree(T) =1 (i-v) (6.4)
I =L@
ro=q0+ko—po
und
—iX~(p) = / dkonO/ du?dv*np(ko)np(qo)[1 — np(ro)]
. 0
- e
foree(k:)Afree(Q)/ dr A™(r) F=}(a-9) (65)
171l da+

ro=490+ko—po

Da einige Faktoren und die Integration iiber cos,, ignoriert werden, handelt es
sich bei diesen Ausdriicken nicht um die exakten Phasenraumintegrale. @ = ¢+ k
und v = ¢ — k sind hier wieder die die Relativimpulse, die im Zusammenhang
mit (5.5) und (p.6) eingefithrt wurden.

Nun setzen wir (B.9) in i~ und —iX< ein. Zusitzlich wird ein Dreierimpuls-
Cutoff A (mit A > wg > 0) fiir die Impulse |k| und |g] eingefiihrtf:

ix"(p) = /alk:()dqo/aluzdv2 1 —np(ko)] [1 — nr(qo)] nr(ro)
xO(A — [k|) ©O(A — |q1) 6(ko — |K]) 6(q0 — 1q1)

P+u
« /” drO(A — 1) [5(ro — ) + 6o + 7))

pl—ul

ro=40+ko—ro

- / dudo? [1 - np(F)] [1 - ne(q])] O(A — [F]) ©(A — |1
< (ro) / drO(5] +u — 1) O(r — || — u])

XO(A —71)[0(rg —r) + d(ro +1)] (6.6)

2Es sei noch einmal auf die Diskussion am Ende von Abschnitt (S.pA) verwiesen.
Physikalisch wére es eigentlich wiinschenswert, die Relativimpulse 4 und v zu regularisieren.
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und analog:

—iX<(p) = /d/fod‘JO/Ch‘sz2 nr(ko) nr(go) [1 —nr(ro)]

xO(A — [k]) ©(A — 1) [6(ko — |K]) + (ko + E])]

x[0(qo — |q]) + 0(qo + |41)]

P+
X /| drO(A —1r)d(rg — 1)

pl—ul

k=% (a-7)
7=3%(a+7)
ro=40+ko—po

= /dko dqo/du2dv2 nr(ko) nr(qo)
xO(A — [k]) O(A — [g1) [1 — np(ro)]O(A — o)
X [0(ko — |k) + 6(ko + [E)][6(g0 — 141) + 6(qo + |d1)]

xO(|p] + u — o) O(ro — ||p] — ul) (6.7)

Bei den Umformungen wurde im ersten Schritt jeweils benutzt, dass fiir wp > 0
alle Terme der Art [1—ng(po)]0(po+|p]) verschwinden miissen. Im zweiten Schritt
wurden die Grenzen der Integration iiber r durch ©-Funktionen ausgedriickt und
einige Integrationen mit Hilfe der -Funktionen ausgewertet.

In (6.6) und (6.7) treten diverse Bedingungen fiir py und |p] in Form von Fermi-
Verteilungen und ©-Funktionen auf. Nur wenn alle Bedingungen erfiillt sind, kann
der Integrand einen Beitrag zu Selbstenergie leisten. In den folgenden Abschnitten
werden wir diese Bedingungen genauer untersuchen. Es sei noch einmal daran
erinnert, dass in diesem Kapitel ein System bei Temperatur Null betrachtet wird.
Die Fermi-Verteilungen np in (p.0) und (1) entsprechen daher ©-Funktionen.
Es gilt:

nF(po) = @(WF —po) und [1 - nF(po)] = @(po - WF)-

Die Breite ist oberhalb von wr alleine durch >~ und unterhalb von wg alleine
durch —i3< gegeben:

B i%7(p) fir po > wp
L(p) = { —iX<(p) fir po<wp ° (6.8)
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6.3 Einschrankungen fiir i3~

Wir wollen nun die in (6.6) enthaltenen Bedingungen auswerten. Dazu zerle-
gen wir %> zunichst so, dass wir die aus Abschnitt 5.9 bekannten Prozesse
getrennt betrachten konnen. Unser Ziel ist es, aus den ©-Funktionen und Fermi-
Verteilungen im Integranden Bedingungen fiir py und |p] abzuleiten. Auf diese
Weise kénnen wir feststellen, bei welchen Werten von py und |p] sich der Pha-
senraum fiir die einzelnen Prozesse 6ffnet und diese in der Lage sind, endliche
Beitrage zur Selbstenergie bzw. Breite zu leisten.

Die Uberlegungen in diesem und dem niichsten Abschnitt beziehen sich auf die
Niherungen i¥.2. Wir werden die gewonnenen Aussagen spiter aber auf die Selbs-
tenergien 12 iibertragen. Das ist moglich, weil alle Phasenraumbedingungen, die
in 122 auftreten, auch in X2 enthalten sind. Dort wo X< verschwindet, muss
auch die echte Selbstenergie i¥< null sein.

Zwei Einschriankung sind allerdings zu beachten. Da in i< die Spektralfunktio-
nen durch )-Funktionen ersetzt wurden, gelten die Bedingungen nicht streng fiir
i¥2. Solange die Breiten aber klein bleiben, weichen die Bedingungen nur leicht
auf. Natiirlich ist nicht ausgeschlossen, dass die in i¥< vernachlissigten Faktoren
eine zusétzliche Struktur in i¥2 verursachen. Somit stellen die hier gewonnenen
Aussagen nur eine dufere Grenzen fiir die echten Selbstenergien %2 dar.

Der Ausdruck (B.6) ldsst sich in zwei Anteile zerlegen, einen fiir rp > 0 und
einen fiir rqg < 0. Diese korrespondieren zu den beiden Prozessen fiir i%~, die in

Abschnitt vorgestellt wurden:
q

q q
% 1 7
q q i

Fiir 7o > 0 ergibt sich der linke Prozess, ¢,¢, — ¢,q%, und fiir ro < 0 der rechte
Prozess, ¢, — ¢,9xq:-

Wir betrachten nun beide Fille getrennt:

® Jpqr — 9qJk (TO > O)
Da 1o groker als null sein soll, kann in (6.6) nur die §-Funktion §(rg — 7)
einen Beitrag leisten. Es folgt:

ix(p) = /duzva[l—nF(IEI)] (1 —nr(la)] ©(A — [k]) O(A — [d))

xnp(ro) O(A = r0)O(|pl +u —70) Oro — [[P] —ul) | &
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In der ersten Zeile wird das Integrationsvolumen iiber wp < ]E| < A und
wr < |q] < A festgelegt. Durch den Cutoff ist dieses Volumen begrenzt,
es kann daher keinen unbeschrinkten Anstieg der Breite geben. Bei einem
bestimmten, endlichen Wert fiir py erreicht die Breite ein Maximum, fiir
grofere py muss die Breite entweder konstant bleiben oder kleiner werden.

Der zweiten Zeile entnehmen wir die folgenden Bedingungen:

— np(ro):
wp>1o= |q] + ﬁ‘ —Po > 2WF —po = Po > Wr
- —~~
>SwWi >SWrp
- @(A—To)
A>ro= |7 + |E| —po > 2wWp — Py = Po > 2wp — A
—
>Swrp >Swrp
— O(|p] +u — o)
pl+ w_ >ro=|q + k[ —po = [Pl > —po
:W+a
<1a1+IF|

— O(ro — ||p] — ul):
17| —ul <ro= |q] + |k —po = po < 2A
N—— ~ =~
>0 <A <A

Die zweite Bedingung ist in der ersten enthalten; da A > wp gelten soll, ist
2wp — A stets kleiner als wgr. Aufgrund der ersten Bedingung ist py immer
positiv (wg > 0), daher ist die dritte Bedingung automatisch erfiillt.

Wir erhalten zusammengefasst die folgenden Einschrénkungen fiir py:

wF<p0<2A

Der Phasenraum fiir den Prozess ¢,q, — ¢,qr Offnet sich also bei py =
wp und schliefst sich bei py = 2A wieder. Fiir die Breite heifit das, dass
sie oberhalb von wr zunéchst ansteigt bis zu einem Maximum, dann aber
abfallt und oberhalb von 2A wieder verschwindet.
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® qp — qqqur (7'0 < O)
Da rq kleiner als null ist, kann diesmal nur §(rg + 7) einen Beitrag leisten.
Es folgt:

X (p) = /dquv2[1—nF(|El)J [1 = nr(|g)] ©(A — [k]) O(A — [d))
xnp(ro) (A +10)O(|p] + u +10) O(=ro — [[P] —ul) |

Die erste Zeile bestimmt wieder das Integrationsvolumen und legt somit
den maximalen Beitrag zur Breite fest. Aus der zweiten Zeile erhalten wir:

— np(ro):

wp>19= |q] + |E| —po > 2wp —po = Po > Wk

—~—
>SWi >SwWi
- @<A+7’0)2
A>—’I"0:—|ﬂ ‘|—|—p0>p0—2A:>p0<3A
—~
>—A >—A

— O(|p] + u+1o):

+ g + k| —po < 4A + | —
NP P 71 — po
=1q+k| <A <A

<|ql+Ik|

0<|pl+u+ro=|pl+

= p0—|ﬁ|<4A

= O(=ro — |[p] = ul):

—|p] —ul >ro= |qg| + |E‘ —po = Po > 2wp
—_— — O~

<0 >Swp Swp

Die erste Bedingung ist offensichtlich in der vierten enthalten. Setzen wir
die vierte Bedingung in die dritte ein, so ergibt sich |p] > 2wr — 4A, das
ist trivialerweise erfiillt (2wp — 4A < —2wp). Wird |p] < A in die dritte
Bedingung eingesetzt, dann folgt py < 5A. Diese Forderung ist bereits in
der zweiten Bedingung enthalten.

Es verbleiben die Einschrankungen:

2Wr < Do < 3A
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Wie bereits bekannt, kann der Prozess nur oberhalb von 2wp stattfinden.
Auch die Beitrdge dieses Prozesses zur Breite steigen zunéchst bis zu einem
Maximum, fallen dann aber ab und verschwinden bei 3A.

Fiir keinen der beiden Prozesse gibt es eine effektive Einschrinkung fiir den Be-
trag des Dreierimpulses |p]. Wir erwarten daher, dass die Breite oberhalb von wp
wesentlich stirker von py also von |p] abhéngt.

Den Abschéatzungen entnehmen wir, dass die Breite bei pg = wg beginnend zu-
néchst stark ansteigt, genau wie es bei den Nukleonen beobachtet wurde. Irgend-
wo zwischen pg = A und py = 2A sollte sie dann aber ein Maximum erreichen
und anschliefend auf null zuriickgehen (bei py = 3A).

6.4 Einschrankungen fiir —i><

Wir zerlegen (B.7) nun nach dem gleichen Schema wie (B.6). Dazu spalten wir die
Integrationen {iber die Energien kg und ¢y jeweils in eine Integration fiir positive
und eine Integration fiir negative Energien auf. Wir erhalten so eine Summe aus
vier Termen, in denen jeweils nur eine der vier Kombinationen & (ko % |k|) 8(qo =
|q]) einen Beitrag liefert. Analog zum letzten Abschnitt korrespondieren diese
Summanden zu den in Abschnitt [1.5.3 vorgestellten Prozessen fiir —iX<:

q
q q
% a 7
q q q
q
q q
% 7 7
q q q

Fir go > 0, ky > 0 erhalt man die beiden Prozesse in der ersten Zeile, ¢,qr — ¢pqr
und ¢,q,qx — ¢r- Es handelt sich im Grunde um den gleichen Prozess, einmal fiir
po > 0 und einmal fiir pg < 0. Die Féalle g5 > 0,ky < 0 und ¢y < 0, kg > 0 fiithren
beide auf den Prozess links unten, ¢,q, — qxq» bzw. ¢qx — G4q,. Es geniigt,
einen der beiden Fille zu untersuchen, da das Ergebnis fiir den anderen Fall aus
Symmetriegriinden identisch sein muss. Den Prozess rechts unten, ¢, — ¢,qx¢-,
erhélt man fiir ¢o < 0, kg < 0.

Wir betrachten die einzelnen Falle:
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® (qdk — Qpar
ApQqdk — dr (g0 > 0,k > 0)

Es gilt go > 0, ko > 0, daher leistet nur die Kombination 6(go—|q])0(ko— |k|)
einen Beitrag zu den Integralen iiber ky und qq. Es ergibt sich:

i) = [ ditds? n((F) el )

X [1 — TLF<7’0>]@(A — 7’0)

xO(|p] +u —1o) O(ro — [Pl —ul) |

Auf die Faktoren O(A — |k|) und O(A — |k|) kann verzichtet werden, da
von den Fermi-Verteilungen sogar |k| < wp und |q] < wp verlangt wird
(wF < A)

Wie {iiblich legt die erste Zeile das Integrationsvolumen fest, 0 < |l;| <
wr,0 < |¢] < wp. Man stellt fest, dass dieses Volumen bereits ohne zu-
sitzlichen Cutoff begrenzt ist. Der Beitrag beider Prozesse zur Breite kann
somit eine bestimmtes, endliches Maximum nicht iiberschreiten.

Der zweiten und der dritten Zeile entnehmen wir die folgenden Bedingun-

gen:
~ 1= np(ro)):
wrp <19 = |q + H| —po < 2wp —po = Po < WF
— ~
<wg <wpg
- @(A—To)
A>rg= ’(_ﬂ + _" —po > —po = po > —A
— —~
>0 >0
- @(‘m +U—7’0):
Pl + w_ >ro=|q + k[ —po = [Pl > —po
:|€+El
<|ql+|k|
— O(ro — [|p] — ul):

[Pl —u| <ro= |q] + |E| —po = po < 2wp
——— ~—
>0 <wp <wp
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Die vierte Bedingung ist in der ersten enthalten. Bei der dritten Bedingung
handelt es sich fiir negative py um eine echte Einschrankung (es wird dann
D] > |po| gefordert). Das Interessante daran ist, dass eine Verkniipfung
zwischen py und |p] hergestellt wird.

Wir erhalten zusammengefasst:

—AN < —|p]l < po < wr

Bei negativen Energien py erhdlt man nur Beitrage zur Breite, wenn der
Betrag des Dreierimpulses oberhalb von |pg| liegt. Der Phasenraum o6ffnet
sich somit unabhéngig vom Impuls bei der Fermi-Energie, er schliefst sich
aber bei negativen Energien abhéngig vom jeweiligen Impuls wieder. Dieses
Phénomen ist vollig unabhéngig vom Impuls-Cutoff A.

Fiir |p] = 0 folgt aus der Bedingung —|p] < pg, dass pg positiv sein muss.
Insbesondere fiir py = 0 liefern die betrachteten Prozesse daher keinen Bei-
trag zur Breite.

Bei endlichem |[p] existiert diese Einschrénkung nicht. Die Prozesse liefern
dann auch fiir py = 0 nichtverschwindende Beitriige. Der Ubergang des
einen Prozesses in den anderen bei po = 0 impliziert also nicht, dass die
Beitréage zur Breite entlang dieser Linie verschwinden.

Apdq — Qkdr (90 > 0,k < 0)

Fiir go > 0 und kg < 0 werden die Beitrige zu den Integralen in (6.4) von
d(qo — |q1)6(ko + |k|) geliefert. Es folgt:

i) = [ dild ne(@)O(A - IF)

X []. — TLF(T())]G(A — 7”0)

xO(|p] +u —=10) Oro — |[p] —ul) | &

Auf den Faktor ©(A — |g]) kann verzichtet werden, da die Fermi-Verteilung
bereits |¢] < wp verlangt. Ebenso kann man auf ng(—|k|) verzichten, da
wr > —|k| immer erfiillt ist (wg > 0).

Das Integrationsvolumen ist durch 0 < |§] < wp und 0 < |k| < A gege-

ben. Diesmal begrenzt also wieder der Cutoff das Volumen und somit den
maximalen Beitrag zur Breite.

Aus der zweiten und der dritten Zeile erhalten wir:
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— [1 = ng(r)):

wr <719 = |q] _|E|_pO<WF_p0 = po <0

—~
<wp <0
— O(A —rp):
A>ro= |@| —|k|-po>—-A—py = po>—2A
~ =
>0 >-—A

— O(p] +u —ro):

pl+ _u >r:q—/2—p:>p—|—p>—2A
P+ L > 7o H\U o = |7+ 1o

:“T+El >—A
<|ql+]k]

= O(ro — [|P] — ul):

17 —u| <ro= 1al ~Ik]—po = po<wr
—— ~—

>0 <wrp <0

Die vierte Bedingung ist in der ersten enthalten. Wird die erste Bedingung
in die dritte eingesetzt, so folgt |p] > —2A, das ist immer erfiillt. Setzen wir
|p] < A in die dritte Bedingung ein, dann ergibt sich py > —2A, das ist in
der zweiten Bedingung enthalten.

Es verbleiben die Einschrankungen:

‘—2A<p0<0

Fiir den Dreierimpuls |p] treten keine Bedingungen auf.

L EIp — (_lq(_lqu (QO < 07 kO < 0)
Diesmal kommen die Beitrige zu den Integralen in ([.7) von der Kombina-
tion d(qo + |q])0 (ko + |k|). Wir erhalten:
—iX<(p) = /dquU2 O(A — |E|)@(A —1q))
X [1 — TLF(T())]@(A — ’I"())

xO(|p] +u —10) Oro — |[p] — ul)
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Auf die Faktoren np(—|k|) und np(—|q]) kann verzichtet werden, da wp >
—|k| und wp > —|q] immer erfiillt ist. Das Integrationsvolumen ist durch

0 < |7l <Aund0 < |k| < A gegeben. Es ist also wieder der Cutoff, der
dafiir sorgt, dass die Breite endlich bleibt.

Aus der zweiten und dritten Zeile erhalten wir:
= [1=np(ro)]:

wp <19 = —|q] =|k| =po < —p0 = po < —wr
g

<0 <0
— O(A —ro):
A>rg=—|q—|k|—po > —2A —py = po > —3A
~—
>—A >—A
- ()ﬂﬁ1+-u-—7h):
Pl + _u_ >ro=—|q —|k|-po = [Pl +po>—4A
—~ N
=lq+k| >—A >—A
<|ql+1k|
— O(ro — ||p] — ul):

|[p] — ul <T0=—|§|—|E|—p0 <po = po<0
—_—— ~ N~

>0 <0 <0

Die vierte Bedingung ist wieder in der ersten enthalten. Wird die erste in
die dritte Bedingung eingesetzt, ergibt sich |p] > —4A + wp, das ist immer
erfiillt. Setzt man |[p] < A in die dritte Bedingung ein, so folgt pg > —5A,
das ist in der zweiten Bedingung enthalten.

Wir erhalten zusammengefasst die folgenden Einschrankungen:

‘—3/\ <Py < —Wpg

Auch fiir diesen Prozess gibt es also nur Beschrankungen in py.

Es treten mehrere Prozesse auf, die erst unterhalb von py = 0 moglich sind. Sie
werden nur durch Bedingungen fiir die Energie py eingeschrénkt, wir erwarten
daher, dass ihre Beitrége zur Breite wesentlich stérker po- als |p]-abhéngig sind.

Uberlagert wird das Ganze durch einen Prozess (akqq — @ b2W. Gpqrqy — ¢r),
der bereits fiir Energien unterhalb von py = wr moglich ist. Der Phasenraum
fiir diesen Prozess offnet sich unabhéngig vom Impuls bei der Fermi-Energie,
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er schlieft sich aber impulsabhéngig wieder bei py = —|p]. Die Beitrige dieses
Prozesses zur Breite sollten bei positiven Energien eher impulsunabhéngig sein,
wahrend sich bei negativen Energien eine deutliche Impulsabhéngigkeit zeigt.

Wir erwarten das folgende Bild: Bei kleinen Impulsen |p] steigt die Breite be-
ginnend bei py = wp zunichst an (in Richtung kleinerer Energien) und erreicht
bei einer kleinen, positiven Energie ein Maximum. Dann wird sie aber wieder
kleiner und nimmt bei einer betraglich kleinen, negativen Energie (py &~ —|p]) ein
Minimum an. An diesem Punkt enden die Beitrége von ¢,q,qx — ¢ und die Pro-
zesse, die erst bei py = 0 einsetzen, haben noch keine grofe Bedeutung erlangt.
Anschliefsend steigt die Breite wieder stark an und erreicht zwischen pg = —A
und pyg = —2A ein weiteres Maximum bevor sie bei pg = —3A ganz verschwindet.

Bei groften Impulsen dndert sich das Bild. Das Minimum sollte zu kleineren Ener-
gien wandern (geméf py = —|p]) und nicht mehr so stark ausgeprigt sein bzw.
ganz verschwinden. Die anderen Prozesse konnen bei kleineren Energien schon
wesentliche Beitrége leisten, wenn ¢,q,qx — ¢» bei po = —|p| verschwindet. Die
iibrigen Eigenschaften der Breite sollten sich dagegen kaum verdndern.

6.5 Zusammenfassung

Die Abschéitzung der Phasenraumeffekte erlaubt die folgenden Aussagen: Die
Breite bei pg = wp ist null. Auf beiden Seiten der Fermi-Energie wr dominiert
zunachst ein starkes Anwachsen die Eigenschaften der Breite. Bei negativen Ener-
gien wird dieser Anstieg von einem zusétzlichen Mimimum iiberlagert, dessen
Lage und Auspragung abhéngig vom Impuls |p] ist.

Der Impuls-Cutoff sorgt dafiir, dass die Breite nicht divergiert, sondern ein Ma-
ximum annimmt, anschliefend wieder kleiner wird und bei sehr grofen |pg| ver-
schwindet. Dieser Einfluss des Cutoffs macht sich allerdings erst bei Energien
deutlich oberhalb von |py|] = A bemerkbar. Werden nur Energien im Bereich
—A < py < A betrachtet, so ist nicht zu erwarten, dass sich ein Abfallen der
Breite zeigt.

Bei py = [p] = 0 sagt die Abschétzung eine Nullstelle in der Breite voraus. Die
einzigen Prozesse, von denen bei py = 0 Beitrdge zur Breite stammen konnten,
sind ¢,qx — ¢p¢- und G,q,qx — ¢-. Sie sind allerdings der Bedingung py > —|p]
unterworfen, fiir [p] = 0 leisten sie somit nur Beitrdge bei endlichen, positiven
Energien. Die Konsequenz ist eine Nullstelle der Breite bei py = |p] = 0.

Alle Abschitzungen wurden fiir freie Teilchen durchgefiihrt. Bei einer ausfiihr-
lichen Rechnung mit wechselwirkenden Teilchen und endlicher Temperatur sind
die betrachteten Bedingungen weniger streng, da die Teilchen durch Verteilungen
mit endlicher Breite anstelle von §-Funktionen beschrieben werden. Es ist dann
nicht zu erwarten, dass eine echte Nullstelle bei py = [p] = 0 auftritt. Ein gut zu
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erkennendes Minimum sollte aber auch bei Teilchen mit realistischer Breite zu
beobachten sein.



Kapitel 7

Ergebnisse

Im Rahmen dieser Arbeit wurden numerische Rechnungen auf der Basis des vor-
gestellten Modells durchgefiihrt. Wir werden in diesem Kapitel die Ergebnisse
fiir die Quark-Spektralfunktion diskutieren und mit den Resultaten fiir Nukleo-
nen vergleichen. Ferner werden wir iiberpriifen, inwieweit die Vorhersagen fiir die
Zerfallsbreite aus den Phasenraumiiberlegungen zutreffen. Da diese Arbeit den
ersten Versuch darstellt, die Quark-Spektralfunktion zu berechnen, und es keine
experimentellen Daten gibt, existiert leider kein direkter Vergleich zu unseren
Ergebnissen.

Bei der Betrachtung der Ergebnisse beschrinken wir uns auf die Komponenten
po(po, p?) und Ty(po, p?) von Spektralfunktion und Breite. Es wurde ja bereits
diskutiert, dass die physikalisch interessante Zustandsdichte sich direkt aus pg
ergibt (Abschnitt .3:4). Aukerdem ist es so, dass p, kaum zusétzliche Informa-
tionen enthélt. Wie wir wissen, sind pg und p, im Vakuum bis auf einen Faktor
(—po/|p]) identisch. In Abschnitt p.4.3 wurde gezeigt, dass diese Beziehung am
on-shell-Punkt (|po| = |p]) auch im Medium ndherungsweise erfiillt ist. Ein Ver-
gleich der numerischen Ergebnisse bestétigt lediglich diese Tatsache. Es zeigt sich,
dass po/po und p,/|p] bis auf einen Vorzeichenwechsel bei py = 0 relativ dhnlich
aussehen.

Zwischen I'y und I', existiert leider kein so einfacher Zusammenhang. Das lasst
sich leicht anhand von (b.3) und (f.4) verdeutlichen, wenn dort pg durch —p,po/|p]
ersetzt wird. Die Untersuchung der Zerfallsbreite zeigt aber, dass im Wesentli-
chen I'y die Form der Spektralfunktion bestimmt. Die Komponente I',, ist viel
kleiner und kann auch negative Werte annehmenf] Dieses Phdnomen ist bereits
aus Rechnungen fiir relativistische Nukleonen bekannt [[Ho89)|.

Unser Modell besitzt zwei freie Parameter, den Impuls-Cutoff A und die Quark-
Quark-Kopplungskonstante GG aus dem NJL-Modell. Um den Einfluss dieser Gro-

'Das ergibt sich aus den Faktoren, die wir bei der Phasenraumbetrachtung vernachlissigt
haben.
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fen auf die Spektralfunktion zu untersuchen, wurde nicht nur mit den Standard-
werten (siche Abschnitt [.4.5) gearbeitet, sondern es wurden auch Rechnungen
mit kleinerem Cutoff bzw. grofserer Kopplungskonstante durchgefiihrt.

Im Folgenden stellen wir zunéchst die Ergebnisse fiir Breite und Spektralfunktion
vor, so wie sie sich fiir die Standardwerte von Cutoff und Kopplungskonstante
ergeben. Anschliefsend vergleichen wir dann mit den Resultaten, die fiir andere
Werte der beiden Parameter folgen. Es sei daran erinnert, dass die Daten bei
positiven Energien py die Eigenschaften der Quarks und die Daten bei negativen
Energien po die Eigenschaften der Antiquarks (mit Energie |pg|) beschreiben.

7.1 Numerik und Parameter

Alle Rechnungen wurden bei Temperatur Null und mit einem Cutoff fiir den
Dreierimpuls durchgefiihrt. Das hat unter anderem numerische Griinde. Wie
schon bei den Nukleonen vereinfachen sich die Rechnungen stark, wenn man die
Fermi-Verteilungen und den Cutoff ausnutzen kann, um die Integrationsgrenzen
zu beschneiden.

Die numerische Integration iiber sechs Dimensionen wurde mit Hilfe einer Rou-
tine aus der NAGf-Fortran-Bibliothek vorgenommen [NAG|. Zur Erhéhung der
Genauigkeit wurden die Integrationen iiber ko und ¢o (vgl. (B.9) und (B.4)) jeweils
bei 0 und wr unterteilt. So entstanden neun Blocke, in denen immer nur einer der
Prozesse aus Abschnitt auftritt. Der numerische Vorteil der Zerlegung liegt
darin, dass so die Quark- und Antiquarkpeaks der einzelnen Spektralfunktionen,
iiber die integriert wird, auf die verschiedenen Blocke verteilt werden.

Die betrachtete Quarkmaterie ist mit normaler Kernmaterie vergleichbar. Wir
nehmen an, dass jedes Nukleon in der Kernmaterie aus drei Quarks besteht (in
unserem Medium sollen keine Antiquarks vorhanden sein) und erhalten so fiir die
Quarkdichte pym:

Pam = 3+ Pum = 3+ 0.17 fm ™. (7.1)

Die zugehorige Fermi-Energie ergibt sich aus der Bedingung:

“Fdpy [ d’p f 2
m: T ree , .
pan = |G [ T oA o, 1)

Einsetzen von (p.0]) fithrt auf pgm = NGJ; e w?, mit der Zahl der Flavor N 7 und der

Zahl der Farben N.. Fiir Ny = 2 und N, = 3 ergibt sich:

wr = 0.268 GeV.

2Numerical Algorithms Group
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Da wir masselose Quarks betrachten hat der entsprechende Fermi-Impuls den
gleichen Wert, pr = wp = 0.268 GeV.

In Abschnitt f.4.5 wurden die Parameter des NJL-Modells so bestimmt, dass die
experimentell bekannten Werte fiir die Pionenzerfallskonstante und die Konstitu-
entenquarkmasse reproduziert werden. Es ergab sich fiir den Dreierimpuls-Cutoft:
A =653 MeV und G = 2.14 - A=2. Das sind die Werte fiir A und G, die wir als
Standardwerte bezeichnen.

Das (po, |p])-Gitter, auf dem die Rechnungen ausgefiihrt werden, spezifizieren wir
unabhéngig vom genauen Wert von A. Die Rénder des Gitters liegen bei |p] = A
fiir den Dreierimpuls und bei pg = —A bzw. py = +A fiir die Energie. Die Zahl
der Gitterpunkte wird auf 200 x 100 festgelegt (po x |p]), dadurch ist der Abstand
zwischen den Gitterpunkten in beiden Richtungen gleich grofs. Fiir A = 653 MeV
ist die Auflésung somit etwas schlechter als bei den Nukleon-Rechnungen.

Die Initialisierung der Rechnungen erfolgte mit einer konstanten Breite. Geméfs
der Vorgabe, dass I', < 1 sein soll, wurden die Werte I'y = 1 MeV und I', = 0
gewahlt. Wie die Ergebnisse zeigen, wére es eigentlich wiinschenswert, von einem
kleineren Wert fiir I'y zu starten. Das wiirde aber zu so schmalen Peaks in der
Spektralfunktion fithren, dass eine verlassliche numerische Integration nicht mehr
moglich ist.

7.2 Die Breite

In Abbildung [(.1] ist das Ergebnis unserer iterativen Rechnung dargestellt. Wie
man sieht, erhdlt man mit der ersten Iteration bereits ein sehr gutes Ergebnis.
Das hiangt damit zusammen, dass die tatsdchlichen Breiten relativ klein sind und
im Bereich unserer Initialisierung liegen. Es ergibt sich daher schon nach der
zweiten Iteration das endgiiltige Resultat.

Der physikalisch interessanteste Teil der Ergebnisse liegt im Bereich 0 < py < wr,
denn dort befinden sich die besetzten Quarkzustande. Der Teilchensektor (py > 0)
ist daher in Abbildung [7.d noch einmal separat dargestellt. Es ergeben sich Werte
in der Grofsenordnung von 0.1 — 1 MeV fiir die Breite der besetzten Zustdnde.
Oberhalb von pg = 0.1 GeV ist die Breite weitestgehend impulsunabhéngig. Bei
niedrigeren Energien zeigt sich dagegen eine Abhéngigkeit vom Impuls. Wih-
rend die Breite bei kleinen Impulsen in Richtung p, = 0 abnimmt, steigt sie bei
grofkeren Impulsen an.

Dieses Verhalten steht natiirlich im Zusammenhang mit dem Minimum der Breite
im Antiteilchensektor (py < 0), das in Abbildung [[.] gut zu erkennen ist. Je
naher dieses Mimimum bei py = 0 liegt, desto mehr Einfluss hat es auf den
Teilchensektor bei kleinen Energien. Im Zusammenhang mit den beobachtbaren
Phasenraumeffekten werden wir noch einmal auf dieses Minimum zurtickkommen.
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Abbildung 7.1: Die Zerfallsbreite 'y, dargestellt bei verschiedenen Impulsen.

Die durchgezogene Linie zeigt das endgiiltige Ergebnis (zweite Iteration), die
gestrichelte Linie gibt das Ergebnis nach der ersten Iteration an.
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Abbildung 7.2: Die Zerfallsbreite 'y, dargestellt bei verschiedenen Impulsen
fiir den Teilchensektor (py > 0). Die durchgezogene Linie zeigt das endgiiltige

Ergebnis (zweite Iteration), die gestrichelte Linie gibt das Ergebnis nach der
ersten Iteration an.
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Die Auswirkungen der Selbstkonsistenz sind in den Ergebnissen nur schwach zu
sehen. Bei den Nukleon-Rechnungen wurde mit einer Breite initialisiert, die deut-
lich unter dem endgiiltigen, selbstkonsistent bestimmten Wert lag. Daher lief sich
gut beobachten, wie die Breite bei groferen Energien |pg| durch das Iterieren all-
méhlich anwuchs. Dieser Effekt muss hier ausbleiben, da mit einem Wert fiir die
Breite initialisiert wird, der bereits in der Grofenordnung des selbstkonsistenten
Ergebnisses liegt. Stattdessen wird ein leichter Riickgang in der Breite beobach-
tet, der darauf zuriickzufiihren ist, dass die Initialisierung stellenweise oberhalb
der tatsdachlichen Breite lag.

Das bedeutet aber nicht, dass Selbstkonsistenz hier keine Rolle spielt. Es heift
nur, dass bereits im ersten Iterationsschritt mit Spektralfunktionen gerechnet
wird, die anndhernd realistische Breiten besitzen. Die zweite Iteration ist so-
mit nur noch fiir die Feinabstimmung zusténdig. Es wére aus diesem Grund
wiinschenswert, die numerische Genauigkeit so zu erhohen, dass mit Breiten
[y < 1 MéV initialisiert werden kannf].

Wir vergleichen nun das Ergebnis der Rechnungen mit unseren einfachen Ab-
schitzungen aus Kapitel fl. Die hohen Werte fiir die Breite bei grofen |po| sind
eindeutig auf das Anwachsen des verfiigharen Phasenraums zuriickzufiihren. Der
cutoffbedingte Riickgang der Breite bei hoheren |pg| ldsst sich hier leider nicht
beobachten, da er aufserhalb der Grenzen unseres Gitters liegt. Ebenso leicht
konnen wir das Verschwinden der Breite bei der Fermi-Energie (wp = 0.268 GeV)
erkléren.

Auch das Minimum bei negativen py passt recht gut zu unserer Vorhersage. Es
ist bis zu einem Impuls von 0.2 GeV deutlich zu erkennen und wird dann immer
schwéicher. Man sieht aufserdem, dass die Lage des Minimums bei den beiden
kleinsten Impulsen sehr gut mit der Beziehung p, = —|p] {ibereinstimmt, genau
wie es in Abschnitt B4 (S. B0, B3) erwartet wurde. Ob sich fiir py = [p] = 0
eine Nullstelle ergibt, so wie es die Diskussion in Abschnitt [.5 nahelegt, ist aus
numerischen Griinden allerdings nicht iiberpriifbar (bei endlichen Breiten ist aber
auch keine exakte Nullstelle zu erwarten).

Abschliefsend stellen wir fest, dass die Form der Breite oberhalb von py = 0.1 GeV
nur sehr schwach vom Impuls abhéngt. Unterhalb von py = 0.1 GeV dagegen wird
das impulsunabhéngige Anwachsen der Breite von dem Minimum tiberlagert. In
diesem Bereich ergibt sich daher eine starke Impulsabhéngigkeit. Auch das war
Bestandteil unserer Abschatzung (Abschnitt [.5). Die Eigenschaften der Breite
lassen sich somit vollsténdig mit Phasenraumeffekten erklaren. Aufgrund unseres
einfachen Modells fiir die Wechselwirkung ist das aber keine Uberraschung, die

3Dass nicht mit Breiten I'y < 1 MeV initialisiert werden kann, steht nicht im Widerspruch
zu der Tatsache, dass eine zweite Iteration moglich ist. Es treten treten zwar auch im Rahmen
der zweiten Iteration sehr kleine Breiten auf, diese sind aber auf kleine Bereiche beschrankt
und daher besser handhabbar.
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gleiche Beobachtung wurde ja bereits bei den Nukleonen gemacht.

7.3 Die Spektralfunktion

Die iterativ berechnete Spektralfunktion ist in Abbildung zu sehen. Die ’on-
shell-peaks’ von Quarks und Antiquarks dominieren die Eigenschaften der Spek-
tralfunktion. Thre Maxima liegen wie zu erwarten bei |pg| = [p]. Aufgrund der
geringen Breite konzentriert sich fast die gesamte Stédrke in unmittelbarer Nahe
dieser Punkte.

Man erkennt, dass zwischen der ersten und der zweiten Iteration fast kein Unter-
schied besteht, die Selbstkonsistenz sorgt auch hier nur fiir eine Feinabstimmung.
Die Peaks bleiben weitestgehend unveréndert, beim Untergrund zwischen den
Peaks zeigt sich ein leichter Riickgang. Dieser ist natiirlich auf den bereits disku-
tierten Riickgang der Breite zuriickzufiihren.

Der physikalisch interessante Bereich der besetzten Quarkzustinde (0 < py < wg)
ist fiir die Impulse oberhalb des Fermi-Impulses (hier gilt: pr = wr) in Abbildung
[ kaum zu erkennen. Abbildung [7.4 zeigt diesen Bereich daher noch einmal
im Detail. Da der ’on-shell-peak’ der Quarks oberhalb der Fermi-Kante liegt,
nimmt die Spektralfunktion nur sehr kleine Werte an. Trotzdem sind die Daten
in Abbildung .4 von Bedeutung, denn die Grofe der Spektralfunktion in diesem
Bereich ist verantwortlich fiir den "Hochimpulsschwanz’ der Impulsverteilung, den
wir spéter diskutieren werden (Abschnitt [.6).

In Abbildung [7.4 sieht es bei [p] = 0.3 GeV nach der ersten Iteration so aus,
als ob die Spektralfunktion im Bereich 0.1 GeV < py < 0.2 GeV ein schwach
ausgepragtes Maximum hat. Nach der zweiten Iteration ist das Maximum aber
verschwunden und die Spektralfunktion ist anndhernd konstant, bevor sie in der
Néhe der Fermi-Energie abfallt. Bei [p] = 0.5 GeV besitzt die Spektralfunktion
kein konstantes Plateau mehr. Sie nimmt in so grofer Entfernung vom Fermi-
Impuls nur sehr kleine Werte an und fallt rasch ab. Die Form wird durch das
Iterieren nicht beeinflusst, es zeigt sich der {iberall auftretende leichte Riickgang.

Die Asymmetrie zwischen Quark- und Antiquarksektor beruht auf zwei verschie-
denen Effekten. Das Verschwinden der Breite bei der Fermi-Energie hat zur Fol-
ge, dass auch die Spektralfunktion bei wg verschwinden muss. Das fiihrt zu einer
Unterdriickung des ’on-shell-peaks’ der Quarks in der Nahe der Fermi-Energie
(p ~ wp = 0.268 GeV). Sehr gut zu beobachten ist das bei den Schnitten fir
p = 0.2 GeV und p = 0.3 GeV in Abbildung [.3. Im ersten Fall liegt der Peak
unterhalb der Fermi-Energie und ein Teil seiner rechten Hélfte scheint zu fehlen.
Im zweiten Fall liegt der Peak knapp oberhalb der Fermi-Energie, wie man sieht
fehlt jetzt ein grofer Teil auf der linken Seite.
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Abbildung 7.3: Die Spektralfunktion pg, dargestellt bei verschiedenen Impul-
sen. Die durchgezogene Linie zeigt das endgiiltige Ergebnis (zweite Iteration),
die gestrichelte Linie gibt das Ergebnis nach der ersten Iteration an.
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Abbildung 7.4: Die Spektralfunktion py der besetzten Quarkzustédnde (0 <
po < wp) fiir Impulse oberhalb des Fermi-Impulses. Die durchgezogene Linie
zeigt das endgiiltige Ergebnis (zweite Iteration), die gestrichelte Linie gibt das
Ergebnis nach der ersten Iteration an.

Im Antiteilchensektor macht sich ein anderer Effekt bemerkbar, den wir schon
kennen. Das Minimum in der Breite sollte fiir kleine Impulse in etwa bei pg ~ —|p]
liegen (vgl. Diskussion in Abschnitt p.4, S. B0). Das ist aber die gleiche Position,
an der sich auch der ’on-shell-peak’ der Antiteilchen befindet. Das Minimum
sorgt somit fiir eine deutliche Verschmélerung des Antiquarkpeaks gegeniiber dem
Quarkpeak. Da das Minimum bei groferen Impulsen schwécher ausgeprégt ist
und sich seine Position nicht mehr genau unterhalb des Peaks befindet, geht der
Einfluss dieses Effektes mit steigendem Impuls zuriick.

Der physikalische Grund fiir die Asymmetrie ist natiirlich, dass die betrachte-
te Quarkmaterie keine Antiquarks enthélt. Wéhrend die Quarkzustédnde bis zur
(endlichen) Fermi-Energie wp besetzt sind, sind sémtliche Antiquarkzustdnde un-
besetztf|. Um eine symmetrische Spektalfunktion (und Breite) zu erhalten, miiss-
ten auch die Antiquarkzustédnde bis zur Energie wp besetzt werden.

Bei niedrigen Impulsen wird ein anwachsender Untergrund an den Réndern beob-
achtet. Dieses Anwachsen ergibt sich aus dem phasenraumbedingten Anstieg in
der Breite. Das Gleiche gilt fiir die zunehmende Breite der Antiteilchenpeaks bei
hohen Impulsen. Da die Peaks immer weiter nach aufsen wandern, geraten sie in
den Bereich, in dem die Breite durch das Anwachsen des Phasenraums sehr grofs
wird. Ein dhnlicher Effekt sollte auch bei den Quarkpeaks zu beobachten sein.
Hier hat allerdings die Ndhe zur Fermi-Energie eine unterdriickende Wirkung.

4Der Klarheit halber sollte angemerkt werden: In der Dirac-Interpretation sind Antiteilchen
unbesetzte Locher im Dirac-See. Unbesetzte Antiteilchenzustdnde sind also besetzte Locher.
Da alle (Quark-)Zustédnde unterhalb von wp aufgefiillt sind, sind folglich alle Locher besetzt,
d.h. alle Antiteilchen-Zusténde unbesetzt.
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7.4 Variation des Cutoff-Parameters

Rechnungen mit einem kleineren Cutoff sind nicht nur interessant, um das all-
gemeine Verhalten des Modells zu testen. In der Naherung in Abschnitt f.5.3
hatten die Antiteilchen lediglich oberhalb von 2wp direkten Einfluss auf Spek-
tralfunktion und Breite. Erst durch Iterieren konnen sich so die Eigenschaften
der Antiquarks auf die Quarks auswirkenf]. Wird ein Cutoff unterhalb der Schwel-
le von 2wp gewahlt, dann sind die Eigenschaften der Quarks vollig unabhéngig
von den Antiquarks. Der Einfluss der Quarks auf die Antiquarks bleibt dagegen
unverandert.

Die folgenden Ergebnisse wurden unter Verwendung von A = 400 MeV berech-
net. Die gleichzeitige Skalierung der Kopplungskonstanten gemif G = 2.14A~2
(vgl. Standardwerte, S. B7) sorgt dafiir, dass die Ergebnisse sich besser mit den
Rechnungen aus dem letzten Abschnitt vergleichen lassen.

7.4.1 Breite

In Abbildung [(.J wird die Breite, die man unter Verwendung von A = 400 MeV
erhélt, mit dem Ergebnis aus dem letzten Abschnitt verglichen (A = 653 MeV).
Bei niedrigen Impulsen ist fast kein Unterschied zwischen den beiden Kurven zu
erkennen. Die erhdhte Kopplung ist dort offensichtlich in der Lage, den Verlust
an Phasenraum vollstdndig zu kompensieren.

Bei hoheren Impulsen zeigt sich jedoch, dass das bekannte Minimum (bei negati-
ven Energien) eine deutlich ausgepréagtere Form hat. Da hauptséchlich die rechte
Seite des Minimums deformiert ist und die Verdnderung bereits bei positiven
Energien py beginnt (=~ 0,1 GeV), ist dieser Effekt eindeutig dem Prozesspaar
440k — Qpdr, Gpdqqr — ¢» zuzuschreiben, dessen Phasenraum sich bei py = —|p]
schliefst.

Die Erklarung liegt in der Cutoff-Bedingung ry < A, die die Zahl der freien
Endzustande nach oben begrenzt. Die Bedingung muss in den Integralen fiir —i3<
erfiillt sein, damit der Integrand einen Beitrag zur Breite leistet. Wir entnehmen
Abschnitt .4, dass fiir die beiden Prozesse ¢,qx — 4,4+, 49,0 — ¢- gilt:

0<|ql <wp, O0<Ikl<wr, 70=1|74+ |k — po- (7.2)

Das Phasenraumvolumen selbst ist bei der Integration iiber |7] und || also un-
abhéngig von A. Je kleiner aber der Wert von A ist, desto schneller wird die
Bedingung A > ry = |q] + |k| — po verletzt und der Integrand trégt nichts mehr

°Im ersten Schritt beeinflussen die Antiquarks nur die Quarks oberhalb von 2wp, im nichsten
Schritt wirken sich dann die verdnderten Eigenschaften dieser Quarks auf den Bereich unterhalb
2wp aus.
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Abbildung 7.5: Die Breite unter Verwendung verschiedener Werte fiir den
Cutoff-Parameter. Die durchgezogene Linie zeigt das Ergebnis fiir A =
0.653 GeV, die gestrichelte Linie ergibt sich fiir A = 0.4 GeV. Es gilt jeweils
G=214-A2

zur Breite bei. Die Grenze fiir dieses Abschneiden liegt bei |q] + |k| = A+ po. Wir
schatzen ab:

A+po=Iq+ Ik <2wr = po<2wp—A.

Ab dieser Schwelle fiir py kann nicht mehr das komplette Phasenraumvolumen
zur Breite beitragen. Fiir wp = 0.268 GeV und A = 0,653 GeV ergibt sich pg <
—0.12 GeV, ein Wert der unterhalb des Bereiches liegt, in dem der beobachtete
Effekt auftritt. Fiir A = 0.4 GeV dagegen liegt die Schwelle bei py < +0.136 GeV.
Das entspricht relativ genau dem Wert, ab dem die Kurven in Abbildung 7.5
voneinander abweichen.

Somit ist die Erklarung fiir die Deformation des Minimums gefunden. Es handelt
sich auch dabei um einen Phasenraumeffekt. Das Besondere an diesem Effekt ist,
dass sich der Cutoff bereits bei kleinen Werten fiir |py| bemerkbar macht und
nicht erst auferhalb des betrachteten Intervalls. Auch die Breite der besetzten
Quarkzustande ist somit betroffen.
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Abbildung 7.6: Die Quark-Spektralfunktion, berechnet mit verschiedenen
Werten fiir A. Die durchgezogene Linie zeigt das Ergebnis fiir A = 0.653 GeV,
die gestrichelte Linie ergibt sich fiir A = 0,4 GeV.

7.4.2 Spektralfunktion

Die Darstellung der Spektralfunktion in Abbildung [/-§ birgt keine Uberraschun-
gen. Die Form der Peaks éndert sich beim Ubergang von A = 653 MeV zu A =
400 MeV kaum, wenn die Kopplung entsprechend angepasst wird (G = 2.14-A72).
Es ist lediglich ein Riickgang des Untergrunds bei kleinen |pg| zu beobachten.

Dieser Riickgang geht auf den Cutoff-Effekt in der Breite zuriick, der im letzten
Abschnitt diskutiert wurde. Die Breiten werden im Bereich —0.2 GeV < pg <
0.1 GeV Kkleiner, wenn man den Wert von A reduziert. Das wirkt sich direkt auf
die Spektralfunktion aus. Da der Effekt bei kleinen Impulsen [p] nicht so stark
ausgepragt ist wie bei grofsen Impulsen, zeigen sich keine wesentlichen Veréande-
rungen in den Peaks, wenn sie zwischen —0.2 GeV und 0.1 GeV liegen.

Der Riickgang aber durchaus Konsequenzen fiir den Bereich der besetzten Quark-
zustande bei Impulsen oberhalb des Fermi-Impulses. Eine genauere Darstellung
findet sich in Abbildung [(.7. Es zeigt sich, dass die Spektralfunktion ein gut aus-
geprigtes Maximum zwischen pg = 0.1 GeV und pg = 0.2 GeV besitzt. Dieses
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Abbildung 7.7: Die Spektralfunktion der besetzten Quarkzustidnde, berech-
net mit verschiedenen Werten fiir A. Die durchgezogene Linie zeigt das Ergeb-
nis fir A = 0.653 GeV, die gestrichelte Linie ergibt sich fiir A = 0.4 GeV.

Maximum war nach der ersten Iteration auch fir A = 653 MeV vorhanden, ist
beim weiteren Iterieren aber verschwunden. Bei kleinen py weichen die Ergebnisse
fiir die verschiedenen Werte von A daher deutlich voneineinder ab, bei grofseren
po ist die Ubereinstimmung dagegen sehr gut. Das entspricht genau dem bereits
diskutierten Verhalten der Breite.

Wir kommen somit zu dem Schluss, dass die Spektralfunktion innerhalb gewisser
Grenzen unempfindlich auf den Cutoff reagiert, wenn die Kopplung zwischen den
Quarks entsprechend angepasst wird. Konsequenzen ergeben sich nur oberhalb
des Fermi-Impulses fiir die Spektralfunktion der besetzten Zusténde. Die dort
beobachteten Abweichungen kénnen durchaus zu Verdnderungen in der noch zu
diskutierenden Impulsverteilung fiihren.

7.5 Variation der Quark-Quark-Kopplung

Wir wenden uns nun dem zweiten Parameter zu, der Quark-Quark-Kopplungs-
konstanten GG. Durch die Erhéhung des Wertes von G wird die Wechselwirkung
zwischen den Quarks verstarkt. Es liegt auf der Hand, dass dann die Zerfallsbreite
der Zustédnde grofser werden muss. Je hoher die Wahrscheinlichkeit ist, an einem
Streuprozess teilzunehmen, desto geringer ist die Lebensdauer der einzelnen Zu-
stande.

In unserem einfachen Modell tritt die Kopplungskonstante zunéachst nur als kon-
stanter Faktor bei der Berechnung der Selbstenergie in Erscheinung (vgl. (B.3),
(B-G)). Im ersten Iterationsschritt sorgt der Wert von G daher lediglich fiir eine
gleichméfige Skalierung der Breite (bei fester Initialisierung).



98 Kapitel 7. Ergebnisse

Ab der zweiten Iteration besteht die Moglichkeit, dass auch weiter gehende Ef-
fekte in Erscheinung treten (Selbstkonsistenz). Der Wert von G ist dann in die
Spektralfunktionen eingegangen, {iber die zur Bestimmung der Selbstenergien in-
tegriert wird. Es ergibt sich so ein nichtlinearer Zusammenhang zwischen Kopp-
lungskonstante und Breite.

Durch Variation der Kopplungskonstanten besteht somit die Md&glichkeit, die
Selbstkonsistenz im Verlauf der Iterationen zu beobachten — unabhéngig von der
Breite, mit der die Rechnungen initialisiert werden.

Es werden im Folgenden die Ergebnisse von drei Rechnungen verglichen. Alle
wurden mit einem Cutoff von A = 653 MeV durchgefiihrt. Die Kopplung betrug
bei der erster Rechnung G = 2.14-A~2, bei der zweiten Rechnung G = 2-2.14- A2
und bei der dritten Rechnung G = 4 -2.14 - A=2. Da die Kopplung als Faktor
quadratisch in die Breite eingeht, sollte sich die Breite bei der doppelt so grofen
Kopplung grob vervierfachen und bei der viermal so grofen Kopplung sogar um
einen Faktor sechzehn grofter werden.

7.5.1 Breite

Wie bereits gewohnt, betrachten wir zuerst die Breite. Abbildung zeigt die
Ergebnisse fiir die normale, die doppelt und die viermal so grofse Kopplung. Es
ist auf den ersten Blick zu erkennen, dass der Hauptunterschied zwischen den
Ergebnissen fiir verschiedene Kopplungen in einem konstanten Faktor liegt. Eine
genauere Untersuchung zeigt, dass der Unterschied zwischen den verschiedenen
Breiten, wie abgeschatzt, durch Faktoren 4 bzw. 16 gegeben ist. Dieses Ergebnis
war bereits nach der ersten Iteration zu erwarten.

In der Ndhe des Minimums sind aber auch feinere Unterschiede in der Form aus-
zumachen, die auf die selbstkonsistente Rechnung zuriickzufiihren sind. Es zeigt
sich in Abbildung [/.§ bei allen Impulsen, dass die Auspriagung des Minimums mit
zunehmender Kopplung zuriickgeht. Der Grund dafiir liegt in der ansteigenden
Breite der Zustande.

Die Bedingungen aus Kapitel [f, mit denen wir die Form der Breite vorhergesagt
haben, wurden unter Verwendung der freien Spektralfunktion gewonnen. Die Ein-
schriankungen gelten daher streng genommen nur fiir Teilchen mit infinitesimaler
Breite. Je grofer die tatséchliche Breite der Teilchen ist, mit der gerechnet wird,
desto stirker weichen die Bedingungen auf. Das Ergebnis ist in Abbildung [7.§
zu erkennen. Mit anwachsender Kopplung steigt die Breite und die Einschrén-
kung py > —|[p] kann immer stirker verletzt werden. Dadurch kommt es zu einer
Ausschmierung des Minimums.

Besonders gut sind die Auswirkungen bei den kleinen Impulsen zu erkennen, da
das Minimum dort besonders tief ist. Bereits ein kleiner Anstieg der Breite auf
beiden Seiten bewirkt so einen gut sichtbaren Effekt.
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Abbildung 7.8: Die Breite fiir verschiedene Kopplungskonstanten G. Die
durchgezogene Linie zeigt die Ergebnisse fiir die normale Kopplung (G =
2.14 - A=2), die gestrichelte Linie wurde unter Verwendung einer doppelt so
groften Kopplung gewonnen, die gepunktete Linie unter Verwendung einer vier-
mal héheren Kopplung.

Fiir die grokte Kopplung erhélt man an den Réndern Breiten von bis zu 100 MeV,
wahrend im Bereich der besetzten Zustdnde nur Werte von 5— 10 MeV auftreten.
Das macht noch einmal die Konsequenzen des explosiven Anstiegs der Breite,
der sich allein aus der Offnung des Phasenraums ergibt, deutlich. Auferhalb des
beobachteten Intervalls wird aber auch bei dieser Kopplung die Breite schlieftlich
gegen null gehen.

7.5.2 Spektralfunktion

Die Spektralfunktion reagiert mit zwei Verdnderungen auf die Vergroferung der
Kopplung, die in Abbildung [7.9 gut zu erkennen sind. Zum einen wird der Un-
tergrund neben den Peaks deutlich grofser, zum anderen nimmt die Breite der
‘on-shell-peaks’ deutlich zu. Beides ist direkt auf das quadratische Anwachsen
der Zerfallsbreite zuriickzufiihren, das im letzten Abschnitt diskutiert wurde.
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Abbildung 7.9: Die Quark-Spektralfunktion fiir verschiedene Kopplungskon-
stanten G. Die durchgezogene Linie zeigt die Ergebnisse fiir die normale Kopp-
lung (G = 2.14-A~2), die gestrichelte Linie wurde unter Verwendung einer dop-
pelt so groflen Kopplung gewonnen, die gepunktete Linie unter Verwendung
einer viermal hoheren Kopplung.

Der Anstieg des Untergrundes ist natiirlich fiir die besetzten Zustéinde bei Im-
pulsen |p] oberhalb des Fermi-Impulses (0 < py < wp, |p] > pr) von besonderer
Bedeutung. Da der 'on-shell-peak’ der Quarks dann nicht mehr eingeschlossen
wird, ist die Spektralfunktion allein durch den Untergrund gegeben. Abbildung
zeigt Schnitte bei zwei Impulsen.

Es zeigt sich das bereits bekannte Verhalten (Abschnitt [.3). Fiir Impulse |p]
knapp oberhalb des Fermi-Impulses ist die Spektralfunkion iiber einen grofsen
Bereich anndhernd konstant und zeigt hochstens einen schwachen Anstieg. In der
Néhe der Fermi-Energie féllt sie dann rasch gegen null ab. Weit oberhalb des
Fermi-Impulses existiert dagegen kein konstantes Plateau. Die Spektralfunktion
nimmt weit geringere Werte an und fallt kontinuierlich ab.

Die Abhéngigkeit vom Wert der Kopplungskonstanten ist deutlich zu erkennen.
Die Spektralfunktion scheint auf &hnliche Weise zu skalieren wie die Breite. Bei
der doppelt so grofsen Kopplung vervierfacht sich der Wert der Spektralfunktion,
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Abbildung 7.10: Die Spektralfunktion der besetzten Quarkzustande fiir ver-
schiedene Kopplungskonstanten G. Die durchgezogene Linie zeigt die Ergeb-
nisse fiir die normale Kopplung (G = 2.14 - A=2), die gestrichelte Linie wurde
unter Verwendung einer doppelt so grofsen Kopplung gewonnen, die gepunktete
Linie unter Verwendung einer viermal héheren Kopplung.

bei der viermal hoheren Kopplung ist die Spektralfunktion grob sechzehnmal
grofser. die Form der Spektralfunktion wird dagegen kaum durch die Variation der
Kopplungskonstanten beeinflusst. Die Besetzungswahrscheinlichkeit bei Impulsen
|p] oberhalb des Fermi-Impulses nimmt somit bei steigender Kopplung drastisch
zu. Dieser Effekt wird auch bei der Impulsverteilung, die im néchsten Abschnitt
diskutiert wird, gut sichtbare Konsequenzen haben.

Dadurch, dass das Minimum der Breite im Antiquarksektor weniger stark aus-
geprigt ist, wird die Spektralfunktion bei kleinen Impulsen symmetrischer. Bei
grofseren Impulsen bleibt die Verteilung allerdings unsymmetrisch, da die Fermi-
Kante weiterhin den Quarkpeak beeinflusst.

Der Antiteilchenpeak hat im Falle der groften Kopplung bei |p] = 0.3 GeV eine
enorme Breite. Das liegt daran, dass der Peak bereits in dem Bereich liegt, in dem
die Breite phasenraumbedingt stark ansteigt. Das Gleiche gilt bei allen Impulsen
fiir den grofsen Untergrund an den Réndern.

7.6 Impulsverteilung

Zum Abschluss werfen wir noch einen Blick auf die Impulsverteilung. Bei den
Nukleonen liefs sich ein markanter "Hochimpulsschwanz’ beobachten, der als Maf
fiir den kurzreichweitigen Teil der Wechselwirkung aufgefasst wurde. Es soll nun
untersucht werden, in welchem Mafe es auch bei den Quarks durch Streuprozesse
zu einer Besetzung von Zustanden oberhalb der Fermi-Kante kommt.
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Abbildung 7.11: Die Impulsverteilung der Quarks bei verschiedenen Werten
fiir die Kopplungskonstante G. Die durchgezogene Linie gibt das Ergebnis fiir
den Standardwert G = 2.14 - A=2 an, die gestrichelte Linie das Ergebnis fiir
G =2-2.14- A=2 und die gepunktete Linie das Ergebnis fiir G = 4-2.14- A2,

Da unser System keine Antiquarks enthélt, interessieren wir uns hier nur fiir die

Impulsverteilung der Quarks. n(|p]) ist daher gegeben durch (vgl. (B-4), (E21)):

) = [ 2 o, 7).

Die Vorfaktoren wurden hier so gewahlt, dass n(|p]) auf eins normiert ist.

Abbildung [7.T]] zeigt die Impulsverteilung der Quarks bei den verschiedenen Wer-
ten fiir die Kopplungskonstante, die bereits im letzten Abschnitt verwendet wur-
den. Es ist klar zu erkennen, dass der Einfluss der kurzreichweitigen Wechselwir-
kungen hier wesentlich geringer ausfallt als bei den Nukleonen. In Anbetracht der
geringen Breiten und den damit verbundenen schmalen Peaks in der Spektral-
funktion ist ein solches Ergebnis nicht iiberraschend.

Die Fermi-Kante ist deutlich als Stufe ausgeprégt, genau wie fiir ein unendlich
ausgedehntes System zu erwarten. An diese Kante schlieftt sich der Hochimpuls-
schwanz an, fiir den wir uns interessieren. Fiir den Standardwert der Kopplung
liegt dieser Schwanz nur in der Grofenordung von 0.1%. Bei einem doppelt so
grofen Wert fiir G' gerdt man bereits in die Region von 1%, aber erst eine vier-
mal hohere Kopplung liefert einen Hochimpulsschwanz, der sich in der gleichen
Grofenordnung befindet wie der der Nukleonen (ca. 10%).

Die Wechselwirkung aus dem NJL-Modell ist offensichtlich nicht in der Lage, eine
signifikante Besetzung von Zustdnden oberhalb der Fermi-Kante zu beschreiben,
wenn man mit den {iblichen Werten fiir die Parameter A und G rechnet. Erst
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wenn die Kopplungskonstante deutlich vergrofert wird, konnen Streuprozesse im
Medium zur Bildung eines deutlich ausgeprigten Hochimpulsschwanzes fiihren.
Ob es allerdings physikalisch sinnvoll ist, mit einer grofferen Kopplung zu arbei-
ten, ist nicht klar. Es werden dann n&mlich nicht mehr die richtigen Werte fiir
die Grofen reproduziert, tiber die die Parameter urspriinglich festgelegt wurden.
Es besteht aber durchaus auch die Mo6glichkeit, dass sich G und A im Medium
andern.

Ein weiterer Punkt soll noch erwdhnt werden. Bei der Impulsverteilung der Nu-
kleonen war unterhalb der Fermi-Kante deutlich ein Anstieg der Verteilung zu
erkennen, der sich durch die Verletzung der Analytizitdt erkléren liefs. Auch im
Modell fiir die Quarks verletzen wir die Analytizitit, da der Realteil der retar-
dierten Selbstenergie vernachléssigt wird. Die Impulsverteilung im betreffenden
Bereich ist aber konstant. Nur bei genauer Betrachtung zeigt sich ein ganz leichter
Anstieg beim grofsten Wert fiir die Kopplungskonstante.

Sofern die Argumentation, die fiir die Nukleonen gemacht wurde [Le0d|, auf
Quarks iibertragbar ist, bedeutet das, dass die Vernachlédssigung des Realteils
der Selbstenergie keinen grofen Einfluss auf unsere Resultate hat. Die vorgenom-
mene Vereinfachung wird somit durch die Ergebnisse noch einmal gerechtfertigt.
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Kapitel 8

Zusammenfassung und Ausblick

Das Ziel dieser Arbeit war es, ein einfaches Modell zu entwickeln, das die Be-
rechnung der Spektralfunktion von Quarks in Quarkmaterie ermoglicht. Als Aus-
gangspunkt diente das Modell von Lehr et al. [Ce00|, das unter Verwendung einer
einfachen Naherung fiir die Wechselwirkung ein selbstkonsistentes Verfahren zur
iterativen Berechnung der Nukleon-Spektralfunktion liefert.

Das zweite Kapitel beschéftigte sich ausfiihrlich mit den fiir unser Modell ben6-
tigten Grofen und den Zusammenhéingen, die zwischen diesen Grofsen bestehen.
Es stellte sich heraus, dass die Beziehungen zwischen Spektralfunktion, Korrela-
tionsfunktionen, Selbstenergien und Zerfallsbreite einen geschlossenen Kreis bil-
den. Durch die Verwendung der vollen Greensfunktionen in den Integralen fiir
die Selbstenergien ergab sich so ein selbstkonsistenter Ansatz zur Berechnung der
Spektralfunktion.

Im dritten Kapitel wurde das Modell von Lehr et al. [Le0(] detailliert vor-
gestellt. Es verwendet den selbstkonsistenten Ansatz aus dem ersten Kapitel,
um damit iterativ die Nukleon-Spektralfunktion in Kernmaterie zu bestimmen.
Die Nukleon-Nukleon-Wechselwirkung wird in diesem Modell durch eine einfa-
che Punktwechselwirkung mit konstanter Kopplung beschrieben, der Realteil der
retardierten Selbstenergie wird durch einen konstanten Wert ersetzt.

Die Ergebnisse, die das Modell liefert, befinden sich trotz dieser Naherungen in
guter Ubereinstimmung mit ’state-of-the-art’-Rechnungen aus der Vielteilchen-
theorie. Daraus liefsen sich zwei Dinge schliefsen. Zum einen scheint die Form der
Wechselwirkung nur eine untergeordnete Rolle zu spielen, wenn die Rechnungen
vollstandig selbstkonsistent durchgefiihrt werden. Zum anderen zeigt die gute
Ubereinstimmung der Ergebnisse, dass Spektralfunktion und Impulsverteilung
der Nukleonen in Kernmaterie von Phasenraumeffekten bestimmt werden.

Unter der Annahme, dass auch bei der Berechnung der Quark-Spektralfunktion
die selbstkonsistente Rechnung wichtiger ist als eine komplizierte Wechselwir-
kung, begann im vierten Kapitel die entsprechende Erweiterung des Lehrschen
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Modells. Es wurde gezeigt, dass die relativistische Spektralfunktion eine Spinor-
struktur besitzen muss und welche Komponenten dieser Struktur von besonderer
Bedeutung sind. Anschliefend erfolgte die Vorstellung des SU(2)-NJL-Modells,
mit dem die Wechselwirkungen zwischen den Quarks beschrieben werden sollen.
Genau wie im urspriinglichen Modell erhélt man so eine Punktwechselwirkung
mit konstanter Kopplung. Abschliefsend wurde gezeigt, wie Antiquarks in den
Rechnungen zu berticksichtigen sind.

In Kapitel 5 wurde das Modell fiir die Quarks zusammengesetzt. Von Anfang an
erfolgte dabei die Beschrankung auf die chiral restaurierte Phase mit praktisch
masselosen Quarks, zusétzlich wurde der Realteil der retardierten Selbstener-
gie vernachlassigt. Das Modell besitzt zwei freie Parameter, die Quark-Quark-
Kopplungskonstante G und den Impulscutoff A. Welche Werte fiir diese Grofen
zu wahlen sind, ergibt sich aus dem Zusammenhang mit dem NJL-Modell.

Die Ergebnisse der Rechnungen mit dem Modell sollten vor allem die Eigenschaf-
ten des Phasenraums wiedergeben. Kapitel 6 beschéftigte sich daher mit der Fra-
ge, welche Vorhersagen iiber die Zerfallsbreite eine Betrachtung des verfiigharen
Phasenraums (fiir die auftretenden Streuprozesse) macht. Diese Betrachtungen
wurden bei Temperatur Null fiir Teilchen mit infinitesimaler Breite durchgefiihrt.
Die Aussagen aus diesem Kapitel gelten daher nicht streng fiir die tatséchlich be-
rechneten Breiten.

Die Présentation der Ergebnisse der numerischen Rechnung folgte schlieflich in
Kapitel 7. Es bestétigte sich, dass die Eigenschaften der Spektralfunktion im vor-
gestellten Modell vollstdndig durch Phasenraumeffekte zu erkléren sind. Unter
Verwendung der Standardwerte fiir A und G zeigte sich, dass man relativ geringe
Breiten in der Gréfsenordnung von 0.1 —1 MeV erhélt. Die Spektralfunktion wird
daher von den ’on-shell-peaks’ der Quarks und Antiquarks dominiert und man
findet in der Impulsverteilung nur eine schwache Besetzung von Zusténden ober-
halb der Fermi-Kante. Erst wenn die Kopplungskonstante deutlich erh6ht wird,
ergibt sich ein "Hochimpulsschwanz’ in der Impulsverteilung, der mit dem der
Nukleonen vergleichbar ist. Die Breiten liegen dann bei 5 — 10 MeV.

Diese Arbeit hat gezeigt, dass die selbstkonsistente Berechnung der Quark-Spek-
tralfunktion numerisch zwar sehr aufwéndig ist, sich aber trotzdem durchfiithren
lasst. Fiir zukiinftige Verbesserungen des Modells bleibt viel Raum:

In der vorgestellten Form ist das Modell auf die chiral restaurierte Phase mit
praktisch masselosen Quarks beschrankt. Durch die Beriicksichtigung des skalaren
Terms in der Spektralfunktion liefe sich diese Beschriankung autheben. Es wére
dann moglich, auch mit massiven Quarks zu arbeiten.

Der Realteil der retardierten Selbstenergie wird bisher vernachléssigt. Im Prinzip
ist bekannt, wie er aus der Breite berechnet wird. Es sollte sich daher ein Weg
finden lassen, wie man ihn in den Rechnungen beriicksichtigen kann.
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Die Quark-Quark-Wechselwirkung wird im Moment durch das einfache NJL-
Modell beschrieben. Es wiére interessant, stattdessen eine etwas realistischere,
auf dem Instanton-Modell basierende Wechselwirkung zu verwenden (vgl. z.B.

[Bch9d)).

Das Modell ist bereits jetzt in der Lage, bei endlichen Temperaturen zu arbeiten.
Die Beschrankung der Rechnungen auf Temperatur Null erfolgte nur aus numeri-
schen Griinden. In naher Zukunft diirften daher auch Rechnungen bei endlicher
Temperatur folgen.

Aus den beschriebenen Verédnderungen sollte sich ein realistischeres Modell erge-
ben, das einen groferen Anwendungsbereich besitzt. Wie bereits in der Arbeit
diskutiert wurde, sind die meisten der beschriebenen Punkte mit einer deutlichen
Erhohung des numerischen Aufwandes verbunden. Es wird sich daher zeigen miis-
sen, wo der Aufwand lohnt und wo weiterhin Kompromisse notig sein werden.
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Anhang A

Notation und Konventionen

Notation und Konventionen in dieser Arbeit richten sich im Wesentlichen nach
dem Buch von Peskin und Schroeder [Pg]. Dieser Anhang soll einen kurzen Uber-
blick geben und als Referenz dienen.

Es wird mit natiirlichen Einheiten gearbeitet, d.h. h =c = 1.

In diesem System gilt fiir die Einheiten:

[Liinge| = [Zeit] = [Energie] ' = [Masse] .

Metrik und Vierervektoren

Der verwendete metrische Tensor hat die Form ("west coast metric’):

(A.1)

o= O O
_— o O O

0
-1

0 —

0

)
=
N
I
Q
=
N
I
o o o

Vierervektoren werden durch kursive Buchstaben dargestellt (x), Dreiervekto-
ren werden durch einen Pfeil gekennzeichnet (Z). Den zu einem Dreiervektor &
gehorigen Einheitsvektor bezeichnen wir als €.

Wir unterscheiden Vierervektoren mit oberen Indizes (kontravariant) und Vierer-
vektoren mit unteren Indizes (kovariant):

* = (2%, 7) (kontravariant)
z, = gur’ = (2%, —7) (kovariant)

(A.2)

Es gilt die Einsteinsche Summenkonvention, iiber doppelt auftretende Indizes ist
also zu summieren. Griechische Indizes bezeichnen Vierervektoren und laufen von
0 bis 3. Lateinische Indizes beziehen sich nur auf die Dreiervektorkomponenten
und laufen von 1 bis 3.
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Das Viererskalarprodukt ist wie folgt definiert:

—

T-p= gur'p’ = 22p° — 7P (A.3)

Pauli-Matrizen

Die Pauli-Matrizen sind gegeben durch:

(1) () ()

Es gelten die (Anti-)Vertauschungsrelationen

{O’i, O'j} = 261] und [O’i, O'j] = Zieijko.k (A5)

mit dem vollstindig antisymmetrischen Tensor €“*.

Daraus lasst sich eine niitzliche Beziehung ableiten:
olol = 6V ieiFat, (A.6)

Fourier-Transformationen

Die Faktoren 27 werden immer dem Impulsintegral zugeschrieben. In vier Di-
mensionen heifst das:

flz) = / (gwl;e"’”f(k) (A7)

Fk) = / iz f(z) (A8)

Die Tilde iiber der Funktion im Impulsraum f(k) wird iiblicherweise weggelassen,
wenn kein Anlass zu Verwechslungen besteht.

Es gilt:

/d4meik'x = (2m)*0* (k). (A.9)

Dirac-Matrizen

Die Dirac-Matrizen 4* geniigen den Anti-Vertauschungsrelationen
{97} = 29" Laxa (A.10)

Zwei héufig auftretende Kombinationen erhalten eigene Bezeichnungen:

" = iy (A.11)

l
2

?

ot Y, W) = 5

(’Y;ﬂ/u - 'Vufyu)' (A'12)
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+® hat die folgenden Eigenschaften:

()2 =1 (A.13)
COINE S (A.14)
("""} = 0. (A.15)

Falls eine explizite Darstellung der y-Matrizen benotigt wird, greifen wir auf die
so genannte chirale Representation zuriick. In 2 x 2-Blockform ist diese gegeben

durch:

0_ 0 oo i _ 0 o 5_ [ —laxe 0
v 12><2 O ’ —O'Z 0 ’ v O 12><2 '

Spuren von y-Matrizen

Zum Abschluss geben wir noch einige niitzliche Spurrelationen fiir die y-Matrizen
an:

tr(lyxq) = 4
tr(y*7") = 4g"
tr(y""*y7) = (g9 —g"g" + g7 g"") (A.16)
tr(y"y") = 4g"
tr(v’) = 0
tr(y"y"y°) = 0
tr(y"y"P7°) = —die

Die Spur einer ungeraden Anzahl von y-Matrizen verschwindet.
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Anhang B

Paritat, Zeitumkehr und chirale
Symmetrie

In diesem Kapitel soll ermittelt werden, wie sich die relativistische Spektralfunk-
tion unter Paritéits- und Zeitumkehrtransformationen verhélt. Zusétzlich werden
die Auswirkungen einer chiralen Symmetrietransformation untersucht. Diese In-
formationen werden bendtigt, um die Lorentzstruktur der Spektralfunktion, sowie
von Selbstenergie und Breite zu bestimmen.

Unser Ausgangspunkt ist die Definition der Spektralfunktion:

Aas(p) = i955(p) — 955(p)]-

Mit Hilfe einer Fourier-Transformation konnen wir schreiben:

Aualp) = 1 [ d'a evgzy(a) - g5y (o)

= / d'z e [(Ya(2)15(0)) + (Vp(0)tha(2))]- (B.1)

Dieser Ausdruck sagt uns zwar nichts iiber die Lorentzstruktur von A, er gibt
aber Aufschluss iiber das Verhalten der Spektralfunktion unter den angegebenen
Symmetrietransformationen.

B.1 Paritat

Die Paritdtstransformation P entspricht einer Raumspiegelung (¢, 7) — (¢, —7%),
ein rechtshéndiges System wird dabei in ein linkshdndiges umgewandelt und um-
gekehrt. Somit wird der Impuls eines Teilchens umgeklappt, ohne seinen Spin zu
andern. Der Paritédtsoperator P ist ein unitdarer Operator.
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Wir betrachten nun das Verhalten der Spektralfunktion unter der Paritatstrans-
formation:

PAws(p)P = P / d'z e [(Ya(@)15(0)) + (¥5(0)tha(x))] P

= /dxo/ i(poxo—(=p)-(=7))
+oo

X [P(va(2)15(0)) P + P(1(0)ta(x)) P]

= /dxo /+OO A2y et(Poto—p-T)
X [P(¢a(2)15(0) P + P(1s(0)¢a(x)) P]

Die Fourier-Transformation hat also keinen Einfluss auf die Paritét,

PAs(p)P = /d‘ll’ei’”[ (Ya(2)9(0)) P + P{5(0)tha(2)) P). (B2)

Da sich das Medium im Gleichgewicht befindet und isotrop ist, gehen wir davon
aus, dass die Paritdt durch das Medium nicht verletzt wird. Das bedeutet:

B pTee P (2)ip(0) |,

Tre_ﬁ(H MN)

= 270 L Plalale)aOn)e NP

P (o (2)15(0)) P

= ZP n|1ha(2)1hs(0)|n) PePEn=1N)

= Z7'(B) Y_(n|Pva(2)ds(0) Pln)eEnmi)

n

= (Pta(2)95(0)P) (B.3)

Das Verhalten der Spektralfunktion unter der Paritdtstransformation ist somit
bestimmt durch das Transformationsverhalten von ¢ und :

P Aus(p)P = / PP (P 05(0)P) + (Pos(O0)0fu(@)PY.  (B.A)
Gemafk [PY] gilt:
Pip(zg, Z)P = na’yol/J(xo, —7)

Pw(mo,f)P = Wﬁ@(xo, _f>70
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mit 7,7, = 1. Unter Ausnutzung der Unitaritdt von P, d.h. PP =1 finden wir:
Piu(0, 8)05(0,0)P = Pu(wo, ¥)PPs(0,0)P
= 72aw0<x07 _f)&P(()? 0)72ﬁ (B5>
und
Ps(0,0)a (20, E)P = Pis(0,0) PPy (9, )P
= ,Ygaqsz(ov O)wa(aj(ﬁ _f>’72ﬁ' (B6)
Wir setzen diese Ausdriicke nun in (B.4) ein und erhalten:

PALpP = / w20 [y (20, —2)6,(0,0))

+(1,(0,0)5 (20, = 7)) 7p- (B.7)
Mit der Substitution @ = —Z, z(, = x ergibt sich:

PAsMP = 2 / 2! SO (4 (o), (0)

(W (0)¢5(2))]7p5- (B.8)

Wie der Vergleich mit (B.1]) zeigt, entspricht das gerade:

PAaﬁ(p)P = 720A0p<p07 _ﬁ')’)//())ﬂ (B9>

Diese Gleichung sagt uns, wie sich die Spektralfunktion unter der Paritétstrans-
formation verhélt. Jeder Ansatz, den wir fiir die Spektralfunktion machen, muss
diese Relation erfiillen.

B.2 Zeitumkehr

Wir wollen nun fiir die Zeitumkehrtransformation 7" einen analogen Ausdruck zu
(B9) bestimmen. Bei der Zeitumkehr soll gelten (¢, Z) — (—t, %) und gleichzeitig
(w,p) — (w, —p). Diese Operation ist nur dann durch einen unitaren Operator
T = u(T) realisierbar, wenn dieser nicht nur auf Operatoren, sondern auch auf
komplexe Zahlen wirkt:

(komplexe Zahl)T = T'(komplexe Zahl)*
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Wir starten wieder bei (B.)) und betrachten diesmal den Einfluss einer Zeitum-
kehrtransformation:

TAps(p)T = T/d4$ e [(Ya(@)15(0)) + (Ys(0)va(x))]T

= / h d(—x) / B —Ipo(—20)—(=)(-=D)F
+

o0

X [T (2)15(0))T + T{5(0)tba(x))T]

+o0
— / da:o/de o (Pozo—p-F)

X [T{Wa(@)p(0)T + T{p(0)tha(x))T].

Die Fourier-Transformation beeinflusst also auch das Verhalten unter Zeitum-
kehr nicht. Wie bei der Paritdt machen wir nun die Annahme, dass das Medium
invariant unter Zeitumkehr ist, solange es sich im Gleichgewicht befindetf] Wir
miissen allerdings berticksichtigen, dass der Zeitordnungsoperator auch auf kom-
plexe Zahlen wirkt:

T{ta(2)05(0))T = (Ttha(x)s(0)T)"

Es sind daher wieder die Eigenschaften von v und v, die das Verhalten der
Spektralfunktion bei der Zeitumkehrtransformation bestimmen:

TAs(p)T = [ e (Tea@)ba(OT) + TH(O0a(@)T)). (B10)
Wir entnehmen [PY):
TY(wo, D)T = (=77 )(—0,7)
Ty(wo, B)T = (=0, 7)(17°)-
Unter Ausnutzung der Unitaritit von T erhalten wir:
To(z0, D)03(0,0)T = Tipo(xo, F)TTs(0,0)T
= (—Vao o) p(=20, ©)1,(0,0)(7,,775)  (B.11)
und

T3(0,0)00 (0, T)T = T1ps(0,0)TTeo (w0, F)T

= (Voo Vo) p(—=20, B)1(0,0) (v, 7505)-  (B.12)

'Fiir ein System im Nichtgleichgewicht ist diese Annahme sicherlich falsch, da sich dann die
Entwicklung des Systems vorwérts in der Zeit von der Entwicklung in umgekehrter Zeitrichtung
unterscheidet.
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Einsetzen der Ausdriicke in (B:I0Q) liefert:
TAaws(p)T = / d* 2™ (—Ya0750) [(p(— 0, )15, (0, 0))"

(1, (0, 0)9, (=20, 7)) "] (Y og)- (B.13)

=

Wir substituieren diesmal gerade umgekehrt, z( = —x, 7’ = 2

TAp(0)T = (Va0 Vo) / d'we PP (g ('), (0))

(0090 (@) TV Vos): (B.14)

Man kann nun das komplette Integral als komplex konjugierten Ausdruck schrei-
ben:

TAwp()T = { / dﬂ‘ﬂfe"(”“%*ﬁ'ﬂ)[<¢p(x’)¢u(0)>+<%(0)¢p($’)>]}

X (—YaoTas) Vi Vos)- (B.15)

Wir vergleichen den Ausdruck in den geschweiften Klammern mit (B-J]). Analog
zu (B.§) erhalten wir die gesuchte Regel fiir die Zeitumkehrtransformation:

TAap(P)T = (—YagVop) Apu(Po, =) (Y 0p)- (B.16)

Genau wie (B.9) muss diese Vorschrift von jedem Ansatz, den wir fiir die Spek-
tralfunktion machen, erfiillt werden.

B.3 Chirale Symmetrie

Es soll nun das Verhalten der Spektralfunktion unter chiralen Symmetrietrans-
formationen untersucht werden. Dazu betrachten wir die Feldoperatoren ) und
1, die in Form der Produkte ¥,15 und 151, in der Spektralfunktion auftreten.
Wie bereits bei Paritdt und Zeitumkehr ergibt sich das Transformationsverhal-
ten der Spektralfunktion direkt aus dem Transformationsverhalten der Felder.
Da unser Modell mit zwei Flavorfreiheitsgraden arbeitet, miissen wir die chirale
Symmetriegruppe SU;(2) ® SUR(2) = SUy (2) ® SU4(2) betrachten.

Es ist leicht zu zeigen, dass ¢ (bzw. 1)) invariant unter der Symmetrie SUy(2)
ist. Die zu dieser Gruppe gehorende Symmetrietransformation hat die Form:

b — e e (B.17)

mit dem konstanten Isovektor € und den Isospin-Pauli-Matrizen 7;.
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Fiir eine infinitesimale Transformation gilt:

wa - (1 — 1€~ 5)’¢o¢ (Blg)

und daraus folgend:

— —

QZa = QﬁL’YO - 1/124(1 + i€ g)’VO- = &a(l + i€ ) (B19>

NS

Somit ergibt sich:

— —

bt — Up(1+i€- 2)(1 — i€ 50 = Uytha

¢oﬂz,8 - (1 —1€- %)woﬂ[}ﬁ<l + i€ %) - ¢a1;5‘

Terme ~ (€)? konnen hier vernachlissigt werden, da eine infinitesimale Trans-
formation betrachtet wird. Da die Feldoperatoren im Flavorraum diagonalen
(Einheits-)Matrizen entsprechen, vertauschen sie in der zweiten Zeile mit den
Pauli-Matrizen.

Y1p und ) sind also wie behauptet invariant unter der Symmetrie SUy-(2). Fiir
die SU4(2) Symmetrie trifft diese Aussage nicht zu, wie wir gleich sehen werden.

Die zur Gruppe SU 4(2) gehorende Transformation ist gegeben durch:
Y — e Ty, (B.20)

sie wirkt aufgrund der ~°-Matrix auch auf die Spinorstruktur von 1 und ).

Fiir eine infinitesimale Transformation ergibt sich:

—

7

5o (B.21)

wa - (1_172077

Beim Ubergang zu 1) ist Vorsicht geboten. Zunéchst folgt unter Verwendung von

(75)T = 75 aus (B20):

—

Z).

1/}:; - %Ty(l +i750aﬁ' 9

Daraus ergibt sich die Transformationsregel fiir 1), wenn beide Seiten von rechts
mit 7o multipliziert werden:

— —

T — . L T
oo = Vo (1 =277 - 3) (B.22)

Vo = UL+ 5,71 5

Es wurde die Anti-Vertauschungsrlation {v,,7s} = 0 verwendet. Dadurch ist im
letzten Schritt in der Klammer aus dem '+’ ein '—’ geworden.
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Mit Hilfe von (B.21) und (B.23) kénnen wir nun das Transformationsverhalten
von Y1) und ¥1) angeben. Dabei wird wieder ausgenutzt, dass die Pauli-Matrizen
mit den Feldoperatoren vertauschen und dass Terme ~ (17)? vernachlissigt werden

koénnen:
Gotha = T~ Al D)L~ inliT Dy
= Gt i [Ge iy + ol i) TS (B2D)
und
Yty = (1= 3T D)y (L — o 1)
=y i [l oy ey ) D (B24)

An den Ausdriicken (B.23) und (B.24) lasst sich nun direkt das Verhalten der
Spektralfunktion unter einer chiralen Symmetrietransformation ablesen. Der Ver-

gleich mit (B.1]) zeigt:

Aaﬁ(p) - Aaﬁ(p) —1 [720 Aag + Aap ’Y;:’ﬁ} 77 % <B25)

Die Spektralfunktion ist also genau dann invariant unter der chiralen Symmetrie
SUL(2) ® SUR(2), wenn der Term in den eckigen Klammern verschwindet. Diese
Bedingung entspricht gerade der Anti-Vertauschungsrelation

{ABI(p), 97} = 0, (5.26)
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Anhang C

Storungstheorie im
thermodynamischen Gleichgewicht

Es ist unser Ziel, fiir ein wechselwirkendes System, das sich bei einer endlichen
Temperatur im Gleichgewicht befindet, eine Greensfunktion zu finden, die eine
einfache Storungsentwicklung in Form von Feynman-Regeln besitzt. Dazu wer-
den wir den Umweg iiber Systeme im Nichtgleichgewicht gehen. Zunéchst ist
es jedoch sinnvoll, die Entwicklung des Erwartungswertes eines Operators im
Grundzustand zu betrachten |PY, BD||. Dabei wird klar werden, warum man Sys-
teme im Nichtgleichgewicht nicht mit dem gleichen Ansatz behandeln kann. Es
wird sich aber auch zeigen, welche Modifikationen notig sind, um beliebige Zu-
stdande beschreiben zu konnen. Der Einfachheit halber verwenden wir wieder den
nichtrelativistischen Hamilton-Operator aus dem zweiten Kapitel (B.7).

C.1 Storungsentwicklung im Grundzustand

Wir betrachten den Erwartungswert eines Operators mit einem Zeitargument,
(Og(t)), in der Heisenbergdarstellung. Den Operator Oy kénnen wir in folgender
Form entwickeln:

On(t) = Ulty, ) Or (U (¢, t). (C.1)

Bei O; handelt es sich um den Operator in der Wechselwirkungsdarstellung, U
ist der Zeitentwicklungsoperator in der Wechselwirkungsdarstellung. Fiir ¢ > ¢,
gilt:

n!
n=0

= T° [exp (—i /to dt’ H} (t’))} (C.2)

121

Ult,t) = i(_i)nTc [/ttdtl-.-/ttdth{(tly--H{(tn)
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mit dem Wechselwirkungs-Hamiltonoperator in der Wechselwirkungsdarstellung
HI(t). Ebenfalls fiir ¢ > t, gilt:

Ulto,t) = T° {exp (—i /t “ g (t’)ﬂ | (C.3)

T* ist hier der antichronologische Zeitordnungsoperator. Verglichen mit 7 ordnet
dieser die Operatoren gerade in der umgekehrten Reihenfolge, die Operatoren mit
dem kleinsten Zeitargument landen ganz links. Die Vorzeichenkonvention ist die
gleiche wie bei T°.

Wir nehmen nun an, dass die Wechselwirkung adiabatisch ein- und ausgeschaltet
wird:

H (1) — T (FF (1) exp(—elt])) (C.4)

Dann befindet sich das System in der fernen Vergangenheit { — —oo0 im nicht-
wechselwirkendenen Grundzustand |®). Der wechselwirkende Grundzustand |¥)
ergibt sich aus dem nichtwechselwirkenden geméaft dem Gell-Mann—Low-Theorem:

W) = U(0, —00)|®). (C.5)

Fiir den Erwartungswert des Operators OH(t) im wechselwirkenden Grundzu-
stand erhalten wir daher:

W0u() ) B (@)(-0.0)04(01 (0. ~00) 8}
B (g U(—00,0)U(0,) O5(t) U(t,0)U (0, —c0) | )

N~ ~~

=U(—o0,t) =U(t,~o0)

= <®|U<_Oo7t)éf(t)U(t’_OO)|CI)>
= (D|U(—00, +00)U(+00,t)0;()U(t, —00)|®).  (C.6)

Sofern |¥) nicht entartet ist, kann an dieser Stelle ausgenutzt werden, dass der
Zustand U(—o0, +00)|P) bis auf einen (unendlichen) Phasenfaktor identisch mit
|®) ist. Das Einfiigen einer 1 hinter U(—o0, +00)|®) ist daher bereits durch den
Projektionsoperator auf |®) vollstindig gegeben:

(P|U(—00, +00) = (P|U(—00,+00)|P)(P| (C.7)

1 = (Y|U) = (P|U(—00,+00)U(400, —00)|P)
= (P|U(—00,+00)|P)(P|U (400, —00)|P) (C.8)
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Wir erhalten fiir den Erwartungswert:
WOoRON) D @)U (—o0, +00)[B) (@[T (400, )01 (H)U(t, —00)|D)

€ (DU(+o0,)O0s(1)U(t, —00)|®)
(®U(+00, —00)|®)

e T [mp (‘ifjo? dt'Hj (t')) @f(t)] |©)
= . ()
(@7 [exp (—i [*2 av ()| @)

In der letzten Zeile wurden die expliziten Ausdriicke fiir die Zeitentwicklungsope-
ratoren eingesetzt. Zusatzlich wurden die Eigenschaften des Zeitordnungsopera-
tors ausgenutzt. Im Zeitentwicklungsoperator links von O[(t) treten nur Zeiten
oberhalb von ¢ auf, im Zeitentwicklungsoperator auf der rechten Seite nur Zeiten
unterhalb von t. Daher ist es moglich, alle Ausdriicke durch einen einzigen Zei-
tordnungsoperator ordnen zu lassen und gleichzeitig die Integrale aus U (400, t)
und U (t, —00) zu einem zusammenzufassen.

Vollig analog ergibt sich fiir die volle chronologische Greensfunktion g¢
ig°(x1, b1, o, ts) = (W|T° [\IIH@l,tl)qf}{(xg,tQ)} ) (C.10)
(@|T° |eap (=i [*2 At HI(1)) W11, 1) ¥ (w2, 15)] @)

(@[T |eap (=i [*2 avr](1))] |@)

Dieser Ausdruck erlaubt nun die stérungstheoretische Entwicklung von ¢g¢ mittels
der wechselwirkungsfreien, chronologischen Einteilchen-Greensfunktion g

igg(l'l,tl,l'g,tg) = <(I)‘TC |:\Ij[($1,t1)\p-|]‘<x2,t2):| |(I)> (Cll)

Die Anwendung von Wicks Theorem [PJ] in (C.I0) liefert die bekannten Feyn-
man-Regeln fiir den Grundzustand, der Nenner sorgt dabei dafiir, dass die nicht-
zusammenhdngenden Digramme eliminiert werden.

C.2 Die pfadgeordnete Greensfunktion

Wir wissen nun, wie ein System im Grundzustand mittels der zeitgeordneten
Greensfunktion g¢ beschrieben werden kann. Auf ein System, das sich nicht im
Grundzustand befindet, ist dieses Konzept aber nicht direkt iibertragbar.

Das Problem liegt in Annahme, dass die Zusténde |®) und U(+o00, —00)|P) iden-
tisch sind (bis auf einen Phasenfaktor). Mit anderen Worten ausgedriickt bedeutet
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das, dass der nichtwechselwirkende Grun@zustand beim adiabatischen Ein- und
Ausschalten der Wechselwirkung keinen Ubergang in einen angeregten Zustand
erfahrt und daher in der Zukunft unveréndert bleibt.

Auf ein System im Nichtgleichgewicht lisst sich diese Uberlegung nicht anwenden,
vielmehr darf kein Zustand des Systems in der Zukunft mit einem Zustand aus der
Vergangenheit identifiziert werden. Formal wird dies deutlich, wenn man die Defi-
nition fiir den Erwartungswert eines Nichtgleichgewichtssystems (B.6) betrachtet.
Das Einfiigen eines Projektionsoperators geméf (C.7), (C-§) ist in diesem Aus-
druck nicht zuléssig.

Um eine Alternative zu finden, betrachten wir zundchst wieder den Erwartungs-
wert des Operators Op(t) in einem System, das zur Zeit ¢y durch eine Dichtema-
trix spezifiziert wird:

o) D Wit n00U 1)
LD 7 [exp (—z’ /t " (t’))} 01 (1)

T [exp (—z'/t: dt’H{(t’))}). (C.12)

Ein dhnlicher Ausdruck trat in Gleichung ([C.9) auf. Dort konnten wir ausnutzen,
dass links von O;(t) nur Zeiten groker ¢ und rechts von O;(t) nur Zeiten klei-
ner ¢t auftraten. Es war daher moglich, alle Operatoren in einem zeitgeordneten
Ausdruck zusammenzufassen.

In (C12) stehen rechts von O;(t) ebenfalls Zeiten, die kleiner als ¢ sind. Im Ge-
gensatz zu (C.9) sind aber auch die Zeiten auf der linken Seite kleiner als t.
Aufgrund des chronologischen und des antichronologischen Zeitordnungsopera-
tors beginnen die Zeitargumente in ([C.IJ) rechts bei to, wachsen an bis ¢ und
fallen auf der linken Seite wieder ab bis ;.

&

Wenn wir nun wie in ([C.9) die Exponentialfunktionen aus den Zeitentwicklungs-
operatoren zusammenfassen wollen, bendtigen wir einen neuen Zeitordnungsope-
rator. Dieser muss erkennen, ob Operatoren zum chronologischen oder antichro-
nologischen Teil des Produkts in ([C:I3) gehoren und diese in der entsprechenden
Reihenfolge anordnen.

Dazu definieren wir einen Konturpfad C' entlang der Zeitachse, wie in Abbildung
[C.] dargestellt. Er beginnt bei ¢, und lauft zunéchst in positiver Richtung bis
zur grofiten auftretenden Zeit (chronologischer Zweig). In diesem Falle ist das ¢,
das Zeitargument des Operators O;. AnschlieRend lauft der Pfad in umgekehrter
Richtung zuriick nach ¢, (antichronologischer Zweig). Das entspricht gerade der
Reihenfolge der Zeitargumente in (C:17).
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chron. Zweig C. C
" G
« o

antichron. Zweig C:

to

Abbildung C.1: Zeitkonturpfad C entlang der Zeitachse

Es ist moglich, die Kontur iiber die Zeit ¢ hinaus zu verlangern. Dazu miissen in
(C13) zusitzliche U-Operatoren eingefiigt werden. Mit U (¢, +00)U (400, t) léasst
sich die Kontur beispielsweise bis zu unendlichen Zeiten fortsetzen.

Nun kénnen wir den Pfadordnungsoperator P einfiihren. Dieser ordnet die Ope-
ratoren in der Reihenfolge des Auftretens ihres Zeitarguments auf dem Pfad C
an. Je grofler die Zeit entlang C' ist, desto weiter links steht der Operator. Die
Operatoren auf dem antichronologischen Zweig werden links von den Operatoren
auf dem chronologischen Zweig angeordnet. Beschrinkt man sich auf einen Zweig
der Kontur, so reduziert sich die Bedeutung von P dort auf den chronologischen
(C4) bzw. antichronologischen (Cy) Zeitordnungsoperator.

Mit Hilfe des Pfadordnungsoperators kénnen wir nun Gleichung ([C:17) analog zu
(C.9) umformen:

(On(t)) = (P [exp (-i)[to ' ! (t’)) 0}@)} ) (C.13)

to

Das Symbol ﬁiosteht hierbei fiir die Integration entlang der Kontur C.

Wir definieren die pfadgeordnete Einteilchen-Greensfunktion g, deren Zeitargu-
mente auf der Kontur liegen (die Kontur lauft hierbei bis zum grofiten Argument
der Greensfunktion):

ig(e1 b, @asts) = (P [qu(xl,tl)q;}I(xQ,tQ)]> (C.14)

= (P [exp (-i)[to dt'H}(t’)) Uy (a1, ) U (@, ta) | ).

to

g lasst sich genau wie ¢¢ durch die ungeordneten Greensfunktionen ¢~ und ¢g<
ausdriicken:

g(x1, b1, T, t2) = Oc(tr, t2)g” (21, 11, T2, t2) + Oc(ta, t1) g™ (x1, t1, 22, ta). (C.15)

g~ und ¢< wurden in (P:I9) und (B.I3) eingefiihrt. O¢ ist die verallgemeinerte
©-Funktion auf dem Pfad. Sie ist definiert durch:

1 fiir ¢, spater auf C' als to,

Oc(ti,t2) = { 0 fir ¢; friher auf C als t,. (C.16)
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Beschrinkt man die Zeitargumente auf jeweils einen der Zweige von C', dann
erhélt man aus g gerade wieder die herkdmmlichen Greensfunktionen:

g°(1,2) = —i(T[Uy(1)WL(2)]) fiir ty,ty € Cy

¢*(1,2) = —i(T[Uu()L(2)]) firty,t, € Cy .17
g>(1,2) = —Z<\I/H(1)\I/L<2>> flir tl € Cz,tg € Cl ( ' )
g<(1,2) +i(Wl(2) Ty (1)) fiir t; € Oy, ty € Cy.

C.3 Storungsentwicklung im Nichtgleichgewicht

Gleichung (C:I4) hat groke Ahnlichkeit mit (CI0). Es ist daher nicht iiber-
raschend, dass fiir die pfadgeordnete Greensfunktion eine vollkommen analoge
Storungsentwicklung existiert wie im Falle des Grundzustandes. Damit eine Sto-
rungsentwicklung moglich ist, muss der Anfangszustand zur Zeit ¢, eine Wickzer-
legung zulassen. Das bedeutet, dass der Anfangszustand unkorreliert sein muss.
Der Dichteoperator des Zustandes hat in diesem Fall die Form

p = exp(A) (C.18)

A = Z .Aja;aj,
J

der Operator A ist also ein Einteilchenoperator [Da84]. Diese Einschriankung ist
notwendig, da der Dichteoperator in der Definition des Erwartungswertes auf-

tritt(vel. (E.5), (2.9)).

Die Durchfithrung der Wickzerlegung [Da84] soll hier nicht im Detail besprochen
werden. Es wird im Wesentlichen ausgenutzt, dass der Erwartungswert eines Pro-
duktes von Operatoren durch eine Summe iiber Produkte von Erwartungswerten
von Operatorpaaren ausgedriickt werden kann (Kontraktionen).

Als Ergebnis erhilt man Feynman-Regeln, die denen fiir den Grundzustand sehr
ahnlich sind. Der einzige Unterschied besteht darin, dass die Zeitintegration nicht
mehr von —oo nach 400 lauft, sondern stattdessen entlang der Kontur. Wie be-
reits gesagt, ist es dabei erforderlich, dass die Kontur mindestens bis zum groften
auferen Zeitargument reicht. Die nichtverbundenen Diagramme verschwinden, da
keine dufleren Zeiten auftreten und die Kontur sich daher auf ¢, zusammenziehen
lasst. Die Feynman-Regeln lauten:

1. Zeichne alle Diagramme, die topologisch unterscheidbar und zusammenhén-
gend sind.
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2. Teilchenlinien von (2’,t") nach (z,t) stellen nichtwechselwirkende Greens-
funktionen g dar:

igg(.iﬁ,t,.iﬁl,t/) = <(I)[(to)|P \If[(.iﬁ,t)\lf}(iﬁl,t/)] |(I>[(t0)> (019)
= Oc(t,t")igy (x,t, 2", t') + Oc(t', t)igy (x,t, 2, ).

3. Zu jeder Wechselwirkungslinie korrespondiert ein Faktor
—iU(z, t, 2", t') = =iV (x — 2")dc (¢, 1). (C.20)
Die Funktion do ist auf der Kontur definiert:

+0(t — ') fiir ¢,¢ auf C4

do(t,t) = { —0(t —t') fiir ¢, ¢ auf C,. (C.21)

Das negative Vorzeichen kompensiert gerade den Vorzeichenwechsel, der
sich aus dem Richtungswechsel der Integration auf C5 ergibt.

4. Integriere alle internen Variablen iiber den gesamten Raum und entlang des
Zeitkonturpfades C' von ty nach t.

5. Eine Greensfunktion mit gleichen Zeitargumenten wird als g5 interpretiert
(dies entspricht einer Kontraktion zweier Feldoperatoren in H{ und beriick-
sichtigt deren definierte Anordnung).

6. Jedes Diagramm erhilt einen Faktor (—1)¥, wobei F' fiir die Zahl der ge-
schlossenen 'Fermionenloops’ steht.

Soll ein bestimmter Typ von Greensfunktion g<, g, ¢¢ (als Spezialfall von g, vgl.
(C.17)) berechnen werden, kann es von Vorteil sein, in den Feynman-Regeln die
Kontur in die beiden Zweige zu zerlegen. Die entsprechenden Regeln finden sich
am Ende des Kapitels.

C.4 Feldtheorie bei endlichen Temperaturen

Die Uberlegungen des letzten Abschnittes sollen nun auf ein System im Gleich-
gewicht bei endlicher Temperatur iibertragen werden. Das Ergebnis wird der so
genannte Realzeit-Formalismus sein.

Betrachtet man den Dichteoperator fiir das thermodynamischen Gleichgewicht,
pec = e PH=EN) " dann stellt man fest, dass er die Bedingung ([C-I§) fiir einen
nichtkorrelierten Anfangszustand verletzt. Die Ergebnisse aus dem letzten Ab-
schnitt sind also nicht direkt anwendbar. Es ist aber moglich, den korrelierten
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Anfangszustand durch eine Entwicklung in Richtung der imagindren Zeitachse
aus einem nichtkorrelierten Zustand zu préparieren [Da84, Dad|.

Dazu stellen wir zunéchst fest, dass die Dichtematrix (B-]) die Form eines Zeit-
entwicklungsoperators hat, wenn wir [ als eine negative, imaginére Zeit interpre-
tieren (das entspricht gerade der Vorgehensweise im Matsubara-Formalismus).
Wir betrachten die Zustandssumme eines grofkanonischen Ensembles,

Z = Tr (e_m‘) =Tr (e_B(H_“N)) )
Durch die Zerlegung von H in die beiden Anteile Hy und (H — H,) ergibt sich:
Z — TI' ( (HO NN) - (H HO))

— Tr (G*BHO6(5+z’to)Hoe*(ﬁJrito)HeitoHe,itoHo) .

mit Hy = Hy — pN. Nun verallgemeinern wir den Zeitentwicklungsoperator auf
komplexe Zeiten. Es gilt:

U(T) — eiHo're—iH'r’
Ul(tr) = (U@E))",
U(r, 1) = U(T)U' (7).

Somit ergibt sich fiir die Zustandssumme folgender Ausdruck:

7z = Z()( ( 0o— Zﬁ)UT(tO»O == Z()(U( 0o— iﬁ,to»o. (022)
Dabei wurde die folgende Abkiirzung eingefiihrt:
1 —i
()= Z)Tr(e ﬁHo,..),

Unter Verwendung von ([C.22)) erhalten wir fiir den Erwartungswert eines Opera-
tors mit einem Zeitargument:

A Tr (6(_BH)OH(t)> ~ (U(to —ip, to)OH( ))o
(Ox(t)) = 7 — (U(to —1ipB,t0))o

(U(to — 1B, to)U (to, )01 (1)U (t, t0))o
(U(to —16,t0))o ’

Die Eigenschaften des Zeitentwicklungsoperators erlauben es nun, ([C.23) wie folgt
umzuformen:

A  (Ulty — 1B, 1)U (to, to)U (t), to)U (to, ) Or (YU (£, 1) )o
On() = T lta — 1B ) U (1o 05)U (0, 100 ‘

(C.23)

(C.24)



C.4. Feldtheorie bei endlichen Temperaturen 129

Fiir die auftretenden Zeiten t, und ¢{ soll dabei gelten ty, — —oo und ¢, —
+00. Aus den vorhergehenden Abschnitten ist die Bedeutung dieses Ausdrucks
sofort klar. Das System entwickelt sich entlang der in Abbildung [C- dargestellten
Zeitkontur C'g. Die Entwicklung erfolgt entlang der reellen Zeitachse von ¢y bis
zur Zeit t, an der der Operator O auftritt. Dann entwickelt sich das System
weiter bis ¢, und anschlieffend riickwérts in der Zeit bis nach ¢,. Schlieflich folgt
die Entwicklung in imaginérer Zeitrichtung von ¢y nach ty — 5. Aufgrund der
zyklischen FEigenschaften der Spur, die in der Definition des Erwartungswerts
auftritt, ist es iibrigens unerheblich, ob die Entwicklung in der imaginéren Zeit
vor C; oder nach C; erfolgt.

G Cr
. N
)

Y

\/

to'

lco Cx

t-iB

Abbildung C.2: Zeitkonturpfad Cr in der komplexen Zeitebene

A

Wir definieren einen Pfadordnungsoperator PCr analog zu P fiir die Kontur C'.
Damit lésst sich der Erwartungswert von O in iibersichtlicherer Form darstellen:

(PO [exp (—i S, dt'H] (t’)) O,(t)] Yo

(On(t)) = (C.25)
(Por [exp (—i [, v HI(1))])o
Fiir die Greensfunktion auf dem Pfad Cg ergibt sich analog:
(Per [GXP (—i Ie. dt/HII(t/)) Uy (@, )T (2o, 752)} )o
g(l’l,tl,l'g,tg) = . (C26)

(PCr [exp (—z S, dt'H! (t’))] Yo

Man kann nun argumentieren [[Gr93, Dad, Jo89|, dass der Beitrag des Abschnitts
Cy zur Storungsentwicklung fiir endliche tq,t5 € C4, Cy verschwindend klein ist,
da ty in der fernen Vergangenheit liegt. Im Wesentlichen beruht die Argumenta-
tion darauf, dass Greensfunktionen fiir grofe Zeitdifferenzen verschwinden. Das
Ergebnis ist eine reine Realzeittheorie fiir Greensfunktionen bei endlichen Tem-

peraturen. Gleichung ([C.26) geht iiber zu:

(@, by, 20, ) = (P {exp (—i)[__Oth’H}(t’)) Uy (0, 6) U (20, 82) [N, (C.27)

o0

Dieser Ausdruck erlaubt nun die Wickzerlegung (—3H, entspricht der verlang-
ten Form fiir einen nichtkorrelierten Anfangszustand) und fithrt zu den gleichen
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Feynman-Regeln wie fiir Systeme im Nichtgleichgewicht, die bereits im letzten
Abschnitt eingefiihrt wurden.

C.5 Aufspaltung der Kontur in die Zweige

Die Zeitargumente der Greensfunktionen ig<, ig® und ig° befinden sich auf festge-
legten Zweigen der Kontur (vgl. ((C.17)), gleiches gilt im Falle der Selbstenergien
—i¥<2. Das lésst sich ausnutzen, um spezielle Feynman-Regeln zu formulieren,
mit denen sich diese Grofsen bequem berechnen lassen. Es treten insbesondere
keine Integrationen iiber den Zeitkonturpfad auf.

C.5.1 Feynman-Regeln im Ortsraum

1.

Die Zeichenenbene wird duch eine vertikale Linie in zwei Hélften unter-
teilt, die den beiden Zweigen der Kontur (chronologisch und antichronolo-
gisch) entsprechen. Zeichne fiir jedes Funktionsargument einen Punkt auf
der einen oder der anderen Seite der Linie, entsprechend des Funktionstyps
der berechnet werden sollf].

Zeichne alle Diagramme, die topologisch unterscheidbar und zusammenhéan-
gend sind. Jede Teilchenlinie erhélt eine Richtung. Diagramme, die an ver-
schiedenen Stellen von der vertikalen Linie geschnitten werden, sind unter-
scheidbar. Wechselwirkungslinien diirfen nicht von der Trennlinie geschnit-
ten werden.

Eine Teilchenlinie steht fiir igy, igy, igy oder ig§, abhingig davon, auf
welcher Seite der Trennlinie sie beginnt und auf welcher sie endet.

Za jeder Wechselwirkungslinie korrespondiert ein Faktor

- ZV(Z‘l - .TQ)(S(tl — tg)

Zu jeder Wechselwirkungslinie auf der antichronologischen Seite korrespon-
diert zusétzlich ein Faktor (—1).

Eine Teilchenlinie mit gleichen Zeitargumenten wird als igy interpretiert.

Jedes Diagramm erhilt einen Faktor (—1)F, wobei F fiir die Zahl der ge-
schlossenen 'Fermionenloops’ steht.

Integriere alle internen Variablen tiber den gesamten Raum bzw. von %, bis
zum groften Zeitargument der zu berechnenden Funktion.

'Der Funktionstyp legt fest, auf welchem Zweig der Kontur die Argumente liegen, vgl. ()
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9. Zu jeder Zeit-Integration auf der antichronologischen Seite korrespondiert
ein Faktor (—1).

Die Regeln fj und fJ ergeben zusammengenommen gerade einen Faktor (—1) fiir je-
de Wechselwirkung auf dem antichronologischen Zweig, wenn iiber beide Vertizes
integriert wird.

C.5.2 Feynman-Regeln im Impulsraum

Zunéchst miissen die Diagramme im Ortsraum gezeichnet werden, so wie in den
Regeln P1 und P des letzten Abschnitts beschrieben. Im Impulsraum haben diese
Diagramme dann die folgenden Eigenschaften:

1. Zeichne die Diagramme in der Ortsraumdarstellung, geméf den Feynman-
Regeln P und J fiir den Ortsraum.

2. Die Teilchen- und Wechselwirkungslinien werden mit Energie- und Impuls-
variablen versehen.

3. An den Vertizes gilt Energie- und Impulserhaltung.

4. Eine Teilchenlinie steht auf der chronologischen Seite fiir ig°(w, p) und auf
der antichronologischen Seite fiir ig*(w, p). Teilchenlinien, die die Trennlinie
{iberschreiten, stehen fiir ig<(w, p).

5. Zu jeder Wechselwirkungslinie korrespondiert ein Faktor —iV (p).

6. Zu jeder Wechselwirkungslinie auf der antichronologischen Seite korrespon-
diert zusétzlich ein Faktor (—1).

7. Zu jedem internen Vertex auf der antichronologischen Seite korrespondiert
ein Faktor (—1).

8. Jedes Diagramm erhélt einen Faktor (—1)F, wobei F fiir die Zahl der ge-
schlossenen ’Fermionenloops’ steht.

9. Integriere iiber alle internen Impulse und Energien.

Zusammengenommen ergeben die Regeln [ und [] einen Faktor (—1) fiir jede
interne Wechselwirkung auf der antichronologischen Seite.
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