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Kapitel 1

Einleitung

Die traditionelle Kernphysik hat si
h mit dem Studium der Strukturen in Atom-

kernen befa�t, wel
he auf eine e�ektive We
hselwirkung der Protonen und Neu-

tronen zur

�

u
kgef

�

uhrt wurde. S
hon bald zeigte si
h, da� die We
hselwirkung

von Protonen und Neutronen im Vakuum st

�

arker ist (insbesondere bei kleinen

Relativimpulsen) als die e�ektive We
hselwirkung in Atomkernen. Dieses ist

einerseits zur

�

u
kzuf

�

uhren auf das Pauli-Prinzip, andererseits auf eine Abs
hir-

mung der starken We
hselwirkung im Medium dur
h die bena
hbarten Nukleo-

nen. Dur
h den Austaus
h von Teil
hen, hier dominant die skalaren (�-) und

vektoriellen (!-) Mesonen, wird sowohl die e�ektive Masse des Nukleons um na-

hezu 1/3 abgesenkt als au
h deren Impuls reduziert, d.h. die Nukleonen zeigen

eine andere Dispersion im Medium als im Vakuum. Zudem bewirken die We
hsel-

wirkungsprozesse, da� ein Nukleon im Kern ni
ht geradlinig, glei
hf

�

ormig propa-

giert, sondern von seiner Bahn weggestreut werden kann, d.h. seine Lebensdauer

oder inverse Teil
henbreite wird endli
h. Beide Ph

�

anomene, das der modi�zier-

ten Dispersion sowie das der endli
hen Breite, werden im Begri� der In-Medium-

Spektralfunktion zusammengefa�t.

Ho
henergetis
he Elektron-Myon-Streuexperimente haben weiterhin gezeigt, da�

Protonen und Neutronen selbst eine Substruktur haben bzw. raum-zeitli
he

Bindungszust

�

ande von elementaren Feldern sind, die als Partonen (Quarks und

Gluonen) bezei
hnet werden und als zugrundeliegende Felder in der QCD

1

auf-

treten. Es sollten folgli
h die Bindungskr

�

afte der Atomkerne in engem Zusam-

menhang mit dem Austaus
h von Partonen stehen, wel
he allerdings infolge des

"

Con�nements\ der QCD bei gro�en Abst

�

anden ni
ht im Vakuum frei beoba
h-

tet werden k

�

onnen. Con�nement bezei
hnet hier die experimentelle Beoba
htung,

da� Partonen nur als farbneutrale Bindungszust

�

ande im Vakuum auftreten, ent-

weder als Baryonen (wie Protonen und Neutronen) oder als Mesonen. Dur
h

ho
henergetis
he Anregung dieser Zust

�

ande werden ni
ht Partonen frei emit-

tiert, sondern stets farbneutrale Quark-Antiquark-Paare neu gebildet. Dieses

1

Quanten-Chromo-Dynamik
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Ph

�

anomen hat zur Stringph

�

anomenologie gef

�

uhrt, wel
he e�ektiv die Erzeugung

von Quark-Antiquark-Paaren aus dem Vakuum und deren Kondensation in farb-

neutrale mesonis
he und baryonis
he Zust

�

ande bes
hreibt.

Eine Folgerung aus der endli
hen Ausdehnung der Hadronen (mit Radien unter-

halb von 1 fm) ist, da� bei hohen Hadronendi
hten die Zust

�

ande

�

uberlappen

m

�

ussen und Partonen dann relativ frei mit ihren Farbladungen propagieren k

�

on-

nen. Dieses Ph

�

anomen, das au
h als

"

De
on�nement\ bezei
hnet wird, geht ein-

her mit der Erh

�

ohung der Zahl der Freiheitsgrade; einerseits um einen Faktor 3

wegen der Zahl der unabh

�

angigen Farbladungen, andererseits um 16 zus

�

atzli
he

Freiheitsgrade f

�

ur die Gluonen, was thermodynamis
h eine drastis
he Erh

�

ohung

der Entropie bei einer kritis
hen Hadronendi
hte �




beinhaltet. Diese Erh

�

ohung

der Entropie ist thermodynamis
h wiederum verkn

�

upft mit einem Maximum in

der spezi�s
hen W

�

arme, wel
he einen Phasen

�

ubergang kennzei
hnet. Neben ho-

hen Baryonendi
hten k

�

onnen au
h starke thermis
he Anregungen des Vakuums,

die (bei kleineren Temperaturen) zu endli
hen, reellen Di
hten von Mesonen

f

�

uhren, ein S
hmelzen der mesonis
hen Zust

�

ande bewirken, so da� die Parto-

nen wiederum relativ frei propagieren k

�

onnen. In der Tat haben

"

ab-initio\-

Re
hnungen der Gitter-QCD gezeigt, da� dieser S
hmelzproze� bei etwa einer

Energiedi
hte von 1 GeV=fm

3

auftritt, was einer Temperatur von � 160 MeV

entspri
ht.

Die Gitter-QCD-Re
hnungen zeigen zudem, da� mit dem

�

Ubergang zum Quark-

Gluon-Plasma (QGP) ein weiterer Phasen

�

ubergang unmittelbar verkn

�

upft ist,

wel
her eine Wiederherstellung der 
hiralen Symmetrie bei Temperaturen ober-

halb der kritis
hen Temperatur T




entspri
ht. Unter der 
hiralen Symmetrie ver-

steht man ein Symmetrieph

�

anomen, wel
hes der Ununters
heidbarkeit von links-

und re
htsh

�

andigen Str

�

omen entspri
ht. In der Natur ist diese Symmetrie bei

Temperaturen unterhalb von T




ni
ht erf

�

ullt; man spri
ht von einer Bre
hung der


hiralen Symmetrie. Diese Symmetriebre
hung ist insofern von Bedeutung, da

sie nahezu direkt mit den Anregungen des Vakuums und insbesondere mit der

Pionenmasse verkn

�

upft ist. In der Tat zeigt das experimentelle Massenspektrum,

da� au
h die Vektormesonen (�; !) eine wesentli
h kleinere Masse haben als der


hirale Symmetrie-Partner, das a

1

-Meson. Die Spektroskopie von Mesonen bei

hohen Temperaturen und/oder Di
hten erm

�

ogli
ht somit das experimentelle Stu-

dium des 
hiralen Phasen

�

ubergangs.

Die zugrundeliegende Theorie der starken We
hselwirkung (QCD) ist theoretis
h

und experimentell wohl verstanden bei kurzen Abst

�

anden �r � 1 fm oder hohen

Impuls

�

ubertr

�

agen Q

2

� 1 GeV

2

. In diesem Berei
h ist die We
hselwirkung weit-

gehend analog zur Quanten-Elektro-Dynamik (QED) und kann systematis
h in

St

�

orungsre
hnung endli
her Ordnung ausgewertet werden. In diesem Limes be-

wegen si
h die Partonen nahezu unabh

�

angig voneinander

�

uber kurze Distanzen;

sie sehen das langrei
hweitige Con�nement-Potential ni
ht, wel
hes sie in endli-


he Wellenfunktionen (ni
ht-st

�

orungstheoretis
h) bindet. Bei Abst

�

anden, wel
he

gr

�

o�er als die Dimensionen der Hadronen sind, treten letztere als e�ektive Frei-
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heitsgrade auf; die partonis
hen Freiheitsgrade ers
heinen als eingefroren und der

konventionelle Ansatz der Kernphysik mit e�ektiven Meson-Austaus
h-Str

�

omen

und baryonis
hen Zust

�

anden wird eine

�

okonomis
he Betra
htungsweise. In der

modernen Hadronenphysik [1, 2, 3℄ ri
htet si
h das Interesse gerade auf diesen

Zwis
henberei
h, d. h. auf partonis
he Abst

�

ande in der Gr

�

o�enordnung von ha-

dronis
hen Radien, wo weder die traditionellen Ans

�

atze no
h die QCD-St

�

orungs-

theorie anwendbar sind. Man mag erwarten, da� in diesem Fall ni
ht-st

�

orungs-

theoretis
he Verfahren der Vielteil
henphysik die gew

�

uns
hte Information liefern

sollten. Allerdings st

�

o�t man hier auf prinzipielle Grenzen: Einerseits versa-

gen Entwi
klungen in endli
her Ordnung von fundamentalen Feldern wegen der

lokalen SU(3)




Ei
hinvarianz oder sie liefern ni
ht-hermites
he Energiedi
hten,

andererseits ist die Gitter-QCD bisher ni
ht in der Lage, zuverl

�

assige Aussagen

bei endli
her Quark- (Baryonen-) Di
hte zu liefern. Weiterhin ist man no
h weit

entfernt davon, die QCD-Glei
hungen f

�

ur Ni
ht-Glei
hgewi
htskon�gurationen,

wie sie in energetis
hen S
hwerionenst

�

o�en auftreten, zu l

�

osen. Aus diesem

Grund ist ein Forts
hritt in den Fragestellungen und L

�

osungen in erster Linie

von experimenteller Seite zu erwarten, wenn au
h in enger Verkn

�

upfung mit den

theoretis
hen Modellvorstellungen wie z.B. den String-Modellen. Die Herausfor-

derung, die Dynamik der fr

�

uhen Phasen des Universums na
hzuvollziehen und

zu verstehen, ist si
herli
h von verglei
hbarer Ordnung f

�

ur Experimentatoren wie

Theoretiker.

In der vorliegenden Arbeit wird der Weg verfolgt, mit Hilfe eines e�ektiven

String-Modells sowohl die Wellenfunktionen von Mesonen - bestehend aus Quark-

Antiquark-Paaren - zu bere
hnen, als au
h mit der glei
hen We
hselwirkung die

Streuung von

"


harmanten\ Mesonen, d.h. Mesonen mit einem

"

Charm\-Quark,

da bei niedrigen Energien oder mittleren bis gro�en Abst

�

anden st

�

orungstheoreti-

s
he Verfahren der QCD ni
ht anwendbar sind. Es sollen insbesondere die Wir-

kungsquers
hnitte f

�

ur die Dissoziation von J=	-Mesonen mit lei
hteren Mesonen

auf der Basis der glei
hen We
hselwirkung bere
hnet werden. Die letzteren Quer-

s
hnitte sind speziell von Bedeutung f

�

ur die Interpretation der Unterdr

�

u
kung

von J=	-Mesonen in S
hwerionenst

�

o�en am CERN, wel
he von der NA50 Kol-

laboration als Evidenz f

�

ur das Entstehen eines Quark-Gluon-Plasmas in diesen

Reaktionen herausgestellt wurde [4℄. Weiterhin erlaubt die Bere
hnung der to-

talen Reaktionsquers
hnitte die Bestimmung von

"

dynamis
hen\ Breiten oder

Lebensdauern der Teil
hen im Medium, d.h. die Bestimmung ihrer In-Medium-

Spektralfunktion.

Die Arbeit gliedert si
h wie folgt: In Kapitel 2 werden die Grundbegri�e der QCD

erl

�

autert sowie die Ergebnisse von Gitter-QCD-Re
hnungen bei vers
hiedenen

Temperaturen im thermodynamis
hen Glei
hgewi
ht bes
hrieben. Die Gitter-

QCD-Analysen f

�

ur die Energie von s
hweren Quark-Antiquark-Paaren im Ab-

stand r f

�

uhren sodann auf eine e�ektive Parametrisierung der We
hselwirkung in

Form von Coulomb-, String- und Hyperfein-We
hselwirkung. In Kapitel 3 wer-

den die freien Parameter der We
hselwirkung

�

uber die ni
ht-relativistis
he Be-
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re
hnung von mesonis
hen Wellenfunktionen und deren Energien bestimmt. Die

Streuung von vers
hiedenen Mesonen, insbesondere von Mesonen mit Charm-

Quarks, wird in Kapitel 4 bere
hnet. Das letzte Kapitel 5 dient als Zusammen-

fassung der Arbeit und beinhaltet einen Ausbli
k auf weiterf

�

uhrende Untersu-


hungen.
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Kapitel 2

Wi
htige Begri�e der

Quanten
hromodynamik

2.1 Quarks

Die Struktur des Nukleons wurde in den letzten 30 Jahren mit der tie�nelastis
h-

en Streuung untersu
ht. Dabei werden entweder Leptonen oder Neutrinos am

Nukleon gestreut; die gemessenen Wirkungsquers
hnitte und Impuls

�

ubertr

�

age

dienen zur

�

Uberpr

�

ufung des theoretis
hen Modells f

�

ur die Struktur der Nukleo-

nen.

Dabei stellte si
h heraus, da� die Nukleonen selbst aus punktf

�

ormigen Teil
hen

ohne Substruktur bestehen, den Quarks, wel
he wiederum

�

uber den Austaus
h

von Gluonen miteinander we
hselwirken. Die Quarks sind elektris
h geladen und

tragen den Spin

1

2

. Man bezei
hnet die se
hs vorhandenen Typen der Quarks

als

"


avours\. Die Quarks unterliegen der starken (Farb-)We
hselwirkung, der

elektromagnetis
hen Kraft, sowie der s
hwa
hen We
hselwirkung und der Gra-

vitationskraft. Die starke We
hselwirkung zwis
hen den farbgeladenen Quarks

ist bei weitem die st

�

arkste Kraft. Mit den bekannten Quantenzahlen Ort, Spin

und 
avour, die si
h aus dem Quarkmodell ergeben, ger

�

at die Zusammensetzung

Quarksorte Ladung in Einheiten der Elementarladung Masse [GeV ℄

up 2/3 0.0015-0.005

down -1/3 0.003-0.009


harm 2/3 0.060-0.170

strange -1/3 1.1-1.4

top 2/3 4100-4400

bottom -1/3 �170

Tabelle 2.1: Quarksorten, ihre elektris
hen Ladungen und die freie Masse der

Quarks [5℄.
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Kraft St

�

arke in willk

�

urli
hen Einheiten

starke Kraft 10

elektromagnetis
he Kraft 10

�2

s
hwa
he Kraft 10

�13

Gravitationskraft 10

�42

Tabelle 2.2:

�

Ubersi
ht der vier auf Quarks wirkenden Grundkr

�

afte und Verglei
h

ihrer St

�

arke.

einiger Teil
hen in Widerspru
h zum Pauli-Prinzip, wel
hes besagt, da� zwei Fer-

mionen si
h nie in Quantenzust

�

anden mit den glei
hen Quantenzahlen be�nden

d

�

urfen.

Die Spin-

3

2

-Resonanz �

++

, die aus drei up-Quarks mit parallelem Spin besteht,

ist ein Beispiel daf

�

ur. Die Gesamtwellenfunktion

 

ges

=  

Ort

�  

Spin

�  

flavour

(2.1)

ist im Falle der �

++

-Resonanz symmetris
h unter Vertaus
hung zweier Quarks

und symmetris
h unter Vertaus
hung der Spins, da alle Spins in dieselbe Ri
h-

tung zeigen. Die Ortswellenfunktion ist ebenfalls symmetris
h gegen

�

uber der

Vertaus
hung zweier Quarks, da die Quarks in der �

++

-Resonanz keinen relati-

ven Drehimpuls besitzen sollten.

1964 wurde, um das Pauli-Prinzip zu gew

�

ahrleisten, eine neue Quantenzahl f

�

ur

die Quarks eingef

�

uhrt, die Farbe. Da ein Baryon nur drei Quarks enth

�

alt, wird

die neue Farbquantenzahl nur in drei Farbzust

�

anden ben

�

otigt, die mit rot, gr

�

un

und blau bezei
hnet werden. Die Gesamtwellenfunktion erh

�

alt deshalb einen

zus

�

atzli
hen Farbanteil:

 

ges

=  

Ort

�  

Spin

�  

flavour

�  

Farbe

: (2.2)

Antiquarks tragen die entspre
hende Antifarbe.

Aus der Symmetriegruppe SU(3)

Farbe

ergeben si
h Farbmultipletts, von denen in

der Natur nur die Quarkkon�gurationen mit niedrigster Energie vorkommen, die

dur
h farbneutrale Farb-Singulett-Zust

�

ande gegeben sind. Diese Farb-Singulett-

Zust

�

ande sind die Mesonen und Baryonen. Andere Quarkzust

�

ande sind entweder

s
hw

�

a
her gebunden oder haben ein absto�endes Potential.

2.2 Gluonen

In der Quanten-Chromo-Dynamik (QCD) wird wie in der Quanten-Elektro-Dyna-

mik (QED) die We
hselwirkung dur
h ein masseloses Vektorboson vermittelt.

Das Austaus
hteil
hen der starken We
hselwirkung ist das Gluon. Es tr

�

agt glei
h-

zeitig eine Farbe und eine andere Antifarbe, da das Gluon die We
hselwirkung

10



zwis
hen den Quarks vermittelt und ein Quark und ein Antiquark in ein Gluon

�

ubergehen k

�

onnen (siehe Abb. 2.1). Aus den Farbtriplettzust

�

anden (rgb) des

Quarks und des Antiquarks ergibt si
h ein farbneutrales Singulett und ein Mul-

tiplett mit a
ht Zust

�

anden:

3
 3

�

= 1� 8: (2.3)

Die Zust

�

ande des Oktetts entspre
hen den 8 Gluonen; das Singulett ist invari-

ant unter einer Rotation im Farbraum und kann daher ni
ht als Austaus
hteil-


hen dienen. Die Gluonen vermitteln ni
ht nur die We
hselwirkung zwis
hen

Quarks, sie k

�

onnen au
h untereinander we
hselwirken; dies ist ein gro�er Unter-

s
hied zur Quanten-Elektro-Dynamik, deren Feldquanten ungeladen sind. Theo-

retis
h k

�

onnen au
h Teil
hen existieren, die nur aus Gluonen bestehen; sie werden

Glueb

�

alle genannt. Der Grund ist, da� eine Verbindung von zwei Farboktetts im-

mer ein erlaubtes Farbsingulett neben den ni
hterlaubten Farbmultipletts ergibt:

8
 8 = 1� 8� 8� 10� 10� 27: (2.4)

Zur Zeit gibt es aber no
h keine endg

�

ultigen experimentellen Hinweise auf Glueb

�

alle.

Abbildung 2.1: Fundamentale We
hselwirkungsgraphen der starken We
hselwir-

kung: a) Abstrahlung eines Gluons von einem Quark, b) Aufspaltung eines Glu-

ons in ein Quark-Antiquark-Paar, 
)+d) Selbstkopplung der Gluonen.

2.3 Die starke Kopplungskonstante der QCD

Die St

�

arke der We
hselwirkung zwis
hen zwei Quarks wird dur
h die starke Kopp-

lungskonstante �

s

bes
hrieben. Die zugrundeliegenden Prozesse, die die St

�

arke

der Kopplung bestimmen, sind folgende: Die na
kte Farbladung des einzelnen

Quarks wird dur
h eine Wolke von virtuellen Quark-Antiquark-Paaren und virtu-

ellen Gluonen abges
hirmt. Der Unters
hied zur QED besteht in der zus

�

atzli
hen

11



Abs
hirmung der Ladung dur
h die Selbstwe
hselwirkung der Austaus
hbosonen.

Die dominierende Gluonabs
hirmung in der QCD f

�

uhrt zu einer Vergr

�

o�erung

der e�ektiven Ladung des Quarks bei gro�en Abst

�

anden. Dies bedeutet, da�

die Farbkraft zwis
hen zwei Quarks bei kleinen Abst

�

anden gering ist und die

Quarks als nahezu freie Teil
hen angesehen werden k

�

onnen. Dieses Ph

�

anomen

ist au
h unter dem Begri� der

"

asymptotis
hen Freiheit\ bekannt. M

�

o
hte man

diese kleinen Abst

�

ande zum Beispiel mit der tie�nelastis
hen Streuung eines Lep-

tons an einem Hadron untersu
hen, dann brau
ht man hohe Impuls

�

ubertr

�

age des

Leptons. Deshalb wird die starke Kopplungskonstante �

s

in Abh

�

angigkeit des

quadrierten Impuls

�

ubertrags Q

2

angegeben (siehe Abb. 2.2). Nur innerhalb ei-

ner ni
ht-abels
hen Ei
htheorie kann es asymptotis
he Freiheit geben. Bedingung

daf

�

ur ist au
h, da� die Anzahl der Fermionen begrenzt ist und diese im Falle der

QCD ni
ht mehr als n

f

= 16 
avours annehmen; dieses ist in der Tat bei der

maximalen Flavourzahl n

f

= 6 erf

�

ullt,

�

s

(Q

2

) =

12�

(33� 2n

f

) � (Q

2

=�

2

)

: (2.5)

In der Formel ist n

f

die Anzahl der an der Reaktion beteiligten Quark-
avours

und � ist ein Parameter, der experimentell bestimmt werden mu�; � hat etwa

folgende Gr

�

o�enordnung:

0:1GeV � � � 0:3GeV: (2.6)

In der Quanten-Chromo-Dynamik sind die starken Kr

�

afte so gro�, da� die Werte

der Kopplung zwis
hen Quark und Gluon bzw. zwis
hen Gluonen Werte anneh-

men k

�

onnen, die gr

�

o�er als 1 sind. Das f

�

uhrt dazu, da� kompliziertere Prozesse

- im Gegensatz zur QED - st

�

arker beitragen und ber

�

u
ksi
htigt werden m

�

ussen.

Dies ist der Grund, weshalb in der QCD keine St

�

orungsre
hnung angewendet

werden kann, abgesehen von Berei
hen, in denen die Quarks als asymptotis
h

frei angesehen werden k

�

onnen.

Die ni
ht-abels
he Ei
htheorie der QCD kann au
h die

"

Con�nement\-Kraft be-

gr

�

unden, die zur Folge hat, da� keine freien, d.h. au�erhalb von Hadronen exi-

stierenden, farbgeladenen Teil
hen gefunden werden. Der Eins
hlu�me
hanismus

(oder das Con�nement) f

�

ur farbgeladene Teil
hen wird wieder mit der Selbst-

kopplung der Gluonen begr

�

undet: In der QED werden die Feldlinien zwis
hen

zwei Ladungen bei wa
hsendem Abstand zwis
hen diesen Ladungen auseinander-

gezogen (siehe Abb. 2.3 oben). Dabei verringert si
h die Di
hte der Feldlinien

und damit au
h die St

�

arke der Kraft zwis
hen den Ladungen. Im Gegensatz

dazu k

�

onnen si
h die Feldlinien in der QCD, z.B. in einem Meson, ni
ht unend-

li
h ausdehnen, da die Gluonen miteinander we
hselwirken. Die Folge ist, da�

die Feldlinien mit wa
hsendem Abstand eine konstante Di
hte beibehalten und

einen Flu�s
hlau
h (String) bilden (siehe Abb. 2.3 Mitte). Die Kraft zwis
hen

den Quarks bleibt dabei konstant. Werden die Quarks immer weiter auseinander-

gezogen, dann besitzt das System irgendwann gen

�

ugend Energie, um aus einem

12



Abbildung 2.2: Die starke Kopplungskonstante �

s

in Abh

�

angigkeit vom Im-

puls

�

ubertrag � =

p

Q

2

[6℄.

virtuellen Quark-Antiquark-Paar ein reales Paar zu erzeugen, d.h. es entsteht ein

Meson (siehe Abb. 2.3 unten). Dies wurde au
h experimentell na
hgewiesen in

der Proton-Proton- bzw. Elektron-Positron-Streuung.

2.4 Quark-Potential-Modelle

In der Quanten-Chromo-Dynamik existiert kein einheitli
her Ansatz f

�

ur das Quark-

Quark- oder Quark-Antiquark-Potential. Folgende Aspekte sind aber in den mei-

sten Quark-Potential-Modellen enthalten:

1. ein Spin- und 
avour-unabh

�

angiges, langrei
hweitiges Potential

2. ein Spin- und 
avour-abh

�

angiges, kurzrei
hweitiges Potential

3. ein Coulomb-artiges Potential

4. relativistis
he Korrekturen

In man
hen Quark-Potential-Modellen wird jedo
h zumeist angenommen, da�

si
h die Quarks ni
htrelativistis
h innerhalb der Hadronen bewegen. Dies ist

aber nur f

�

ur s
hwere Quarks g

�

ultig. Die We
hselwirkung der QCD umgibt jedes

Quark mit einer Wolke von virtuellen Gluonen und virtuellen Quark-Antiquark-

Paaren und die resultierende dynamis
he Massenverteilung ist so gro�, da� si
h

13



Abbildung 2.3: Die oberen beiden Bilder zeigen ein elektris
hes Feld f

�

ur vers
hie-

dene Abst

�

ande der entgegengesetzten Ladungen; die drei unteren Bilder illustrie-

ren die Flu�r

�

ohre des Quark-Antiquark-Potentials bei vers
hiedenen Abst

�

anden

und die Bildung eines Mesons bei hoher Systemenergie.

die Quarks ni
htrelativistis
h bewegen. Quarks, die von einer virtuellen Wolke

aus Quarks und Gluonen umgeben werden, nennt man Konstituentenquarks; ihre

Massen werden als Konstituentenmassen bezei
hnet. Die Konstituentenmassen

sind von den Massen zu unters
heiden, die in der Lagrange-Funktion der QCD

auftreten. Die Eigenwerte undWellenfunktionen der Hadronen erh

�

alt man, indem

die ni
htrelativistis
he S
hr

�

odinger-Glei
hung in Abh

�

angigkeit von den Konsti-

tuentenmassen und der Potentialfunktion gel

�

ost wird.

Die Best

�

atigung f

�

ur die Annahmen, da� die Quarkkr

�

afte bei kurzen Abst

�

anden

zu asymptotis
her Freiheit f

�

uhren und bei gro�en Abst

�

anden zum Con�nement,

fand man in den 70er Jahren. In Streuexperimenten e

+

e

�

! Hadronen wurde

eine s
hmale Resonanz bei 3:096 GeV gefunden. Dies ist das J=	-Meson (Char-

monium), das aus einem Charm- und einem Anti
harm-Quark besteht. Da das

J=	-Meson sehr s
hwer ist, kann es ni
htrelativistis
h bes
hrieben werden. Die

Massen des Charmoniumspektrums, die si
h aus folgendem Grundansatz f

�

ur das

Quark-Antiquark-Potential ergeben, stimmen gut mit den experimentellen Daten

14



�

uberein:

V (r) = �

4

3

�

s

r

+ br; (2.7)

wobei b die St

�

arke des Strings bezei
hnet.

Die Parameter vieler Potentialmodelle wurden mit Hilfe des Spektrums des J=	-

Mesons oder des Spektrums des �-Mesons, das aus einem Bottom- und einem

Antibottom-Quark besteht, bestimmt. Das J=	-Meson und sein erster radial

Abbildung 2.4: Die Spektren des J=	-Mesons (links) und des Positroniums

(re
hts) weisen eine gro�e

�

Ahnli
hkeit auf, da sie beide aus einer Kombination

von Teil
hen und Antiteil
hen aufgebaut sind [7℄.

angeregter Zustand, die Resonanz 	

0

, sind ungew

�

ohnli
h s
hmal, d.h. langlebig.

Erst der zweite radial angeregte Zustand 	

00

hat eine normale Breite. Der Grund

daf

�

ur ist, da� die Mesonen J=	 und 	

0

unterhalb der Produktionss
hwelle f

�

ur

zwei D-Mesonen von 3:72 GeV liegen, die aus einem Charm-Quark und aus einem

Up- oder Down-Quark zusammengesetzt sind. Bei der Bere
hnung von Dissozia-

tionsquers
hnitten des J=	 mit lei
hteren Mesonen kann man daher deutli
h die

15



S
hwelle sehen, wenn die Gesamtenergie die S
hwellenenergie f

�

ur die Produktion

von zwei D-Mesonen

�

ubers
hreitet.

2.5 Die Lagrange-Di
hte der QCD

Die Lagrange-Di
hte der QCD ber

�

u
ksi
htigt, da� die Quarks als Fermionen den

Spin

1

2

tragen und da� sie die Quantenzahl Farbe tragen. Die Formulierung der

Lagrangedi
hte einer Ei
htheorie erfolgt so, da� sie invariant unter einer lokalen

Ei
htransformation ist.

Als Grundlage der QCD-Lagrangedi
hte dient die Lagrangedi
hte der QED, die,

abgesehen von der Farbe, s
hon alle weiteren Eigens
haften der Teil
hen be-

s
hreibt.

Ausgangspunkt f

�

ur die

�

Uberlegungen in der QED ist die freie Dira
-Glei
hung,

aus der si
h die folgende Lagrangefunktion f

�

ur die Fermionen ergibt:

L

0

= i

�

	


�

�

�

	�m

�

		: (2.8)

Eine We
hselwirkung zwis
hen den Fermionen f

�

uhrt man ein dur
h minimale

Kopplung, d.h. dur
h Forderung der Invarianz von L unter lokalen Phasentrans-

formationen:

	

0

(x)! e

i'(x)

	(x); (2.9)

dabei ist '(x) ein Parameter, der von Raum und Zeit abh

�

angt (x = (~r; t)).

Transformationen der Form

U(x) � e

i'(x)

(2.10)

bilden eine unit

�

are abels
he Gruppe, die als U(1)-Symmetriegruppe bezei
hnet

wird.

Die Einf

�

uhrung der kovarianten Ableitung

D

�

� �

�

� ieA

�

(x) (2.11)

gew

�

ahrleistet nun die Invarianz der Lagrangefunktion unter einer lokalen U(1)

Ei
htransformation, wozu das Vektorfeld A

�

eingef

�

uhrt wird. Die Gr

�

o�e e hat

die Bedeutung der Kopplungskonstanten der QED; f

�

ur sie gilt:

e

2

= 4��; � �

1

137

: (2.12)

Das Ei
hfeld A

�

entspri
ht dem Feld des Photons, also dem Austaus
hteil
hen

der QED, das an das Lepton mit der Ladung e (Elementarladung) koppelt. Zur

kompletten Lagrangefunktion wird no
h ein Term ben

�

otigt, der die kinetis
he

16



Energie des Photon-Feldes darstellt. Dieser Term wird dur
h den ei
hinvarianten

Feldst

�

arke-Tensor bes
hrieben:

F

��

= �

�

A

�

� �

�

A

�

: (2.13)

Damit erh

�

alt man die vollst

�

andige Lagrangefunktion der QED:

L

QED

=

�

	(i


�

�

�

�m)	 + e

�

	


�

A

�

	�

1

4

F

��

F

��

: (2.14)

In der Quanten
hromodynamik werden die Grundlagen der QED

�

ubernommen,

und die Theorie wird auf die zus

�

atzli
he Quantenzahl Farbe erweitert. Dazu wird

die lokale U(1)-Gruppe dur
h die lokale SU(3)-Gruppe ersetzt. Ausgangspunkt

ist wieder die freie Lagrangefunktion, die in der QCD von den drei Farbquanten-

zahlen (rot, gr

�

un und blau) abh

�

angt, sowie von der Summation

�

uber alle se
hs

Quark-
avours. Die Gesamtwellenfunktion und ihre Farbanteile sind wie folgt

gegeben:

	

j

=  (~r; t)

j

� �

j;Farbe

(2.15)

mit folgenden Farbanteilen der Wellenfunktion (in der Standard-Darstellung):

�

rot

=

0

�

1

0

0

1

A

; �

gr

�

un

=

0

�

0

1

0

1

A

; �

blau

=

0

�

0

0

1

1

A

: (2.16)

Die Dira
-Glei
hung f

�

ur Quarks im Vakuum ohne We
hselwirkung lautet dann:

L

0

=

6

X

j=1

i

�

	

j




�

�

�

	

j

�m

j

�

	

j

	

j

; (2.17)

wobei m

j

die Lagrange-Massen f

�

ur den 
avour j sind. Die Quarks haben in allen

drei Farbzust

�

anden die glei
he Masse; dies gew

�

ahrleistet die Invarianz unter einer

SU(3)

Farbe

-Transformation.

Eine lokale Ei
htransformation f

�

ur die SU(3)

Farbe

-Symmetriegruppe ist gegeben

dur
h:

	

0

j

= exp(

8

X

k=1

i�

s

�

k

2

�

k

(x))	

j

; (2.18)

wobei �

s

die starke Kopplungskonstante und �

k

die 3�3 Gell-Mann-Matrizen sind

(siehe Anhang A). Die Farbtransformation, die dur
h das Farbmultiplett von a
ht

Gluonen vermittelt wird, ist hier dur
h eine Phasenvers
hiebung in Abh

�

angigkeit

von a
ht linear unabh

�

angigen Transformationswinkeln �

k

(x) bes
hrieben worden.

Die Invarianz der Dira
-Glei
hung unter Ei
htransformationen wird wieder dur
h
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das Einf

�

uhren von Vektorfeldern und der kovarianten Ableitung gew

�

ahrleistet. Im

Fall der QCD sind dies die Ei
hfelder der Gluonen G

�

j

. Da die QCD eine ni
ht-

abels
he Ei
htheorie ist, koppeln die Ei
hfelder an alle Teil
hen mit der glei
hen

Kopplungsst

�

arke g

s

:

g

2

s

= 4��

s

: (2.19)

Die kovariante Ableitung und die Transformation der Ei
hfelder lauten:

D

�

= �

�

+ ig

s

�

k

2

G

�

k

;

G

0�

k

= G

�

k

� �

�

�

k

� g

s

f

klm

�

l

G

�

m

; (2.20)

wobei f

klm

die SU(3)-Strukturkonstanten sind (siehe Anhang A). Dur
h Verglei
h

mit (2.11) sieht man, da� die Kopplungskonstante e aus der QED in der QCD

gerade dem Ausdru
k g

s

�

k

=2 entspri
ht.

S
hlie�li
h wird no
h die kinetis
he Energie der Ei
hfelder ben

�

otigt; sie ist dur
h

das Produkt der Feldst

�

arketensoren F

��

k

gegeben:

F

��

k

= �

�

G

�

k

� �

�

G

�

k

� g

s

f

klm

G

�

l

G

�

m

: (2.21)

Die gesamte Lagrangedi
hte der QCD f

�

ur alle se
hs Quarksorten ist dur
h die

Summe

�

uber den potentiellen und den kinetis
hen Anteil gegeben:

L

QCD

=

6

X

j=1

�

	

j

(i


�

D

�

�m

j

)	

j

�

1

4

F

k;��

F

��

k

: (2.22)

Die SU(3)

Farbe

-Gruppe wird au
h

"

ungebro
hen\ genannt, da das Austaus
hteil-


hen der QCD, das Gluon, masselos ist. Eine Theorie mit einer gebro
henen

Ei
hgruppe ist dagegen die elektros
hwa
he Theorie; ihre Austaus
hteil
hen Z

und W besitzen eine (sogar gro�e) Masse.

2.6 Quarks und Gluonen bei hohen Temperatu-

ren und hohen Di
hten

Es wird angenommen, da� in S
hwerionenst

�

o�en bei hohen Energien in der We
h-

selwirkungszone ein Quark-Gluon-Plasma entsteht, aus dem dann die Reaktions-

produkte in Form von Hadronen wieder ausfrieren [8, 9, 10℄. Im Quark-Gluon-

Plasma soll es keine gebundenen Quark-Zust

�

ande mehr geben [9℄, d.h. alle Quarks

liegen in freien, ungebundenen Zust

�

anden vor.

Die Theorie, die bei hohen Temperaturen zu einem Quark-Gluon-Plasma f

�

uhrt,

soll anhand des J=	-Mesons untersu
ht werden. Das J=	-Meson, bzw. seine

gemessenen Wirkungsquers
hnitte bei S
hwerionenst

�

o�en [4℄, werden au�erdem
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als Hinweis auf die Bildung eines Quark-Gluon-Plasmas w

�

ahrend der S
hwerio-

nenreaktion angesehen [10℄. Dies wird im folgenden n

�

aher erl

�

autert.

Das allgemeine Quark-Quark-Potential bei der Temperatur T = 0 hat in etwa

folgende Form (2.7):

V (r) = �

4

3

�

s

r

+ br: (2.23)

Bei ho
henergetis
hen S
hwerionenst

�

o�en sollte zu Anfang der Reaktion ein Pha-

sen

�

ubergang zwis
hen hadronis
her Materie und der Quark-Materie erfolgen, d.h.

die Quarks sollten in einem freien, ungebundenen Zustand (Plasma) vorliegen.

Hinweise auf einen sol
hen Phasen

�

ubergang zwis
hen gebundener Materie und

ungebundener Quark-Materie liefert die Gitter-Ei
htheorie bei endli
hen Tempe-

raturen [11℄, da es ni
ht m

�

ogli
h ist, f

�

ur den Phasen

�

ubergang zu freien Quarks

und Gluonen St

�

orungstheorie anzuwenden.

Bei S
hwerionenst

�

o�en entstehen zu Beginn des Kollisionsprozesses au
h J=	-

(
�
)-Mesonen. Wegen ihrer hohen Masse (3; 096 GeV ) k

�

onnen die J=	-Mesonen

nur dur
h harte St

�

o�e erzeugt werden; diese Voraussetzungen sind aber nur zu

Beginn des Kollisionsprozesses gegeben [12℄. Bildet si
h nun Quark-Materie,

dann werden die Farbladungen des Charm- und des Anti
harm-Quarks dur
h die

Neuanordnung der Di
hten von Quarks und Gluonen voneinander abges
hirmt.

Dies f

�

uhrt zu einem s
hw

�

a
heren Bindungspotential f

�

ur das J=	-Meson und bei

gen

�

ugend hoher Energie s
hlie�li
h zur Dissoziation des J=	 in ein freies Charm-

und in ein freies Anti
harm-Quark [9, 10℄.

Das Potential zwis
hen einem Quark und einem Antiquark bei endli
hen Tempe-

raturen hat nun folgende Gestalt na
h [13℄:

V (r;m

D

(T )) =

b

m

D

(t)

(1� e

�r m

D

(T )

)�

�

s

(T )

r

e

�r m

D

(T )

; (2.24)

wobei m

D

(T ) die Debye-Abs
hirml

�

ange ist; sie wird au
h man
hmal dur
h ihr

Inverses, den Debye-Radius, angegeben:m

D

= r

�1

D

(T ). Die Debye-Abs
hirml

�

ange

m

D

(T ) hat na
h Gitter-QCD-Re
hnungen folgende Abh

�

angigkeit von der Temp-

eratur [13℄:

m

D

(T ) =

r

(

N




3

+

N

f

6

)g

2

s

T

2

: (2.25)

Dabei ist N




die Anzahl der m

�

ogli
hen Farbzust

�

ande der Quarks; N




= 3. N

f

ist

die Anzahl der Quarksorten (N

f

= 3 bis 6 je na
h Energie). g

s

ist die temperatu-

rabh

�

angige Kopplungsst

�

arke, die nur zur Bestimmung der Debye-Abs
hirmmasse

verwendet wird [14℄,

g

s

=

6�

(33� 2N

f

) ln(

�T

T

C

)

; �

s

=

g

2

s

4�

(2.26)
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Resonanz Masse [GeV ℄ mittl. quadr. Radius [fm℄ m

D

[GeV ℄ r

D

[fm℄

J=	 3.07 0.453 0.7 0.28

	

0

3.698 0.875 0.36 0.548

Tabelle 2.3: Massen und mittlere quadratis
he Radien zur Temperatur T = 0

sowie die Abs
hirmmassen bzw. die Abs
hirmradien f

�

ur die Dissoziation von

J=	-Mesonen und dem ersten radial angeregten Zustand, dem 	

0

-Meson, na
h

[16, 17℄.

mit einer Konstanten � � 8.

Der Phasen

�

ubergang zwis
hen hadronis
her Materie und dem Quark-Gluon-Plas-

ma wird dur
h eine kritis
he Temperatur T

C

gekennzei
hnet. T

C

wurde in Gitter-

QCD bere
hnet, au�erdem wurden die kritis
hen Abs
hirml

�

angenm

C

= m(T

C

) �

0:4 � 0:6 GeV und die entspre
henden Abs
hirmradien zu r

C

= r(T

C

) � 0:3 �

0:5 fm bere
hnet [15℄.

Beim Errei
hen der kritis
hen Temperatur geht der abges
hirmte lineare Term

des Gesamtpotentials

V

lin

(r;m

D

(T )) =

b

m

D

(t)

(1� e

�r m

D

(T )

) (2.27)

s
hneller gegen Null als der abges
hirmte Coulombanteil des Gesamtpotentials

V

Coulomb

(r;m

D

(T )) = �

�

s

(T )

r

e

�r m

D

(T )

: (2.28)

Das J=	-Meson ben

�

otigt eine etwas gr

�

o�ere Energie als die Energie des Pha-

sen

�

ubergangs, um zu s
hmelzen, denn es ist beim Phasen

�

ubergang no
h s
hwa
h

dur
h den Yukawa-artigen Coulombterm gebunden; es kann also no
h weiter als

(ausgedehntes) Meson im Plasma bestehen. Sein erster radial angeregter Zustand,

das 	

0

-Meson, s
hmilzt jedo
h s
hon beim Phasen

�

ubergang, da es als radial ange-

regter Zustand instabiler ist als das Charmonium im Grundzustand (J=	) (siehe

Tab. 2.3).

Gerade das J=	-Meson wird als Hinweis auf die Bildung eines Quark-Gluon-

Plasmas w

�

ahrend des S
hwerionensto�es gesehen [9, 10, 18, 19, 20, 21℄. Wie

s
hon erw

�

ahnt, wird das J=	 wegen seiner gro�en Masse haupts

�

a
hli
h zu Be-

ginn des Kollisionsprozesses in einem harten Sto� erzeugt [22, 23, 24℄. Wenn

si
h dann ein Quark-Gluon-Plasma mit gen

�

ugend hoher Energie bildet, wird das

J=	 in ein Charm- und in ein Anti
harm-Quark dissoziiert. Auf die Phase des

Quark-Gluon-Plasmas folgt bei wieder einsetzender Abk

�

uhlung die Hadronisati-

onsphase, in der die Hadronen aus dem Plasma ausfrieren, d.h. in der die Quark-

Antiquark-Paare in Bindungszust

�

anden weiter propagieren. Dieses Ausfrieren

erfolgt dur
h

"

wei
he\ St

�

o�e zwis
hen den Bestandteilen der Quarkmaterie, weil

beim Abk

�

uhlen ni
ht mehr so viel Energie vorhanden ist. Es ist aber unwahr-

s
heinli
h, da� in sol
h einem wei
hen Sto� wieder ein J=	-Meson erzeugt wird,
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denn ein wei
her Sto� liefert ni
ht die ben

�

otigte Energie f

�

ur s
hwere Mesonen.

Na
h der Hadronisation ist es aber m

�

ogli
h, da� die gebundenen Charm- und

Anti
harm-Quarks mit lei
hten Mesonen reagieren [18, 19, 20, 21, 25, 26℄, wo-

bei ein Charm-Quark mit einem lei
hten Quark ausgetaus
ht wird; es bilden

si
h D-Mesonen und deren Antiteil
hen, wobei letztere aus einem Charm-Quark

und einem Up- oder einem Down-Quark bestehen. Ist nun der Wirkungsquer-

s
hnitt f

�

ur J=	-Mesonen mit h

�

au�g bei einer S
hwerionenkollision auftretenden

Mesonen, wie �; � oder ! gering, dann kann davon ausgegangen werden, da� ein

Quark-Gluon-Plasma in der fr

�

uhen Phase des Sto�es vorgelegen haben mu�.

Gegenw

�

artig sind diese Wirkungsquers
hnitte speziell bei kleinen Relativenergien

sehr umstritten [27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34℄, da keine experimentellen Daten

vorliegen bzw. einfa
h gemessen werden k

�

onnen. Eine Abs
h

�

atzung der relevan-

ten Quers
hnitte ist daher von gro�er Bedeutung und soll im n

�

a
hsten Kapitel

im Rahmen des Quark-Austaus
hmodells explizit dur
hgef

�

uhrt werden. Da die

interessanten Relativenergien bei den St

�

o�en re
ht gering sind (siehe Kap.4), d.h.

klein gegen die Masse der J=	- oder au
h �-Mesonen, ers
heint eine ni
htrelati-

vistis
he Betra
htung als hinrei
hend. Zun

�

a
hst ist jedo
h eine genauere Form

der Quark-Quark-We
hselwirkung zu bestimmen.
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Kapitel 3

Das ni
htrelativistis
he

Quark-Potential-Modell

3.1 Hamiltonoperator f

�

ur die Quark-Antiquark-

We
hselwirkung

Um die ni
htrelativistis
he Quark-Antiquark-We
hselwirkung in einem Meson

hinrei
hend zu bes
hreiben, gen

�

ugt der allgemeine Ansatz (2.23) f

�

ur das Poten-

tial mit einem Coulomb-Term und einem linearen Term ni
ht. Das Modell mu�

no
h um die Spin-Spin-We
hselwirkung der Quarks und eine konstante Energie-

vers
hiebung erweitert werden, um die experimentell bestimmten Spektren der

s
hwereren Mesonen zu reproduzieren [32, 35℄:

H

ij

=

�(i)

2

�(j)

2

f

�

s

r

ij

�

3

4

b r

ij

�

4��

s

3m

i

m

j

S

i

S

j

(

�

3

�

3

2

) e

��

2

r

2

ij

� V


on

g: (3.1)

Die 3�3 Matrizen �(i) und �(j) sind die Generatoren der SU(3)-Symmetriegruppe

(siehe Anhang A), die au
h als Gell-Mann-Matrizen bezei
hnet werden. Wei-

terhin ist �

s

die starke Kopplungskonstante, die in dem verwendeten Ansatz

den Wert �

s

= 0:6 hat; r

ij

ist der Abstand der beiden Quarks im Meson und

b = 0:18 GeV

2

� 0:914 GeV=fm ist die String-Konstante. Die Massen der bei-

den Quarks im Meson sind m

i

und m

j

, w

�

ahrend die Spins der Quarks dur
h

die beiden Pauli-Spin-Matrizen S

i

und S

j

dargestellt werden. � ist der in-

verse Rei
hweite-Parameter der Spin-Spin-We
hselwirkung mit dem Wert � =

0:897GeV . Der We
hselwirkungs-Hamiltonoperator wird s
hlie�li
h no
h um ei-

ne konstanten Term V


on

= �0:68GeV in der Energie vers
hoben. Die aus dem

Ansatz (3.1) resultierenden Potentiale V (r) � H

ij

sind in den Abbildungen 3.1

und 3.2 explizit f

�

ur vers
hiedene pseudoskalare Mesonen und Vektormesonen dar-

gestellt.
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Abbildung 3.1: Quark-Antiquark-We
hselwirkungspotential V(r) f

�

ur vers
hiede-

ne Mesonen.
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hselwirkungspotential in logarithmis
her

Darstellung, um die Hyperfeinaufspaltung zwis
hen den Potentialen besser zu

sehen.
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Bei den pseudoskalaren Mesonen stehen die Spins von Quark und Antiquark

antiparallel zueinander, bei Vektormesonen stehen die Spins von Quark und An-

tiquark parallel zueinander.

F

�

ur das Produkt der Pauli-Spin-Matrizen S

i

S

j

aus 3.1 ergeben si
h folgende Wer-

te:

S

i

S

j

=

8

<

:

�3 f

�

ur pseudoskalare Mesonen

+1 f

�

ur Vektormesonen

(3.2)

3.2 Eigenfunktionen der Mesonen im Ortsraum

Zun

�

a
hst wird die S
hr

�

odinger-Glei
hung gel

�

ost, um die Eigenfunktionen der Me-

sonen im Ortsraum zu bestimmen:

(�

~

2

2�

r

2

+H

ij

)	 = E

nr

	: (3.3)

Dabei ist � die reduzierte Masse:

� =

m

1

m

2

m

1

+m

2

: (3.4)

Da es si
h um ein radialsymmetris
hes Problem handelt, kann ein Separations-

ansatz in der folgenden Form angewendet werden:

	(~r) = R(r) Y

lm

(#; '): (3.5)

�

Ubrig bleibt die Radialglei
hung, die mit dem klassis
hen Runge-Kutta-Verfahren

integriert wurde:

(�

~

2

2�

(

�

2

�r

2

+

2

r

�

�r

) +

~

2

l(l + 1)

2�r

2

+H

ij

)R(r) = E

nr

R(r): (3.6)

Die Anfangsbedingung f

�

ur die Integration der Radialglei
hung mit einem kon-

stanten, dur
h Normierung zu bestimmendem Faktor 
 lautet:

R(r) = 
 r

l

(3.7)

f

�

ur r 6= 0. Dur
h Integration der S
hr

�

odingerglei
hung mit der Randbedingung

R(1) = 0, wel
he dur
h Iteration in der Energie E

nr

erf

�

ullt wird, ergeben si
h

die Eigenfunktionen und die Energieeigenwerte der Mesonen.

Die Gesamtenergie des Mesons (relativistis
h) ist dann dur
h die Summe der

beiden Quarkmassen und des (ni
htrelativistis
hen) Energieeigenwerts E

nr

des

Mesons gegeben:

E

ges

= E

nr

+m

q

+m

�q

: (3.8)
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In Abb. 3.3 sind die numeris
h bere
hneten Eigenfunktionen der Vektormesonen

J=	, B

�

, D

�

und D

�

s

im Ortsraum dargestellt. Dabei hat die Wellenfunktion

des J=	-Mesons die geringste Ausdehnung wegen des s
hweren 
�
-Quark Anteils;

die anderen Vektormesonen sind ausgedehnter, da ein lei
htes Up-, Down- oder

Strange-Quark in der Wellenfunktion enthalten ist.

Die Eigenfunktionen der pseudoskalaren Mesonen D, D

s

und B sind in Abb. 3.4

als Funktion der radialen Ausdehnung r gezeigt. Sie sind aufgrund der attrak-

tiven Spin-Spin-We
hselwirkung weniger breit als die Vektormesonen, bei denen

die Spin-Spin-We
hselwirkung repulsiv ist.

Die Eigenfunktionen der lei
htesten Vektormesonen �, K

�

und � sind in Abb.

3.5 dargestellt; sie haben sogar no
h einen etwas gr

�

o�eren Radius im Ortsraum

als die s
hweren Vektormesonen in Abb. 3.3, da die Spin-Spin-We
hselwirkung

repulsiv und � 1=(m

1

m

2

) ist, d.h. st

�

arker als im Fall der s
hweren Vektormeso-

nen.

Die Konstituentenquarkmassen f

�

ur die 5 Quarks, die au
h in Streuexperimen-

ten wi
htig sind, sind von den Lagrange-Massen der QCD Lagrangedi
hte (2.22)

zu unters
heiden, da sie die skalare Kopplung an den Dira
-See sowie Antei-

le der ni
htst

�

orungstheoretis
hen We
hselwirkung beeinhalten (vgl. Kap. 2.4).

In e�ektiven Quark-Modellen ergibt die skalare Kopplung eine Erh

�

ohung der
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Quark Konstituentenmasse [GeV ℄

up 0.34

down 0.34

strange 0.55


harm 1.8

bottom 5.17

Tabelle 3.1: Die Konstituentenmassen der Quarks in den aufgef

�

uhrten Re
hnun-

gen.

Meson Quarkinhalt S

1

S

2

E

nr

[GeV ℄ E

ges

[GeV ℄ E

exp:

ges

[GeV ℄

� (u; d) 1 +0.0862 0.7662 0.7700

K

�

(u; s) oder (d; s) 1 -0.0021 0.8878 0.8916 f

�

ur K

�+

(u�s)

� (s; s) 1 -0.1035 0.9964 1.020

D

�

(u; 
) oder (d; 
) 1 -0.1415 1.9984 2.0100 f

�

ur D

�+

(


�

d)

D

�

s

(s; 
) 1 -0.2724 2.0775 2.1124

J=	 (
; 
) 1 -0.5380 3.0620 3.0968

B

�

(u; b) oder (d; b) 1 -0.1970 5.3130 5.3249

B

�

s

(s; b) 1 -0.3446 5.3753 5.3693

D (u; 
) oder (d; 
) -3 -0.3130 1.8269 1.8693 f

�

ur D

+

(


�

d)

D

s

(s; 
) -3 -0.4272 1.9227 1.9685

B (u; b) oder (d; b) -3 -0.2556 5.2543 5.2789 f

�

ur B

+

(u

�

b)

Tabelle 3.2: Verglei
h zwis
hen bere
hneten Energien und experimentellen Ge-

samtenergien [6℄. Beim Vektormeson B

�

gibt es nur einen sehr geringen Unter-

s
hied zwis
hen B

�

-Mesonen mit einem Up-Quark und B

�

-Mesonen mit einem

Down-Quark, da das B

�

sehr s
hwer ist.

Lagrange-Masse um etwa 330 MeV [11℄, d.h. die Konstituentenquarkmasse f

�

ur

Up- und Down-Quarks erh

�

oht si
h auf � 340MeV . Die in dieser Arbeit verwen-

deten Konstituentenmassen sind in Tabelle 3.1 aufgef

�

uhrt.

Die so bere
hneten Energien oder Massen der Mesonen sind in Tabelle 3.2 im

Verglei
h zu den experimentellen Resultaten aufgelistet. Die St

�

arke der Spin-

Spin-We
hselwirkung, der Quarkinhalt sowie die ni
htrelativistis
hen Eigenwerte

E

nr

sind ebenfalls angegeben. Die re
ht gute

�

Ubereinstimmung zwis
hen den be-

re
hneten Werten und den experimentellen Massen zeigt, da� die einfa
he Form

der We
hselwirkung (3.1) o�ensi
htli
h dur
haus realistis
h ist.
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3.3 Impulsraumdarstellung

Um die

�

Ubergangsmatrixelemente in der Meson-Meson-Streuung zu bere
hnen,

werden die Mesoneneigenfunktionen im Impulsraum ben

�

otigt. Wegen der Ra-

dialsymmetrie erfolgt die Fouriertransformation hier in Kugelkoordinaten. Die

allgemeine Fouriertransformation in drei Dimensionen lautet:

F (p

x

; p

y

; p

z

) =

Z

1

�1

Z

1

�1

Z

1

�1

dx dy dz f(x; y; z) e

i(xp

x

+yp

y

+zp

z

)

: (3.9)

In Kugelkoordinaten transformiert ergibt si
h dann na
h elementarer Substitu-

tion:

F (p) =

Z

1

0

dr r

2

Z

2�

0

d'

Z

�

0

d# e

ipr 
os#

f(r): (3.10)

Da die S
hr

�

odinger-Glei
hung des Mesons radialsymmetris
h ist, bleibt folgli
h

nur no
h eine eindimensionale r-Integration

�

ubrig,

F (p) = 4�

Z

1

0

dr r

2

sin(pr)

pr

f(r); (3.11)

die numeris
h mit guter Genauigkeit dur
hgef

�

uhrt werden kann. Die Eigenfunk-

tionen der Mesonen J=	, B, � und D im Impulsraum sind in der Abb. 3.6

dargestellt. Aufgrund der Uns
h

�

arferelation zwis
hen Ort und Impuls werden im

Ortsraum breite Wellenfunktionen im Impulsraum s
hmaler.

Um die Genauigkeit der numeris
hen Integration zu testen, wurden die bere
h-

neten Wellenfunktionen vom Impulsraum in den Ortsraum zur

�

u
ktransformiert,

f(r) =

1

(2�)

3

4�

Z

1

0

dp p

2

sin(pr)

pr

F (p): (3.12)

Die in Abb. 3.7 dargestellten numeris
hen Ergebnisse zeigen, da� im Rahmen

der Linienbreite die Wellenfunktionen

�

ubereinstimmen und somit

"

gute\ Impuls-

raumwellenfunktionen vorliegen.
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�
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�

uber den

Impulsraum. Die gezei
hneten Kurven

�

uberlappen si
h exakt.
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3.4 Meson-Meson-Streuung mit Konstituenten-

quarkaustaus
h

In dieser Arbeit wird der Versu
h unternommen, die Streuung zwis
hen zwei

Mesonen dur
h die We
hselwirkung der Quarks der einzelnen Mesonen zu be-

s
hreiben (siehe Abb. 3.8).

Abbildung 3.8: Allgemeines Streudiagramm f

�

ur die Meson-Meson-Streuung mit

Konstituentenquarkaustaus
h. Die Quark-Antiquark-We
hselwirkung wird dur
h

den Hamiltonoperator im Impulsraum H(~q) bes
hrieben.

Es we
hselwirken dabei jeweils nur die Quarks, die vers
hiedenen einlaufenden

Mesonen angeh

�

oren, was insgesamt vier vers
hiedene Austaus
hwe
hselwirkun-

gen beinhaltet. Zwei der vier Diagramme bes
hreiben die We
hselwirkung von

Quarks, die si
h na
h der Streuung im selben auslaufenden Meson be�nden.

Diese Diagramme werden au
h Capture 1- und Capture 2-Diagramm genannt

[35, 32℄. Die We
hselwirkung von Quarks, die si
h na
h der Meson-Meson-

Streuung ni
ht im selben Endmeson be�nden, wird dur
h die Transfer 1- und

Transfer 2-Diagramme bes
hrieben (siehe Abb. 3.9).
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Abbildung 3.9: Die vier Born's
hen Streuprozesse f

�

ur den Konstituentenquark-

austaus
h.
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Die We
hselwirkung zwis
hen zwei

"

isolierten\ Quarks wird dur
h das Diagramm

(Abb. 3.10) bes
hrieben. In Abb. 3.10 sind ~q

1

; ~q

2

die Impulse der beiden Quarks

Abbildung 3.10: Die Quark-Quark-We
hselwirkung und die auftretenden Impul-

se.

vor der We
hselwirkung und ~q

1

0

; ~q

2

0

sind die Impulse der Quarks na
h der We
h-

selwirkung. Der Austaus
himpuls, der bei der Quark-Quark-We
hselwirkung auf-

tritt, ist gegeben dur
h ~q = ~q

1

0

� ~q

1

= ~q

2

� ~q

2

0

. Die mittleren Impulse der ein-

und auslaufenden Quarks werden mit ~p

1

und ~p

2

bezei
hnet.

In Born's
her N

�

aherung ist der di�erentielle Wirkungsquers
hnitt f

�

ur die Streu-

ung zweier Mesonen dann gegeben dur
h die Summe der Beitr

�

age der vier Born-

Streudiagramme in Abb. 3.9 :

d�

d


= (

4�

2

�

2

~

4

) j

i=4

X

i=1

h	

�

C

	

�

D

j T j	

A

	

B

i

i

j

2

; (3.13)

wobei 	

C

und 	

D

die Wellenfunktionen der Mesonen na
h der Streuung sind; 	

A

und 	

B

sind die Wellenfunktionen der einlaufenden Mesonen. Die Impulse der

Mesonen werden hier mit

~

A;

~

B;

~

C und

~

D bezei
hnet. Wegen der Impulserhaltung

in der Meson-Meson-Streuung gilt:

~

A +

~

B =

~

C +

~

D: (3.14)

Im Meson-Meson-S
hwerpunktsystem haben dann die einlaufenden Mesonen A

und B betragsm

�

a�ig den glei
hen Impuls, jedo
h unters
hiedli
hes Vorzei
hen.

Das glei
he gilt f

�

ur den Impuls der auslaufenden Mesonen. Im S
hwerpunktsy-

stem gilt weiterhin f

�

ur das Impulsquadrat A

2

bei gegebener invarianter Energie

p

s:

A

2

=

(s� (M

A

+M

B

)

2

)(s� (M

A

�M

B

)

2

)

4s

(3.15)
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und f

�

ur den auslaufenden Impuls:

C

2

=

(s� (M

C

+M

D

)

2

)(s� (M

C

�M

D

)

2

)

4s

(3.16)

aufgrund der Energieerhaltung in der Reaktion, wobei M

A

;M

B

;M

C

;M

D

die Me-

sonenmassen bezei
hnen. Da der Endimpuls damit betragsm

�

a�ig festgelegt ist,

verbleibt nur ein Raumwinkel d
 f

�

ur die auslaufenden Mesonen,

�

uber den in

(3.13) integriert werden mu�, um den gesamten Wirkungsquers
hnitt zu erhalten.

Zur Bere
hnung der Matrix-Elemente werden no
h die geboosteten Quark-Wellen-

funktionen im Impulsraum explizit ben

�

otigt. Dazu betra
hten wir ein Meson mit

Gesamtimpuls

~

A und zwei gebundenen Quarks mit den individuellen Massen m

1

und m

2

mit Ortskoordinaten ~r

1

und ~r

2

. Im Ortsraum sind die Quarks dann

bes
hrieben dur
h die 2-Teil
hen-Wellenfunktion in S
hwerpunkt- und Relativ-

koordinaten,

~

R =

m

1

~r

1

+m

2

~r

2

m

1

+m

2

; ~r = ~r

1

� ~r

2

; (3.17)

�(~r

1

; ~r

2

) = exp(�i

~

A(

m

1

~r

1

+m

2

~r

2

m

1

+m

2

))  (~r

1

� ~r

2

); (3.18)

wobei  (~r

1

� ~r

2

) die Ortsraumdarstellung der Mesonwellenfunktion bezei
hnet,

die dur
h Integration der S
hr

�

odingerglei
hung bere
hnet wurde (siehe Kap. 3.2).

Die Fouriertransformation dieser Wellenfunktion liefert dann:

�(~p

1

; ~p

2

) = (2�)

3

Æ(

~

A� ~p

1

� ~p

2

)  (~p

1

� ~p

2

) (3.19)

mit der Fouriertransformierten  (~q) (siehe Kap. 3.3).

Da die Meson-Meson-Streuung im Impulsraum bere
hnet werden soll, ist es sinn-

voll, den Hamiltonoperator ebenfalls in den Impulsraum zu transformieren. Dies

entspri
ht dann dem T-Operator in dem Ausdru
k (3.13) f

�

ur den di�erentiellen

Wirkungsquers
hnitt:

H(~q) =

4��

s

~q

2

�

4��

s

3m

i

m

j

~

S

1

~

S

2

1

�

3=2

e

�~q

2

=�

2

+

6�b

~q

4

: (3.20)

Der erste Term entspri
ht dem Farb-Coulomb-Term im Impulsraum, der zweite

Term ist die Spin-Spin-Hyperfeinaufspaltung und der dritte Term ist der lineare

Con�nement-Term.

Zur besseren Konvergenz (und Einsparung von Re
henzeit) wird der Coulomb-

Anteil und der Con�nement-Term geringf

�

ugig abges
hirmt, d.h.

q

2

! q

2

+ "

2

; (3.21)
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Abbildung 3.11: Der Hamiltonoperator H

0

(~q) der Quark-Antiquark-

We
hselwirkung im Impulsraum f

�

ur die Mesonen �, J=	 und D.

was f

�

ur " � 0:01 GeV das Verhalten der We
hselwirkung nur bei gro�en Abst

�

anden

(> 10fm) modi�ziert.

Das Quark-Antiquark-Potential (3.20) ist in Abb. 3.11 f

�

ur vers
hiedene Mesonen

dargestellt, wobei mit (q

2

+ "

2

) multipliziert wurde:

H

0

(~q) = (~q

2

+ "

2

)(

4��

s

~q

2

+ "

2

�

4��

s

3m

i

m

j

~

S

1

~

S

2

1

�

3=2

e

�~q

2

=�

2

+

6�b

(~q

2

+ "

2

)

2

): (3.22)

Die expliziten

�

Ubergangsmatrixelemente zwis
hen den einzelnen Quarks bei der

Meson-Meson-Streuung wurden bereits von Barnes [35℄ bere
hnet. Zwe
km

�

a�iger-

weise werden dazu eingef

�

uhrt:

~p

1

=

~q

1

+ ~q

1

0

2

; ~p

2

=

~q

2

+ ~q

2

0

2

(3.23)

f

�

ur die Impulse der beiden einlaufenden Mesonen. Als Integrationsvariable f

�

ur

die

�

Ubergangsmatrixelemente wird ~p � ~p

1

gew

�

ahlt, da ~p

2

= �~p

1

ist plus eine

diagrammabh

�

angige Vers
hiebung, sowie der Impuls

�

ubertrag ~q. Au�erdem wird

in den

�

Ubergangsmatrixelementen no
h eine relative Masse ben

�

otigt, die den

Impulsanteil der einzelnen Quarks am Gesamtimpuls des Mesons spezi�ziert; sie
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ist gegeben dur
h den Quotienten der Di�erenz und der Summe der Quarkmasse

und der Antiquarkmasse des Mesons:

� =

m� �m

m + �m

: (3.24)

Damit wird

1

2

(1 + �) =

m

m+ �m

;

1

2

(1� �) =

�m

m + �m

: (3.25)

Nun k

�

onnen die vier

�

Uberlappintegrale bere
hnet werden; sie ergeben si
h zu [35℄:

T

C1

fi

=

Z Z

d

3

q d

3

p �

�

C

(2~p+ ~q � (1 + �)

~

C) �

�

D

(2~p� ~q � 2

~

A� (1� �)

~

C)

H(~q) �

A

(2~p� ~q � (1 + �)

~

A) �

B

(2~p� ~q � (1� �)

~

A� 2

~

C); (3.26)

T

C2

fi

=

Z Z

d

3

q d

3

p �

�

C

(�2~p+ ~q � (1 + �)

~

C) �

�

D

(�2~p� ~q � (1� �)

~

C)

H(~q) �

A

(�2~p+ ~q + (1� �)

~

A) �

B

(�2~p+ ~q + (1 + �)

~

A� 2

~

C); (3.27)

T

T1

fi

=

Z Z

d

3

q d

3

p �

�

C

(2~p+ ~q � (1 + �)

~

C) �

�

D

(2~p� ~q � 2

~

A� (1� �)

~

C)

H(~q) �

A

(2~p� ~q � (1 + �)

~

A) �

B

(2~p+ ~q � (1� �)

~

A� 2

~

C); (3.28)

T

T2

fi

=

Z Z

d

3

q d

3

p �

�

C

(�2~p+ ~q + 2

~

A� (1 + �)

~

C) �

�

D

(�2~p� ~q � (1� �)

~

C)

H(~q) �

A

(�2~p+ ~q + (1� �)

~

A) �

B

(�2~p� ~q + (1 + �)

~

A� 2

~

C): (3.29)

Dabei sind (wie oben)

~

A und

~

B die Impulse der Mesonen vor der Streuung und

~

C und

~

D die Mesonenimpulse na
h der Streuung.

Die einzelnen

�

Ubergangsamplituden beinhalten eine 6-dimensionale Impulsraum-

integration, die numeris
h ausgewertet werden mu�, da die Wellenfunktionen

ebenfalls nur numeris
h im Impulsraum vorliegen. Die explizite Integration wird

auf einem endli
hen Impulsvolumen [�2 GeV; 2 GeV ℄

3

� [�2 GeV; 2 GeV ℄

3

per

Monte-Carlo dur
hgef

�

uhrt, wobei im Mittel 10

8

zuf

�

allige St

�

utzpunkte bere
hnet

wurden (siehe Anhang B). Diese Integration liefert f

�

ur die Norm der Wellenfunk-

tionen eine Genauigkeit von 1� 2%, so da� die

�

Ubergangsamplituden mit einer
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Genauigkeit von �10% bestimmt werden k

�

onnen. Diese Genauigkeit ist ausrei-


hend, da die Unsi
herheit in den expliziten Parametern in der We
hselwirkung

(3.1) h

�

oher ist.
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Kapitel 4

Dissoziationsquers
hnitte f

�

ur das

Charmonium

Mit dem Konstituentenquark-Modell werden in diesem Kapitel die totalen Dis-

soziationsquers
hnitte des J=	-Mesons mit dem Vektormeson � und dem pseu-

doskalaren Meson � bere
hnet.

4.1 Kinematis
he Betra
htungen

Die S
hwerpunktsenergie f

�

ur eine Zwei-K

�

orper-Streuung ist dur
h die Massen

und die Impulse der miteinander we
hselwirkenden Teil
hen gegeben. Teil
hen

mit Masse m

i

und Impuls ~p

i

haben die relativistis
he Energie:

E

i

=

q

m

2

i

+ ~p

2

i

: (4.1)

Die Gesamtenergie der beiden Teil
hen im S
hwerpunktsystem wird als E


m

oder

au
h als

p

s bezei
hnet:

E


m

=

p

(E

1

+ E

2

)

2

� (~p

1

+ ~p

2

)

2

=

p

s: (4.2)

Ist die Energie

p

s gr

�

o�er als die Summe der Massen zweier m

�

ogli
her Endpro-

dukte der Streuung:

p

s

0

= m

3

+m

4

; (4.3)

oder anders ausgedr

�

u
kt, ist die Energie

p

s oberhalb der S
hwelle f

�

ur die Reak-

tionsprodukte mit den Massen m

3

und m

4

,

p

s�

p

s

0

> 0; (4.4)

so ist eine Streuung mit den Endprodukten der Massen m

3

und m

4

m

�

ogli
h.

In der Arbeit werden Streureaktionen zwis
hen den Mesonen J=	 und � sowie
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Reaktionsprodukte

p

s

0

[GeV ℄ f

�

ur D

�

bzw. D

��

(D

�

D) 3.7386

(D

�

D

�

) 3.8793

(D

�

�

D

�

) 4.0200

Tabelle 4.1: Reaktionsprodukte bei der Dissoziation des Charmoniums

zwis
hen J=	 und � in dem Energieintervall 3:5 GeV �

p

s � 5 GeV un-

tersu
ht. Zun

�

a
hst werden aus der vorgegebenen S
hwerpunktsenergie

p

s die

Impulse der einlaufenden Mesonen bere
hnet. Da im S
hwerpunktsystem die

Impulse der einlaufenden Teil
hen entgegengesetzt sind:

~p

1

= �~p

2

; (4.5)

ergibt si
h na
h Umformung des Ausdru
ks f

�

ur die S
hwerpunktsenergie gerade

Glei
hung (3.15). F

�

ur die Impulse der Teil
hen im Ausgangssystem gilt dann

(3.16).

Um den interessierenden dynamis
hen Berei
h von Relativenergien abzus
h

�

atzen,

soll zun

�

a
hst die Verteilung in der Energie

p

s von St

�

o�en zwis
hen J=	- Meso-

nen mit �- und �-Mesonen in einem

"

Feuerball\ der Temperatur 150� 200MeV

betra
htet werden. Ein sol
hes Feuerball-Modell wird von vielen Physikern als

leitende Idee zur Charakterisierung von S
hwerionenst

�

o�en am CERN angesehen.

Unter Ber

�

u
ksi
htigung von (4.2) kann dann die di�erentielle Verteilung in der

Sto�energie dN=d

p

s bere
hnet werden als Integral

�

uber die Bose-Verteilungsfunk-

tionen der sto�enden Mesonen:

dN

d

p

s

�

1

(2�)

6

Z

d

3

p

1

Z

d

3

p

2

1

e

"

1

=T

� 1

1

e

"

2

=T

� 1

: (4.6)

Die numeris
hen Ergebnisse - im Rahmen der Monte-Carlo Integration - sind in

Abb. 4.1 bis 4.4 in linearer und in logarithmis
her Auftragung f

�

ur die Streuung

von J=	- mit �- und �-Mesonen gezeigt, wobei die Temperatur des Feuerballs

von 150� 200MeV ver

�

andert wurde.

Die erlaubten Ausgangskan

�

ale bei den Streuungen zwis
hen J=	 und � bzw.

zwis
hen J=	 und � bei kleinen Energien oberhalb der S
hwelle sind die (D

�

D),

(D

�

D

�

), (

�

DD

�

) und (D

�

�

D

�

) Paare (siehe Tabelle 4.1).
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Abbildung 4.1: Di�erentielle Verteilung der Streuenergie

p

s f

�

ur die Streuung

von J=	 und � in einem Feuerball f

�

ur Temperaturen zwis
hen 0:150 GeV und

0:200GeV .
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Abbildung 4.2: Wie Abb. 4.1, jedo
h in logarithmis
her Darstellung.
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Abbildung 4.3: Di�erentielle Verteilung der Streuenergie
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von J=	 und � in einem Feuerball f

�

ur Temperaturen zwis
hen 0:150 GeV und

0:200GeV .
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Abbildung 4.4: Wie Abb. 4.3, jedo
h in logarithmis
her Darstellung.
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In den Abbildungen 4.1, 4.2, 4.3 und 4.4 wird die Energieverteilung der Meson-

Meson-St

�

o�e im thermis
hen Glei
hgewi
ht von zwei Mesonen mit Massen m

1

und m

2

gezeigt. Die Verteilung (4.6) bes
hreibt, wie gro� die Wahrs
heinli
hkeit

ist, zwei Mesonen zu �nden, die bei gegebener Temperatur T bei einem Sto�

eine bestimmte S
hwerpunktsenergie

p

s besitzen. Aus Abb. 4.1 geht hervor,

da� bei der Streuung von J=	 + � Wahrs
heinli
hkeiten vers
hieden von Null

erst f

�

ur S
hwerpunktsenergien auftreten, die oberhalb der S
hwellenenergie lie-

gen, die zur Erzeugung von zwei pseudoskalaren D-Mesonen in Ruhe ben

�

otigt

wird (3:7386 GeV ). Die S
hwelle f

�

ur die Erzeugung von D,D

�

-Paaren ist knapp

oberhalb von

p

s = m

�

+ m

J=	

, w

�

ahrend die S
hwelle f

�

ur zwei Vektormesonen

D

�

bei 4:02 GeV liegt.

Die Temperatur ist f

�

ur die explizite Form der Wahrs
heinli
hkeitsverteilung ver-

antwortli
h. Bei der niedrigsten gew

�

ahlten Temperatur von 0:15 GeV sind die

Maxima der Wahrs
heinli
hkeitsverteilung am h

�

o
hsten, die Verteilungsfunkti-

on f

�

allt aber bei dieser Temperatur au
h am steilsten bei h

�

oheren Energien ab.

Dies bedeutet, da� h

�

oherenergetis
he Zust

�

ande no
h ni
ht besetzt bzw. ange-

regt sind. F

�

ur h

�

ohere Temperaturen hat die Wahrs
heinli
hkeitsverteilung zwar

immer no
h ihr Maximum im Berei
h von etwa 4 GeV , das Maximum ist aber

lei
ht zu h

�

oheren S
hwerpunktsenergien vers
hoben und es ist au
h etwas nied-

riger. Daf

�

ur f

�

allt die Verteilungsfunktion ni
ht mehr so steil mit der Energie ab,

und au
h Zust

�

ande mit h

�

oheren S
hwerpunktsenergien erhalten nun eine h

�

ohere

Besetzungswahrs
heinli
hkeit. Dies ist besonders in der logarithmis
hen Darstel-

lung in Abb. 4.2 und ebenso in der logarithmis
hen Darstellung in Abb. 4.4 f

�

ur

die Reaktion J=	+ � gut zu sehen.

Bei der Verteilungsfunktion des Sto�es zwis
hen einem J=	-Meson und einem �-

Meson tritt das Maximum der Verteilungsfunktion bei niedrigeren Energien auf.

Die S
hwellenenergien aller drei bei der Streuung in Frage kommenden D-Meson-

Paare sind h

�

oher als die Energie, bei der die Verteilungsfunktion ihr Maximum

annimmt. Der Grund daf

�

ur ist, da� si
h die S
hwerpunktsenergie im Verglei
h

zur J=	 + �-Streuung dur
h das lei
htere �-Meson verringert und deshalb au
h

St

�

o�e mit geringerer Energie zur Verteilungsfunktion beitragen. F

�

ur die Reakti-

on J=	+ � liegt das Maximum der Verteilungsfunktion bei etwa 4 GeV ; f

�

ur die

Reaktion J=	+ � dagegen liegt das Maximum ungef

�

ahr bei 3:4 GeV . Diese Dif-

ferenz entspri
ht gerade der Massendi�erenz zwis
hen dem �- und dem �-Meson:

m

�

�m

�

= 0:77 GeV � 0:14 GeV = 0:63 GeV: (4.7)

Diese Energiedi�erenz zwis
hen den beiden Mesonen, die ja den glei
hen Quarkin-

halt besitzen, ist dur
h die Spin-Spin-Hyperfeinwe
hselwirkung gegeben, denn das

� ist ein Vektormeson mit parallelen Spins und das � ist ein pseudoskalares Meson

mit antiparallelen Spins.
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4.2 Totale Wirkungsquers
hnitte

Die totalen Wirkungsquers
hnitte f

�

ur J=	-Reaktionen mit �- und �-Mesonen

werden bere
hnet, indem

�

uber die vier Born's
hen Streudiagramme (3.26) bis

(3.29) summiert und s
hlie�li
h das Betragsquadrat

�

uber den Raumwinkel inte-

griert wird:

� =

4�

2

�

2

~

4

Z

d
 j(T

C1

fi

+ T

C2

fi

+ T

T1

fi

+ T

T2

fi

)j

2

: (4.8)

Abb. 4.5 zeigt den bere
hneten totalen Wirkungsquers
hnitt der Streureaktion

J=	 + � und Abb. 4.6 zeigt den entspre
henden totalen Wirkungsquers
hnitt

der Dissoziation des J=	- dur
h das �-Meson. In beiden Streureaktionen ist zu

sehen, da� der Wirkungsquers
hnitt f

�

ur die Endprodukte D

�

D, die die niedrigste

S
hwellenenergie besitzen, am gr

�

o�ten ist. Den geringsten Wirkungsquers
hnitt

haben die Endprodukte D

�

�

D

�

, die die h

�

o
hste S
hwellenenergie haben. Die-

ses Ph

�

anomen kann wie folgt begr

�

undet werden: Bei geringen Relativimpulsen,

d.h. bei einer niedrigen S
hwerpunktsenergie zwis
hen zwei Sto�partnern, ist der

�

Uberlapp der Wellenfunktionen der beiden streuenden Mesonen im Impulsraum

viel gr

�

o�er als bei hohen Relativimpulsen. Ist der

�

Uberlapp der Wellenfunktionen

gro�, so ist eine We
hselwirkung zwis
hen den beiden streuenden Teil
hen sehr

wahrs
heinli
h und es kann in den in dieser Arbeit betra
hteten Reaktionen ein

Quarkaustaus
h statt�nden, bei dem si
h zwei neue Endmesonen bilden. Der

Wirkungsquers
hnitt f

�

ur die Erzeugung eines D

�

�

D

�

-Paares ist gering, weil hier

gr

�

o�ere S
hwerpunktsenergien und damit weit h

�

ohere Relativimpulse erforderli
h

sind.

Die glei
he Erkl

�

arung kann au
h f

�

ur die Bes
hreibung des exponentiellen Ab-

falls der Abh

�

angigkeit des Wirkungsquers
hnittes von der S
hwerpunktsenergie

f

�

ur ein bestimmtes Reaktionsprodukt gegeben werden. Der maximale Wirkungs-

quers
hnitt ist immer bei der niedrigsten S
hwerpunktsenergie zu �nden. Dort

ist dann der Relativimpuls am geringsten und der

�

Uberlapp der Wellenfunktionen

maximal; es werden also bei den Quarkaustaus
hreaktionen die geringst-m

�

ogli
hen

S
hwerpunktsenergien bevorzugt.

Multipliziert man die Abh

�

angigkeit des totalenMeson-Meson-Wirkungsquers
hnit-

tes von der S
hwerpunktsenergie mit der Verteilungsfunktion der Mesonenener-

gien im thermis
hen Glei
hgewi
ht, dann erh

�

alt man eine Verteilung f

�

ur die Pro-

duktionsraten der Endprodukte der Meson-Meson-Streuung im Rahmen des Feu-

erballmodells. Diese Gr

�

o�en sollen hier jedo
h ni
ht weiter betra
htet werden, da

transporttheoretis
he Simulationen wie in Ref. [25℄ unter Verwendung der hier

bere
hneten Wirkungsquers
hnitte wesentli
h aufs
hlu�rei
her sind und direkt

mit experimentellen Resultaten vergli
hen werden k

�

onnen. Sol
he Re
hnungen

�

ubers
hreiten den Rahmen dieser Arbeit deutli
h.
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Abbildung 4.5: Totaler Wirkungsquers
hnitt � f

�

ur die Reaktion J=	 + � in

Abh

�

angigkeit von der S
hwerpunktsenergie. Es werden drei Ausgangskan

�

ale ge-

zeigt: a) die Streuung von J=	+ � in zwei skalare D-Mesonen, b) in ein skalares

D-Meson und in ein Vektor- D

�

-Meson und 
) die Streuung von J=	+ � in zwei

D

�

-Vektormesonen.
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Abbildung 4.6: Totaler Wirkungsquers
hnitt � f

�

ur die Reaktion J=	 + � in die

Ausgangskan

�

ale mit zwei D-Mesonen, in einen gemis
hten Kanal mit einem D-

und einem D

�

-Meson und in einen Kanal mit zwei D

�

-Mesonen.
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4.3 Verglei
h der bere
hneten Wirkungsquer-

s
hnitte mit den Re
hnungen vonWong und

Barnes

Der in dieser Arbeit verwendete ni
htrelativistis
he Hamiltonoperator f

�

ur die

Quark-Antiquark-We
hselwirkung ist bis auf einen Faktor in der Spin-Spin-We
h-

selwirkung einer Ver

�

o�entli
hung von Wong [32℄ entnommen. Weiter wurden in

[32℄ Wirkungsquers
hnitte f

�

ur die � und � induzierte Dissoziation von J=	 und

dem angeregten Zustand des Charmoniums 	

0

bei kleinen S
hwerpunktsenergien,

unter Verwendung von Gau�funktionen f

�

ur die Wellenfunktionen der Mesonen,

weitgehend analytis
h bere
hnet. Deshalb sollen die in der vorliegenden Arbeit

bere
hneten Wirkungsquers
hnitte mit denen aus [32℄ vergli
hen werden.

Ausgangspunkt in [32℄ ist fast der glei
he ni
htrelativistis
he Hamiltonoperator

f

�

ur die Quark-Antiquark-We
hselwirkung wie in der vorliegenden Arbeit. Die

Modell-Parameter im Hamiltonoperator, die Wong f

�

ur seine Bere
hnungen ver-

wendete, unters
heiden si
h etwas im Verglei
h zu den in dieser Arbeit verwende-

ten Parametern. Au
h sind die Konstituentenquarkmassen etwas h

�

oher gew

�

ahlt

als in der vorliegenden Arbeit. Die Meson-Meson-Streuung wurde in [32℄ au
h mit

dem Konstituentenquarkaustaus
h-Modell und den si
h daraus ergebenden vier

Born's
hen Streuprozessen aus [35℄ bere
hnet. F

�

ur den totalen Wirkungsquer-

s
hnitt der Streuung von J=	 mit � bere
hnete Wong die Endzust

�

ande (D

�

D

�

)

sowie (D

�

�

D

�

). F

�

ur den Dissoziationsprozess von J=	 + � ! D

�

D

�

erhielt Wong

einen maximalen totalen Wirkungsquers
hnitt nahe der S
hwelle f

�

ur (D

�

D

�

) von

etwa 0:6 mb. Der bere
hnete totale Wirkungsquers
hnitt in der vorliegenden Ar-

beit betr

�

agt f

�

ur die Reaktion J=	 + � ! D

�

D

�

im Maximum au
h 0:6 mb. F

�

ur

den Wirkungsquers
hnitt von J=	+ � ! D

�

�

D

�

erhielt Wong den Maximalwert

von 0:2 mb; in dieser Arbeit wurde der maximale Wert des totalen Wirkungs-

quers
hnittes f

�

ur diese Reaktion zu 0:4 mb bere
hnet, was si
herli
h auf die un-

ters
hiedli
hen Wellenfunktionen zur

�

u
kzuf

�

uhren ist.

Bei der Bere
hnung des totalen Wirkungsquers
hnittes f

�

ur die Dissoziation des

J=	-Mesons mit einem �-Meson fand Wong f

�

ur den Maximalwert des totalen

Wirkungsquers
hnittes der Reaktion J=	+ �! D

�

D einen Wert von etwa 26 mb

in unmittelbarer N

�

ahe der S
hwelle; in der vorliegenden Arbeit wurde ein Wert

von 17 mb bei lei
ht h

�

oherer Energie bere
hnet. Der maximale totale Wirkungs-

quers
hnitt der Reaktion J=	 + � ! D

�

D

�

liegt bei Wong im Berei
h von 5 mb

und in dieser Arbeit bei 7 mb. F

�

ur die Dissoziation des J=	-Mesons dur
h das �-

Meson in zwei Vektormesonen D

�

fand Wong ein �

max

von etwa 0:2 mb, w

�

ahrend

in dieser Arbeit ein Wert von 0:7 mb ermittelt wurde.

Die Unters
hiede in den bere
hneten totalen Wirkungsquers
hnitten sind damit

zu begr

�

unden, da� in den Re
hnungen von Wong, im Verglei
h zu der vorlie-

genden Arbeit, unters
hiedli
he S

�

atze von Parametern f

�

ur das Quark-Antiquark-

Potential und unters
hiedli
he Werte f

�

ur die Konstituentenquarkmassen verwen-
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det wurden. Ferner wurde in dem in dieser Arbeit verwendeten Hamiltonope-

rator ein anderer Vorfaktor f

�

ur die Spin-Spin-Hyperfeinwe
hselwirkung gew

�

ahlt,

um die Spin-Spin-Hyperfeinaufspaltung zwis
hen pseudoskalarenD-Mesonen und

Vektor D

�

-Mesonen korrekt zu bes
hreiben. Dar

�

uber hinaus ist die explizite nu-

meris
he Bere
hnung der Wellenfunktionen in dieser Arbeit si
herli
h genauer

als die Approximation mit Gau�funktionen bei Wong; allerdings ist im Rahmen

der Monte-Carlo-Bere
hnung der

�

Ubergangsamplituden ein ni
ht unerhebli
her

statistis
her Fehler (bei vern

�

unftigen Re
henzeiten) in Kauf zu nehmen, so da�

ni
ht ents
hieden werden kann, wel
he Ergebnisse als 'besser' zu betra
hten sind.

Hervorzuheben ist jedo
h, da� beide Modelle (trotz di�erierender Parameter) auf

unters
hiedli
hen Re
henwegen zu verglei
hbaren Resultaten f

�

ur die J=	 Disso-

ziationsquers
hnitte kommen.

4.4 Interpretation der Ergebnisse

Das vorgestellte Modell zeigt f

�

ur die Dissoziation von J=	 an �-Mesonen nur

Quers
hnitte unterhalb von 1 mb (Abb. 4.6); zudem hat die di�erentielle Ver-

teilung in der S
hwerpunktsenergie ihr Maximum unterhalb der S
hwelle f

�

ur die

Erzeugung von D-Mesonen Paaren (Abb. 4.3). Es kann daher davon ausgegan-

gen werden, da� in den S
hwerionenst

�

o�en am CERN [4, 37℄ die Dissoziation von

J=	-Mesonen mit Pionen ni
ht von sonderli
her Bedeutung ist. Andererseits

sind die Quers
hnitte von J=	 mit �-Mesonen an der S
hwelle sogar oberhalb

von 10 mb, so da� die Dissoziation von J=	 mit � bei kleinen Relativenergien

sehr wahrs
heinli
h ist. In anderen Worten: Wenn si
h ein J=	- und �-Meson

mit nahezu glei
hen Impulsen ~p

1

und ~p

2

, d.h. ~p

1

�~p

2

� 0, bewegen, ist die Wahr-

s
heinli
hkeit f

�

ur einen Austaus
h der Quarks sehr ho
h, d.h. das J=	-Meson

wird dissoziert. Aufgrund dieser hohen Reaktionsquers
hnitte kann gegenw

�

artig

ni
ht mit hinrei
hender Si
herheit ges
hlossen werden, da� die relative Unter-

dr

�

u
kung des J=	-Mesons in zentralen St

�

o�en von Pb + Pb bei 160A �GeV am

CERN als ein Signal f

�

ur die Bildung eines Quark-Gluon-Plasmas betra
htet wer-

den kann.
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Kapitel 5

Zusammenfassung

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurde die Meson-Meson-Streuung mit Hil-

fe eines ni
htrelativistis
hen Quark-Austaus
hmodells untersu
ht. Insbesondere

wurde die Dissoziation des J=	-Mesons mit lei
hteren Mesonen bere
hnet, da die-

se Quers
hnitte von zentraler Bedeutung f

�

ur die Interpretation der Experimente

am CERN in Pb + Pb Reaktionen sind. Ein kleiner Wirkungsquers
hnitt des

J=	-Mesons mit anderen Mesonen ist bei einer S
hwerionenkollision ein Hinweis

darauf, da� si
h w

�

ahrend des Sto�es in der fr

�

uhen Phase ein Quark-Gluon-Plasma

ausgebildet hat.

Grundlegend f

�

ur die vorgenommenen Bere
hnungen sind die speziellen Eigen-

s
haften von Quarks und Gluonen, wie z.B. die Quantenzahl Farbe in der QCD

und das Ph

�

anomen der impulsabh

�

angigen Kopplungskonstante �

s

(Q

2

). Zun

�

a
hst

erfolgte eine Betra
htung vers
hiedener Quark-Potential-Modelle sowie der La-

grangefunktion der QED und deren Erweiterung auf die QCD. Ans
hlie�end wur-

de das Verhalten von Quarks und Gluonen bei hohen Temperaturen und Di
hten

bes
hrieben und die herausragende Bedeutung der J=	-Dissoziation im Quark-

Gluon-Plasma dargestellt.

Dar

�

uber hinaus wurde das ni
htrelativistis
he Quark-Potential-Modell mit einer

Erweiterung f

�

ur die Spin-Spin-We
hselwirkung vorgestellt. Dieses Modell geht

auf die Arbeiten von Barnes und Wong [35, 32, 36℄ zur

�

u
k. Mit diesem ni
htrela-

tivistis
hen Quark-Potential-Modell wurden zun

�

a
hst die Eigenfunktionen einer

Reihe von Mesonen im Ortsraum bere
hnet. Die verwendeten Mesonen haben

alle eine gen

�

ugend hohe Masse, um ni
htrelativistis
h bes
hrieben werden zu

k

�

onnen. Um die Meson-Meson-Streuung im Impulsraum bere
hnen zu k

�

onnen,

wurden alle Eigenfunktionen und das Quark-Antiquark-Potential in den Impuls-

raum transformiert.

Der Meson-Meson-Streume
hanismus wird mit dem Konstituentenquark-Aus-

taus
hmodell bes
hrieben. Die dabei auftretenden vier Born's
hen Streuprozesse

wurden mit Hilfe der Monte-Carlo-Integration bere
hnet, wobei in die

�

Ubergangs-

matrixelemente die Wellenfunktionen der ein- und auslaufenden Mesonen sowie
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der Quark-Antiquark-Hamiltonoperator im Impulsraum eingehen.

Die totalen Dissoziationsquers
hnitte f

�

ur das Charmonium wurden mit den lei
h-

teren Mesonen � und � bere
hnet. Es stellte si
h heraus, da� die Wirkungsquer-

s
hnitte zwis
hen J=	 und � sehr klein sind (unter 1 mb) und somit n

�

aherungswei-

se zu verna
hl

�

assigen sind. Die Dissoziationsquers
hnitte von J=	mit �-Mesonen

besitzen dagegen an der S
hwelle einen totalen Wirkungsquers
hnitt von

�

uber

10 mb. Deshalb ist eine Dissoziation des J=	-Mesons mit einem �-Meson bei

kleinen Relativimpulsen sehr wahrs
heinli
h.

Zur Illustration der Bedeutung der bere
hneten Quers
hnitte wurde die di�erenti-

elle Verteilung in der Streuenergie

p

s f

�

ur die Dissoziation von J=	 mit � und � in

einem Feuerball f

�

ur Temperaturen zwis
hen 0:150 GeV und 0:200 GeV bere
hnet.

Das Feuerball-Modell dient hierbei zur angen

�

aherten Bes
hreibung der Endphase

einer S
hwerionenkollision und deren 
harakteristis
hen Energien und Tempera-

turen, die am CERN in zentralen St

�

o�en von Pb + Pb bei 160A � GeV errei
ht

werden k

�

onnen [8℄. Aufgrund der hohen Reaktionsquers
hnitte des J=	-Mesons

speziell mit �-Mesonen kann gegenw

�

artig ni
ht mit hinrei
hender Si
herheit ge-

s
hlossen werden, da� die relative Unterdr

�

u
kung des J=	-Mesons, die in zentra-

len St

�

o�en von Pb+ Pb bei 160A �GeV am CERN von der NA50 Kollaboration

gemessen wurde [4, 37℄, als ein Signal f

�

ur die Bildung eines Quark-Gluon-Plasmas

betra
htet werden kann.

Seit Sommer 2000 werden am Bes
hleuniger RHIC in Brookhaven Au + Au-

S
hwerionenst

�

o�e mit S
hwerpunktsenergien von 130 GeV=Nukleon dur
hgef

�

uhrt.

Bei der Reaktion dieser s
hweren Ionen entsteht eine gro�e Wolke aus einigen 10

3

Mesonen [38℄. Die Mesonen innerhalb dieser Wolke und insbesondere die bei die-

sen hohen Energien erzeugten D- und no
h s
hwereren B-Mesonen k

�

onnen gut

mit dem ni
htrelativistis
hen Quark-Potential Modell bes
hrieben werden. Mit

Hilfe des in der Arbeit verwendeten Quark-Austaus
hmodells w

�

are es weiterhin

m

�

ogli
h, nahezu f

�

ur alle bei diesen Experimenten auftretenden Meson-Meson-

Streuungen die Produktionsraten und Streuprodukte bei kleinen Relativenergien

zu bere
hnen und mit den experimentellen Daten (in Form von relativistis
hen

Transportre
hnungen) zu verglei
hen.
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Anhang A

Die Gell-Mann-Matrizen der

SU(3)-Symmetriegruppe

Die Symmetriegruppe der Quanten
hromodynamik ist die SU(3)-Gruppe. Ihre

unit

�

aren Transformationen wirken auf die Farbzust

�

ande der Quarks (2.15). Eine

unit

�

are Transformation im dreidimensionalen Farbraum hat die Gestalt

U = exp(i

X

j

�

j

�

j

2

);

�

j

sind reelle KoeÆzienten. Wegen der Unitarit

�

at von U m

�

ussen die �

j

, die

Basismatrizen der SU(3)-Symmetriegruppe oder au
h Gell-Mann-Matrizen, her-

mites
h sein. Es gibt 8 linear unabh

�

angige Gell-Mann-Matrizen, die alle spurlos

sind:

�

1

=

0

�

0 1 0

1 0 0

0 0 0;

1

A

; �

2

=

0

�

0 �i 0

i 0 0

0 0 0

1

A

;

�

3

=

0

�

1 0 0

0 �1 0

0 0 0

1

A

; �

4

=

0

�

0 0 1

0 0 0

1 0 0

1

A

;

�

5

=

0

�

0 0 �i

0 0 0

i 0 0

1

A

; �

6

=

0

�

0 0 0

0 0 1

0 1 0

1

A

;

�

7

=

0

�

0 0 0

0 0 �i

0 i 0

1

A

; �

8

=

1

p

3

0

�

1 0 0

0 1 0

0 0 �2

1

A

:

Sie erf

�

ullen die folgenden Vertaus
hungsrelationen:

[�

j

; �

k

℄ = 2if

jkl

�

l
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mit den total antisymmetris
hen Strukturkonstanten f

jkl

, die folgende Werte an-

nehmen k

�

onnen:

f

123

= 1;

f

147

= f

246

= f

257

= f

345

= f

516

= f

637

=

1

2

;

f

458

= f

678

=

p

3

2

:
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Anhang B

Verglei
h der Monte-Carlo-

Integration mit analytis
hen

Resultaten von Streuamplituden

F

�

ur die Streuung zweier glei
her Mesonen in demKonstituenten-Austaus
hmodell

wurden in [35℄ analytis
he Formeln f

�

ur die T-

�

Ubergangsmatrixelemente mit Gau�-

Wellenfunktionen gegeben, die jeweils na
h den drei We
hselwirkungsanteilen im

Quark-Quark-We
hselwirkungshamiltonoperator aufgespalten sind.

F

�

ur die Spin-Spin-We
hselwirkung sind die analytis
hen

�

Ubergangsmatrixelemente

na
h [35℄:

T

(C1)

fi; Spin

= (�1) � (1) � (�

4

9

) � (�

3

8

) [�

2

6

��

s

3

5=2

m �m

expf�

�

2

12�

2

g℄;

T

(C2)

fi; Spin

= T

(C1)

fi; Spin

;

T

(T1)

fi; Spin

= (�1) � (1) � (

4

9

) � (

3

8

) [�

2

3

��

s

3m

2

expf�

(1� �)

2

8�

2

(

~

A+

~

C)

2

g℄;

T

(T2)

fi; Spin

= (�1) � (1) � (

4

9

) � (

3

8

) [�

2

3

��

s

3 �m

2

expf�

(1 + �)

2

8�

2

(

~

A�

~

C)

2

g℄;

wobei � die Breite der Wellenfunktion im Impulsraum bes
hreibt.
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F

�

ur den Farb-Coulomb-Term sind folgende analytis
he Ausdr

�

u
ke gegeben:

T

(C1)

fi; Farb

= (�1) � (1) � (�

4

9

) � (

1

2

) [

2

3

��

s

3

1=2

�

2

F

1

1

(

1

2

;

3

2

;

�

2

24�

2

) expf�

�

2

8�

2

g℄;

T

(C2)

fi; Farb

= T

(C1)

fi; Farb

;

T

(T1)

fi; Farb

= (�1) � (1) � (

4

9

) � (

1

2

) [

2

2

��

s

�

2

F

1

1

(

1

2

;

3

2

;

(1 + �)

2

8�

2

(

~

A�

~

C)

2

) expf�

�

2

8�

2

g℄;

T

(T2)

fi; Farb

= (�1) � (1) � (

4

9

) � (

1

2

) [

2

2

��

s

�

2

F

1

1

(

1

2

;

3

2

;

(1� �)

2

8�

2

(

~

A+

~

C)

2

) expf�

�

2

8�

2

g℄:

Die

�

Ubergangsmatrixelemente f

�

ur den linearen Con�nement-Term haben die Form:

T

(C1)

fi; Conf

= (�1) � (1) � (�

4

9

) � (

1

2

) [�

3

3=2

�b

�

4

F

1

1

(�

1

2

;

3

2

;

�

2

24�

2

) expf�

�

2

8�

2

g℄;

T

(C2)

fi; Conf

= T

(C1)

fi; Conf

;

T

(T1)

fi; Conf

= (�1) � (1) � (

4

9

) � (

1

2

) [�

6�b

�

4

F

1

1

(�

1

2

;

3

2

;

(1 + �)

2

8�

2

(

~

A�

~

C)

2

) expf�

�

2

8�

2

g℄;

T

(T2)

fi; Conf

= (�1) � (1) � (

4

9

) � (

1

2

) [�

6�b

�

4

F

1

1

(�

1

2

;

3

2

;

(1� �)

2

8�

2

(

~

A+

~

C)

2

) expf�

�

2

8�

2

g℄:

In den obigen Ausdr

�

u
ken f

�

ur die

�

Ubergangsmatrixelemente ist

�

2

= (1� �)

2

(

~

A +

~

C)

2

+ (1 + �)

2

(

~

A�

~

C)

2

(B.1)

als Abk

�

urzung f

�

ur den quadratis
hen

�

Uberlapp-Impuls in den Gau�-Funktionen

eingef

�

uhrt worden.

~

A und

~

C sind die Impulse der Mesonen A und C und � ist in

(3.24) gegeben.

Die Funktion F

1

1

(a; 
; x) ist die kon
uente hypergeometris
he Funktion; sie er-

gibt si
h aus der L

�

osung der Kummer's
hen Di�erentialglei
hung. Mit Hilfe der

Reihenentwi
klung dieser Funktion wurden die Funktionswerte bere
hnet:

F

1

1

(a; 
; x) =

1

X

r=0

(a)

r

(
)

r

r!

x

r

; (B.2)

wobei (a)

r

und (
)

r

wie folgt de�niert sind:

(a)

r

= a(a+ 1)(a+ 2):::(a + r � 1); (a)

0

= 1; (B.3)

(
)

r

= 
(
+ 1)(
+ 2):::(
+ r � 1); (
)

0

= 1: (B.4)

Um die Genauigkeit der Monte-Carlo-Integration zu pr

�

ufen, wurden die Ergeb-

nisse der

�

Ubergangsmatrixelemente mit denen der Monte-Carlo-Integration ver-

gli
hen.

In Abb. B.1 und B.2 werden f

�

ur vers
hiedene Anzahl von Monte-Carlo-St

�

utzpunkten

51



die numeris
h bere
hneten

�

Ubergangsamplituden mit den analytis
hen Resulta-

ten zur Farb-, Coulomb- und Spin-Spin-We
hselwirkung vergli
hen und als Funk-

tion des Streuwinkels # dargestellt. Es zeigt si
h, da� 10

7

St

�

utzpunkte in bei-

den F

�

allen ni
ht ausrei
hen sind, eine zufriedenstellende N

�

aherung jedo
h 10

9

St

�

utzpunkte erfordert. Als Kompromi� wurden f

�

ur alle Systeme und Energien

10

8

St

�

utzpunkte verwendet, was eine Genauigkeit f

�

ur den

�

uber # integrierten

Wirkungsquers
hnitt von 10% und besser bedeutet. Andererseits h

�

atte die Ge-

samtre
henzeit einen

"

vern

�

unftigen\ Re
hnereinsatz weitestgehend gesprengt.
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Abbildung B.1: Das T1-Farb-

�

Ubergangsmatrixelement als Funktion des Streu-

winkels #: Verglei
h zwis
hen analytis
hen (dur
hgezogene Linie) und numeri-

s
hen Re
hnungen. Die Monte-Carlo-Integrationen wurden jeweils mit 10

7

, 10

8

und 10

9

Integrationss
hritten dur
hgef

�

uhrt. Die Vorfaktoren sind sowohl in der

analytis
hen als au
h in der numeris
hen Re
hnung ni
ht ber

�

u
ksi
htigt worden.
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Abbildung B.2: Das T1-Spin-
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Ubergangsmatrixelement als Funktion des Streu-

winkels #. Die Re
hnungen wurden mit den glei
hen Bedingungen wie in Abb.

B.1 dur
hgef

�

uhrt.
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