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Kapitel 1

Einleitung

Extrem neutronen- oder protonenreiche Kerne bieten die einzigartige Mog-
lichkeit, Eigenschaften von Kernmodellen unter der Bedingung einer starken
Ladungsasymmetrie zu untersuchen. Dies ist von besonderem Interesse, da
es mit der Entwicklung moderner Beschleuniger, wie sie die GSI (Gesell-
schaft fiir Schwerionenforschung) in Darmstadt besitzt, heutzutage moglich
ist, diese sogenannten exotischen Kerne herzustellen und ihre Eigenschaften
experimentell zu messen.

Die Untersuchung dieser Kerne ist aus zwei Griinden von besonderer Bedeu-
tung. Einerseits weil man, dal die Kernfusion im Innern von Sternen vom
Wasserstoff iiber eine Kette von exotischen Kernen lauft, bis sie bei den auf
der Erde vorhandenen stabilen Kernen endet. Eine genaue Kenntnis der Ei-
genschaften von exotischen Kernen kann uns deshalb helfen, die Formation
unseres heutigen Universums besser zu verstehen. Ein zweiter Aspekt ist,
dal durch die Untersuchung dieser Kerne ein wesentlich breiteres Spektrum
von Kerneneigenschaften studiert werden kann, als dies mit stabilen Kernen
moglich ist. So kann man mit exotischen Kernen das Verhalten der Nukleon—
Nukleon—Wechselwirkung unter dem Gesichtspunkt geringer Dichten und der
anfangs angesprochenen extremen I[sospinasymmetrie studieren und dadurch
theoretische Riickschliisse auf die Eigenschaften der Wechselwirkung ziehen.

In der vorliegenden Arbeit werden nun Eigenschaften der Nukleon—Nukleon—
Wechselwirkung im Rahmen des Hartree-Fock-Modells (HF') untersucht, ei-
nem Niherungsverfahrens zur Beschreibung des Grundzustandes von Viel-
teilchensystemen, welches mit grofem Erfolg in der Atom- und Kernphysik
angewendet wird.

Entscheidend fiir den Erfolg der HF-Rechnungen ist die Beschreibung der

Wechselwirkung zwischen den Nukleonen. Theoretische Herleitungen der
Nukleon—Nukleon—-Wechselwirkung sind nur in Kernmaterie und fiir eini-
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ge ausgewéhlte stabile Kerne verfiigbar [Tr 74]. AuBerdem beschreiben die
mikroskopischen Wechselwirkungen Bindungseigenschaften in der Regel nur
unvollkommen. Einen Ausweg aus diesem Dilemma stellen phdnomenologi-
sche Wechselwirkungen dar, deren Parameter man so bestimmt, daf§ experi-
mentell gemessene Eigenschaften stabiler Kerne reproduziert werden kénnen.
Am weitesten verbreitet sind die Skyrme- und die Gogny-Wechselwirkung
[Sk56a, DG 80], die sehr erfolgreich in Rechnungen iiber den gesamten Be-
reich stabiler Kerne eingesetzt worden sind. Diese Wechselwirkungen sind
jedoch problematisch bei der Berechnung von exotischen Kernen, da deren
Eigenschaften bei der Anpassung der Wechselwirkungen an stabile Kerne
nicht beriicksichtigt wurden.

In dieser Arbeit soll im Gegensatz dazu eine auf Mesonenaustausch basieren-
de mikroskopisch fundierte Wechselwirkung untersucht werden. Die Medi-
enabhéngigkeit wird mit einer expliziten Dichteabhéngigkeit beriicksichtigt.

Von entscheidender Bedeutung fiir die erfolgreiche Beschreibung protonen-
oder neutronenreicher Kerne sind zusétzliche Paarkorrelationen, die bei leich-
ten und oberflichendominierten Kernen an Bedeutung gewinnen, und des-
halb im Modell beriicksichtigt werrden miissen. Diese werden im Rahmen
der HF + Pairing Theorie behandelt, die zusammen mit der HF-Né&herung
in Kapitel 2 eingefiihrt wird.

In Kapitel 3 werden allgemeine Eigenschaften der Nukleonen-Nukleon—
Wechselwirkung diskutiert und die fiir die Rechnung verwendete Wechselwir-
kung vorgestellt. Der Mesonenaustauschcharakter wird mit einer Uberlage-
rung von drei Yukawa—Propagatoren beschrieben. Der gleiche Ansatz wurde
schon von Bertsch et al. in der M3Y-Parametrisierung von Briickner G-
Matrizen erfolgreich benutzt [Be 77]. In dieser Arbeit wird jedoch iiber den
urspriinglichen M3Y—Ansatz hinausgegangen, indem Medieneffekte beriick-
sichtigt werden. Dazu wird die Wechselwirkung in Kapitel 4 um eine effektive
Dichteabhéngigkeit erweitert, die als eine Korrektur des Nukleon—-Meson—
Vertizes eingefiihrt und deren Parametrisierung in unendlicher Kernmate-
rie berechnet wird. Die Eigenschaften der Paarkraft dieser dichteabhéngigen
M3Y—-Wechselwirkung werden in Kapitel 5 in unendlicher Kernmaterie un-
tersucht.

In Kapitel 6 wird die Wechselwirkung auf endliche Systeme {ibertragen. Die
HF-Gleichungen im Ortsraum miissen aufgrund der Dichteabhéngigkeit er-
weitert werden. Es treten dadurch zuséitzlich sogenannte Rearrangementter-
me auf. In Kapitel 7 werden schlieflich HF-Rechnungen fiir stabile und exoti-
sche Kerne durchgefiihrt und die numerischen Ergebnisse mit experimentellen
Daten verglichen.



Kapitel 2

Die Hartree—Fock—Bogoliubov—
Gleichungen

In dieser Arbeit werden der Grundzustand und Grundzustandskorrelatio-
nen eines Systems miteinander wechselwirkender Teilchen untersucht. Da je-
doch im allgemeinen die exakte Beschreibung eines Vielteilchensystems nicht
moglich ist, ist man darauf angewiesen, dieses Problem nidherungsweise zu
16sen. Ein einfaches und sehr erfolgreiches Verfahren zur Beschreibung des
Grundzustandes eines Systems von A Nukleonen ist die Hartree—Fock—Néhe-
rung. Man nimmt dabei an, dafl sich die Nukleonen, von Pauli-Korrekturen
abgesehen, in einem mittleren Potential, dem sogenannten Mean-field oder
Hartree—Fock—Potential, unabhéngig voneinander bewegen. Dabei wird das
Mean-field von allen Nukleonen erzeugt. Zur Losung dieses Problems ist es
notwendig, aus der Summe aller Zweiteilchenwechselwirkungen zwischen den
Nukleonen ein Einteilchenpotential zu berechnen:

A

V) = V)

=1

Die Eigenschaften der Zweiteilchenwechselwirkung und ihre algebraische
Struktur werden in Kapitel 3 genauer diskutiert.

2.1 Die Hartree—Fock—(Gleichungen

Im Rahmen des Hartree—-Fock—Modells nimmt man nun an, daf§ der Grund-
zustand ®(1,2,..., A) eines Atomkernes mit A Nukleonen durch ein anti-
symmetrisiertes Produkt von Einteilchenwellenfunktionen ¢y, die sogenannte

3
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Slaterdeterminante, beschrieben werden kann [SF 74]:

1 , .
= 7 Det {¢(i)} = [HF) i=14 (2.1)

Dabei steht ¢ fiir die Orts-, Spin- und Isospinkoordinaten des entspre-
chenden Teilchens. Berechnet man nun fiir den allgemeinen Vielteilchen—
Hamiltonoperator H mit einer beliebigen Zweiteichenwechselwirkung

H=YT 4 > V(i) (2:2)

O(1,2,...,A)

mit dieser Wellenfunktion den Grundzustandserwartungswert, so erhélt man
die HF—Energie

2

1 _
BT = (HF|HHF) = S (koK) + 5 3 (kb V [kaks). (23)
k m 2 i

Das antisymmetrische Wechselwirkungsmatrixelement ist definiert durch
(kyka|V|kiky) = (kyka|V|kiky) — (kiko|V |koky). (2.4)
Mit
k) = ¢x(7,0,7) |krka) = ¢, (71, 01, 71) Ory (72, 02, T2)

|/€2k1> = ¢k2(771,01771)¢k1(F2,U2772)

berechnet sich das direkte oder Hartree-Matrixelement in (2.4) also zum
Beispiel zu

(kiko|V|kiks) = /d?’?”l/d?’ﬁ b, (T1) P, (T2) V (71, T2) by (T1) Oky (T2). (2.5)

Die HF—-Gleichungen erhélt man aus der Bedingung, daf§ die Grundzustands-
energie minimal sein soll. Dazu variert man diese beziiglich der Einteilchen-
wellenfunktionen. Um die Nebenbedingung zu erfiillen, daf§ deren Normie-
rung

/ &Er 87, 0, T)u(F 0, 7) = 1 (2.6)

erhalten bleibt, fithrt man die Lagrangemultiplikatoren ¢ ein, die die physi-
kalische Bedeutung der Einteilchenenergien besitzen und erhélt:

5 lEHF ~ e / Br 67, 0, 7)ou(F, 0,7) | = 0 (2.7)
k
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Fiir eine dichteunabhingige Nukleon-Nukleon-Wechselwirkung erhélt man
aus obiger Gleichung nach Variation beziiglich d¢7 () (wobei aus Griinden

der Ubersichtlichkeit o und 7 vernachlissigt werden) die HF-Gleichungen im
Ortsraum:

[ dplE ) VER)G) = 60,(7) (2.8)
Die Dichtematrizen sind definiert durch

p(F,71) = Zkfeﬁi(f’)cbk(ﬂ) und  p(7) = p(7, 7). (2.9)

Gleichung (2.8) ist aufgrund des Fock- oder Austauschpotentials ein System
gekoppelter Integrodifferentialgleichungen, dessen Losung die Bestimmung
der Einteilchenenergien und Eigenfunktionen erlaubt. Da die Meanfield—
Potentiale wiederum {iiber die Dichte von den Eigenfunktionen abhéngen,
miissen die Gleichungen selbstkonsistent gelost werden.

Die Erweiterung dieser Gleichungen auf effektive dichteabhéingige Wechsel-
wirkungen wird in Kapitel 6 behandelt.

Eine weitere Moglichkeit zur Losung des HF-Problems bietet die Metho-
de der Zweiten Quantisierung (siehe zum Beispiels [RS 80]). In dieser Dar-
stellung 148t sich der HF-Grundzustand durch ein Produkt von Fermi-
Erzeugungsoperatoren auf das Teilchenvakuum |0) beschreiben:

A
HF) = ] a,"(0) a;|0) =0 {al,a;} = 0y (2.10)
i=1

Der Zweiteilchen—Hamiltonoperator ist in der Zweiten Quantisierung mit den
Abkiirzungen

2 —
e = (K= IK) Ve = (kukal VIRGRS). (2.11)
gegeben durch

1
— + + +
H = Z tk:k’ A Q! + - Z VklkallkIQ aklak2ak/1ak/2. (212)
kK’ k1kok! Kl
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Mit Hilfe von Wicks Theorem bringt man diesen Ausdruck in Normalordnung
beziiglich des HF-Teilchen-Loch—Vakuums |[HF) [Ro 70]. Man findet, wenn
man die Restwechselwirkung vernachléssigt,

1
H = Z {tkk’ + Z ‘/kk:”k’k”} a};ak/ — 5 Z ‘/kk’k:k’ (213)
kk’ k! kk!

Das HF-Problem reduziert sich damit auf die Diagonalisierung des Einteil-
chenoperators in obiger Gleichung (der erste Term)

h’k’k’ = tkk’ —l— Z ‘/kk‘”k’k‘” = €L 5k’k}’ (214)
k./l

durch die Wahl einer geigneten Einteilchen-Basis {¢;}. Man erreicht dies
durch die Entwicklung dieser Wellenfunktion nach einer vollstdndigen ortho-
gonalen Basis. Man erhélt dadurch die HF-Einteilchenenergien

e =tk + > Viwnw (2.15)
k/

und die HF-Energie

1
EMF = (HF|H|HF) = Y ¢ — 3 > Viewsow (2.16)
k Kk
1
= > twt+= Y Viwww. (2.17)
k 2

2.2 Die HF 4+ BCS Gleichungen

Die Annahme, dafl sich die Nukleonen unabhéingig voneinander in einem
mittleren Potential bewegen, ist jedoch nur bedingt richtig. Aus dem Ver-
gleich von experimentellen Bindungsenergien weifl man, daf§ die Bindungs-
energie eines gu—Kerns geringer ist als das arithmetische Mittel der Bin-
dungsenergien zweier benachbarter gg—Kerne. (gg steht fiir Kerne mit gerader
Protonen- und Neutronenzahl, gu fiir Kerne mit gerader Protonen- und un-
gerader Neutronenzahl oder umgekehrt.) Diese und weitere Beobachtungen
legen die Vermutung nahe, daf eine zusétzliche kurzreichweitige, attraktive
Kraft zwischen Paaren von Nukleonen existiert.

Wiéhrend die HF-Methode nur den Teilchen-Loch-Kanal (particle-hole oder
ph) der Wechselwirkung beriicksichtigt, der durch den langreichweitigen
Teil der Wechselwirkung bestimmt wird, 18t sich die oben beschreibene
Kraft durch zusétzliche Teilchen—Teilchen—Korrelationen (particle—particle
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oder pp) beschreiben, deren Eigenschaften durch den kurzreichweitigen Teil
der Wechselwirkung dominiert werden. Diese Teilchen—Teilchen- oder Paar-
korrelationen kann man durch die Kopplung zweier Nukleonen in zeitumge-
kehrten Zustdnden zu einem neuen Teilchen mit Gesamtdrehmoment J = 0
(M = 0) beschreiben. In endlichen Kernen koppeln so zwei Nukleonen mit
Drehmoment j zu dem Zustand

Lgm) |5 —m)] s ar—o - (2.18)

Nimmt man nun an, dafl der Hamiltonoperator schon im diagonalisierten Zu-
stand vorliegt, die HF-Einteilchenenergien und -wellenfunktionen also schon
bekannt sind, lassen sich die Paarkorrelation durch eine zusétzliche Paarkraft
im Hamiltonoperator ausdriicken,

Hp = Z Eg ak+ak + Z <k’]€f|V|k’,]%/> a;al—jak,ak/ (219)
k

kk'>0

wobei |k) = |jm) und |k) = |j — m) ist.

Betrachtet man Korrelationen nur zwischen Protonen und nur zwischen Neu-
tronen, so ist die Paarkraft durch den Singlett—Even—Kanal (SE) der Wech-
selwirkung gegeben, da gerade dieser auf das Spin—Singlett S = 0 und das
Isospin—Triplett T" = 1 projiziert.

Das Problem ist nun, daf§ H, nicht mehr diagonal ist. Dies kann jedoch er-
reicht werden, wenn man den Grundzustand nicht mehr durch unabhéngige
Einteilchenwellenfunktionen sondern durch Paare von korrelierten Teilchen
beschreibt, die sich unabhéngig voneinender bewegen sollen. Man macht da-
zu den Ansatz fiir die sogenannte BCS-Grundzustandswellenfunktion (nach
Bardeen, Cooper, Schriefer [BCS57], die auf diese Weise die Supraleitung in
der Festkorperphysik erkldaren konnten):

BCS) = [T (w + veag oy ) [0). (2.20)

k>0

Die Parameter v und ui sind die Wahrscheinlichkeiten, daf ein bestimmter
Paarzustand (k, k) mit einem sogenannten Quasiteilchen besetzt oder nicht
besetzt ist, und miissen noch bestimmt werden. Es folgt sofort, daf vi +
ui = 1 sein muB. Zur Diagonalisierung von H,, driickt man diesen durch
Quasiteilchenerzeugungs- und -vernichtungsoperatoren «; und o aus. Diese
erhélt man aus den urspriinglichen Erzeugern und Vernichtern mit Hilfe der
Bogoliubow—Valatin-Transformation [BV 61]:

-
a, =

+ + _ + _ _
apf = uga; — vgag {ak ,ak/} = Oppr {ag,ar} =0

upay + vpog; (2.21)
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Man entwickelt nun wieder mit Hilfe von Wicks Theorem H, in Normal-
ordnung, dieses Mal jedoch beziiglich des |[BCS)—Grundzustandes. Man kann
sich leicht davon iiberzeugen, dafl dieser das Quasiteilchenvakuum ist, also
ag|BCS) = 0 gilt. Wie im HF-Fall soll die Grundzustandsenergie minimal
werden. Fiir sie erhélt man nach einigen Umformungen

EBCS = (BCS|H|BCS)

1
= 2 Z {62 + 5 ‘/;cpl}kl_f Uz} U]% + Z Vkl;_ﬂk’];:/ Up' Vgt U Ve (222)

k>0 kk'>0

Ein Problem ist jedoch, dal H,, nicht mit dem Teilchenzahloperator N =
>k a;i aj, kommutiert, so dafl die Teilchenzahl nicht erhalten ist (nur die An-
zahl der Quasiteilchen ist erhalten). Dies kann jedoch erreicht werden, wenn
man fordert, daf

(BCS|N|BCS) =23 02 = A. (2.23)

k>0

Diese Nebenbedingung wird in der Variation durch den Lagrangemultipli-
kator A, das chemische Potential, beriicksichtigt. Die Variationsbedingung
lautet dann:

§(BCS|H, — AN|BCS) =0 (2.24)

Da der |BCS) Grundzustand durch die Besetzungswahrscheinlichkeiten vy
eindeutig bestimmt ist, variert man beziiglich dieser

(8 Ou, 0

— + —— | (BCS|H, — AN|BCS) = 2.2
o ek ) (BCS, ~ ANIBCS) =0 229

und erhélt daraus die Bedingung

2(er — Nugvy = Ag(ui — v3) (2.26)
Dabei sind

& = e+ Vh v (2.27)

Ak = - Z Vlf];:k’l%’ Ug Vgt (228)

k'>0
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Aus (2.26) und vi 4+ u? = 1 erhilt man die Losungen

ui _ 1 1+ Gk—)\
2 \/<€k—)\>2+Ai

2 1 Ek—>\
v = —{1-— 2.29
2{ m—»wz} =

Zusammen mit der Nebenbedingung fiir die Teilchenzahlerhaltung (2.23),
aus der A bestimmt werden muf, bilden die Gleichungen (2.27) - (2.29)
die BCS-Gleichungen, die simultan gelost werden miissen. Gleichung (2.28)
wird die Gap-Gleichung genannt. Zu beachten ist, dafl in (2.27) eine Renor-
malisierung der HF-Einteilchenenergien stattfindet, die durch den Teilchen—
Teilchen—Kanal der Wechselwirkung bestimmt wird.

Da dieser Ansatz fiir die Paarkraft das HF- und das BCS—Problem separiert,
so daf} beide nacheinander gelést werden kénnen, nennt man die Losung der
BCS-Gleichungen mit den HF-Energien und -wellenfunktionen auch das HF
+ BCS Verfahren. Man iiberzeugt sich leicht, da8 fiir die triviale Losung u; =
0, vy = 1 fiir ¢, < Aund u, = 1, v, = 0 fiir ¢, > X\ der BCS-Grundzustand in
den HF-Grundzustand iibergeht. Die entspricht einem System ohne Paarung.

2.3 Die Hartree—Fock—Bogoliubow
Gleichungen

In Abschnitt 2.2 wurde angenommen, dafl die Teilchen—Teilchen- und die
Teilchen-Loch—Wechselwirkung unabhéngig voneinander behandelt werden
konnen. Dies ist jedoch streng genommen nicht richtig, da sie beide durch
die gleiche Wechselwirkung beschrieben werden, und, wie wir in Abschnitt
2.2 gesehen haben, die Paarkorrelation die Einteilchenenergien und sicherlich
auch die Wellenfunktionen beeinflussen. Letzteres wird allerdings in den HF
+ BCS Rechnungen vernachléssigt. Zur korrekten Beschreibung ist es daher
notwendig, das Paarungsproblem selbstkonsistent zu lésen. Dazu mufl der
allgemeine Zweiteilchenhamiltonoperator

1
= § + E, + .+
H= trk Ay, Q! + - Vk’lk‘zkllké Qr, CLkQGk/lCLk/Q (230)
kk! k1koK| K,

beziiglich des |BCS) Grundzustandes minimiert werden. Dies soll hier nicht

genauer ausgefithrt werden, da die Rechnung &dhnlich verlauft wie im BCS-
Fall.
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Man findet die sogenannten Hartree-Fock—Bogoliubow—Gleichungen [SF 74]:

{tkk’ — A + Y (Viersrir + Viwrwrwr) Uin} (wkvw + wprvy) (2.31)
k//>0
+ > Vi e Vg (Ui — OpUpr) = 0 (2.32)
k//>0

Mit den Definitionen

i = tiw + Y Viwrwnr Var = €1 g (2.33)
k!
und
1
Akk/ = —5 Z Vk’;’k’”’_ﬂ” U Vgt (234>
k!

reduziert sich (2.31) zu
Q(Ek — )\) Uk Uk 5kkz’ = Akk" (Ukuk/ — vkvk/) (235)

Das chemische Potential A wird wieder aus der Nebenbedingung 3, v =
A bestimmt. Die Selbstkonsistenz der HFB-Gleichungen wird nun klar:
Wihrend man analog zum HF-Verfahren den Einteilchenhamiltonoperator in
(2.33) diagonalisiert, miissen gleichzeitig (2.35) und die Gapgleichung (2.34)
gelost werden, um die Besetzungswahrscheinlichkeiten vi zu erhalten. Dies

macht die Losung dieser Gleichungen wesentlich aufwendiger als im HF +
BCS Fall.



Kapitel 3

Die Nukleon—Nukleon—
Wechselwirkung

Die mikroskopische Beschreibung eines Atomkernes, also eines Vielteilchensy-
stems, erfordet die Kenntnis der Kréfte, die zwischen den einzelnen Teilchen
wirken. Deshalb steht am Anfang jeder mikroskopischen Kernstrukturrech-
nung die Zweiteilchenwechselwirkung zwischen den Nukleonen. Man macht
im allgemeinen die grundlegenden Annahmen, daf§ relativistische Effekte
vernachléssigt werden kénnen und dafl nur Zweiteilchenkréfte wichtig sind.
Desweiteren nimmt man an, daf§ dynamische mesonische Freiheitsgrade ver-
nachléssigt werden konnen. Dadurch kann man den Kern als ein System von
A Nukleonen beschreiben, deren Wechselwirkung untereinander durch ein Po-
tential beschrieben wird. Die Herleitung dieses Nukleon—Nukleon—Potentials
aus der Quantenchromodynamik sollte zwar theoretisch méglich sein, auf-
grund deren nichtpertubativen Charakters bei geringen Energien sind die
Rechnungen aber noch in ihrem Anfangsstadium.

Da jedoch im Rahmen der Kernstrukturphysik die innere Struktur der Nu-
kleonen nicht von entscheidender Bedeutung ist, versucht man, die Nukleon—
Nukleon—Wechselwirkung mit Hilfe von effektiven Theorien zu berechnen,
deren Ausgangspunkt eine effektive Lagrangedichte fiir miteinander wech-
selwirkende Mesonen und Nukleonen ist. Dies wird in Abbildung 3.1 dar-
gestellt. Von Yukawa wurde dies erstmals 1937 vorgeschlagen [Yu 35]. Die
einfachste Form dieses Zweiteilchenpotentials ist das one-pion exchange po-
tential (OPEP), das nur den Austausch eines langreichweitigen m-Mesons
beriicksichtigt.

Bevor hierauf jedoch genauer eingegangen wird, sollen zuerst allgemeine Ei-
genschaften des nichtrelativistischen Nukleon—Nukleon—Potentials diskutiert
werden.

11
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Meson

Abbildung 3.1: Mesonenaustausch zwischen zwei Nukleonen

3.1 Eigenschaften der NN—Wechselwirkung

Das Zweiteilchenpotential V'(1,2) = V (7, p1, &1, 71, 1, P1, 01, T1) hdngt in sei-
ner allgemeinsten Form jeweils vom Ort 7, dem Impuls p, dem Spin & sowie
dem Isospin 7 der beiden Nukleonen ab. Mit Hilfe grundlegender Symme-
trietiberlegungen 148t sich dieser Ansatz genauer spezifizieren. Das Potential
ist eine skalare Grofle und muf} translations- und rotationsinvariant sowie
symmetrisch unter Teilchenaustausch sein. Auflerdem ist es invariant unter
Zeitumkehr und Raumspiegelung. So folgt etwa direkt aus der Translationsin-
varianz, dafl das Potential nur von der Relativkoordinate 7 = 7} —75 abhéngen
darf. Aufgrund dieser Symmetrieeigenschaften macht man einen allgemeinen
Ansatz fiir die die Struktur des Zweiteilchenpotentials. Eine mogliche und
héufig benutzte Darstellung ist [RS 80]:

Vn = Vo +Vr + Vi
mit
dem Zentralpotential
Ve(1,2) = Vo(r) + Vo(r)(6162) + Vo (r)(7iTe) + Vor (1) (6102) (71 72)

dem Tensorpotential

Vr(1,2) = [V, (r) + Vz, (r)(Ti72)] ﬁ(glﬁ(ng) — (6152)
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und dem Spin—Bahn—Potential

Die Zentralkraft ist der wichtigste Teil der Nukleon-Nukleon—Wechsel-
wirkung. In der Literatur existieren nun verschiedene Darstellungen fiir ihre
Beschreibung, die in Abhéngigkeit von der jeweiligen physikalischen Anwen-
dung mehr oder weniger vorteilhaft sind. In Anhang A werden diese Darstel-
lungen und ihre Umrechnungen untereinander genauer erldautert.

Die radiale Abhéngigkeit der Funktionen V' (r) kann man jedoch nicht aus den
Symmetrieiiberlegungen herleiten. Geht man jedoch, wie schon in der Einlei-
tung erwahnt, davon aus, dal Nukleonen durch Mesonenaustausch mitein-
ander wechselwirken, so wird die Reichweite und Form der Wechselwirkung
durch die Eigenschaften der Mesonen beeinflufit.

Dies 148t sich, sehr vereinfacht, auf folgende Weise sehen: Betrachtet man
das Nukleon an einem Punkt 7 als die Quelle eines skalaren Mesonenfel-
des, so 148t sich dieses Feld durch Losen der Klein-Gorden Gleichung be-
stimmen. Die Stiarke der Wechselwirkung zwischen zwei Nukleonen ist dann
durch die Stiarke des Mesonenfeldes am Ort 75 des zweiten Nukleons gegeben.
Als Losung findet man die radiale Abhéngigkeit des Yukawa Potentials:

e~ M —T2]

V(| =7l =V (3.1)

pl — 75|

wobei die Reichweite 1 = h/mc der inversen Masse des Mesons entspricht.

Aus Experimenten [Mc 69] weifl man, dafl das Nukleon—-Nukleon—Potential
fiir lange Reichweiten attraktiv ist. Dies kann durch den Austausch eines 7-
Mesons erklért werden, dessen Masse von 138 MeV einer Reichweite von 1.414
fm entspricht. Fiir kurze Reichweiten (< 0.8 fm) jedoch ist das Potential ex-
trem repulsiv. Man versucht deshalb den kurzreichweitigen Bereich durch den
Austausch verschiedener skalarer und Vektormesonen zu erkléren. In der Re-
gel behilft man sich hier jedoch durch ein phdnomenologisches Potential, des-
sen Parameter an die experimentell gemessene Nukleon—Nukleon—Streuphase
angepaBt wurden und dessen radiale Abhéingigkeit wiederum durch die Uber-
lagerung von Yukawas mit den Reichweiten der entsprechen Mesonen w, p
und o gegeben ist.

Zu erwihnen sind hier insbesondere das Hamada—Johnston— und das Reid—
Potential [HJ 62, Re 68], die in den sechziger Jahren erstmals eingefiihrt
wurden, sowie die moderneren Bonn und Paris Potentiale [BM 90, La 80].
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3.2 Die effektive in—medium
Wechselwirkung

Wie schon erwahnt wurde, ist die freie NN-Wechselwirkung fiir geringe Ent-
fernungen zwischen den Nukleonen extrem repulsiv, manche Parametrisie-
rungen benutzen zur Beschreibung dieser Eigenschaft sogar einen hard core
[V(r) = oo fir r < 0.4 fm]. Dies fiihrt zu uniiberwindbaren Problemen
bei der Anwendung in Hartree-Fock—Rechnungen, da durch den hard core
die HF-Matrixelemente unendlich werden. Jedoch entspricht die freie NN—
Wechselwirkung nicht der Wechselwirkung, die die Nukleonen in einem Kern
spiiren, in dem sie von anderen Nukleonen umgeben sind. So kénnen dort
die Nukleonen nicht mehr durch ebene Wellen beschrieben werden, sondern
es miissen die Schalenmodellwellenfunktion fiir endliche Kerne benutzt wer-
den. Analog zur Lippmann—Schwinger—Gleichung fiir die Streumatrix (T-
Matrix) der freien NN-Wechselwirkung erhélt man die effektive in-medium
Wechselwirkung, durch Aufsummation aller Streu- und Riickstreuprozesse
zweier miteinander wechselwirkender Nukleonen [Br 55, Da 67]. Dies wird in
Abb. 3.2 dargestellt. Dabei ist V' die freie Wechselwirkung und G die effek-
tive Wechselwirkung im Kern, die sogenannte Briickner’sche G-Matrix. Man
erhélt diese durch Summation aller Leiterdiagramme, schematisch dargestellt
durch eine Operatorgleichung, die Bethe-Goldstone—Gleichung;:

Qr

= V
G=V+ - I

G

Dabei ist Hy der Hamiltonoperator des Kerns und @ ein Projektionsope-
rator, der auf alle nicht besetzten intermediéiren Zustdnde projiziert und so
dafiir sorgt, dal das Pauli-Prinzip nicht verletzt wird.

Entscheidend ist nun, dal die G-Matrix iiber den Pauliblockingoperator Q)
von der Dichte des Mediums abhéngt, und man deshalb fiir jeden Kern eine
andere effektive Wechselwirkung erhélt. Aulerdem werden zur Berechnung
der G-Matrix die Wellenfunktionen und Einteilchenenergien der Nukleonen
im Kern bendtigt. Diese erhélt man jedoch erst aus der Losung dieses Vielteil-
chenproblems, zu dessen Losung wiederum die G-Marix benotigt wird. Dies
fiihrt zu einem selbstkonsistenten Problem, das im Rahmen der Briickner-
Hartree-Fock Theorie (BHF) [K6 75] behandelt werden kann.

Das Ziel dieser Arbeit ist es nun, eine effektive NN—Wechselwirkung zu finden,
die diese Berechnungen vereinfacht, indem sie zwar explizit von der Dichte
abhéngt, diese Dichteabhéngigkeit jedoch nicht fiir jeden einzelnen Kern aus
G-Matrixrechnungen bestimmt werden muf.
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o5

Abbildung 3.2: Die Bethe-Goldstone—Gleichung

3.3 Phinomenologische
NN—-Wechselwirkungen

Die Losung der Bethe-Goldstone Gleichung zur Bestimmung der G-Matrix
eines speziellen Kerns im Rahmen der selbstkonsistenten BHF-Theorie ist
sehr aufwendig und Rechnungen zeigten, daf8 die Ubereinstimmung der Er-
gebnisse mit den experimentellen Daten nicht sehr befriedigend ist [DMS73].
Aus diesem Grund wird in Kernstrukturrechnungen in der Regel die mi-
kroskopische G-Matrix durch eine phdnomenologische Wechselwirkung an-
gendhert.

Die wohl am weitesten verbreitete und mit sehr grofien Erfolg benutz-
te phédnomenologische NN-Wechselwirkung ist die Skyrme—Wechselwirkung
[Sk56a, Sk56b]. Sie ist eine dichte- und impulsabhéngige Wechselwirkung,
die aufgrund einer §-Kraft keine endliche Reichweite mehr besitzt. Der allge-
meinste Ansatz fiir ihre Struktur ist [FR 86]

VSkyrme(L 2) = tO (1 + x0P0>53(7?1 - FQ) (32)
1 N % L o
+ Gt (L Py) [0 — 7o) By + K5 8°(7 = 75)|
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+ t2 (1+ZL’QPU)E12 53(7?1 —7?2) Elg
1 + R
+ 6t3 (1+23P,)p" ( . 5 TQ) 83 (7 — )

+ Wy pia 53(771 — 79) (01 + 02) X Pia.

Dabei ist pio = py —ps der relative Impuls der Nukleonen. Es existieren unter-
schiedliche Parametrisierungen der Skyrme-Wechselwirkung. Thre Parameter
to, t1, to, t3, xo, T1, Ta, 3, & und Wy wurden so angepaflt, dafl mit ihr berech-
nete Eigenschaften endlicher Kerne, wie Bindungsenergien und Ladungsradi-
en, mit den experimentellen Daten iibereinstimmen. Der Fit der Parameter
erfolgt dabei in der Regel an doppelt magische Kerne wie 2*Pb oder *°Ca
[VB 72].

Die Struktur der Wechselwirkung ist sehr einfach, insbesondere wird durch
die §-Funktion die numerische Berechnung der Hartree—Fock- und Paarmatri-
xelemente (oder ph- und pp-Matrixelemente, siehe Kapitel 2) extrem verein-
facht. Eine weitere sehr erfolgreiche phdnomenologische Wechselwirkung ist
die Gogny—Wechselwirkung [DG 80]. Sie besitzt im wesentlichen die gleiche
Spin- und Isospinstruktur wie die Skyrme—Wechselwirkung, mit dem Unter-
schied, daf} die orts- und impulsabhéngigen Teile der Wechselwirkung durch
eine Summe von Gauf3—Funktionen ersetzt wurden:

_ - 2
_[(r1=r2
Vaogny(1,2) = > (Wi+ B;P, — H;P. — M;P,P;)e (%) (3.3)

i=1.2

™+ T L.
bty (L4 2Pt ( ! ) (7 — )
+ W pra 63 (7 — ) (51 + G2) X Pia

Auch hier wurden die Parameter durch einen Fit an doppelt magische Kerne
bestimmt.

Wihrend einerseits diese Wechselwirkungen sehr erfolgreich fiir die Berech-
nung von Grundzustandseigenschaften stabiler Kerne eingesetzt wurden und
numerisch einfach zu handhaben sind, fehlt ihnen andererseits die mikro-
skopische Fundierung. So kann weder eine d-Funktion noch eine Gaufifunk-
tion die radiale Abhéngigkeit des Yukawa—Potentials korrekt beschreiben,
noch konnen die Parameter der Wechselwirkungen direkt mit physikalischen
GroBen gleichgesetzt werden. Da diese Parameter an stabile Kerne angepaft
wurden, treten insbesondere bei der Berechnung von Eigenschaften von Ker-
nen an der Protonen- oder Neutronenabbruchkante Probleme auf, da diese
Kerne mit ihrer starken Ladungsasymmetrie Anforderungen stellen, die we-
der von der Skyrme- noch von der Gogny—Wechselwirkung erfiillt werden
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konnen. Fiir eine korrekten Beschreibung dieser komplizierteren Kerne sollte
daher eine mikroskopische Wechselwirkung eingesetzt werden.

Da es jedoch, wie am Anfang erwahnt, sehr aufwendig ist, fiir jeden Kern eine
entsprechende G-Matrix zu berechnen, soll versucht werden, eine mikrosko-
pisch fundierte Parametrisierung der G-Matrix zu finden, die in der Lage ist,
sowohl Eigenschaften stabiler als auch exotischer Kerne zu beschreiben. Um
diese effektive Wechselwirkung zu erhalten, soll die Dichteabhéngigkeit der
G-Matrix parametrisiert werden.

3.4 Die M3Y—-Wechselwirkung

Eine besonders in der Streutheorie weitverbreitete effektive NN—Wechsel-
wirkung ist die sogenannte M3Y-Wechselwirkung, die Michigan version
of the in—medium interaction. Sie wurde von Bertsch und Anantaraman
[Be 77, An 83] durch einen Fit von G-Matrix Elementen an eine Summe
von Yukawa-Termen der Form in Gleichung (3.1) hergeleitet. Die G-Matrix
Elemente wurden dabei in einer harmonischen Oszillatorbasis berechnet, die
so gewihlt wurde, dafi mit ihr die Eigenschaften des 0O Grundzustandes
reproduziert werden konnten. Als NN—Potential zur Berechnung der Matri-
xelemente wurden in [Be 77] das Reid-Potential und das Potential von Ha-
mada und Johnston gewéhlt. Die aktuellere Parametrisierung ist allerdings
die aus [An 83], die als Ausgangspunkt das Paris NN-Potential [La 80] be-
nutzt. Dieses Potential beschreibt im Gegensatz zu den vorher erwihnten
Potentialen sowohl den langreichweitigen Bereich der NN—Wechselwirkung
als auch den Bereich mittlerer Reichweite durch Mesonenaustausch, nur der
kurzreichweitige Bereich wurde phdnomenologisch an experimentelle Streu-
daten gefittet. Es basiert deshalb auf einer fundamentaleren Theorie der NN—
Wechselwirkung als die fritheren Potentiale und enthélt auflerdem auch neue-
re experimentelle Daten. Fiir die nachfolgenden Rechnungen wird deshalb die
Paris-Parametrisierung benutzt. Sie besteht aus einer Uberlagerung von drei
Yukawatermen. Der langreichweitige Term beschreibt den Austausch eines
7- Mesons (ro = 1.414 fm), die Reichweiten des repulsiven kurzreichweiti-
gen Anteil von 0.25 fm und 0.4 fm entsprechen in etwa dem Austausch der
Vektormesonen w und p sowie der skalaren bzw. pseudoskalaren Mesonen o
und 7.

Tabelle 3.1 zeigt die Starken der M3Y-Wechselwirkung in den einzelnen
Kanélen und den unterschiedlichen Darstellungen (entsprechend Anhang A),
Abbildung 3.3 die radiale Abhéngigkeit in der in [An 83| urspriinglich gefitte-
ten {SE, TE,SO,TO}-Darstellung. Man erkennt dort insbesondere die starke
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|

| 70 =0250fm [ ry=0400fm [ro=1414fm |

Vsg 11466 -3556 -10.463
Vre 13967 -4594 -10.463
Vso -1418 950 31.389
Vro 11345 -1900 3.488
Vo 11062 -2538 0.000
v, 939 -36 0.000
|74 314 224 0.000
Vyr -969 450 3.487
v 11375 2314 0.000
Ve 10748 2761 0.000
Ve -5642 536 -5.232
Ve 2594 1574 -10.463
Vi 11062 2538 0.000
1% 314 224 0.000
Vi -1524 -519 -7.847
v -4118 1055 2.616

Tabelle 3.1: Starken in MeV der M3Y-Wechselwirkung in den un-
terschiedlichen Kanélen

Attraktion in den Even—Kanilen sowie die starke Repulsion im Singlett—
Odd-Kanal der Wechselwirkung, erzeugt durch den Pionenaustausch.

Die M3Y-Wechselwirkung ist erfolgreich in vielen Rechnungen verwendet
worden, insbesondere bei der Berechnung des optischen Potentials in der
Nukleon—Kern- und Kern—Kern-Streuung [Sa 79]. Ein Problem ist allerdings,
daf sie aufgrund ihrer Herleitung keine explizite Dichteabhéngigkeit mehr be-
sitzt, da diese durch den Fit an nur einen Kern verloren gegangen ist. Aus
den oben angesprochenen Rechnungen weifl man, dafl sie deshalb nur fiir
einen kleinen Bereich der Kerndichte von etwa 1/3 der normalen Kerndichte
charakteristisch ist. Das erfolgreiche Verhalten in diesem Dichtebereich soll-
te sie aber gerade fiir die Anwendung in Kernstrukturrechnungen fiir leichte
exotische Kerne interessant machen, da fiir diese Kerne das Verhalten an
der Kernoberfliche mit ihrer geringeren Dichte entscheidend ist. Auf der an-
deren Seite erwartet man von einer realistischen effektiven Wechselwirkung,
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M3Y Wechselwirkung [MeV]
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Abbildung 3.3: M3Y—-Wechselwirkung
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daf sie auch die Eigenschaften von stabilen magischen Kernen wie 10, %°Ca,
4Ca oder 2Pb reproduzieren kann, die als Referenzkerne zur Bestimmung
der Parameter phdnomenologischer Wechselwirkungen wie der Skyrme— oder
Gogny—Wechselwirkung benutzt wurden.

Um die M3Y-Wechselwirkung iiber einen grofleren Dichtebereich anwendbar
zu machen, ist es deshalb notwendig, sie durch eine realistische explizite
Dichteabhéngigkeit zu erweitern. Dies wird in Kapitel 4 genauer erléutert.



Kapitel 4

Die dichteabhingige
NN—Wechselwirkung

Als erster Test der M3Y—-Wechselwirkung sollen nun mit ihr die Eigenschaften
unendlicher Kernmaterie berechnet werden.

4.1 Die Zustandsgleichung unendlicher
Kernmaterie

Die Grundzustandsenergie ist in Hartree-Fock—Rechnungen nach (2.3) gege-
ben durch

E = T+ (V) (4.1)

> 72 k>

o7 k<kp 2m

1 - S - .
+§ ZZ Z Z (o1miky, ovmiks| Ve [ovmiky, o1miky)

0171 0272 k1 <kp, k2<kp,

wobei iiber alle besetzten Zustdnde k, die kleiner als der Fermi-Impuls kg
sind, den Spin o, den Isospin 7 und das antisymmetrisierte Zweiteilchenma-
trixelement der Zentralwechselwirkung summiert wird. In unendlicher Kern-
materie sind die Einteilchenwellenfunktionen |o7k) ebene Wellen und man
kann die Ortwellenfunktion schreiben als

21
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Aus Griinden der Einfachheit sei das Normierungsvolumen Q = 1fm?3. Da-
durch erhilt man fiir die Teilchenzahl A = pQ = pfm3. Im Fermi-Gas—
Modell nimmt man nun an, daf alle Zustdnde in einer Fermikugel mit dem
Radius kr homogen verteilt sind und kann so die Summation in (4.1) durch
eine Integration ersetzen. Die Anzahl der Teilchen identischen Isospins (also
Protonen bzw. Neutronen) pro Volumen ist dann gegeben durch

pq:2/

Hierbei wurde iiber die Spinzustinde summiert. Der Fermi—Impuls ist also
1/
)

3

&k k3.
(27T)3®(k - qu) - 371'2‘ q=pnn

3 . . . .
, fiir symmetrische Kernmaterie mit p, = p, = & ist er

qu = (37T2pq 2

2 \1/3
k F = (% p) =k Fy-
Die kinetische Energie ist dann gegeben durch

&k nk2 3 . n2kE,
r,=2f 2y Ok ~hR) G = pTape mit Ty = 0
die gesamte kinetische Energie durch
3
T = T+ Tw= 7Py + Tupnl (4.2)

3
= 7P falls Pp = Pn = g

Zur Berechnung der potentiellen Emnergie schreibt man die NN-Wechsel-
wirkung, wie in Anhang A.2 gezeigt wird, in spingemittelte Wechselwirkun-
gen fiir den pp— (Proton-Proton) und den pn— (Proton—Neutron) Kanal,
jeweils separat fiir den Hartree— und den Fock—Term, um und erhélt nach
Summation iiber Spin und Isospin:

(V) = (Vi) +2(Vyn) + (Vi) + (V) + 20V + (Vi) (4.3)

Dabei stehen die Abkiirzungen e und d fiir den direkten (oder Hartree-) bzw.
den Austausch- (oder Fock) Term. Man erhélt zum Beispiel

ay d3k, d®ksy oo oo
Vi) = 4 [ SOk = ky) [ Ok = k) (Rifal Vit RiRa)  (4.4)

(2m) (2m)3
i) = 4 [ Gl =) [ G0l = k) (BRIVARR).  (15)
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Fiir ebene Wellen ist die Berechnung der Matrixelemente in (4.4) und (4.5)
trivial. Der direkte Anteil ist durch das Volumenintegral der Wechselwirkung
festgelegt

<E1E2| |]€1]€2 /dSS Vd (46)
und aus der Antisymmetrisierung erhélt man den Austauschanteil
Erfial Vi k) = [ s jo(skn)folska) Vi (s), (4.7)

wobei jg eine sphérische Besselfunktion der Ordnung n = 0 ist [AS 65]. Setzt
man dieses Ergebnis nun in (4.4) und (4.5) ein, so erhilt man nach Integration
iiber die Fermikugel

Vi) = ppony [dsVi(s)

und

1
(Vi = pony [ dspsu(sky) psilsha) Vi (s)

1 €
= Pphn 4 Upn(ppa pn)' (4'9)

Wie man leicht sieht, ist die Grofle der potentiellen Energie im direkten
Term proportional zum Volumenintegral {iber die Wechselwirkung, wahrend
im Austauschterm dieses noch mit einem zusétzlichen Beitrag aus der soge-
nannten Slater-Dichte p(r) psr(skr) gewichtet wird, die durch den Fermi-
Impuls direkt von der Kerndichte abhéngt. Sie ist die Dichtematrix p(r, ")
in Kernmaterie und definiert durch

psi(skp) = Slijl(skF) _ (437r ks) / (;l:;s@(k — kp)jo(sk) (4.10)

Die gesamte potentielle Energie lautet somit

(V) = [ Usp+ 200 pu Up + 0 U] (4.11)
+ P2 Us(0p) + 200 Pn Ug(0p: o) + 9% Us(n)|
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Usk Urg Uso Uro
-980.280 -1324.020 1600.770 823.433

UO UU UT UUT
131.173 155.397 241.332 295.531

d d e e
UPP Upn UPP UP”
372.505 -110.159 -862.645 -1127.930
Ud ik Ue e
131.173 241.332 -995.285 132.640

Tabelle 4.1: Volumenintegrale in MeV der M3Y—-Wechselwirkung in
den unterschiedlichen Kanélen

Fiir symmetrische Kernmaterie vereinfacht sich dieser Ausdruck unter Be-
nutzung von (A.9) zu

1 1
(V) = 10" [Ugy+ 205, + Ui] + 7 0% [Usy(0) +2Us, () + U,(0)]
= 7 [U§+ Ui(o)] (4.12)

mit
U = /d3s Vi(s) und US(p) = /d35 s (skp) Vi'(s).

Die Bindungsenergie E/A pro Nukleon in Abhéngigkeit von der Dichte
bezeichnet man als Zustandsgleichung unendlicher Kernmaterie oder EoS
(equation of state). Man erhélt mit obigen Gleichungen fiir symmetrische
Kernmaterie:

E 1

5= 27 + 50U+ Us ()] (4.13)
Von der EoS weifl man, dafl sie ein Minimum bei einer Dichte von ungefihr
po = 0.16 — 0.17fm™3 besitzt [PB 75]. Dies entspricht in etwa der Dichte
im Innern stabiler Kerne. An diesem Sattigungspunkt betréigt die Bindungs-
energie pro Teilchen etwa E/A = —15.85MeV = —ay . ay ist der Volu-
menkoeffizient der semiempirischen Massenformel von Bethe und Weizsécker
[We 35].
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Abbildung 4.1: Die Zustandsgleichung fiir Kernmaterie fiir verschie-
dene Kompressibilitdten K der M3Y-Wechselwirkung (DDM3Y
steht fiir die dichteabhéngige M3Y-Wechselwirkung)

Tabelle 4.1 zeigt die Volumenintegrale der M3Y-Wechselwirkung. Es fallt
auf, daf sie nur im Austauschterm attraktiv ist, dort allerdings viel stérker,
als der direkte Term repulsiv ist. Fiir hohe Dichten wird deshalb der poten-
tielle Beitrag zur Bindungsenergie dominant und {iberkompensiert bei wei-
tem die Repulsion durch die kinetische Energie. Aus diesem Grund wird die
Sattigungsbedingung von der M3Y—-Wechselwirkung nicht erfiillt, die Kern-
materie kollabiert. Man sieht dies in Abbildung 4.1. Dies ist ein allgemeines
Problem in nichtrelativistischen Hartree-Fock—Rechnungen fiir Kernmate-
rie mit dichteunabhéngigen Wechselwirkungen. Im relativistischen Walecka—
Modell [SW 86] tritt dieses Problem nicht auf, da die Sattigungsbedingung
auf natiirliche Weise durch die Neutralisations des attraktiven skalaren Feldes
mit dem repulsiven vektoriellen Feld erfiillt wird.

Durch eine Verbesserung der M3Y—-Wechselwirkung 148t sich diese Problem
allerdings 16sen. Wie schon erwéhnt wurde, besitzt diese aufgrund des Fits an
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Abbildung 4.2: Diagramme, die zum Meanfield beitragen

die G-Matrix—Elemente eines einzelnen Kernes keine Dichteabéngigkeit. Es
erscheint deshalb sinnvoll, durch die Einfithrung einer explizit dichteabhéngi-
gen Funktion diese Dichteabhéngigkeit nachtréglich wieder herzustellen, und
dadurch eine verbesserte Beschreibung von Kernmaterie (und endlichen Ker-
nen) iiber einen grofen Dichtebereich zu erhalten.

Dies geschieht auf einfache physikalische Weise durch eine Korrektur der
Nukleon—Meson—Kopplungskonstanten, die die Stdrke der Wechselwirkung
zwischen zwei Nukleonen bestimmt [FL 95]. Nimmt man an, daf§ die Kopp-
lungskonstante ihre Stédrke mit der Dichte des Mediums éndert, und versucht,
diese Abhéngigkeit durch eine dichteabhéngige Funktion zu parametrisieren,
so erhélt man analog zu (3.1) fiir die Form der Wechselwirkung

e HIT1—T2]

V (1, 72) = g(p(r1)) Ve

— 7). 4.14
b 0(6() (4.14)
Dabei ist g(p) die noch zu bestimmende Funktion. Zu beachten ist, dafl die

modifizierte Wechselwirkung nicht langer nur vom Relativabstand der Nu-
kleonen abhéngt. Dies gilt insbesondere fiir endliche Kerne.

Die Dichteabhéngigkeit des Vertex fiihrt zur Beriicksichtung zusétzlicher Dia-
gramme bei der Berechnung des Einteilchenmittelfeldes [Ne 82, K6 75|, das
man durch Variation der G-Marix erhélt. Man sieht dies in Abbildung 4.2.
Dabei entspricht das erste Diagramm auf der rechten Seite der Gleichung dem
einfachen Hartree-Fock—Meanfield, wihrend die beiden anderen Diagramme,
die sogenannten Rearrangementdiagramme, die Abhéngigkeit der G-Matrix
von der Dichte bzw. den Einteilchenenergien berticksichtigen.
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4.2 Fit an symmetrische Kernmaterie

Die Bestimmung der dichteabhéngigen Funktion g(p) erfolgt in symmetri-
scher Kernmaterie, fiir die aufgrund ihrer Isotropie weiterhin V(7,75) =
V(|7 — 73|) gilt. Dazu bestimmt man g(p) so, da die Zustandsgleichung
die allgemein bekannten Eigenschaften unendlicher Kernmaterie korrekt be-
schreibt. Da man in symmetrischer Kernmaterie aufgrund (4.13) nur Aus-
sagen iiber den isoskalaren Kanal der Wechselwirkung machen kann, soll
auch nur dieser durch die Funktion g(p) modifiziert werden. Da Kernmaterie
isotrop ist, und die Dichte also iiberall gleich ist und die Stérke der Wech-
selwirkung nicht vom Ort abhéngt, macht man sowohl fiir den direkten als
auch fiir den Austauschterm den Ansatz

V(7)) = fo(p)V5'(7) = V§'(7, p)
Vo (7)) — Jo(p)V5' () = V5 (7, p), (4.15)

wobei g(p(71)) g(p(71)) durch f(p) = g*(p) ersetzt wurde. Fiir endliche Kerne
wird wieder der urspriingliche Ansatz benutzt.

Die Eigenschaften unendlicher Kernmaterie, durch die die Funktion fy(p)
nun bestimmt werden soll, sind

die Bindungsenergie

E 3 1 d .
25T iﬂf(/)) [Uo + Uo(/))}
der Druck

_d(E/A) _ 5 d(E/A)

P p— pr—
AT

und die Kompressibilitit

d* (E/A) d* (E/A)
K =kj = 9p’ :
LT P

Die Séttigungsdichte ist dadurch charakterisiert, daf fiir diese Dichte die EoS
ein Minimum besitzt, der Druck P also verschwindet. Die Kompressibilitat K
definiert den Kriimmungsradius der EoS in Abhéngigkeit von der Dichte. Der
Wert von K an der Sattigungsdichte wird in der Literatur nicht eindeutig spe-
zifiziert, man unterscheidet zwischen harten und weichen EoS, die eine Kom-
pressibilitdt im Bereich von 200 MeV bzw. 350 MeV haben [BG 88, Ai 91].
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Funktion a b c| po[fm™] | K [MeV] | (E/A) [MeV]
(a) 0.876 | -1.993 | -4.418 0.17 230 -15.85
(a) 0.876 | 1.993 | -2.215 0.17 200 -15.85
(a) 0.876 | -1.993 | -9.556 0.17 300 -15.85
(a) | 0.809 | -2.138 | -4.840 | 0.16 230 15.85
(a) 0.899 | -2.138 | -2.430 0.16 200 -15.85
(a) 0.899 | -2.138 | -10.462 0.16 300 -15.85
(b) 1.159 | -1.585 | -0.302 0.17 230 -15.85
(b) | 1.497 | 2261 | 0.640 | 0.17 200 -15.85
(b) 0.370 | -0.008 | -0.486 0.17 300 -15.85
(b) 1.305 | -1.752 | -0.346 0.16 230 -15.85
(b) 1.660 | -2.462 0.701 0.16 200 -15.85
(b) 0.476 | -0.095 | -0.482 0.16 300 -15.85
(c) 1.428 | 0.387 0.000 0.17 230 -15.85
(¢) | 1479] 0.392| 0.000| 0.16 219 -15.85

folp) =1 0.17 38.5 21.35

folp) =1 0.16 38.6 220.12

Tabelle 4.2: Parametrisierung von fy(p) fiir verschiedene Sétti-
gungspunkte und Kompressibilitdten

Man nimmt jedoch an, dafl ein realistischer Wert von K zwischen diesen
beiden Extrema, etwa bei K = 230 MeV liegt. Aufgrund der Unsicherheit
dieses Wertes werden Rechnungen mit unterschiedlichen Kompressibilitdten
durchgefiihrt. Die Bedingungen zur Bestimmung von f(p) lauten somit:

E

|~ —15.85MeV (4.16)
A P=po

P‘p:po -0 (4.17)
K],_, =200 — 350 MeV po=0.16—0.17fm™3 (4.18)

Diese drei Werte erlauben die Wahl einer Funktion mit drei freien Parame-
tern. Angenommen wird, dafl der Wert von f(p) abhéngig ist vom Verhalten
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des Fermi-Impulses kr. Wir wihlen deshalb f(p) als ein Polynom in kp bzw.
in p'/3. Verschiedene Funktion wurden untersucht:

(a) fo(p) :(l+b(p1/3—p(1]/3> +b(p1/3—p(1)/3)2
) dle)=1+a () (8)" e (k)

© ol =alt=b(2)"]

Da Funktion (c¢) nur zwei Parameter besitzt, wurde fiir sie die Kompresssibi-
litdt nicht angefittet. Tabelle 4.2 zeigt fiir die verschiedenen Funktionen fiir
verschiedene Sattigungsdichten und Kompressibilitdten Werte der Parameter
a, bund c. Abbildung 4.1 zeigt die Zustandsgleichung fiir die dichteabhéngige
M3Y-Wechselwirkung (DDM3Y) im Vergleich mit der urspriinglichen Wech-
selwirkung (M3Y). Zur Bestimmung der Parameter rechnet man (4.16) bis
(4.18) aus, und 16st diese Gleichungen nach den Funktionswerten der Funk-
tion f(p) und deren Ableitungen auf. Dies erlaubt eine einfache Berechnung
der Parameter fiir eine beliebige Struktur von fy(p).

4.3 Bestimmung der Symmetrieenergie

Betrachtet man nun nicht mehr symmetrische Kernmaterie, sonden Kernma-
terie mit unterschiedlicher Protonen- und Neutronendichte, so erlaubt dies
auch Riickschliisse auf das Verhalten der M3Y—-Wechselwirkung fiir asymme-
trische Systeme. Dies ist, wie schon anfangs erwéhnt, von besonderen Interes-
se fiir die Beschreibung exotische Kerne. Das Verhalten der Bindungsenergie
von Kernen beziiglich Proton/Neutron-Asymmetrie wird durch den Koef-
fizienten ag (S fir Symmetrie) beschrieben. Man definiert ihn durch eine
Erweiterung von Gleichung (4.13) [PB 75]:

E(p.pn) _ E(p.0) _ (pr\"
= —_— T r = n — 419
Dabei sind L’ff’o) = —ay und €,(py) = ag die Volumen- bzw. Symmetrie-

koeffizienten, letzteren erhédlt man durch Differentiation der Bindungsenergie
beziiglich der isovektoriellen Dichte p,:

o 8E<p07 pT)>
as = 78[)2

(4.20)

pr=0
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Der Wert von ag liegt zwischen 28 MeV und 32 MeV, wie man aus Kernma-
terierechnungen weifl [PB 75]. Die Anpassung der M3Y-Wechselwirkung an
diesen Wert erfolgt nun analog zu (4.14) durch eine Vertexkorrekur mittels
einer dichteabhéngigen Funktion f.(p), die zusétzlich den isoskalaren Kanal
modifiziert. Thre Form wird analog zu fy gewéhlt:

VAR = f (p)VAR) = VA, p)
VAR = fy (VIR = VE.p), (4.21)

1/3
f-(p) = 1+4d <p> (4.22)

Zur Bestimmung von ag startet man mit der allgemeinen Form der Bindungs-
energie pro Teilchen,

E(p,pr) 3 7pPp + Tupn (4.23)
A 5 p '
1 ~ ~
+ 2 102 Usty(0) + 20 o0 Ugh(0), ) + 02 U ()]
1

+ 102 Usy (05 00) + 20 o Ugy (03 95 ) + 92 Usn (05 )|

l\D
2

und entwickelt diese um p = p,, + p, mit dem Entwicklungsparameter p, =
pn — pp. Dabei ist zu beachten, da die Volumenintegrale U(p) nun sowohl
von fj als auch von f; abhéngen, da die pp- und pn—Wechselwirkungen nach
Anhang A.2 jetzt in der folgenden Form definiert sind:

Vi ® = fo (0)Vo(7) = f (0)Va(7)
Vil = o (Vo) + - ())V2 (7). (4.24)

Die Anteile an der Symmetrieenergy e.(p) lassen sich fiir den kinetischen
Term ¢X(p) und den Beitrag vom direkten Term der potentiellen Energie

D

e (p) auf einfache Weise analytisch bestimmen, da sie nicht vom isoskalaren

Kanal der Wechselwirkung abhédngen. Man findet:

(o) = 5 7 (ke(p) (o) = 5 01 (P U (4.25)

Fiir den Beitrag vom Austauschterms ist eine Separation beziiglich des iso-
skalaren und des isovektoriellen Kanals jedoch nicht mehr méglich, da diese
Kanile durch die Slater-Dichten pgy (k,) und psr(k,) gemischt werden. Man
kann sich leicht iiberlegen, dafi ¢£(p) auch vom Koeffizienten V¥ abhiingen
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po = 0.17 d as [Mev]
0 31.27
€ (1).(2).3) | 0177 | 28
ORI A
0 32.04
f=1 0309 | 28
-0.003 32
po = 0.16 d as [Mev]
0 30.00
fe f(1).2).(3)) | 0159 | 28
0o €4, @G0 5
0 30.56
f=1 -0.206 | 28
0.113 32

Tabelle 4.3: Parametrisierung von f;(p) fiir verschiedene Sétti-
gungsdichten und Symmetriekoeffizienten

mufl. Da dieser jedoch durch die dichteabhéngige Funktion f; modifiziert
wird, fiihrt eine Anderung von E/A auch zu einer Anderung von €Z(p). Man
kann €Z(p) und damit f,(p) jedoch numerisch nach Formel (4.20) bestimmen,
nachdem fo(p) bestimmt wurde. Dies verdndert nicht mehr fy(p), da E/A

nach Formel (4.13) nicht von f;(p) abhéngen kann.

Ergebnisse werden in Tabelle 4.3 gezeigt. Man sieht, dafl die mit der M3Y—
Wechselwirkung berechneten Werte fiir ag auch ohne Modifikation im iso-
vektoriellen Kanal sehr gut im theoretisch vorausgesagten Bereich liegen.

Rechnungen, in denen die M3Y durch eine dichteabhéngigen Funktion mo-
difiziert wurde, wurden auch von Kobos et. al [Ko 84] und von Khoa und
von Oertzen durchgefithrt [KO 93]. In diesen Rechnungen wurde jedoch ei-
ne andere algebraische Struktur fiir f(p) benutzt und auf die Anpassung der
Symmetrieenergie verzichtet. Aulerdem erfolgte die Modifizierung der Wech-
selwirkung unter dem Aspekt, sie zur Berechnung des optischen Potentials
zur benutzen.

Im Gegensatz dazu soll die in diesem Kapitel erhaltene modifizierte dich-
teabhingige Wechselwirkung (DDM3Y) in Paarungsrechnungen und an ge-
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bundenen endlichen Systemen getestet werden. Dies wird in den néchsten
Kapiteln beschrieben.



Kapitel 5

Hartree—Fock—Bogoliubov in
Kernmaterie

Nachdem im vorherigen Kapitel die Eigenschaften der M3Y—Wechselwirkung
beziiglich des Einteilchenmittelfeldes, also im Teilchen—Loch—Kanal unter-
sucht wurden, sollen nun die M3Y— und die DDM3Y-Wechselwirkung auf ihr
Verhalten in Paarungsrechnungen untersucht werden. Dies erlaubt es, Aus-
sagen iiber den Teilchen—Teilchen-Kanal der Wechselwirkung zu machen.

5.1 Die HFB—-Gleichungen in Kernmaterie

Die in Kapitel 2 hergeleiteten Hartree-Fock—Bogoliubov—Gleichungen werden
nun auf unendlicher Kernmaterie iibertragen. Im Fermi-Gas—Modell nimmt
man analog Kapitel 4 an, daf§ alle Zustédnde in einer Fermikugel mit dem
Radius kr homogen verteilt sind und ersetzt deshalb wieder die Summation
iiber alle Zustdnde durch eine Integration iiber k:

>k

; - / (27)3

Da die Nukleonen durch ebene Wellen beschrieben werden kénnen, verein-
fachen sich die HFB-Gleichungen betréchtlich. Denn aufgrund der Impulser-
haltung ky+ ky = /;i + /;é, reduzieren sich die Teilchen—Loch- bzw. Teilchen—
Teilchen-Matrixelemente aus (2.33) und (2.34) zu

ka“k/k” = (skk’ ‘/kk”kk” und Vk];/ku];u = (Skk’ Vk];ku,‘gu. (51)

Nach Summation iiber Spin und Isospin erhélt man daraus die HFB-
Gleichungen in Kernmaterie [Ku89al:

33
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Teilchenzahl

plie) =4 [ (k. k) (5.2)

Besetzungswahrscheinlichkeit

1 _
Pk k) = = {1 — ek, kr) = A (5.3)
20 etk kr) = N2 + A2(k, k)
Einteilchenenergien
h2 k> K
ke k) = 4/ KKV kK — Kk (K 4
e(h kr) = 5 — + (2F)3< VKK — Kk (K kp) (5.4)
Gap—Gleichung
d3k’ / / / /
Ak, kp) = —/(%)3(1@ K|Vl — EYu(K ke)o(K ke)  (5.5)

Die Paarwahrscheinlichkeit w(k, kp)v(k, kr) erhilt man aus w?(k,kp) +
v3(k,kr) = 1, es folgt sofort, daf

1 Ak, k)
2 \J(e(k,kp) — \)? + A2(k, kp)

u(k,kp)v(k, kr) = : (5.6)

Dabei ist kr der zur Dichte p, fiir die die Rechnungen durchgefiihrt werden,
korrespondierende Fermi-Impuls. Im ungepaarten Fall (A = 0) entspricht
die Einteilchenenenergie an der Fermikante €(kr, kr) gerade dem chemischen
Potential ), so daB sich die Besetzungswahrscheinlichkeiten durch v?(k, kr) =
O©(k — kr) gegeben sind. Damit reduzieren sich die obigen Gleichungen zu
den HF-Gleichungen.

Die Hartree-Fock—Matrixelemente (kk'|V|kk" — k'k) wurden schon in Kapi-
tel 4 berechnet, die Berechnung der Einteilchenenergien erfolgt analog wie
fiir den ungepaarten Hartree-Fock—Grundzustand. Der einzige Unterschied
ist, dafl die HF—Matrixelemente mit der Besetzungswahrscheinlichkeit v?(k)
gewichtet werden, und deshalb iiber alle moglichen Zustdnde k integriert
werden muf3.
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Die Berechnung der Paarmatrixelemente in Kernmaterie ist trivial, da dort

die Wellenfunktionen |k) = P(7) = %ei’;’? schon bekannt sind. Man erhélt

sofort, wenn man wieder das Normierungsvolumen 2 = 1 setzt:
(k= kVsslk =) = [ Veg(r)e ™ (5.7)
— /VSETJO<‘I€_I€/|T)

Da zur Lésung der HFB-Gleichungen iiber alle k integriert wird und aufgrund
der Isotropie der Kernmaterie das Ergebnnis nicht vom Winkel zwischen k
und k£ " abhéngen kann, darf man in (5.7) iiber die Winkel mitteln und erhélt

(k= kVsulk = K = [ Van(r)jo(kr) jo(k'r) (5.8)
Fiir die M3Y-Wechselwirkung, die aus einer Uberlagerung von Yuwawa

Funktionen besteht (Vsg(r) = zm%), kann dieses Integral analytisch
berechnet werden. Das Ergebnis lautet:

+ (k+ K')?

k—k K — In( e ull k, K .

(= KVl = ) = 5 10 o [ = Vo) (59
Dabei ist [y(i) = ii—’; das Volumenintegral der einzelnen Yukawa—Terme.

Im freien Raum geht damit wegen k, k' — 0 das Matrixelement Vg (k, k') —
> Io(7) in das Volumenintegral des Singlett—Even—Kanals der Wechselwir-
kung iiber.

Bei Rechnungen mit der dichteabhéngigen M3Y ist zu beachten, dafl die Ma-
trixelemente nun auch dichteabhingig sind. Man erhélt die Dichteabhéngig-
keit des SE-Kanals durch Umrechnung der mit fo(p) und f,(p) modifizierten
Koeffizenten Vi (p), V. (p)?, ViE(p) und VE(p) mit Hilfe der in (A.11) angege-
benen Formel.

Die HFB-Gleichungen miissen nun simultan gelost werden, da die Teilchen-
zahl bzw. Dichte p, die Einteilchenenergien und der Gap von den Bestzungs-
wahrscheinlichkeiten v?(k) abhingen, diese jedoch aus den vorherigen Grofien
berechnet werden. Dies wird im néchsten Abschnitt genauer erklért.

5.2 Ergebnisse

Die selbstkonsistente numerische Losung der Gleichungen (5.2) - (5.5) erfolgt
nach dem folgendem iterativen Schema:
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1. Starte mit den HF—Einteilchenenergien und geigneten Werten fiir A(k).

2. Berechne X\ und v?(k) aus der Bedingungen, daf} p den gefordeten Wert
annimmt, die Teilchenzahl also erhalten bleibt.

3. Berechne die Einteilchenenergien neu.
4. Lose die Gap-Gleichung
5. Gehe zuriick zu Schritt 2 bis sich A nicht mehr &ndert.

Zur Losung der Gap—Gleichung (5.5) diskretisiert man das Integral. Man
erhélt so ein nichtlineares Gleichungssystem. Dessen Losung ist numerisch
aufwendig, da der Integrand uv an der Stelle k = kg, wo die Einteilchenener-
gie gerade dem chemischen Potential A entspricht, ein ausgepriagtes Maximum
besitzt, dessen Breite durch den Gap gegeben ist. Fiir kleine bzw. grofle Im-
pulse dagegen féllt der Integrand sehr schnell auf Null ab. Im Grenzfall A — 0
verhélt er sich wie eine d-Funktion. Es ist daher notwendig, die Schrittweite
fiir die numerische Integration im Bereich von kg sehr klein zu wéhlen. Auf
der anderen Seite kann man nicht nur den Impulsbereich um den Fermi—
Impuls fiir die Rechnungen benutzten, da zu einer korrekten Berechnung der
Einteilchenenergien nach Formel (5.4) alle Impulse mit nichtverschwindenden
v? betrachtet werden miissen — und dies erfordert auch die Beriicksichtigung
kleiner Impulse. Allerdings ist es moglich, hohe Impulse abzuschneiden, da
fiir diese sowohl v? als auch uv sehr klein werden. Als Integrationsbereich
wurde daher der Bereich 0 < k < 2kp gewéhlt. Als obere Grenze wurde 2kp
gewdhlt, da dies der maximale Relativimpuls zweier Teilchen innerhalb der
Fermikugel ist. Insbesondere fiir Rechnungen bei sehr hohen Dichten, die als
Losung einen sehr kleinen Gap besitzen, ist daher eine sehr grofle Zahl von
Stiitzstellen erforderlich. Um die Rechnung zu vereinfachen und ihre Kon-
vergenz zu beschleunigen ist es aus diesem Grunde notwendig, einen guten
Startwerte fiir A und A(k) zu wéhlen. Dies ist durch eine Approximation der
Gap—Gleichung moglich.

Eine erste Niherung wire, daff Paarungsmatrixelement Vsg(k, k') in (5.5)
durch das Diagonalelement an der Fermi—-Kante zu ersetzen, da man nur an
dieser Stelle einen grofien Beitrag von uv erwartet. Die Gap—Gleichung lautet
dann

&k Alkp, kp)

(2m)%J(e(k, kp) — N)2 + A2(kp, kp) (510

1~
A(kp, kp) = —5 VSE(kFukF>/

Da Vg g(kp, kr) weder von k noch k" abhéngt, mufl auch der Gap zustandsun-
abhéngig sein. Man erhélt auf natiirliche Weise das gleiche Ergebnis fiir das
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Matrixelement, wenn man eine J-Kraft mit konstanter Starke im Paarkanal
annimmt. Dies trifft zum Beispiel auf die Skyrme-Wechselwirkung zu, die
exakt von dieser Struktur ist.

Die numerische Losung von (5.10) reduziert sich, da nur noch ein Wert fiir
A berechnet werden mufl, zu einer einfachen Nullstellensuche und verein-
facht sich dadurch erheblich. Das Problem ist jedoch, dafl das Integral wegen
e(k) ~ k? linear divergiert. Eine Losung dieses Problemes ist nur durch die
Einfiihrung eines Cut-offs k. im Impulsraum moglich. Da dieser Cut-off je-
doch den Wert des Integrals beeinflufit, &ndert er auch den Wert des Gaps,
so daf} keine allgemeingiiltige modellunabhéingige Aussage mehr iiber dessen
Grofle oder die Stirke der Paarkraft moglich ist. Hartree-Fock-Bogoliubov—
Rechnungen mit Skyrme-Kriften wurden von Takahara et. al [Ta 94] so-
wie Jiang und Kuo [JT 88] durchgefiihrt. Insbesondere untersuchten sie die
Abhéngigkeit des Gaps von der Cut-off-Energie (bzw. -impuls). Benutzt man
dagegen eine Paarkraft mit endlicher Reichweite, deren Matrixelemente fiir
grofle k hinreichend schnell auf null abfallen, konvergiert das Integral in der
Gap—-Gleichung und die Einfiihrung eines Cut-offs ist nicht mehr nétig.

Da aus dem oben angegeben Grund die Naherung mit einer konstanten Paar-
kraft unzuverléssig ist, wird Vsg(k, k') durch das Matrixelement mit k = &’
ersetzt. Auch in diesem Fall kann der Gap nicht mehr vom Zustand abhéngen,
da die Nichtdiagonalelemente der Paarmatrix durch die Diagonalelemente an-
gendhert werden. Diese beschreiben jedoch korrekt das globale Verhalten der
Paarkraft. Man erhélt aus (5.5)

A(kp, kp)
V(€ kp) — X2 + A2(kp, kr)

Alkp, k) = —;/%%E(ls’,k’) (5.11)

Diese Gleichung ist von der gleichen einfachen Struktur wie (5.10). Sie kon-
vergiert jedoch, da (5.9) fiir grofie k verschwindet. Diese Approximation wird
als Startwert zur Losung der exakten HFB-Gleichungen benutzt. Die Giite
dieser Néherung ist erstaunlich gut, wie man in Abbildung 5.1 erkennen
kann. Diese zeigt jeweils fiir die M3Y als auch fiir die DDM3Y den Gap an
der Fermikante in Abhéngigkeit vom Fermi—Impuls, bei dem die Rechnungen
durchgefiihrt wurden

Es wurden nun Rechungen mit der dichteabhéngigen M3Y fiir unterschiedli-
che Kompressibilitdten sowie mit der urspriinglichen M3Y durchgefiihrt und
die Ergebnisse verglichen. Abbildung 5.2 zeigt die exakte Losung der HFB—
Gleichungen fiir die DDM3Y mit Kompressibilitdten zwischen 200 MeV und
300 MeV.
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Abbildung 5.1: Vergleich vom Gap A(kr) der Approximation aus
Gleichung (5.11) und der exakten Losung A(kg, kr) an der Fermi-
kante im Abhéngigkeit vom Fermi—Impuls

Man erkennt, dafl alle Kurven ein Maximum im Bereich von kp ~ 0.8 fm™!
besitzen. Dies entspricht einer Kernmateriedichte von p = 0.035fm =3, also
etwa einem Fiinftel der Sittigungsdichte py = 0.17 fm 3. Dies stimmt mit den
von Takahara et. al fiir verschiedene Skyrme-Parametrisierungen erhaltenen
Ergebnissen iiberein [Ta 94]. Tendenziell erkennt man, dafl sich das Maximum
der Rechnungen mit der DDM3Y fiir groflere Kompressibilitdten geringfiigig
zu kleinen Dichten verschiebt.

Die Hohe des Maximums hédngt dagegen stark von der Kompressibilitéit der
Kernmaterie ab. So liegt das Maximum fiir K = 200 MeV bei A(kp, kr) = 3.7
MeV, wihrend es fir K = 300 MeV nur A(kp, kp) = 2.45 MeV betrigt.
Fiir den realistischeren Wert von K = 230 MeV findet man A(kp, kr) =
3.25 MeV. Dieser Medieneffekt ist eine direkte Folge der Dichteabhéingigkeit
der Paarkraft. Die M3Y 148t sich nicht in diese Systematik einordnen. Das
Maximum liegt bei nur 2.1 Mev, wihrend ihre Kompressibilitat mit K ~ 40
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Abbildung 5.2: Exakte Losung der HFB-Gleichungen fiir DDM3Y
mit unterschiedlichen Kompressibilitdten. Gap an der Fermikante
in Anhéngigkeit vom Fermi—Impuls

MeV verschwindend gering ist. Das andere Verhalten der M3Y ist jedoch
leicht versténdlich, da sie einerseits vollkommen andere Einteilchenenergien
besitzt (kein Séattigungspunkt!) und andererseits im Falle der DDM3Y die
Starke der Paarkraft durch die Dichteabhingigkeit verindert wurde. Man
erkennt dies an der Stelle kr ~ 1.2fm™!. Dort hat die Funktion fo(p(kr))
ungefihr den Wert 1, demzufolge schneiden sich alle Kurven an dieser Stelle.

Die Tatsache, dal A(kp, kr) sein Maximum bei kleinen Fermi-Impulsen an-
nimmt, bestéatigt die Erwartung, dal Paarkorrelationen bei kleinen Dichten
eine wichtige Rolle spielen und nicht vernachlissigt werden diirfen. Ubertra-
gen auf endliche Kerne bedeutet dies, dafi Paarungskrifte in der Oberflache
am stirksten sind und von deren Eigenschaften abhédngen. Man kann auch
umgekehrt sagen, dafl die Oberflichenstruktur durch die Paarkraft beein-
flut wird. Es daher anzunehmen, dafl insbesondere die Eigenschaften leich-
ter, oberflaichendominierter Kerne von dem Verhalten des Teilchen—Teilchen—
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Abbildung 5.3: Vergleich der Dichteabhéingigkeit des Gaps
A(kp, k) zwischen der DDM3Y, der Gogny D1 und der SkP Wech-

selwirkung.

Kanals der Wechselwirkung abhéngen. Dies ist bei der Beschreibung exoti-
scher Kerne von besonderer Wichtigkeit.

Im Gegensatz dazu verschwindet A(kp, kr) fiir die Sattigungsdichte po fast
vollstandig, so dafl sich bei Beriicksichtigung von Paarkorrelationen die Ei-
genschaften der Zustandsgleichung am Sattigungspunkt nicht sehr stark
dndern. Es wurde deshalb darauf verzichtet, die Funktion fy(p) in einer
HFB-Rechnungen nachzujustieren, da die Unsicherheiten {iber die genaue
Lage des Séattigungspunktes grofler sind als die durch die Beriicksichtigung
der Paarkraft entstehenden Korrekturen. So betragt der Wert von A(kp, kr)
bei po(kp = 1.36fm™1) = 0.17fm =3 nur 0.09 MeV fiir die DDM3Y bzw. 0.15
MeV fiir die M3Y.

Es ist nun interessant, sich die Quasiteilchen-Besetzungswahrscheinlichkeiten
v?(k) bzw. die Paarungswahrscheinlichkeiten u(k)v (k) fiir die Extremflle des
maximalen bzw. fast verschwindenden Gaps anzuschauen. Man sieht dies in



5.2. ERGEBNISSE 41

Abbildung 5.4. Wahrend bei hohen Dichten die Besetzungswahrscheinlichkeit
einer ©-Funktion gleicht, also eine fast scharfe Fermi-Kante wie im reinen
HF-Grundzustand existiert, erstreckt sich fiir ein grofies A die Paarungs-
wahrscheinlichkeit iber den gesamten Impulsbereich.

Abschlielend sollen noch die erhaltenen Ergebnisse mit Resultaten aus Rech-
nungen mit anderen Wechselwirkungen verglichen werden. Ahnliche Rech-
nungen wurden, wie schon erwahnt, mit der Skyrme—Wechselwirkung durch-
gefiithrt [Ta 94]. Kutcharek, Ring und Schuck haben HFB-Rechnungen mit
der Gogny D1 Wechselwirkung durchgefiihrt [Ku89a, Ku89b]. Da die Gogny—
Kraft wie die M3Y eine endliche Reichweite besitzt, ist es nicht notwendig,
einen die Grofle des Gaps verdndernden Cut—Off einzufithren. Das macht den
Vergleich der Ergebnisse mit der Gogny—Kraft besonders wichtig, da er qua-
lititative Riickschliisse auf die Eigenschaften des Teilchen—Teilchen—Kanal
der (DD)M3Y erlaubt. Abbildung 5.3 vergleicht die DDM3Y, die M3Y, die
Gogny D1 und die Skyrme SkP Wechselwirkung miteinander. Die ph&nome-
nologische SkP Wechselwirkung wurde unter besonderer Beriicksichtung der
Paarungseigenschaften von Dobaczewski et al. bestimmt [Do 84].

Die Abhéngigkeit des Gaps von der Dichte stimmt bei allen Rechnungen qua-
litativ sehr gut {iberein. Insbesondere die Lage des Maximums der Kurven
ist fast identisch und bestitigt so das verniinftige Verhalten der DDM3Y
im Paarungskanal. Die Grole des Maximums 148 sich fiir die Skyrme SkP
nur bedingt vergleichen, da, wie schon erwihnt, dieser Wert nicht eindeutig
bestimmt werden kann. Die gute Ubereinstimmung mit der Gogny D1 Wech-
selwirkung ist allerdings sehr befriedigend, da sich diese Wechselwirkung mit
grofiem Erfolg in HFB-Rechnungen fiir stabile Kerne bewéhrt hat [DG 80].

Unterschiede bestehen allerdings im Verhalten im Bereich der Sattigungs-
dichte. Wéhrend der mit der Skyrme SkP berechnete Gap fiir hohe Dichten
zu schnell gegen Null geht und bei py vollig verschwindet, besitzt die Gogny
D1 an dieser Stelle den iiberraschend hohen Wert von ~ 0.6 MeV. Das mit der
DDM3Y erhaltene Resultat liegt zwischen diesen beiden Extremen. Damit
scheint die DDM3Y auch in diesem Dichtebereich physikalisch verniinftige
Ergebnisse zu liefern. Allerdings ist noch nicht vollstdndig geklért, welche
Ergebnisse in diesem Dichtebereich wirklich zu erwarten sind, wenn auch die
meisten Rechnungen einen Gap A(pg) < 0.5 Mev favorisieren [Ch 86, Ke 66].
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Abbildung 5.4: v? und wv in Abhingigkeit vom Teilchenimpuls k
bei einer Kerndichte von p(kp = 0.76fm™') = 0.03fm™* (oben)
und p(kp = 1.33fm™1) = 0.16fm =3 (unten).



Kapitel 6

Die HF + BCS Gleichungen fiir
endliche Kerne

In den vorherigen Kapiteln wurde die DDM3Y in Kernmaterie beziiglich
ihrer Eigenschaften im Teilchen—Loch- und im Teilchen—Teilchen—Kanal un-
tersucht. Der néchste Schritt ist nun, sie auf reale physikalische Systeme
anzuwenden und zu iiberpriifen, ob sich mit Hilfe der in Kernmaterie be-
stimmten Eigenschaften auch endliche Systeme korrekt beschreiben lassen.
Dazu muf} die Hartree—Fock—Theorie zuerst fiir dichteabhéngige Wechselwir-
kungen verallgemeinert werden.

In diesem Kapitel sollen die HF 4+ BCS Gleichungen im Ortsraum hergeleitet
werden. Es ist zwar numerisch vorteilhaft, daf§ Problem durch Diagonalisie-
rung des Hamiltonoperators in einer beliebigen vollstdndigen Basis zu 16sen,
insbesondere weil dies auch die exakte Behandlung des Austauschterms fiir
eine Wechselwirkung endlicher Reichweite vereinfacht. Fiir die Gogny—Kraft
wurden diese Rechnungen etwa in einer harmonischen Oszillator Basis durch-
gefithrt [DG 80] und so die gebundenen Zusténde des Kerns bestimmt. Der
Nachteil dieser Methode ist aber, dafl die Beschreibung der Kontinuums-
zustande schlecht ist, selbst wenn eine sehr grofle Anzahl von Basiszustdnden
benutzt wird. Zur richtigen Behandlung von Kernen an der Neutronen- oder
Protonen—Dripline ist allerdings die korrekte Beschreibung der Kontinuums-
zustdnde wichtig, da diese durch die Paarkraft an den Kern angekoppelt wer-
den. Dadurch kénnen ohne Paarkraft ungebundene Zustédnde gebunden wer-
den oder ungebundene Zustinde mit der Wahrscheinlichkeit v besetzt sein.
Dies erklart, warum HFB bzw. HF+BCS Rechnungen fiir exotische Kerne im
Ortsraum durchgefiihrt werden sollten. Da die Skyrme-Kraft durch ihre 9-
Reichweite die Rechnungen dort extrem vereinfacht, wird sie in der Regel fiir
diese Rechnungen verwendet [Do 84]. Das Problem ist jedoch, wie im letzten

43
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Kapitel gezeigt wurde, dafl gerade aufgrund dieser 6-Kraft im Paarungskanal
ein unphysikalischer Cuttoff eingefiigt werden muf, der es erlaubt, auf belie-
bige Weise die Grofle des Gaps in Kernmaterie anzupassen. Dies trifft zwar
so nicht mehr auf endliche Kerne zu, allerdings ist es wiinschenswert,auch die
Paarkraft durch eine realistische effektive Wechselwirkung endlicher Reich-
weite zu beschreiben. Deshalb soll nun versucht werden, eine Beschreibung
zu finden, die es erlaubt, im Ortsraum sowohl den Austauschterm als auch
die Paarkraft zuverlédssig zu behandeln.

6.1 Kinetische und potentielle Energie

Die kinetische Energie eines Systems mit A Nukleonen ist nach (2.3) gegeben
durch

T = ];415|—|k: /d?’r—rf‘) /dST—{Tp(Fﬁ+Tn(f§} (6.1)

Dabei ist die kinetische Energiedichte 7(7) definiert durch
= = 2
7(7) = 3 |Vou(7, 0, 9)| (6.2)
ko

Fiir den Beitag zur potentielle Energie vom Zentralpotential erhélt man ana-
log Gleichung (2.3):

(Vo) = {Z<k1k2]V|klk2> — (k1ka|V |kaky) (6.3)

Schreibt man nun die NN-Wechselwirkung wieder mit Hilfe der spingemittel-
ten Wechselwirkung aus Anhang A.2 separat fiir die pp- und pn-Kanile des
Hartree- und des Fock-Terms auf und summiert iiber Spin, Isospin und alle
besetzten Zustinde k1, ko, so erhélt man mit riy = |7} — 77|

(Vo) = (V) +2(VA) + (VL) + (Vo) + 2(Vie) + (Vi) (6.4)
= [d@n [ @ {nnEVane) +
200 (7)o (F2) Vb (r12) + (1) o (72) Vi (r12) |
+ /dgrl/d3r2{p§ 71, 79) Vo (r12)  +
200 (71, 72) (1, 72) Vi (r12) + P (71, 72) Vi (712) |
= (V& + (V).
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Die Dichtematrizen sind definiert durch
pCI(Flv FQ) = Z gb;;(Fl? g, Q)Qbk(F?v g, q) und IOQ(F) = pQ<F7 F) (65>
ko

Die Wechselwirkungen héngen nun, da die DDM3Y verwendet wird, von der
Dichte ab. Mit (A.2), (4.14), (4.15) und (4.21) folgt sofort:

Vi(riz, ) = go(p(P))Vi (r12)g0(p(72)) + g (p(F1))VE (r12) g- (p(72))
Vi (ria, p) = go(p(71)) Vi (r12)90(p(72)) — g+ (p(71))VE (r12) g+ (p(72)).

Die Austauschwechselwirkungen erhélt man auf die gleiche Weise.

6.2 Dichtematrixentwicklung des
Austauschterms

Da die Variation des Austauschterms in (6.4), wie in Kapitel 2 gezeigt wur-
de, zu einem gekoppelten System von Integrodifferentialgleichungen fiihren
wiirde, die numerisch nur sehr aufwendig zu lésen sind, soll hier ein ande-
rer Weg gewéahlt werden. Zuerst fiihrt man in (6.4) die Kordinatentrans-
formation B = @ und § = 75 — r; durch. Analog zu dem Verfahren
von Negele und Vautherin [NV 72, NV 75] entwickelt man die Dichtematrix
p(R+ 5/2, R — §/2) beziiglich der Schwerpunkts- und Relativkoordinaten R
und § und mittelt iiber den Raumwinkel. Dies wird in Anhang B ausfiihrlich
erldutert. Das Ergebnis fiir die winkelgemittelte Dichtematrix (DME) lautet:

— —

) s s =
; (R + SR 2) — psu(ske) p(F)
1

(VR () SR (66)

Die Giite dieser Entwicklung héngt nun entscheidend vom Entwicklungspara-
meter kg ab. Die einfachste Wahl ist der Fermi-Impuls des Thomas—Fermi-
Modells kr = (3/272p)"/3. Damit entspricht der Term in (6.6), der propor-
tional der Slater—Dichte ist, der Dichtematrix in Kernmaterie, wahrend der
Term proportional j3 die Korrekturen beschreibt, die von der Oberfliche des
Kernes stammen. Dieser Term mufl zusétzlich in den Rechnungen beriick-
sichtigt werden, um so eine verbesserte Beschreibung des Austauschterms zu
erhalten. Der oben angegebene Fermi-Impuls wurde von Negele und Vauthe-
rin [NV 72| fiir ihre Rechnungen gewéhlt. Hier soll jedoch eine andere Wahl
getroffen werden.
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Da nicht anzunehmen ist, dafl sich der Fermi—Impuls eines Nukleons fiir
oberfiachenbehaftete endliche Systeme genauso verhélt wie in Kernmaterie,
erscheint es sinnvoll, die Oberflichenkorrekturen direkt in seiner Definition zu
beriicksichtigen. Eine natiirliche Wahl fiir diesen modifizierten Fermi-Impuls
ist

k2(R) = = : (6.7)

Durch diese Wahl verschwindet der zweite Term der DME exakt und (6.6)
vereinfacht sich zur wohlbekannten Slater-Approximation des Austausch-
terms, jetzt jedoch mit einem modifizierten Fermi—Impuls:

—

(= 5 3 .
4 <R + 5 R — 2) = psr(skr) p(R) (6.8)

Anders ausgedriickt kann man auch sagen, dal kr die Oberflachenkorrektu-
ren bis zur ersten Ordnung beinhaltet. Diese Wahl des Fermi-Impulses bringt
den Vorteil, daf§ sich die Beschreibung des Austauschterms vereinfacht da die-
ser nun genauso wie in den Rechnungen fiir Kernmaterie behandelt werden
kann.

Die Wahl von kp wird auch durch die Tatsache gerechtfertigt, dafl sich kp in
Kernmaterie zum normalen Fermi—Impuls des Thomas—Fermi—-Modells redu-
ziert, da dort VZp = 0 ist.

Entscheidend ist jedoch, dafi die Dichtematrixentwicklung die Relativkoor-
dinate von der Dichte separiert, so dafl s ausintegriert werden kann. Dies
erlaubt es, eine Austauschwechselwirkung endlicher Reichweite (was bei der
M3Y durch die Yukawaabhingigkeit der Fall ist) durch eine effektive o-
Wechselwirkung zu ersetzen, deren Stédrke vom Fermi—Impuls am Ort der
Wechselwirkung abhéngt:

Ve(s) = 8°() V" (ki) (6.9)
mit
VECke(R) = [ d'sV*(s)py (she(R) (6.10)

Man sieht dies sofort durch Einsetzen beider Seiten von (6.9) und (6.8) in
ein Integral der Form

(Ve) = / &R / &s 02 (B + 5/2, R — 3/2) Ve(s). (6.11)
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Zur Berechnung des Austauschtermes in (6.4) wihre es nun eigendlich not-
wendig, auch die dichteabhéngigen Funktionen go(p(R £ 5/2)) und g, (p(R +
§/2)) in V., (s,p) um R zu entwickeln. In erster Ndherung kann man je-

doch p(R =+ §/2) durch p(R) ersetzen, da anzunchmen ist, daB der daraus
entstandene Fehler klein ist im Vergleich zum Fehler aus der Entwicklung der
Dichtematrix. Diese Nitherung ist insbesondere gut, wenn Vg(p(R)) klein ist.
Man erhélt

Vio(s:0) = ga(p(R))Vi(s) + g2(p(R)) V¥ ()
R —9

R
Ve(s,p) = galp(R)Vs(s) R

H(p(R)Vr (s)-

Der Austauschterm in (6.4) vereinfacht sich so zu

/d3 Ve(R) + (6.12)
QPp(R)Pn(é)‘zi(ﬁ) + LRV, (R) },

wobei die Starken der Wechselwirkungen zum Beispiel durch
Vi 02,82, 3 B) = [ @5V (5, p)pss (shy () s (sh () (6.13)

gegeben sind.

6.3 Variation des Energiefunktionals

Um die Hartree-Fock Gleichungen im Ortsraum herzuleiten, muf3 die Grund-
zustandsenergie minimiert werden. Dazu schreibt man diese zuerst als ein
Integral iiber die Energiedichte:

Ly )
Bur =T+ /d3RH R), (6.14)

Durch Vergleich mit den Gleichungen aus Abschnitt 6.1 und 6.2 erhélt man

Hy(R) = ;’m [7(B) + 7a(R)] (6.15)
Hya(R) = HYi(R)+HUi(R) + HY4(R) + Hyd(R) (6.16)

Hye(R) = HUYE(R)+ HUL(R) + H2(R) + Hy(R),
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wobei die Abkiirzungen definiert sind durch zum Beispiel

n — ]_ — — ~e —

HE(R) = 5 o) pu( BV, (K2, 2, 01 ) (6.17)
n — 1 — — -

HY(R) = 5 o (R)US (R p(R)). (6.18)

U, ist durch ein Faltungsintegral gegeben:
Us(Bop(R) = [ @ pu(@) VA(IF - 7, p) (6.19)
= g0(p(B) [z pu(@)g0(pl@) V(| 7)
~ 0lp(R) [ ¥ pu(@g-(p(@)VIE - 7))

Die Bestimmung der HF-Gleichungen fiir die Einteilchenwellenfunktionen
erfolgt normalerweise durch Variation beziiglich der ¢;. In unserem Fall je-
doch ist die Gesamtenergie kein einfaches Funktional der Dichte bzw. der ¢
mehr, da — im Gegensatz zur einfachen Slaterapproximation — der eingefiihr-
te effektive Fermi-Impulses kr in nichtlinearer Form von der Dichte p, der
kinetischen Energiedichte 7 und Termen 62p, in denen der Laplaceoperator
auf die Dichte wirkt, abhédngt. Durch die spezielle Wahl des Fermi—Impulses
haben sich zwar die Gleichungen fiir die Gesamtenergie des Systems verein-
facht, dies wird allerdings durch das Hinzukommen zusétzlicher Rearrange-
mentterme in den HF-Gleichungen erkauft. Die Rearrangementterme haben
ihren Ursprung in der Dichteabhéingigkeit der Wechselwirkung und sind eine
direkte Folge der korrekten Variation beziiglich der Dichte [K6 75, Ne 82].
Da sie erst durch die Variation entstehen, beeinflussen sie Gesamtenergie des
Systems nicht. Thre Beriicksichtigung in den HF—-Gleichungen macht sich aber
direkt in den Einteilcheneigenschaften (Wellenfunktionen, Bindungsenergien)
bemerkbar.

Die HF-Gleichungen erhélt man, indem man p, 7 und V2 p in der Energiedich-
te durch die ¢ und deren Ableitungen ausdriickt und Eyr analog Gleichung
(2.7) variiert:

/d3R5 (H(é) - zkj (B[ ¢ ) —0 (6.20)

Zur genaueren Ausfithrung dieser etwas langeren Rechnung wird auf Anhang
C verwiesen. Das Ergebnis fiir die Variation beziiglich einer Protonenwellen-
funktion lautet:

{—62?7;;(]%)6 + UM (R) + Uf(ﬁ)} &r(R) = eron(R) (6.21)
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Das reguldre Hartree—Fock—Potential ist gegeben durch
UST (R) = (U (R) + U (R)] + [pp(B)Vi(B) + pu(R)Vis (R)] (6.22)

und die effektive Masse durch

m

2m 5 8{7;‘1, Bf/pen
1+ 3% {Pp i T2

m(R) = (6.23)

Die effektive Masse hat ihren Ursprung in der Abhéngigkeit des Fermi-
Inpulses im Austauschterm von der kinetischen Energiedichte 7. Die Va-
riation beziiglich der dichteabhéngigen Funktionen gy(p) und g¢,(p) und die
Variation beziiglich des Fermi-Impulses fiithrt zu dem zusétzlichen Rearran-
gementpotential:

UR(E) — a (chc'l + HVCe') % a (va + HVCe‘) 897’ (6 24)
P dg0 dp dgr dp '
L, | oV, W
T hw | P g2 TP g2
5| Wi Wy,
“o1Y | ke T gk

Hervorzuheben ist, dal durch die Wahl des Fermi-Impulses in Gleichung
(6.7) die Impulsabhéngigkeit der Wechselwirkung beriicksichtigt wird, ohne
daf} ein neuer Parameter eingefiihrt werden mufite. Diese Impulsabhéngigkeit
ist eine direkte Folge der 7—Abhéngigkeit des modifizierten Fermi—Impulses.
In den HF-Gleichungen wird die Impulsstruktur der Wechselwirkung durch
die oben angegebene effektive Masse beschrieben.

Die HF-Gleichungen fiir Neutronen erhélt man durch Vertauschen der Indizes
p < n. Die Gleichungen (6.21) entkoppeln durch die Dichtematrixentwick-
lung des Austauschterms und kénnen so separat fiir jeden einzelnen Zustand
gelost werden.
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6.4 Die Einteilchenwellenfunktionen

Die HF-Gleichungen vereinfachen sich weiter, wenn man annimmt, dafl der
Kern abgeschlossene Schalen besitzt. In diesem Fall ist es moglich, die Ein-
teilchenwellenfunktionen beziiglich den Orts— und Winkelkoordinaten zu se-
parieren. Man macht dazu den Ansatz

O(7,0,7) = @a(r) Yijm(0, ¢, 0) X4(7T), (6.25)
mit
R,
Pa(r) = r(r) (6.26)
und
Wi (6,6,7) = 3 {1 5 ] ) Vi, (6,0) i 0, (0) (6.27)
Dabei sind

e ( die Ladungs- bzw. Isospinquantenzahl
e n die Hauptquantenzahl

e | die Drehimpulsquantenzahl

e j die Gesamtdrehimpulsquantenzahl

e m die magnetische Quantenzahl.

Wiéhrend der Index k fiir alle Quantenzahlen steht, ist der Index « eine
Abkiirzung fir a = {q,n,l,j}.
Mit diesem Ansatz lassen sich die Dichte p(r) und die kinetische Energie-
dichte 7(7) stark vereinfachen, da aufgrund der geschlossenen Schalen iiber
m summiert werden kann. Man findet, dafl die Dichten sphérisch symmetrisch
sind:

1

pr) = g 3 @iet DR (6.28)
SIS SICTASY (%ﬁ”) 4 lallat D wi(r)} (6.20)

Die Potentiale hiangen dadurch auch nur noch von r ab, so da8 sich (6.21) mit

v 2 I(1+1 . .. . . . . .
V2 = jQ 422 (+2 ) zu einer gewOhnlichen Differentialgleichung zweiter
T rdr r

Ordnung reduziert.
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6.5 Die Spin—Orbit—Wechselwirkung

Im Gegensatz zu Kernmaterie muf fiir endliche Kerne auch die Zweiteilchen—
Spin—Orbit—Wechselwirkung beriicksichtigt werden, die fiir die Schalenstruk-
tur mafigeblich ist. Die Spin—Orbit—Wechselwirkung ist gegeben durch

=

Vis = Vis(ri2)LS
—1 . . . . = = . .

= ZVLS(lrl — T2|)(T’1 — 7‘2) X (V1 - VQ)(O'l +02)
und wird wie in [VB 72, NV 72| behandelt. ¢ = 2§ sind die Pauli-

Spinmatrizen. Der Beitrag von V¢ zur potentiellen Energie ist gegeben durch
NV 72]

—

Eso = / &*R Ho(R) (6.30)

=

= 5 [ @Rr{e0)p(B) TR +
@ [kn(B)] Vpu(R) Ju(R) + @ [k (R)] Vi, (R) Jo(R)}
mit
o) = —2; [ Vis()3(sk)s* ds. (6.31)

Dabei ist J(R) die Spindichte. Sie wird allgemein definiert durch

J(R)=(=i) Y 61 01,9) [Vor(R,02,q) x (01]50)] - (6.32)

k o1 02 q

Im Grenzfall einer kurzreichweitigen Wechselwirkung reduziert sich obige
Formel zu

p(k) = ¢(0) = _2;T/VL5(S)84 ds = W, (6.33)

Damit erhédlt man nach partieller Integration fiir die Energiedichte

Hao(R) = — W {p(B) VT() + pu(R) VIR) + p(R) T ()}

Variert man die potentielle Energie beziiglich einer Protonenwellenfunktion,
so erhélt man zwei Terme. Der erste triagt zum Zentralpotential bei

-

Vi () = —5Wo [o(R) VT(B) + (R VI (R)] (6.34)
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wihrend der zweite das Einteilchen—Spin—Orbit—Potential bestimmt:
i 3 1 = = NS o = NS o
VER) = W0 [Vol) (=)(¥ x 8) + Vo () (-)(F x 7)) . (639)

Fiir geschlossene Schalen und mit dem in (6.25) angegebenen Ansatz fiir
or(R, 0,q) reduziert sich die Formel fiir die Spindichte zu

i - Zi) (6:36)
— o S @+ D [iala + 1)~ Lalla + 1)~ | RA(R)

Dadurch vereinfacht sich das Einteilchen—Spin—Orbit—Potential fiir sphérisch
symmetrische Kerne zu der bekannten Thomas—Formel

I 1 1 d
V) =W
Es ist moglich den Koeffizienten Wj fiir den Spin—Orbit—Term aus der vorlie-
genden Form der M3Y—Wechselwirkung direkt zu berechnen. Sie parametri-
siert die Funktion Vzg(r) durch eine Uberlagerung zweier kurzreichweitiger
Yukawa-Funktionen mit den Reichweiten 0.25 fm und 0.4 fm. Die Stérken der
Yukawa-Funktionen in der vorliegenden Even-Odd-Parametrisierung kann
man Tabelle 6.1 entnehmen [An 83].

Die Spin—Orbit—Wechselwirkung erhélt man daraus mit Hilfe der Umrech-
nung Vs = 1 (BVLSO + VLSE) [Be 77]. Mit diesen Werten berechnet man

aus (6.33) den Koeffizienten Wy = 105 MeV fm?®.

Aus Griinden der Vergleichbarkeit mit Skyrme-Rechnungen wurde jedoch
fiir die HF-Rechnungen der Wert W, = 120 MeV fm® aus Referenz [VB 72]
gewdhlt. Dieser Wert reproduziert fiir eine Skyrme-Wechselwirkung die ex-
perimentelle Spin-Orbit—Aufspaltung des Niveaus 1p von ®O und stimmt
auch mit dem Spin—Orbit—Potential einer Woods—Saxon—Parametrisierung
des Einteilchenpotentials iiberein.

() + po(R)] 5. (6.37)

o VLSE VLSO

0.25 fm || -5101 MeV | -1897 MeV
0.40 fm || -337 MeV | -632 MeV

Tabelle 6.1: Koeffizienten der Spin—Orbit—Wechselwirkung
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6.6 Die Coulomb—Wechselwirkung

Fiir Protonen muf zusétzlich noch die Coulombwechselwirkung Uco (1) = i—z

beriicksichtigt werden. Aufgrund ihrer endlichen Reichweite ist der Beitrag
des direkten Terms zur Gesamtenergie gegeben durch

62

1 R -
Bga = 5 [ [ drid'ra p,(7)p(7) (6.38)

71— 7o
Der Austauschterm kénnte nun analog zu dem Beitrag vom Zentralpotential
mit Hilfe der Dichtematrixentwicklung fiir p,(7,71)? berechnet werden. Da
dieser Beitrag jedoch relativ klein ist, wird er in der normalen Slaterappro-

ximation berechnet. Dieser Term 148t sich analytisch vereinfachen und man
erhalt [NV 72]

pe = -3(3 1/362 d3r p,(7)*? (6.39)
Coul — 4 \r pp . :

Variation beziiglich einer Protonenwellenfunktion fiihrt zu einem Beitrag im
Einteilchenpotential fiir Protonen der Grofie

—

UCOUI(E) = Ug’oul(é>+U80ul(R)

3 D ? 3\"/* 2 $\1/3
= /d Ry pp(Ry) F-R| <7T) e pp(R)7". (6.40)
- 1

Die dichteabhéngige Ndherung fiir den Austauschterm fithrt zu einem Beitrag
zur Rearrangementenergie, der bei der Berechnung der Gesamtenergie des
Systems beachtet werden muf3.

R 1 /3\'/? 2 3 D\4/3
Ebu=7(2) @ [ R (). (6.41)

6.7 Die Paarungskraft

Die Behandlung der Paarkorrelationen erfolgt im HEF + BCS Verfahren.

Man nimmt an, daf§ auch Kerne mit nichtabgeschlossenen Schalen sphérische
Symmetrie zeigen. Dies ist eine direkte Folge der kurzreichweitigen Paarkraft,
da diese die Nukleonen in zeitumgekehrten Zustinden aneinander streut und
so {iber den gesamten Drehimpulsbereich m einer Schale gleichméBig verteilt.
Dadurch kann man den in Gleichung (6.25) gemachten Ansatz fiir die Wellen-
funktionen beibehalten, jedoch miissen bei der Berechnung der Dichten die
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Wellenfunktionen mit den Besetzungswahrscheinlichkeiten v der einzelnen
Zusténde gewichtet werden.

Gleichung (6.28) verallgemeinert sich dadurch zu

> 02 (2o + DRE(r) (6.42)

[0}

r)
a 47?7’2

Die kinetische Dichte und die Spin—Orbit—Dichte werden auf die gleiche Weise
modifiziert.

Die Berechnung der Paarmatrixelemente erfolgt in einer lokalen Impulsnéhe-
rung. Die Zeitumkehrung des Zustandes ¢, wird durch den Operator K aus-
gedriickt und wirkt nicht auf den Radialanteil der Wellenfunktion. Mit der
in Gleichung (6.27) gegebenen Definition fiir W;;,, erhilt man:

K \Dljm - (_)]—i—m \Ijl]’_m - \Pljm (643)
Die Wellenfunktion ¢ wird nun um die Schwerpunktskoordiate R der wech-

selwirkenden Teilchen entwickelt, indem im Translationsoperator der Gradi-
ent durch den lokalen Impuls ersetzt wird:

Sh(B+2) = e3Vgu(R) = e3P gy (R) (6.44)
Zeitumgekehrte Zustédnde besitzen entgegengesetzte Impulse, so daB:

K gn(B+ 2) = e Ry (R). (6.45)
Fiir das Matrixelement erhélt man in dieser Ndherung

(REVIKE) = [ dRép(R)ei(R)si(R)di (R) x (6.46)
/dSSV 5 (=i (R) =Ry, (R)+Fy (R)+y (R))

Nach Integration und Mittelung {iber den Raumwinkel léiﬁt~sic}l das Integral
iiber d®s analog zu Kernmaterierechnungen auch als 6%(5) V?(R) mit

VP(R) = / d*s V (s) jo(sk(R)) jo(sk (1)) (6.47)

schreiben. Dieses Integral wird zustandsunabhéngig, wenn man den Im-
pulsiibertrag durch den Fermi-Impuls der Nukleonen ersetzt oder iiber die
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Fermi—Kugel mittelt. Man erhélt dann eine Paarkraft mit der dichte- bzw.
ortsabhingigen Stérke

V(ke(R)) = [ dsV(s) j3(skr(R)) (6.48)
oder

¥ 1 ? 3 2

V() = (s ) [ @5V utshe() (6.49

Zu beachten ist, das fiir diese Rechnung keine speziellen Anforderungen an
den Fermi—Impuls gestellt wurden. Zur Berechnung des Integrals kann des-
halb auch der modifizierte Fermi-Impuls aus (6.7) benutzt werden, um so die
Oberflacheneffekte besser zu beschreiben.

Fiir die Paarkraft wird angenommen, daf§ sie zwei Nukleonen zum Gesamt-
drehimpuls J = 0 koppelt und deshalb, wie schon erwéhnt wurde, durch den
Singlett-Even-Kanal gegeben ist, der gerade durch den Projektionsoperator
Psp auf diesen Zustand projiziert. Betrachtet man nur den Winkelanteil der
Wellenfunktion, so ergibt sich fiir die Kopplung zweier Zustande

Psp [WijmWum] = (=)™ (jjm — m|JM)Psg [V1jm¥Yi—m] ;,, (6.50)
Y

= (_>J+m(]]m - m|00) [\Ijljm\lllj—m]oo

i e (L

Dies erlaubt die einfache Berechnung der Paarmatrixelemente. Man erhéalt

VP, = (kk|VspPsp|k'K)
S5 drr* | a (r)[* |0a ()| Vi (ki (r))

(6.51)
V(2jo + 1)(2jor + 1)
Die BCS-Gleichungen lauten dann
Ny, = > (2ja+1)02 (6.52)
€e = €+ VP 2 (6.53)

1
A, = —5 Z (2j0/ + 1)V£a, U Vo (654)
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mit

1 " A
D § R w4 =1, (6.55)
) Viea =22+ 42 o

N, steht fiir die Anzahl der Protonen bzw. Neutronen im Kern, €2 steht
fiir die zu dem entsprechenden Quantenzahlen n, j und [ gehorenden HF-
Einteilchenenergien.



Kapitel 7

Ergebnisse

Nachdem in dem vorangegangenen Kapitel das Modell zur Behandlung endli-
cher Kerne in der HF+BCS—-Néherung vorgestellt wurde, sollen abschlieend
die Ergebnisse dieser Rechnungen diskutiert werden. Es wurden Rechnungen
fiir die doppelt magischen Kerne 2°Pb, 4¥Ca, 4°Ca und 'O durchgefiihrt,
um die Qualitat der dichteabhéngigen M3Y—Wechselwirkung zu testen. Da
es die Motivation dieser Arbeit ist, eine Wechselwirkung zu finden, die auch
in der Lage ist, Kerne an den Protonen- bzw. Neutronenabbruchkanten zu
beschreiben, wurden weiterhin Rechnungen fiir die Sauerstoffisotope bis zu
N = 26 durchgefiihrt und mit experimentellen Ergebnissen sowie Ergebnis-
sen aus Skyrme-Rechnungen verglichen.

7.1 Numerische Realisierung

Zuerst soll kurz die numerische Realisierung der Rechnungen beschrieben
werden. Die Losung der HF-Gleichungen ist ein selbstkonsistentes Problem,
da zur Berechung der mittleren Einteilchenpotentiale die Kenntnis der Ein-
teilchenwellenfunktionen vorausgesetzt wird. Die Wahl einer realistischen
Protonen- und Neutronendichteverteilung als Initialisierung ist daher ent-
scheident fiir die Konvergenz des gesamten Verfahrens.

Als Initialisierung wurde eine Woods—Saxon—Parametrisierung des Einteil-
chenpotentials der Form

Ww.S e
VVe(r)y ==V, {1—|—€ a }
mit
Ry =1oAY?, Vo =515MeV, a=065fm und ry=1.27fm

57
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gewdhlt. Die Losung der Schrodingergleichung fiir dieses Potential liefert die
Einteilchenwellenfunktion, die zur Berechnung der Dichte, der kinetischen
Energiedichte, der Spindichte und des modifizierten Fermi-Impulses aus (6.7)
verwendet werden. Daraus lassen sich mit den in Kapitel 6 angegebenen
Formeln die Hartree-Fock- und Rearrangementpotentiale sowie die effektive
Masse berechnen.

Mit den berechneten Potentialen wird die Schrodingergleichung aus (6.21)
gelost, in der natiirlich zusétzlich der Spin—Orbit- und der Coulombbeitrag
aus den Abschnitten 6.5 und 6.6 beriicksichtigt werden miissen. Mit den
erhaltenen Einteilchenwellenfunktionen werden erneut die Dichteverteilun-
gen, Fermi-Impulse und Potentiale berechnet und wieder (6.21) gelost. Diese
Iteration wiederholt sich, bis die relative Anderung der mittleren quadrati-
schen Radien und der Bindungsenergie < 1073 ist. Bei Beriicksichtigung von
Paarkorrelationen erfolgt die Losung der BCS—Gleichung nach der Losung
der Schrodingergleichungen, so dal mit den durch die Besetzungswahrschein-
lichkeiten modifizierten Dichteverteilungen die Potentiale berechnet werden
konnen.

Die Konvergenz der Rechnungen ist sehr gut, da die Woods—Saxon—Initiali-
sierung realistische Dichteverteilungen liefert. In der Regel kann nach we-
niger als zehn Iterationen abgebrochen werden. Jedoch kdnnen einige nu-
merische Probleme auftreten. Die Rearrangementpotentiale enthalten Ablei-
tungen beziiglich des Fermi-Impulses sowie Terme, in denen der Laplace—
Operator auf das Potential wirkt, der Fermi—Impulse enthélt Terme, in de-
nen der Laplace—Operator auf die Dichte wirkt. Dies kann bei nicht hinrei-
chend glatten Potentialen und Dichteverteilungen zu numerischen Problemen
fithren, da Unstetigkeiten auftreten konnen, die sich im Laufe der Iteration
verstéirken, und mufl mit besonderer Vorsicht behandelt werden. Aus diesen
Grund werden die Dichteverteilungen iiber mehrere Iterationen gemittelt.

Auch der modifizierte Fermi-Impuls bedarf besonderer Vorsicht. Nach For-
mel (6.7) kann k% theoretisch negativ werden. Dies kann insbesondere in der
Oberfliche des Kernes auftreten, da dort die Anderung der Dichte und da-
mit 62p grof} sind und in der Gréflenordnung der kinetischen Energiedichte
7 liegen. Fiir realistische gebundene Kerne ist dies kein Problem, da nach
Abschlu der Rechnungen immer das Ergebnis k% > 0 gefunden wurde. Al-
lerdings kann zu Beginn der Iteration, insbesondere wenn die Initialisierung
nicht vorsichtig genug gewéhlt wurde, kr komplex werden. Dies ist aber kein
physikalisches Problem, da nach Gleichung (B.6) oder (B.8) die Dichtematri-
xentwicklung und damit auch das Einteilche{lgcgtential eine gerade Funktion
sin(skp

in kp ist. So kann zum Beispiel jo(skr) = ok~ fir ein komplexes kp durch

io(skr) = %,:;k” ausgedriickt werden. Dies fiihrt jedoch zu einem expo-
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nentiellen Anstieg des Potentials in der Oberfliche, der die Iteration zum
Divergieren bringen kann und deshalb auch mit besonderer Vorsicht behan-
delt werden muf.

7.2 Doppelt magische Kerne

Nach dem im vorherigen Abschnitt beschriebenen Verfahren wurden nun
Rechnungen fiir doppelt magische Kerne durchgefiihrt. Paarkorrelationen
spielen hier keine Rolle, da die Paarkraft nicht stark genug ist, um die Ener-
giedifferenz zwischen zwei abgeschlossenen Schalen zu iiberwinden. Die Rech-
nungen reduzieren sich damit zu einer einfachen dichteabhingigen Hartree-
Fock-Rechnung. Es wurden nun Rechnungen fiir die Kerne 2°8Pb, 4Ca, 4°Ca
und '°0 durchgefiihrt. Dabei wurden verschiedene Parametrisierungen der
dichteabhéngigen M3Y—-Wechselwirkung untersucht. Als Funktion go(p(7))
wurde Parametrisierung (b) aus Abschnitt 4.2 gewahlt, da diese fiir p — 0
eins wird und die DDM3Y in die unmodifizierte M3Y iibergeht. Die Funktion
g-(p(7)) wurde durch einen Wert von ag = 28 Mev in unendlicher Kernma-
terie festgelegt.

Es wurden nun verschiedene Parametrisierungen der Dichteabhéngigkeit
untersucht. Die Funktion ¢o(p(7)) wurde dabei an Kompressiblitdten von
K = 230 MeV bzw. K = 300 MeV und Sittigungsdichten von py = 0.17fm =3
bzw. py = 0.16fm =3 der Zustandsgleichung unendlicher Kernmaterie ange-
pafit (siehe Kapitel 3). Abbildung 7.2 zeigt beispielhaft die Zusammensetzung
des gesamten Einteilchenpotentials aus den Beitragen des Hartree—Fock- und
des Rearrangementpotentials. Es wurde 4°Ca gewihlt, da fiir diesen Kern
aufgrund gleicher Protonen- und Neutronenzahlen Uy ~ U, ~ U, ist. Man
erkennt, dafl die Wechselwirkung im Austauschpotential stark attraktiv ist,
wahrend der direkte Beitrag repulsiv ist. Das zum jeweiligen HF-Potential
gehorende Rerarrangementpotential besitzt dessen umgekehrtes Vorzeichen
und fithrt so zu einer Abschwichung. Man erkennt, dafl der Beitrag der Rear-
rangementterme insgesamt repulsiv ist.

Das mit der dichteabhéingigen M3Y-Wechselwirkung berechnete Potential
ist tiefer als das als Initialisierung benutzte Woods—Saxon—Potential. Hinzu
kommt, dafl in der Schrédingergleichung aufgrund der Impulsabhéngigkeit
des Potentials mit der um etwa 30% reduzierten effektiven Masse m* gerech-
net werden muf}, so dafl die untersten Einteilchenzustdnde wesentlich starker
gebunden sind als in einer Woods—Saxon—Rechnung. Abbildung 7.1 zeigt die
relativen effektiven Massen m*/m fiir die betrachteten Kerne. Im Kernin-
nern liegt der Wert bei m*/m = 0.65 — 0.70 in sehr guter Ubereinstimmung
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Abbildung 7.1: Effektive Masse m*/m fiir Neutronen berechnet
mit der DDMS3Y, Parametrisierung mit KX = 230 MeV und py =
0.17fm=3.

mit den aus Proton—Kern—Streuung erhaltenen experimentellen Ergebnissen
[MR 89]. Man sieht dies besonders gut fiir 2°*Ph. Dies zeigt, dafl die M3Y~—
Wechselwirkung eine realistische Impulsstruktur besitzt.

Abbildungen (7.3) bis (7.6) zeigen die aus den HF-Rechnungen erhaltenen
Ladungsverteilungen im Vergleich mit den experimentellen Daten aus elasti-
scher Elektronenstreuung [GP 74]. Zur Berechnung der Ladungsverteilungen
wurde die theoretische Protonendichteverteilung mit einem Gaufiformfaktor
mit dem mittleren quadratischen Radius von y/(r?), = 0.8fm gefaltet, um
dem Ladungsformfaktor der Protonen Rechnung zu tragen [VB 72].
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Abbildung 7.2: Mittleres Einteilchenpotential fiir 4°Ca. Beitrige
vom direkten U§ und Austauschterm U des reguldren HF-
Potentials und des Rearrangementpotentials (U5, Ug™) zum isos-
kalaren Potential UL (oben). Vergleich des gesamten HF-Potentials
(attraktiv) und des gesamten Rearrangementpotentials (repulsiv)
(unten).
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Abbildung 7.3: Ladungsverteilung von 60O fiir verschiedene Para-
metrisierungen von go(p)
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Abbildung 7.4: Ladungsverteilung von °Ca fiir verschiedene Para-
metrisierungen von go(p). Die erste Zahl in der Legendenbeschrif-
tung steht fiir die Kompressibilitit, die zweite fiir die Sattigungs-
dichte in Kernmaterie der verwendeten Parametrisierung.
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Abbildung 7.6: Ladungsverteilung von 2®Pb fiir verschiedene Pa-
rametrisierungen von go(p)
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Man erkennt, dafl die Ladungsdichte im Kerninnern iiberschitzt wird,
wahrend sie in der Oberfliache insbesondere fiir die Parametrisierungen mit
Sittigungsdichte pg = 0.16fm =3 (300_16, 230_16) zu gering ist. Die allge-
meine Ubereinstimmung mit den experimentellen Daten ist jedoch sehr be-
friedigend, wenn auch die Diskrepanz in der Oberfliche fiir 1°0O etwas zu
grof} ist. Insgesamt beschreibt die Parametrisierung mit K = 230 MeV und
po = 0.17fm=3 (230_17) die Daten am besten. Die Uberschétzung der Dich-
te im Kerninnern ist auch aus Briickner—-Hartree—Fock-Rechnungen wohlbe-
kannt. Durch die Hinzunahme verschiedener Rearrangementbeitrige ndhern
sich diese Rechnungen systematisch der experimentellen Dichteverteilung an
[Ne 82]. Das Endergebnis ist in guter Ubereinstimmung mit dem hier er-
haltenen Resultaten, die Rearrangementbeitrige aus der dichteabhingigen
Vertexkorrektur enthalten. Das selbe Verhalten 148t sich auch in relativisti-
schen dichteabhingigen HF-Rechnungen beobachten [FL 95]. Man erkennt
die Systematik in dem Verhalten der unterschiedlichen Parametrisierungen:
Eine geringere Sattigungsdichte in Kernmaterie fithrt auch zu einer Reduzie-
rung der Ladungsdichte im Kerninnern. Eine groflere Kompressibilitéat fiihrt
dagegen zu einer leichten Erhohung der Dichte in der Oberfliache.

Tabelle 7.1 zeigt Ergebnisse fiir den zur jeweiligen Ladungsverteilung ge-
hoérenden mittleren quadratischen Radius po. Man erkennt hier die oben an-
gesprochene Systematik. Die Ladungsradien nehmen fiir geringe Séttigungs-
dichten und Kompressibilitdten zu, da fiir diese die Protonen aus dem Kern-
inneren gedriickt werden. Die Abweichung von den experimentellen Daten
(genommen aus [FL 95]) ist < 2% und damit erstaunlich gut. Dies erlaubt
die Aussage, dafi die hier vorliegende Form der M3Y—Wechselwirkung die
Einteilcheneigenschaften von Kernen mit abgeschlossenen Schalen erfolgreich

160 40Ca 480& 208Pb
K =300 py=0.17 2.74 3.44 3.45 5.39
K =230 py=0.17 2.76 3.48 3.48 5.43
K =300 po=0.16 2.76 3.49 3.50 5.48
K =230 py=0.16 2.80 3.52 3.53 5.53
Experiment 2.73 3.49 3.47 5.50

Tabelle 7.1: Ladungsradien r¢ [fm] fiir Kerne mit geschlossenen
Schalen, berechnet mit verschiedenen Parametrisierungen der dich-
teabhingigen M3Y-Wechselwirkung
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beschreiben kann.

Die gesamte Bindungsenergie Ep des Kerns kann man auf zwei Weisen be-
rechnen. Eine Moglichkeit ist, nach (6.14) das Integral iiber die Energie-
dichte Eg = [d*RH (é) auszurechnen. Eine weitere Moglichkeit ist, Glei-
chung (2.16) zu verwenden, da die Einteilchenenergien und -potentiale be-
kannt sind. Es ist jedoch zu beachten, dafl die Einteilchenenergien Beitréige
aus den Rearrangementpotentialen UL aus Gleichung (6.21) enthalten.
Da die Rearrangementpotentiale ihren Ursprung in der Variation haben und
nicht zur Gesamtenergie beitragen, mufl die zugehorige Rearrangementener-
gie von der Gesamtenergie abgezogen werden. Analog muf} die effektive Masse
beriicksichtigt werden, die aus dem impulsabhéingigen Rearrangementpoten-
tial stammt. Man erhélt nach Beriicksichtigung aller Terme

A
1
Ep=> &-— B > /d?’rpq(r)UfF(r) - > EF, (7.1)
i=1 9=pn 9=pn
wobei die Rearrangementenergie aus (6.21) und (6.23) berechnet wird:

Ef = /d?’?"pq(r) UqR(r) +/d37’7'q(7’)h22 ( L 1) (7.2)

mi(r)  m

Die Rearrangementenergie ist insgesamt positiv und erhoht so die totale
Grundzustandsenergie. Der erste Term in obiger Gleichung kompensiert auf
diese Weise die Abschwiéichung des Einteilchenpotentials (Abbildung 7.2),
wéhrend der zweite Term die effektive kinetische Energie verringert. Zu be-
achten ist, daB in U”F und U® die entsprechenden Beitriige vom Coulomb-
bzw. Spin—Orbit—Potential beriicksichtigt werden miissen. Die Grundzu-
standsenergie wurde auf die beiden beschriebenen Arten berechnet, und so
als Test fiir die Numerik verwendet.

Tabelle 7.2 zeigt die Bindungsenergien pro Nukleon, die mit den verschiede-
nen Dichteparametrisierungen der M3Y erhalten wurden. Man erkennt, daf3
im Gegensatz zu den Ergebnissen fiir die Ladungsradien die Ubereinstim-
mung mit den experimentellen Daten (genommen aus [FL 95]) nicht sehr
befriedigend ist. So fehlen je nach Parametrisierung 0.5 Mev — 1.5 MeV Bin-
dungsenergie pro Nukleon. Mit abnehmender Séttigungsdichte und abneh-
mender Kompressibilitdt nehmen die Bindungsenergien um bis zu 0.6 MeV
zu. Dies zeigt, dafl diese sehr sensitiv auf Wahl der in Kernmaterie angefit-
teten Funktion go(p) reagieren. Deshalb kénnen Ergebnisse und Parametri-
sierungen aus unendlicher Kernmaterie nicht einfach auf endliche gebundene
Kerne verallgemeinert werden.
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160 40Ca 4SCa 208Pb
K =300 py=0.17 -6.30 -7.03 -7.33 -6.86
K =230 py=0.17 -6.69 -7.37 -7.62 -7.08
K =300 po=0.16 -6.56 -7.27 -7.54 -7.06
K =230 py=0.16 -6.94 -7.60 -7.82 -7.28
Experiment -7.98 -8.55 -8.67 -7.86

Tabelle 7.2: Bindungsenergien pro Nukleon Fg/A [MeV] fir Kerne
mit geschlossenen Schalen, berechnet mit verschiedenen Parametri-
sierungen der dichteabhéngigen M3Y-Wechselwirkung

Die beobachtete Systematik bei den Bindungsenergien stimmt mit der bei
den Ladungsradien iiberein. Man erkennt, dafl eine Vergroflerung des La-
dungsradius zu einer Erhéhung der Bindungsenergie fiihrt. Dieses Verhalten
ist eine direkte Folge der unterschiedlichen Rearrangementterme der Parame-
trisierungen und wurde auch in vergleichbaren relativistischen Rechnungen
beobachtet [FL 95].

Dies 148t sich in Abbildung 7.7 beobachten. Sie zeigt die Abhéngigkeit der
Bindungsenergie von der Ladungsdichte im Kerninnern. Die Abbildung be-
schreibt die Séttigungseigenschaften der berechneten Kerne und entspricht
so im weiteren Sinne einer Zustandsgleichung fiir endliche Kerne. Insbeson-
dere wenn man die Linien zweier Rechnungen mit gleicher Kompressibilitét
vergleicht, erkennt man daf fiir geringere Séttigungsdichten die Linien fast
parallel zu gréeren Bindungsenergien verschoben sind. Der qualitative Ver-
lauf der Linien ist dem der experimentellen Daten sehr dhnlich, wenn man
von dem zu O gehérenden Datenpunkt absieht, dessen Bindungsenergie viel
zZu gering ist.

Bemerkenswert ist, dafl die experimentellen Ladungsverteilungen und -radien
in den Rechnungen sehr gut reproduziert werden, obwohl insgesamt die Ker-
ne zu schwach gebunden sind. Man kann jedoch einfach verstehen, daf§ diese
beiden Eigenschaften nicht sehr stark miteinander korreliert sein miissen.
Wihrend die Bindungsenergie eine globale Eigenschaft des Systems ist und
sich aus der Summe aller Zweiteilchenwechselwirkungen ergibt, beschreiben
Ladungsverteilungen und Einteilchenbindungsenergien die Eigenschaften ein-
zelner Nukleonen und erlauben so direkte Riickschliisse auf die Qualitéat des
Mean-fields. Insbesondere werden letztere stark durch die Rearrangementter-
me, die keinen Einfluf auf die Gesamtenergie des Systems haben, beeinflufit.
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Die Tatsache, daB} trotz zu geringer Bindungsenergien das Mean—field gut be-
schrieben wird, zeigt wie wichtig es ist, in dichteabhingigen HF—Rechnungen
Rearrangement zu beriicksichtigen. Auch rechtfertigen die Ergebnise fiir die
Dichteverteilungen und die effektive Masse im Kerninnern die Wahl des mo-
difizierten Fermi-Impulses aus (6.7) und der daraus resultierenden Rearran-
gementbeitrage zum Mean-field.

Die dichteabhéngige M3Y—-Wechselwirkung in der hier vorliegenden Form
ist jedoch insgesamt zu schwach und fiihrt deshalb zu einer Unterbindung
der Nukleonen. Dies ist insofern erstaunlich, da ihre Stédrke in Kernmaterie
mit Hilfe der Eigenschaften der Zustandsgleichung angepafit wurde und dort
die Nukleonen nicht zu schwach gebunden waren. Die erhaltenen Ergebnisse
zeigen jedoch, daB eine direkte Ubertragung der Wechselwirkung aus Kern-
materie auf endliche Systeme nicht méglich ist. Es ist nicht offensichtlich, wo
die Bindungsenergie verloren geht. Es ist jedoch anzunehmen, daf} dies im
Bereich der Oberflache der Fall ist, da dort die theoretische Nukleonendichte
geringer ist als die experimentelle. Bei der Skalierung der Wechselwirkung
konnten Oberflacheneffekte nicht beriicksichtigt werden, da diese in unendli-
cher Kernmaterie nicht vorhanden sind. Auch wurde die Wechselwirkung nur
an den Sittigungspunkt angepaflt, dessen Dichte in etwa der Dichte im In-
nern endlicher Kerne entspricht. Uber das Verhalten der Zustandsgleichung
und der M3Y—Wechselwirkung bei geringen Dichten wurden aber keine Aus-
sagen gemacht. Dieses Verhalten konnte jedoch gerade in der Oberfliche mit
ihrer geringeren Dichte eine entscheidende Rolle spielen.

Eine weitere Moglichkeit zur Verbesserung der Bindungsenergien kénnte die
Berticksichtigung von Dreikorperkréiften sein, die in der vorliegenden Form
der DDM3Y nicht enthalten sind. Sowohl die Skyrme- als auch die Gogny—
Wechselwirkungen beriicksichtigen dies durch Einfiihrung einer Dreiteilchen-
kontaktwechselwirkung bzw. parametrisieren diese durch einen zusétzlichen
dichteabhéngigen Term. Obwohl Dreikorperkréifte in endlichen Kernen als
sehr schwach angenommen werden, kénnte die Vernachléssigung dieser und
anderer Beitrdge hoherer Ordnung (wie zum Beispiel Polarisationsdiagram-
me) zu einer nicht ausreichenden Beschreibung der Wechselwirkung in Kern-
materie fiihren. Dies konnte sich erst bei der Berechnung endlicher Kerne
bemerkbar machen, da dort diese Beitréige geringer bzw. stiarker sind.

Insgesamt ist die Ubereinstimmung mit den experimentellen Daten aber zu-
friedenstellend. Es mufl betont werden, dafi die Wechselwirkung im isoska-
laren Kanal durch die dichteabhéingige Funktion go(p) nur drei Parameter
besitzt, die in Kernmaterie bestimmt wurden. Sie wurden nicht durch einen
Fit an Bindungsenergien endlicher Kerne bestimmt, wie dies bei der Skyrme-
und der Gogny—Wechselwirkung der Fall ist. Insofern ist die Diskrepanz zwi-



68 KAPITEL 7. ERGEBNISSE

6 [ e N ————————— ——————— .
7L ]
S |
q) b
= [
< [
i) 8 u-
w -8 - u --l--- exp
i --@-- 300_17
. —v—230_17
- o . —e—300_16
- n —X%—230_16
ol Lo vvv v 00 Lvovv 00 Le v vovv 000y Lovovv v 00
0,06 0,07 0,08 0,09
-3
pc [fm™]

Abbildung 7.7: Die Zustandsgleichung fiir endliche Kerne: Abhén-
gigkeit der Bindungsenergie pro Nukleon von der Ladungsdichte im
Kerninnern fiir 2°8Pb, 160, ¥Ca und *°Ca

schen Experiment und Theorie erkldrbar und gibt Anlafl zu der Hoffnung,
daB durch eine aufwendigere Beschreibung der Dichteabhéngigkeit von go(p)
die Ergebnisse noch verbessert werden kénnen.

7.3 Exotische Kerne

Zum Test des isovektoriellen Kanals der DDM3Y-Wechselwirkung wurden
die Sauerstoffisotope von O bis 260 berechnet. 160 ist ein Kern mit glei-
cher Protonen- und Neutronenzahl und wegen dieser Isospinsymmetrie bis
auf Coulombeffekte insensitiv beziiglich der Isovektorwechselwirkung. Mit
Zunahme der Neutronenzahl, also mit zunehmender Isospinasymmetrie, ge-
winnt die Isovektorwechselwirkung jedoch an Bedeutung und fithrt zu Un-
terschieden in den Dichteverteilungen und Einteilchenenergien von Proto-
nen und Neutronen. Mit zunehmenden Neutroneniiberschufl erreicht man die
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Neutronenabbruchkante, die sogenannte dripline, die den Bereich der stabi-
len Kerne abschlieBt. So sind die Neutronen im Isotop 2*O noch gebunden,
withrend 2O bzw. 260 nicht mehr stabil sind [Nu 95]. Fiir dieses Verhalten ist
die Isovektorwechselwirkung von entscheidender Bedeutung, weil ihre Stérke
iiber die Lage der Abbruchkante entscheidet. Auch Paarkorrelationen miissen
nun beriicksichtigt werden, da die Neutronenschalen fiir manche Isotope nicht
mehr abgeschlossen sind.

Abbildung 7.8 zeigt die Dichteverteilungen der Neutronen in den unterschied-
lichen Isotopen. Da fiir die Dichtematrixentwicklung des Austauschterms ei-
ne gerade Nukleonenzahl vorausgesetzt wurde, wurden auch nur Sauerstoff-
isotope mit gerader Neutronenzahl berechnet. Zur korrekten Beschreibung
ungerader Kerne miifite die Dichtematrixentwicklung verallgemeinert wer-
den. Fiir die Rechnungen in Abbildung 7.8 wurde die dichteabhéngige M3Y—
Wechselwirkung mit der Parametrisierung K = 230 MeV und pg = 0.17fm =3
gewihlt, da diese beziiglich Ladungsradius und Bindungsenergie fiir 10 im
Mittel die besten Ergebnisse lieferte.

Da jedoch insgesamt die Bindungsenergie von 90 zu gering ist, konnte dies
moglicherweise die Aussagen iiber den isovektoriellen Anteil der Wechselwir-
kung und die Lage der Neutronenabbruchkante verfialschen, da die Einteil-
chenenergien und damit das chemische Potential A zu gering sein kénnten.
Aus diesem Grund wurde die Stérke des isoskalaren Kanals der Wechselwir-
kung so skaliert, dal man die experimentelle Bindungsenergie von 1O erhilt.
Dadurch sollten nur noch die Isovektorwechselwirkung und die Paarkraft fiir
die Eigenschaften der Isotope bestimmend sein. Man sieht Dichteverteilungen
fiir die Rechnungen mit der skalierten Wechselwirkung in Abbildung 7.9.

Die Skalierung erfolgte durch Multiplikation der dichteabhéngigen Funkti-
on go(p) mit einem konstanten Faktor ¢5. Um eine Bindungsenergie fiir
160 von Ep/A = —7.96 MeV zu erhalten, mufite der Wert g5 = 1.0286
gewihlt werden. Dies entspricht einer allgemeinen Skalierung der Wechsel-
wirkungsstiirke im isoskalaren Kanal von 1.0286% = 1.058. Die Stiirke der
Zweiteilchenwechselwirkung Vp mufl also um etwa 6% erhoht werden, da-
mit man die experimentelle Bindungsenergie erhélt. Dies ist natiirlich nur
eine grobe Abschéitzung fiir eine zusétzliche Renormalisierung von Vj. Da
die Wechselwirkung dichteabhéngig ist, erwartet man fiir andere Kerne auch
einen anderen Wert fiir g;. So wiirden zum Beispiel fiir g5 = 1.0286 die Kalzi-
umisotope iiberbunden werden. Fiir eine realistische Skalierung von Vj miifite
deshalb go(p) durch einen Fit an die Bindungsenergien von endlichen Kernen
bestimmt werden.

Vergleicht man die beiden Abbildungen, so zeigen diese qualitativ das gleiche
Verhalten: Mit zunehmender Neutronenzahl verschieben sich die Ladungs-
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Abbildung 7.8: Neutronendichten der Sauerstoffisotope 60O bis 260
berechnet mit der DDM3Y, Parametrisierung mit K = 230 MeV
und pg = 0.17fm =3
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Abbildung 7.9: Neutronendichten der Sauerstoffisotope 6O bis 2¢O,
isoskalarer Kanal V; auf Bindungsenergie von 90O skaliert
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verteilungen aus dem Kerninnern heraus, die Dichte in der Kernmitte bleibt
jedoch fast konstant. Die verinderte Form der Dichteverteilungen fiir 2O und
%0 folgt aus der Tatsache, daf in diesen Kernen der 2s;/, Zustand besetzt
ist, dessen Wellenfunktion im Ursprung ein Maximum besitzt. Man erkennt,
daf} die Skalierung der Wechselwirkung auf die experimentelle Bindungsener-
gie auch die Dichteverteilungen skaliert. So ist in Abbildung 7.9 die Dichte
im Kerninnern gegeniiber dem unskalierten Fall erhoht.

Allerdings beobachtet man in keinem der beiden Félle eine Neutronenab-
bruchkante. Beriicksichtigt man Paarkorrelationen, so erhdlt man aus der
HF + BCS Rechnung fiir 20 im unskalierten Fall ein chemisches Potential
von A = —2.3 MeV, im skalierten Fall von A = —3.4 MeV. In beiden Fillen
sind die Nukleonen also zu stark gebunden, die Einteilchenenergien nehmen
zu grofle negative Werte an. Die Neutronenabbruchkante wird dann erreicht,
wenn nicht mehr genug gebundene Zustdnde vorhanden sind, um alle Neu-
tronen aufzunehmen, oder die Neutronen durch die Paarkraft teilweise in die
Kontinuumszustiande gestreut werden. Das chemische Potential A, das angibt
bis zu welcher Energie Zustédnde besetzt sind, wird positiv. In keinem der bei-
den Fille zeigen die Rechnungen dieses Verhalten. Da die Einteilchenenergien
fiir 10 gut mit den experimentellen Daten {ibereinstimmen, &8t sich dar-
aus schliefen, daf§ die Wechselwirkung im isovektoriellen Kanal zu schwach
und nicht in der Lage ist, die Neutroneneinteilchenenergien geniigend zum
Kontinuum zu verschieben.

Um abzuschétzen, um welchen Faktor die Isovektorwechselwirkungwirkung
zu schwach ist, wurde analog zum isoskalaren Fall die dichteabhingige Funk-
tion g,(p) mit einem konstanten Faktor ¢® skaliert. g® wurde so gewihlt,
da die experimentelle Neutronenabbruchkante getroffen wurde, A also fiir
240 noch negativ, fiir 20 aber positiv wird. Man findet, dal g5 = 1.414 ist,
die Isovektorwechselwirkung V. ist also insgesamt etwa um den Faktor 2 zu
schwach.

Abbildung 7.10 zeigt die Dichteverteilungen, die man mit der im isovektori-
ellen Kanal skalierten Wechselwirkung erhélt. Die chemischen Potentiale fiir
240 bzw. 2°0 sind A = —1.1 MeV bzw. A = +0.3 MeV. Im Vergleich zu
Abbildungen 7.8 und 7.9 erkennt man, dafl die Neutronendichten nun auch
im Kerninnern mit steigender Neutronenzahl zunehnen und insbesondere fiir
240 bzw. 20 weiter ausgedehnt sind.

Das Verfehlen der Neutronenabbruchkante ist allerdings ein generelles Pro-
blem bei den géingigen NN-Wechselwirkungen. Insbesondere die Skyrme-—
Wechselwirkungen tendieren dazu, Protonen- und Neutronendichten auch
fiir starke Isospinasymmetrie aneinander anzupassen. Um dies zu zeigen,
wurden auch Rechnungen fiir die Sauerstoffisotope mit der Skyrme SkM*—
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Abbildung 7.10: Neutronendichten der Sauerstoffisotope ®O bis
260, isovektorieller Kanal V, auf Neutronenabbruchkante skaliert

Wechselwirkung und einer konstanten Paarkraft durchgefiihrt [Re 91]. Tabel-
le 7.3 zeigt Ergebnisse fiir Ladungs- und mittlere Neutronenradien der SkM™*-—
Parametrisierung im Vergleich zu den mit der DDM3Y-Wechselwirkung er-
haltenen Ergebnissen. Leider existieren zum Vergleich noch keine experimen-
tellen Daten. Tabelle 7.4 zeigt die mit den gleichen Wechselwirkungen erhal-
tenen Bindungsenergien im Vergleich mit den experimentellen Daten [Nu 95].

Ein Blick auf das mit der SkM*-Wechselwirkung berechnete chemische Po-
tential zeigt, daf auch hier keine Neutronenabbruchkante gefunden wird.
Man findet A = —7.6 MeV fiir 20O und A = —5.6 MeV fiir 260. Also ist
auch der isovektorielle Kanal der Skyrme-Wechselwirkung zu schwach. Die
Tatasache, dal das chemische Potential noch stiarker negativ ist als bei der
DDM3Y-Wechselwirkung erklirt sich, wenn man sich die Bindungsenergi-
en in Tabelle 7.4 anschaut: Obwohl die SkM*~Wechselwirkung die experi-
mentelle Bindungsenergie von 90 genau trifft, wird die Diskrepanz mit zu-
nehmender Neutronenzahl immer groer, da die mit der SkM* berechneten
Bindungsenergien fast konstant bleiben.

Abbildungen 7.11, 7.12 und 7.13 stellen die Ergebnisse fiir die Ladungsradi-
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nicht skaliert V. skaliert Vo skaliert Skyrme M*
pc Pn pc Pn Pc Pn Pc Pn

160 | 2.76 2.62 276 262 2.70 2.55| 2.78 2.61
180 | 2.76 2.83 276 281 270 2.73] 2.80 2.80
00| 276 291 270 330 270 282 2.82 2.86
20| 277 2.97 278 339 270 287 | 2.84 2.90
20| 2.80 3.16 280 346 | 2.74 3.05| 2.87 2.93
0| 285 3.35 — — 279 322 291 3.05

Tabelle 7.3: Ladungs- und mittlere Neutronenradien pc [fm] und
pr, [fm] fiir die Sauerstoffisotope, berechnet mit verschiedenen dich-
teabhéngigen Wechselwirkungen

nicht skaliert | V, skaliert | V; skaliert | Skyrme M* | Exp.
160 -6.69 -6.69 -7.96 -7.97 -7.98
180 -6.52 -6.38 -7.80 -8.32 -7.72
200 -6.43 -5.99 -7.74 -8.33 -7.49
20 -6.42 -5.85 -7.76 -8.30 -7.26
20 -6.22 -5.70 -7.54 -8.23 -6.89
260 -5.83 — -7.10 -8.02 —

Tabelle 7.4: Bindungsenergien pro Nukleon Ep/A [MeV] fir die
Sauerstoffisotope, berechnet mit verschiedenen dichteabhidngigen
Wechselwirkungen

en, die Neutronenmassenradien und die Bindungsenergien grafisch dar. Be-
trachtet man die Abhéngigkeit des Ladungsradius von der Neutronenzahl,
so erkennt man, dafl dieser mit zunehmender Neutronenzahl anwéchst, al-
lerdings nur sehr schwach. Dies ist leicht versténdlich, da mit zunehmender
Neutronenzahl die Protonen etwas aus dem Kerninnern nach auflen gedriickt
werden. Insgesamt zeigen alle Wechselwirkung das gleiche Verhalten, wenn
auch der Anstieg bei der SkM*~Wechselwirkung am stirksten ist.

Der mittlere Neutronenradius wéchst mit zunehmender Neutronenzahl dage-
gen stirker an. Wahrend die im isovektoriellen Kanal unverénderten Wech-
selwirkungen qualitativ ein dhnliches Verhalten zeigen, wird der mit der ska-
lierten DDM3Y berechnete mittlere Radius sehr viel schneller grofier. Daf3
fiir 260 kein Datenpunkt existiert, erklirt sich aus der Tatsache, das die-
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Abbildung 7.11: Abhéngigkeit des Ladungsradius der Sauerstoffi-
sotope von der Neutronenzahl

ser Kern nicht mehr gebunden ist. Es féllt auf, dafl die Radien der SkM*—
Wechselwirkung schwicher anwachsen. Vergleicht man dies mit den Ergeb-
nissen fiir die Ladungsradien bestétigt dies die oben angesprochene Tatsache,
daB die Skyrme—Wechselwirkung dazu neigt, Protonen- und Neutronendichte
einander anzupassen.

Man erkennt sehr gut aus Abbildung 7.12, daf3 die Skalierung im isoskalaren
Kanal auch die Neutronenradien skaliert — die Kurven fiir beide Rechnungen
sind parallel verschoben. Das gleiche Verhalten 1483t sich auch bei den Bin-
dungsenergien feststellen: Auch in Abbildung 7.13 sind die Kurven fiir die
skalierte und die unskalierte Wechselwirkung parallel verschoben. Das globa-
le Verhalten stimmt aber nicht mit dem der experimentellen Daten iiberein —
die Abnahme der Bindungsenergie fiir groflere Neutronenzahlen ist zu gering.
Das qualitative Verhalten der experimentellen Daten wird noch am ehesten
von der im isovektoriellen Kanal angepafiten DDM3Y—-Wechselwirkung ge-
troffen. Man erkennt, dafl eine Verstarkung der Isovektorwechselwirkung die
Bindungsenergie reduziert. Dies ist insofern nicht verwunderlich, da V. insge-
samt repulsiv ist (siehe die Volumenintegrale der Wechselwirkung in Kapitel
4). Durch eine zusétzliche Skalierung von V4 sollte es moglich sein, auch die
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Abbildung 7.12: Abhé&ngigkeit des mittleren Neutronenradius der
Sauerstoffisotope von der Neutronenzahl

GrofBe der Bindungsenergie anzupassen und die experimentellen Daten zu re-
produzieren. Dies wurde jedoch nicht durchgefiihrt, da es nicht das Ziel war,
mit zwei neuen Parametern die Isotopenkette anzufitten, sondern herauszu-
finden, inwiefern sich die in Kernmaterie bestimmten Funktionen go(p) und
g-(p) auf endliche Kerne iibertragen lassen und in welcher Gréfenordnung
der gemachte Fehler ist.

Da das erhaltene Mean-field in der vorliegenden Parametrisierung der
DDM3Y-Wechselwirkung nicht in der Lage ist, die Einteilchenenergien in
der Nédhe der Fermikante korrekt zu beschreiben, ist es schwierig, Riick-
schliisse auf den Paarungskanal in endlichen Kernen zu ziehen. Die Grofie
der aus dem SE-Kanal berechneten Matrixelemente entspricht jedoch etwa
phédnomenologischen Werten und liegt zwischen -0.3 MeV und -2 MeV je
nach Quantenzahl des Zustandes. Der daraus berechnete Gap liegt in der
Groflenordnung von 0.5 Mev bis 1 MeV. Skalierung der Isovektorwechselwir-
kung fiihrt zu einer Reduzierung der Paarkraft, wie man leicht aus Formel
(A.11) erkennen kann. Insgesamt gesehen stimmen die erhaltenen Ergebnis-
se mit denen, die man aus einer Rechnung mit konstanter Paarkraft erhélt,
iiberein. Ein Unterschied ist, dafl insbesondere die Stirke der Matrixelemen-
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Abbildung 7.13: Abhéngigkeit der Bindungsenergien pro Nukleon
der Sauerstoffisotope von der Neutronenzahl

te an der Fermikante geringer ist als der in BCS—Rechnungen oft benutze
phénomenologische Wert von 23 MeV /Nukleon. Um die Eigenschaften und
die Bedeutung der Paarkraft fiir Kerne an den Abbruchkanten zu untersu-
chen, ist es allerdings erst notwendig, die Beschreibung des Mean-fields zu
verbessern. Eine Moglichkeit wire zum Beispiel, die Paarkraft direkt im Rah-
men der Hartree-Fock—Bogoliubov—Theorie in die Mean-field-Beschreibung
zu integrieren.

Insbesondere der isovektorielle Kanal der DDM3Y-Wechselwirkung ist viel
zu schwach, um das Verhalten von Kernen mit starker Ladungsasymmetrie
korrekt beschreiben zu koénnen. Dies ist insofern verwunderlich, da der in
Kernmaterie berechnete Symmetriekoeffizent sehr gut mit dem Ergebnis aus
der phanomenologischen Massenformel iibereinstimmt. Andererseits wurde
die in der DDM3Y—-Wechselwirkung verwendete G-Matrix an den isospin-
symmetrischen Kern 90 angefittet, so dafl von dieser Seite her keine beson-
dere Sensibilitit im Isovektorkanal zu erwarten ist. Auch spielen bei 22O oder
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260 mit ihrer starken Isospinasymmetrie Terme héherer Ordnung eine ent-
scheidende Rolle. Da fiir sie p, nicht mehr klein gegeniiber p ist, gewinnen die
in Formel fiir die Bindungsenergie (4.19) vernachléssigte Terme der Ordnung
(%)4 und hoher an Bedeutung. Diese wurden jedoch nicht beriicksichtigt.

Wiinschenswert wére jedoch, wenn man fiir die HF-Rechnungen eine G-
Matrix zur Verfiigung hétte, die nicht in symmetrischen Systemen berechnet
wurde, und so auf natiirliche Weise eine verbesserte Beschreibung der Iso-
vektorwechselwirkung beinhaltet.

7.4 Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurden im Rahmen der Hartree-Fock—Theorie
Grundzustandseigenschaften von endlichen Kernen berechnet. Die dafiir ver-
wendete Zweiteilchenwechselwirkung basiert auf einer G-Matrix, die aus dem
Paris—Nukleon—-Nukleon—Potential erhalten wurde. Die Wechselwirkung ist
damit im Gegensatz zu den in der Regel verwendeten phénomenologischen
Skyrme- oder Gogny—Wechselwirkungen mikroskopischen Ursprungs. Insbe-
sondere beschreibt ihre algebraische Struktur in der Form eines Yukawa-
potentials die Wechselwirkung zwischen den Nukleonen als Austausch von
Mesonen.

Die urspriingliche dichteunabhéngige M3Y-Wechselwirkung, die nur fiir
einen relativ begrenzten Dichtebereich charakteristisch ist, wurde durch ei-
ne dichteabhéngige Korrektur der Meson—-Nukleon—-Kopplungskonstanten er-
weitert. Dazu wurden in den isoskalaren und den isovektoriellen Kanélen
der Wechselwirkung jeweils Funktionen eingefiihrt, die explizit von der Nu-
kleonendichte am Ort der Wechselwirkung abhéingen. Die Parametrisierung
dieser Funktionen wurde in unendlicher Kernmaterie bestimmt, indem die
Eigenschaften der Zustandsgleichung wie Sattigungspunkt, Bindungsenergie,
Kompressibilitdt und Symmetrieenergie angepafit wurden.

Um die durch dieses Vorgehen erhaltene dichteabhéngige M3Y-Wechsel-
wirkung auch im Teilchen—Teilchen-Kanal zu testen, wurden Hartree-Fock—
Bogoliubov—Rechnungen in unendlicher Kernmaterie durchgefithrt. Zu be-
achten ist, dafl der fiir die Paarkorrelationen verantwortliche Singlett-Even—
Kanal der Wechselwirkung nun auch dichteabhéngig ist. Ein Vergleich mit
aquivalenten Rechnungen mit Skyrme- oder Gogny—Wechselwirkungen zeigt
eine gute Ubereinstimmung der erhaltenen Ergebnisse, mit am stérksten aus-
geprigten Paarkorrelationen bei etwa einem Fiinftel der Séttigungsdichte.

Zur Berechnung des Grundzustandes von endlichen Kernen wurde wegen
der endlichen Reichweite der Wechselwirkung eine Dichtematrixentwicklung
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des Austauschtermes durchgefiihrt. Durch die Definition eines modifizierten
Fermi-Impulses, der die Oberflachenstruktur von endlichen Systemen beriick-
sichtigt, gelang es, auf naturliche Weise die Impulsstruktur der Wechselwir-
kung zu berticksichtigen.

Aus der Dichteabhéngigkeit der Wechselwirkung und der Entwicklung des
Austauschtermes erhélt man zusétzlichen Rearrangementterme, die in den
Hartree—Fock—Gleichungen beriicksichtigt werden miissen und zu einer ver-
besserten Beschreibung des Mean-fields fiithren.

Rechnungen fiir Kerne mit abgeschlossenen Schale zeigen, dafl die dich-
teabhéngige Wechselwirkung das Mean-field von Kernen mit verschwinden-
der Isospinasymmetrie gut beschreiben kann. Ein Vergleich mit den experi-
mentellen Daten zeigt, dafl insbesondere die Ladungsradien sehr gut repro-
duziert werden. Die Bindungsenergien pro Teilchen sind allerdings im Ver-
gleich zu den experimentellen Daten systematisch zu gering. Dies 1483t darauf
schlieffen, daf} der isoskalare Wechselwirkung in endlichen Kernen etwas zu
schwach ist.

Rechnungen fiir exotischen Kernen zeigen, dafl die Isovektorwechselwirkung
zu schwach und ohne nachtrégliche Skalierung nicht in der Lage ist, die Posi-
tion der Neutronenabbruchkante korrekt wiederzugeben. Aus diesem Grunde
ist es auch problematisch, Aussagen iiber den Teilchen—Teilchen—Kanal der
Wechselwirkung zu machen, da dieser sich aufgrund der unzureichenden Be-
schreibung des Mean-fields exotischer Kerne nicht zuverléssig untersuchen
1aBt.

Die erhaltenen Ergebnisse zeigen, dafl es problematisch ist, die in unendlicher
Kernmaterie erhaltene Dichteabhéngigkeit der Wechselwirkung auf endliche
Systeme zu iibertragen, da in diesen Oberflacheneffekte eine entscheidende
Rolle spielen.

Eine Moglichkeit zur Verbesserung der Dichteabhéngigkeit der Wechselwir-
kung ist die zusétzliche Beriicksichtigung von Dreikorperkréiften und von
Polarisationsdiagrammen, die im jetzigen Formalismus nicht behandelt wer-
den. Auch eine Anpassung der Dichteabhingigkeit durch einen Fit an end-
liche Kerne ist méglich. Dies wiirde jedoch die mikroskopischen Fundierung
der Wechselwirkung teilweise reduzieren. Eine wiinschenswerte Alternative
wire, eine mikroskopische G-Matrix, die eine verbesserte Beschreibung der
Isovektorkraft beinhaltet, mit dem entwickelten Formalismus zu verwenden
und zu testen.



Anhang A

Darstellung der
NN—-Wechselwirkung

A.1 Die {SE, TE, SO, TO}-Darstellung

Wie in Kapitel 1 bereits beschrieben, 148t sich der Zentralteil der NN—
Wechselwirkung ausdriicken als

Vo = Vo(r) + Vo(r)(6102) + V2 (r)(TiT2) 4 Vor (r)(0102) (T172) (A1)
Definiert man nun die Operatoren
1 L 1 o
PU:§(1+0'10'2>, PT:§<1+7'17'2), (A2)

die die Spin und Isospinkoordinaten austauschen, sowie die Projektionsope-
ratoren

1 1
P. = —-(1—-F,)=(1+ P,
1 1
1 1
Pso = ~(1—P,)~(1—P
1 1
PTO = 5(1+P0'>§(1_PT> <A3>

so laBt sich (A.1) auch schreiben als
VC = VSE(T)PSE + VTE(T)PTE + V50<’I“)PSO + VTO(T)PTO <A4)
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Die neuen Wechselwirkungskoeffizienten erhilt man durch die Umrechnung
zwischen den Projektionsoperatoren. Das Ergebnis lautet

Vo = 116 BVse + 3Vre + 1Vso + 9Vro]
Ve = 116 [—3Vse + 1Vrg — 1Vso + 3Vro]
Vi = 116 [1Vsg — 3Vre — 1Vso + 3Vro]
Vv, — 116 (—1Ven — 1V + 1Veo + 1Viro] (A.5)

Dabei projiziert zum Beispiel Psg auf die Ortswellenfunktionen der wechsel-
wirkenden Nukleonen, die gerade (even E) unter Koordinatenaustausch sind
und auf das Spin-Singlet (Singlett S) der Zweiteilchenwellenfunktion. Analog
projiziert Pro auf das Spin-Triplett (Triplett T) und die ungeraden (odd O)
Ortswellenfunktionen.

Diese Darstellung ist in der Streutheorie gebrauchlich [Ma 89].

A.2 Berechnung der HF—Matrixelemente

Fiir Hartree-Fock-Rechnungen ist es sinnvoll, die NN-Wechselwirkung je-
weils fiir den direkten und den Austauschterm in Kanéle mit gleichen
oder verschiedenem Isospin aufzuspalten, also in eine Proton—Proton— (oder
Neutron-Neutron—) und eine Proton-Neutron-Wechselwirkung zu separie-
ren.

Dazu berechnet man das antisymmetrische Matrixelement der Wechselwir-
kung fiir zwei Zustdnde |N) und |M). Dabei sei |N) = ¢,(F)xn7, die
vollstéandige Einteilchenwellenfunktion inklusive Spin- und Isospinwellen-
funktionen, |n) = ¢, () die reine Einteilchenortswellenfunktion.

Fiir die Hartree-Fock-Matrixelemente erhdlt man nach Ausnutzen der Or-
thonormalitét der Spin- und Isospinfunktionen [Ne 70]

1
(MN|Vo|MN — NM) = 1(1—(575X—5X—|—5T)<mn\VSE]mn+nm>

1
+ 1(1 — ;05 + 0y, — ;) (mn|Vrg|mn 4+ nm)

1

1
+ 1(1 + 6,:05 + 0y + 6;)(mn|Vro|mn — nm).
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Nach Mittelung iiber die Spinzustédnde erh&lt man fiir Teilchen gleichen Iso-
spins (0, = 1)

<m”|iVSE + ivTolmm + <mn|ivSE - iVTolnm> (A.6)
und fiir Teilchen mit verschiedenem Isospin (6, = 0)
<mn’1VSE + §VTE + 1VSO + §VTo!mn> +
8 8 8 8
1 3 1 3
(mn|§V5E +3Vre — gVso - gVTO|nm>- (A7)

Man definiert deshalb jeweils fiir den direkten- und den Austauschterm eine
spingemittelte Proton—Proton- (pp) und Proton—-Neutron- (pn) Wechselwir-
kung:

1
Vi = 3 [2Vsp + 6Vpo] = V.
1
veo= 3 [1Vsg + 3Vrg + 1Vso + 3Vro|
e 1 e
Vip = 3 [2Vsg — 6Vro] = Voo,
1
Vin = 3 [WVsg +3Vre — 1Vso — 3Vro] (A.8)

Zur Vereinfachung der Rechnung definiert man abschlieBend jeweils fiir den
direkten und den Austauschterm noch effektive isoskalare- und isovektorielle
Wechselwirkungen:

1
Vi = S+ v

T pp~ Vpn

V= Sl

Ve = ; Vo = Vil (A.9)
Ausgedriickt in der {SE, TE, SO, TO}-Darstellung erhilt man

Vil = S [8Vem + 3V + 1Vio + 9Vio] = Vg

VTd = 116 [1WVsg —3Vre — 1WVso + 3Vro] =V,

Vi = 2 [3Ver+ 3Vrm — 1Vso — Vi)

Ve — Vi — 8V 4+ 1Vso — 3Vio) (A.10)

4 16
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Das bedeutet, daf} die definierten effektiven direkten Wechselwirkungen iden-
tisch sind mit den urspriinglichen Ansatz fiir die Form der Wechselwirkung,
fiir die Austauschterme gibt es jedoch kein Aquivalent.

Bildet man nun die Inverse dieser Transformation, so erhélt man die fiir die
Paarungskraft, die durch den Singlet—Even—Kanal bestimmt wird, wichtige
Beziehung

Vor =2 [Vl + V5| +2 [V + V] (A.11)



Anhang B

Die Dichtematrixentwicklung

Die Entwicklung der Dichtematrix nach Schwerpunkts- und Relativkoordina-
ten R und § wurde erstmals von Negele und Vautherin untersucht [NV 72].
Man startet mit

I A = § . &
p(Ra5fim3) = Talf+ Hali-3) (B.1)
= SOV G (B gn( ), (B.2)
k

wobei die Wellenfunktionen und ihre Ableitungen jeweils an den Stellen R =
Ry = R ausgerechnet werden.

Fiir Kerne mit einer gerader Protonen- oder Neutronenzahl sind die zeit-
umgekehrten Orbitale jeweils paarweise gefiillt, so dafl der lineare Term der
exponentiellen Entwicklung verschwindet, da

(Vi = V) [0, (R1)om(Ra) + 65, (o) dm(Fr)] = 0.

Fiir die Terme einschlieBlich zweiter Ordnung kann man deshalb das Win-
kelintegral iiber das Quadrat der Dichtematrix durch das Integral iiber das
Quadrat der winkelgemittelten Dichtematrix ersetzen. Fiihrt man das Win-
kelintegral iiber die Richtung von § aus, so findet man

p (é%— g,fi - ;) = /dcosgp expleos o § (Vi — V) /2] p(Ry, Ry) (B.3)

smh[E’(ﬁl -
§(Vi—V

)2 B Ry (BA)

v .
2)/2
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Da eine Dichtematrixentwicklung gesucht wird, deren erster Term der Slater-
Dichte entsprechen soll, um dadurch im Spezialfall von ebenen Wellen das
Ergebnis fiir unendliche Kernmaterie reproduzieren zu kénnen, entwickelt
man den Term in Gleichung (B.4) nach sphérischen Besselfunktion.

Folgende Entwicklung ist dabei niitzlich [AS 65]:

:Ely sinh(zy) = 31; i(ﬁlk‘ +3) Jor1 (%) Qr(y?) (B.5)

Dabei ist Qf = P%;izl(iz) ein modifiziertes Legendrepolynom.

Fiir eine gute Konvergenz der Entwicklung ist die richtige Wahl des Ent-
wicklungsparameters y entscheidend. An der Kernoberfliche ist der Im-

(v

pulsiibertrag 1%%) der wechselwirkenden Nukleonen in der Groflenordnung

des Fermi—Impulses kr an der Schwerpunktskoordinate R. Um gerade diese
Beitrége zur Dichtematrix von der Fermioberfliche korrekt zu behandeln,
ist x = skp und y = é@ mit krp = kp(R) eine verniinftige Wahl. Die
genaue funktionelle Abhéngigkeit von kr von R wird spéter diskutiert.
Setzt man nun (B.5) in (B.4) ein und fafit die Terme proportional kg
und 1/kp zusammen, so erhélt man fiir die winkelgemittelte Dichtematrix
NV 72]:

I A
)(R+- R—2) =
p(Re 5 R-3)

- - 2
1 |& . V, -V L
% 2(471 + 3) J2n+1 (SkF) Qn (12]45}72) p(Rl, Rg) (B6)
n=0

Man erkennt sofort, dafl diese Funktion gerade in kp ist. Rechnet man nun
die Wirkung des Operators @), auf die Dichtematrix in Kernmaterie aus, so
verschwinden alle Terme der Ordnung n > 1 identisch [NV 72]:

— — 2

V,-V L S

Qn | | =2 | p(R1, Ry) = p(R, R) 6.
2kp

Daraus folgt sofort

) — 2 (ske) (R B) (B.7)

(R 2 f-2
p<+2’ 2) = skr
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Dies entspricht gerade wieder der Slater-Dichte pgy(skr) p(R) die in Kapitel
2 als Ergebnis fiir den Austauschterm in Kernmaterie gefunden wurde. Die
Dichtematrixentwicklung (DME) ist also exakt in Kernmaterie.

Zur korrekten Beschreibung endlicher Systeme, die nicht mehr durch ebene
Wellen beschrieben werden konnen, ist es notwendig, hohere Ordnungster-
me in der Entwicklung zu beriicksichtigen. Rechnet man (B.6) explizit bis
zur Ordnung n = 1 aus, so erhélt man durch geschickte Umordnung aller
Terme die von Negele und Vautherin [NV 72] gefundene Entwicklung der
Dichtematrix:

[z § 5 § L
p (R + > R — 2) = psi(skp) p(R)

35 . loy = -3 —
+ gogio(she) [ {V0R) —(R)+ LK o(B)] (BY)

mit

p(R) = p(R,R) = Xk: |pr(R))”
und

T(R) =" |Vér(R)*

Der erste Term entspricht der Slater-Dichte, wahrend der zweite ein Kor-
rekturterm ist, der die Oberfachenterme beriicksichtigt. Die Wahl von kp =

1/3
(% p(R)) / analog zu Kernmaterie und die Vernachlassigung des Terms pro-

portional j3(skr) entspricht damit gerade der lokalen Dichtendherung (LDA).
In unendlicher Kernmaterie reduziert sich (B.8) wie gefordert zur Slater-
Dichte, da dort V?p = 0 und 7 = 2 k% p ist, und deshalb der Term propor-
tional js(skr) exakt null wird.

Man kann den Term proportional 62/) auch als eine Modifizierung der kine-
tischen Energiedichte 7 interpretieren, die Oberflachenterme beriicksichtigt,
wenn man 7/ = 7 — iﬁQp definiert. Weil sich 7 und 7/ nur durch eine tota-
le Divergenz unterscheiden, die nach Integration iiber das gesamte Volumen
verschwindet, dndert sich dadurch die kinetische Energie nicht.
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Anhang C

Variation der Energie

Vor der Variation der Energiedighte werden zuerst p, T, §2p und der mo-
difizierte Fermi-Impuls kr(p, 7, V?p) durch die ¢, und deren Ableitungen

ausdriickt:
p(r) = %:Icﬁk(F)IQ
() = ;i%@f
Vip(F) = zk;{gbﬁwmﬂwkfwﬁcbz}
K2 (00 T e, T2n) = 2; {\%42—;(¢z€2¢k+¢ﬁ2¢z)}

Die Variation der Gesamtenergie
5E:/d3R5< H(R) - ]¢ké(ek>=o

erfordet die Variation der Energiedichte

H(R) = H(¢x, ﬁcbkn 62%)
> aH 8H o 0H
0H(R) = . S

V3¢

(C.1)
(C.2)
(C.3)

(C.4)

(C.5)

—~~
Q Q
N
~— —

Da jedoch das Integral {iber die Energiedichte minimiert wird 148t sich (C.5)

nach partieller Integration umschreiben als

SF — Z/d?’RcS@ ((%
k
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o OH o OH
a%z GAVRT

- ¢k€k> )

(C.8)
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da die Wellenfunktionen und ihre Ableitungen im Unendlichen verschwinden.

Dieser Ausdruck ist genau dann gleich null, wenn die Terme in der Klammer
sich fiir jeden Zustand k und an jeder Stelle R kompensieren. Da die Ener-
giedichte nicht nur iiber die Dichte p von ¢, abhingt, sondern zusétzlich
auch durch die dichteabhingige Funktion g(p) und den Fermi-Impuls kg im
Austauschterm, schreibt man in C.8 die partielle Ableitung nach ¢ als

OH  OH Jp OH dq(p) dp ~ OH Ok%
0%, Op 9¢;  dg(p) Op Oy  OkE Oy

Der erste Term in dieser Formel entspricht dem normalen HF-Einteilchen-
potential analog zu (2.8), der zweite Term und dritte Term sind Rearran-
gementpotentiale, die aus der Dichteabhéngigkeit der Wechselwirkung stam-
men — der zweite Term aus der zusétzlich eingefithrten dichteabhéngigen
Funktion g(p), der dritte ganz allgemein aus der Dichtematrixentwicklung
des Austauschterms. Analog driickt man die partiellen Ableitungen nach ﬁqﬁk
und 62@ durch

(C.9)

OH OH or  OH Ok

- = ———+ — und C.10

OV ¢ ot V¢ OkE OV (C-10)
2

on - _ a—z Ok (C.11)
OV2; ki ON2 ¢

aus. Wihrend der erste Term in (C.10) wieder der normale impulsabhéngige
Term aus der kinetischen Energie in den HF-Gleichungen ist, fithrt der im-
pulsabhéngige Rearrangementterm zu einer Modifizierung der dynamischen
Eigenschaften des Nukleons. Dies kann durch die Definition einer effektiven
Masse beriicksichtigt werden, die gerade diesen impulsabhéngigen Potenti-
albeitrag beinhaltet. Der Beitrag aus (C.11) ist ein weiterer Beitrag zum
Rearrangementpotential.

Es soll nun eine Energiedichte der Form

H(R) = Hp(B;7)+ HY R p.g(p)) + H(E; p, g(p), k7) (C.12)
n’ L Loyoer 12
= %T‘FiPU (P79)+§p V(g k)
angenommen werden. Setzt man nun (C.9) - (C.11) in (C.8) ein und be-
nutzt die Darstellung in (C.1) - (C.4), so erhélt nach einigen algebraischen
Umformungen die HF-Gleichungen:

2
{—6 f 6+UHF+UR}¢]€:6]€¢]€ (Cl?))

2m*
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Dabei werden das Hartree-Fock-Potential U, das Rearrangementpotential
UP und die effektive Masse m* definiert durch

UPF(R) = 9) + pVe(g, k%) (C.14)
R/E 1 8Ud dg 1 Ve dg
UNER) = [ 8g 8p 2" dg dp

ave 5., ([ AVe
- [ p ki az# 5V (e ( a/#)]
m*(R) = . (C.16)

1, 2m5 9ve
L+ 2252

(C.15)

Um die Rechnung iibersichtlich zu gestalten, wurde hier auf die Verwendung
einer isospinabhéngigen Wechselwirkung verzichtet. Die Verallgemeinerung
ist jedoch trivial, es miissen nur an den entsprechenden Stellen p und kg
durch p, und &, bzw. p,, und k, ersetzt und dies bei der separaten Variation
nach den Protonen- bzw. Neutronenwellenfunktionen beriicksichtigt werden.
Die Struktur der Potentiale ist jedoch identisch.
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ANHANG C. VARIATION DER ENERGIE
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