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Kapitel 1

Einleitung

Der Beitrag der kurzreichweitigen Korrelationen zu den Eigenschaften von
Kernmaterie ist ein bisher nur teilweise untersuchtes Gebiet in der Vielteil-
chentheorie der Kerne. Viele Eigenschaften von Kernmaterie, wie zum Bei-
spiel Bindungsenergie und Sättigungsdichte lassen sich mit langreichweitigen
Mittelfeld-Effekten erklären [Pr]. Allerdings dehnt sich die Spektralfunktion,
die man aus Streuexperimenten mit Elektronen erhalten kann, in Energie
und im Impuls viel weiter aus als mit Mittelfeld-Effekten erklärbar wäre.

Bisher wurden meist die kurzreichweitigen Korrelationen für symmetrische
Kernmaterie mit Hilfe von aufwendigen vielteilchentheoretischen Rechnungen
wie Brueckner-Hatree-Fock Verfahren [Bal] oder selbstkonsistente T-Matrix
Rechnungen[Dih] durchgeführt.

Für die Modellbildung von Supernovae oder Neutronensternen und für die
Beschreibung von Schwerionenkollisionen sind aber gerade auch kurzreich-
weitige Wechselwirkungen von asymmetrischer Kernmaterie von großem In-
teresse.

In dieser Arbeit wird die Breite auf der Energieschale und die Spektralfunk-
tion von asymmetrischer Kernmaterie mit Hilfe eines selbstkonsistenten Ver-
fahrens, welches auf der Transporttheorie [KaB] beruht, untersucht. (Einen
guten Überblick über Quantentransporttheorie gibt Referenz [Bot]). Es wird
die Annahme eines konstanten Matrixelementes gemacht um das Stoßintegral
auszurechnen, mit dessen Hilfe man die Spektralfunktion erhält. Wie Rech-
nungen von J.Lehr [Le1, Le2] zeigen erhält man, trotz der drastischen An-
nahme eines konstanten Matrixelementes, eine sehr gute Übereinstimmung
mit aufwendigeren vielteilchentheoretischen Rechnungen [Ben].

In Kapitel 2 wird ein allgemeiner Überblick über die Grundlagen des Modells
gegeben. Alle notwendigen Größen werden eingeführt und erklärt. Am Ende
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6 KAPITEL 1. EINLEITUNG

wird eine Zusammenhang zwischen der Selbstenergie und der Spektralfunkti-
on hergeleitet, welcher als Grundlage für die selbstkonsistenten Rechnungen
dient.

In Kapitel 3 wird die Realisierung und die Anwendung auf symmetrische
und asymmetrische Kernmaterie beschreiben. Die Behandlung des Mittelfeld-
Anteils erfolgt durch eine Skyrme-Parametrisierung.

In Kapitel 4-6 werden die gewonnen Ergebnisse (Spektralfunktion, Breite und
Impulsverteilung) diskutiert. Dabei werden zu Beginn jeden Kapitels noch-
mal die Ergebnisse von J. Lehr [Le1, Le2] und F.Frömel [Fr] für symmetrische
Kernmaterie vorgestellt. Anschließend werden die gewonnen Ergebnisse für
asymmetrische Kernmaterie diskutiert.

Die Zusammenfassung und der Ausblick befindet sich in Kapitel 7. Im An-
hang wird eine kurzer Überblick über den Greenfunktion-Formalismus gege-
ben.



Kapitel 2

Grundlagen

2.1 Die Nukleon-Nukleon Wechselwirkung

Die experimentellen Eigenschaften der Nukleon-Nukleon Wechselwirkung las-
sen sich noch immer nicht in einem einheitlichen Modell beschreiben. Viel-
mehr gibt es eine große Anzahl von Modellen, die in verschieden Bereichen der
Kernphysik benutzt werden. So lassen sich beispielsweise die grundlegenden
Eigenschaften der Nukleon-Nukleon Streuung bei niedrigen Energien durch
Ein-Pion-Austauschpotentiale (one-pion exchange potentials, OPEPs) gut
beschreiben. Aus dem Experiment sind folgende Eigenschaften der Nukleon-
Nukleon Streuung bei niedrigen Energien bekannt:

1. kurze Reichweite von etwa 1fm

2. starke Abstoßung bei kurzen Abständen 6 0.5 fm

3. attraktiv für die größeren Abstände mit einer Tiefe von ungefähr 40
MeV

4. Abhängigkeit von Spin und Isospin

Die Eigenschaften der Nukleonen in Kernen lassen sich damit allerdings nicht
befriedigend beschreiben. Offensichtlich wird das Streuverhalten durch die
Anwesenheit vieler Nukleonen im Kern so beeinflusst, daß die Einführung
einer effektiven Wechselwirkung sinnvoll erscheint. Diese Wechselwirkung
hängt typischerweise von den lokalen Dichten im Kern ab.
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8 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

Von besonderem Interesse ist dabei die Wechselwirkung der Nukleonen bei
kleinen Abständen. In Schwerionen-Kollisionen und bei der Explosion von Su-
pernovae treten Energien und Dichten auf, bei denen kurzreichweitige Wech-
selwirkungen einen große Rolle spielen.

Eine NN-Wechselwirkung sollte bestimmte Eigenschaften aufweisen. Das Nu-
kleonpotential hängt von den Orten, Impulsen, Spins und Isospins der Nu-
kleonen ab.

An das Potential werden Invarianzforderungen gestellt:

1. Translationsinvarianz

2. Galilei-Invarianz

3. Rotationsinvarianz

4. Isospininvarianz

5. Paritätsinvarianz

6. Zeitumkehrinvarianz

Dies führt in der nicht relativistischen Darstellung zu

vNN = v00 + v10~τ1~τ2 + v01~σ1~σ2 + v11~τ1~τ2~σ1~σ2 (2.1)

plus Beiträge einer Rang-2 Tensor Wechselwirkung und Spin-Bahn Wechsel-
wirkungen.

2.2 Kernmaterie

Besonders einfach werden kernphysikalische Berechnungen in unendlich aus-
gedehnter Kermaterie. Ist die Dichte der Neutronen gleich der Dichte der
Protonen, so spricht man von symmetrischer, sind die beiden Dichte aber
verschieden von asymmetrischer Kernmaterie. Ein Grenzfall der asymmetri-
schen Kernmaterie ist die Neutronenmaterie, wie sich zum Beispiel in Neu-
tronensternen vorkommt. Das Verhältnis Y = Z

A
gibt die Asymmetrie der

Kernmaterie an, dabei ist Z die Anzahl der Protonen und A die Anzahl aller
Nukleonen.Y nimmt dabei Werte zwischen Null, reine Neutronenmaterie, und
Eins, reine Protonenmaterie, an. Im Falle von symmetrischer Kernmaterie
erhält man Y = 0.5. Wegen Isospinsymmetrie braucht man nur 0 ≤ Y ≤ 0.5
zu betrachten.



2.2. KERNMATERIE 9

In Kernmaterie wird die Coulombkraft vernachlässigt, und somit können die
Nukleonen nur durch Kernkräfte wechselwirken. Man geht auch davon aus,
daß die Kernmaterie β-stabil ist, asymmetrische Kernmaterie soll also nicht
durch β-Zerfall in symmetrische Kernmaterie übergehen.

Da man von einem homogenen Medium ausgeht, hängt die Energie eines
Nukleons nicht mehr vom Ort, an dem sich ein Nukleon befindet, sondern
vom Impuls des Nukleons ab. Aufgrund der Homogenität ist ρ = const und
die Dichten ρ der Nukleonen und kinetischer Energiedichte τ lassen sich in
Abhängigkeit des Fermi-Impulses kfq (q = n, p) schreiben:

ρq =
2

3π2
k3

fq (2.2)

τq =
3

5
(3π2)

2
3

1

2m
ρ

5
3
q (2.3)

An dieser Stelle sei angemerkt das in natürlichen Einheiten gerechnet wird
(~ = c = 1). Im weiteren wird hier ein Modell betrachtet mit dessen Hilfe
auf einfache Weise Aussagen über die kurzreichweitigen Wechselwirkungen
gemacht werden können.

2.2.1 Isospin

Für die Betrachtung von asymmetrischer Kernmaterie spielt die Isospinab-
hängigkeit der Nukleon-Nukleon Wechselwirkung eine bedeutende Rolle. Wäh-
rend man bei symmetrischer Kernmaterie (gleiche Anzahl von Neutronen und
Protonen) über den Isospin mitteln kann, muss man im Falle von asymme-
trischer Kernmaterie Wechselwirkungen zwischen gleichen und ungleichen
Nukleonen unterscheiden.

Da die Nukleon-Nukleon Wechselwirkung invariant unter dem Austausch von
Neutronen gegen Protonen ist, kann man das Proton und das Neutron als
zwei verschiedene Zustände ein und des selben Teilchens auffassen, das als
Nukleon bezeichnet wird. Man führt zwei Basiszustände ein, die dann durch
Transformationen der SU(2)-Isospingruppe ineinander übergeführt werden.

| p >=

(
1
0

)
| n >=

(
0
1

)
(2.4)

Der Operator der Gruppe ist der Isospin Operator t̂ = 1
2
~τ , wobei es sich bei

τx, τy und τz um die Paulimatrizen handelt.

τx =

(
0 1
1 0

)
τy =

(
0 −i
i 0

)
τz =

(
1 0
0 −1

)
(2.5)
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Die Protonen und Neutronen sind dabei Eigenzustände des Operators τz mit
den Eigenwerten 1

2
und −1

2
. Dabei steht es einem frei, ob das Proton oder

das Neutron den positiven Eigenwert bekommt. Hier wurde, wie es in den
meisten kernphysikalischen Publikationen üblich ist, dem Proton der positive
Eigenwert zugewiesen.

Um nun in einem Potential der Isospininvarianz Rechnung zu tragen braucht
man einen skalaren Operator in Bezug auf Drehungen im Isospinraum. Daher
kommen nur Terme in Frage, die entweder keine Isospinabhängigkeit oder
aber Potenzen des Produktes ~τ1~τ2 enthalten. Man kann aber zeigen, daß sich
alle Potenzen von ~τ1~τ2 durch ~τ1~τ2 ausdrücken lassen [GrM]. Das Potential für
die Nukleon-Nukleon Wechselwirkung spaltet sich daher in zwei Teile auf,
einem isospinabhängigen und einem isospinunabhängigen Teil.

v = v0 + v1~τ1~τ2 (2.6)

2.3 Die Greenfunktion in der Feldtheorie

Ziel dieser Arbeit soll es sein, die Spektralfunktion und die Breite auf der
Energieschale von Nukleonen in asymmetrischer Kernmaterie zu berechnen.
Die Grundlage für das hier verwendet Modell beruhen auf der Quanten-
Transporttheorie [KaB].

Mastubara führt 1955 Greenfunktionen zur Beschreibung von Vielteilchen-
Systemen ein [Mas]. Im Jahre 1959 entwickelten Martin und Schwinger [MarS]
weitergehende Techniken zur Behandlung von Vielteilchen-Systemen (Martin-
Schwinger Hierarchie). Auf dieser Basis entwickelten Kadanoff und Bayme
[KaB] eine vollständige Transporttheorie. Einen guten Überblick Quanten-
Transporttheorie liefert [Bot].

2.3.1 Die Einteilchen-Greenfunktion

Um vielteilchentheoretische Aspekte zu untersuchen, eignet sich die Formu-
lierung der nuklearen Vielteilchentheorie als nicht-realtivitische Feldtheorie.
Eine elegante Beschreibung erreicht man mit dem Greenfunktion Formalis-
mus, der im folgenden Abschnitt vorgestellt wird. Die verschiedenen Green-
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funktionen für ein Feld im Heisenberg-Bild definiert man folgendermaßen:

ig(1, 2) ≡ ig(~r1, t1, ~r2, t2)

≡ < [Ψ(~r1, t1)Ψ
†(~r2, t2)]+ > (2.7)

ig>(1, 2) ≡ ig>(~r1, t1, ~r2, t2)

≡ < Ψ(~r1, t1)Ψ
†(~r2, t2) > (2.8)

ig<(1, 2) ≡ ig<(~r1, t1, ~r2, t2)

≡ − < Ψ†(~r2, t2)Ψ(~r1, t1) > (2.9)

igret(1, 2) ≡ igret(~r1, t1, ~r2, t2)

≡ θ(τ1 − τ2) < [Ψ(~r1, t1)Ψ
†(~r2, t2)]+ > (2.10)

igadv(1, 2) ≡ igadv(~r1, t1, ~r2, t2)

≡ −θ(τ2 − τ1) < [Ψ(~r1, t1)Ψ
†(~r2, t2)]+ > (2.11)

ig(1, 2) ≡ ig(~r1, t1, ~r2, t2)

≡ < T [Ψ(~r1, t1)Ψ
†(~r1, t1)] > (2.12)

Von besonderem Interesse werden dabei später die beiden Greenfunktionen
ig>(1, 2) und ig<(1, 2) sein.

Bei T handelt es sich um den Zeitordnungsoperator, welcher ein Produkt von
Operatoren in zeitliche Reihenfolge bringt. Der Operator mit dem größten
Zeitargument wird von T ganz nach links geschoben, danach folgt der Ope-
rator mit dem zweitgrößten Zeitargument und so weiter. Für ein Produkt
aus zwei Operatoren ergibt T :

T [A(t1)B(t2)] =

{
A(t1)B(t2) für t1 > t2

−B(t2)A(t1) für t2 > t1
(2.13)

Bei endlichen Temperaturen T > 0 ist < Ô > der thermische Mittelwert
eines Operators Ô für die großkanonischen Gesamtheit.

< Ô > =

∑
i < i|Ô|i > e−β(Ei−µNi)

∑
i e
−β(Ei−µNi)

=
Tr[Ôe−β(Ĥ−µN̂)]

Tr[e−β(Ĥ−µN̂)]
(2.14)

Ĥ ist der Hamilton-Operator, N̂ der Teilchenzahloperator, β = 1
kBT

die in-
verse Temperatur und µ das chemische Potential. |i > sind Eigenzustände
mit den dazugehörigen Eigenwerten Ei und Ni in Bezug auf die Operatoren
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Ĥ und N̂ .
Für T → 0 ist < 0̂ >→< Ψ0|Ô|Ψ0 >, wobei |Ψ0 > der Grundzustand des
Systems ist.

Aus den Definitionen der Greenfunktionen lassen sich folgende Eigenschaften
ableiten:

(g<(1, 2))∗ = −g<(1, 2) (2.15)

(g>(1, 2))∗ = −g>(1, 2) (2.16)

(gret(1, 2))∗ = gadv(1, 2) (2.17)

Imgret(1, 2) = −i
1

2
(gret(1, 2)− gadv(1, 2))

= −1

2
(g>(1, 2)− g<(1, 2)) (2.18)

Betrachtet man g<(1, 2), so fällt die große Ähnlichkeit mit dem Dichteope-
rator B.2 auf. Für ~r1 = ~r2 und t1 = t2 gilt i < n(~r1, t1) >= g<(1, 1).

g>(1, 2) ist die Wahrscheinlichkeit ein Teilchen am Ort ~r1 zur Zeit t1 zu
finden, wenn man dem System ein Teilchen am Ort ~r2 zur Zeit t2 hinzugefügt
hat. Mit anderen Worten g>(1, 2) beschreibt die Ausbreitung (Propagation)
eines Teilchens von 2 nach 1.Physikalisch relevant ist dabei nur der Fall t1 >
t2. g>(1, 2) hingegen beschreibt die Ausbreitung eines Loches von 1 nach
2.Daraus folgt, daß g(1, 2) die Ausbreitung eines Teilchens für t1 > t2 und
die Ausbreitung eines Loches für t2 > t1 beschreibt.

2.3.2 Zusammenhang zwischen g> und g<

In einem translation- und rotationinvarianten System, wie es für unendlich
ausgedehnte Kernmaterie der Fall ist, ist der Übergang in die Impulsdar-
stellung sinnvoll. Dies geschieht durch Fourier-Transformation bezüglich der
Relativkoordinaten (~ρ = ~r1 − ~r2, τ = t1 − t2).

f(~k, τ) =

∫
d3ρe−i~k~ρf(~ρ, τ) (2.19)

und

f(~k, ω) =

∫
d3ρe−i~k~ρ+iωτf(~ρ, τ) (2.20)

So lassen sich die Feldoperatoren in 2ter Quantisierung mit Hilfe der Opera-
toren a~k und a†~k, welche Teilchen mit dem Impuls k erzeugen oder vernichten,
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ausdrücken.
Schreibt man nun zum Beispiel g> mit Hilfe der a~k und a†~k um, so folgt:

ig>(~k, τ) = < a~r(t)a
†
~k
(t′) >=

∑
m

e−β(Em−µNm)

Tr[e−β(Ĥ−µN̂)]
< m|a~k(t)a

†
~k
(t′)|m >

=
∑

m,l

e−β(Em−µNm)

Tr[e−β(Ĥ−µN̂)]
< m|eiĤta~ke

−iĤt|l >< l|eiĤt′a†~ke
−iĤt|m >

=
∑

m,l

e−β(Em−µNm)

Tr[e−β(Ĥ−µN̂)]
e−iτ(El−Em)| < l|a~k|m > |2 (2.21)

Durch Fourier-Transformation bezüglich der Zeit bekommt man den entspre-
chenden Ausdruck in Abhängigkeit der Energie ω.

ig>(~k, ω) = 2π
∑

m,l

e−β(Em−µNm)

Tr[e−β(Ĥ−µN̂)]
| < l|a†~k|m > |2δ(ω + Em − El) (2.22)

Auf die gleiche Weise bekommt man auch den Ausdruck für g<.

ig<(~k, ω) = −2π
∑
m,n

e−β(Em−µNm)

Tr[e−β(Ĥ−µN̂)]
| < n|a~k|m > |2δ(ω + En − Em) (2.23)

Aus den beiden Gleichungen kann man leicht den Zusammenhang zwischen
g< und g> herleiten:

g<(~k, ω) = −e−β(ω−µ)g>(~k, ω) (2.24)

Betrachtet man die Fourier-Transformation

−ig<(~k, ω) = −i

∫
d3ρ

∫
dτe−i~k~ρ+iωτg<(ρ, τ)

=

∫
d3ρ

∫
dτe−i~k~ρ+iωτ < n̂(ρ, τ) >=< n(~k, ω) > (2.25)

so erkennt man, daß die−g<(~k, ω) der mittleren Dichte der besetzten Zustände
(Teilchendichte) mit dem Impuls k und der Energie ω entspricht. Im Gegen-

satz dazu läßt sich g>(~k, ω) als die mittlere Dichte der unbesetzten Zustände
(Lochdichte) interpretieren [KaB].
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2.3.3 Die Spektralfunktion

Die Spektralfunktion ist definiert als die Differenz über den Schnitt entlang
der reellen Energieachse.

A(~k, ω) ≡ ig(~k, ω) = i[g>(~k, ω)− g<(~k, ω)], (2.26)

A(~k, ω) wird später noch eine sehr große Rolle spielen. Mit Hilfe von Glei-
chung 2.24 kann man g> und g< in Abhängigkeit der Spektralfunktion um-
schreiben:

ig>(~k, ω) = A(~k, ω)(1− f(~k, ω)) (2.27)

−ig<(~k, ω) = A(~k, ω)f(~k, ω) (2.28)

(2.29)

Die Funktion f(ω) entspricht der Wahrscheinlichkeit der Besetzung eines
Zustandes mit der Energie ω. Daher kann man die Spektralfunktion als eine
Funktion zur Gewichtung der besetzten bzw. unbesetzten Zustände interpre-
tieren [KaB].

Die Besetzungswahrscheinlichkeit für Fermionen im thermodynamischen Gleich-
gewicht ist durch die Fermi-Dirac-Verteilung f(ω) = 1

eβ(ω−µ)+1
gegeben.

Da die Fermi-Dirac-Verteilung für den Grenzfall T → 0 in eine Stufenfunk-
tion übergeht, folgt für g> und g>:

T → 0

ig>(~k, ω) = A(~k, ω)θ(ω − µ) (2.30)

ig<(~k, ω) = −A(~k, ω)θ(µ− ω) (2.31)

Woran man sofort erkennt, daß g> für ω < µ und g< für ω > µ verschwinden.

Man kann zeigen, daß für Fermionen A(~k, ω) eine positiv definite reelle Funk-
tion ist [Ec]. Sie erfüllt folgende Normierung:

∫
dω

2π
A(~k, ω) = 1 (2.32)

Kennt man die Spektralfunktion, so kann man alle physikalisch relevanten
Größen mit ihrer Hilfe bestimmen.

Aus den Gleichung 2.18 und der Definition der Spektralfunktion kann man
die wichtige Beziehung zwischen der retadierten Greenfunktion und der Spek-
tralfunktion bestimmen.

Imgret(~k, ω) = A(~k, ω) (2.33)
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2.3.4 Die Hartree-Fock-Näherung

Geht man nun von der im Anhang hergeleiteten Bewegungsgleichung (Glei-
chung B.9) für die Einteilchen-Greenfunktion aus, so benötigt man eine Näher-
ung für die Zweiteilchen-Greenfunktion. Die Einteilchen-Greenfunktion g(1, 1′)
beschreibt die Propagation eines Teilchens, welches zum Zeitpunkt t1 dem
System hinzugefügt wird und zum Zeitpunkt t1′ wieder aus dem System ent-
fernt wird.

g(1, 1′) =
1′1

(2.34)

Dementsprechend beschreibt die Zweiteilchen-Greenfunktion g2(1, 2, 1
′, 2′) die

Propagation zweier Teilchen, die zu den Zeitpunkten t1 und t2 dem Sys-
tem hinzugefügt werden und zu den Zeitpunkten t1′ und t2′ wieder aus dem
System entfernt werden.Im Allgemeinen korreliert die Bewegung der beiden
Teilchen, da sie sie miteinander wechselwirken.

In erster Näherung kann man diese Korrelation vernachlässigen, so daß sich
die beiden Teilchen unabhängig voneinander im System bewegen.

g2(1, 2, 1
′, 2′) =

= +

= g(1, 1′)g(2, 2′)− g(1, 2′)g(2, 1′) (2.35)

Auf diese Weise faktorisiert die Zweiteilchen-Greenfunktion g2 in zwei Ein-
teilchen-Greenfunktionen, wobei der zweite Term aus der Ununterscheidbar-
keit der beiden Teilchen entsteht.

Setzt man nun diese Näherung in die Bewegungsgleichung für die Einteilchen-
Greenfunktion ein, so erhält man:

(i
∂

∂t1
+
∇2

1

2m
)g(1, 1′) = δ(t1 − t1′)δ(~r1 − ~r1′) (2.36)

−i

∫
d3r2v(r1 − r2){g(1, 1′)g(2, 2+)− g(1, 2+)g(2, 1′)} |t1=t2
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Da nun t2+ infinitesimal größer als t2 ist, folgt:

ig(2, 2+) = −ig<(2, 2+) = − < Ψ†(~r2, t2))Ψ(~r2, t2+) >

= < n(~r2, t2) > (2.37)

Daher folgt nun für den ersten Term in der zweiten Zeile:

(2.38)

−i

∫
d3r2v(r1 − r2)g(1, 1′)g(2, 2+) =

∫
d3r2v(r1 − r2) < n(~r2) > g(1, 1′)

Dies ist der sogenannte Hartree-Term. Er beschreibt ein Vielteilchensystem
als die Bewegung unabhängiger Teilchen in einem gemittelten Potential, wel-
ches durch die anderen Teilchen erzeugt wird.

In einem translation-invarianten System sind sowohl die Dichte als auch das
Potential konstant. Daher folgt nach einer Fourier-Transformation von Glei-
chung 2.37:

[ω − k2

2m
+ nv −

∫
d3k′

(2π)

3

v(~k − ~k′) < n(k′ >]g(~k, ω) = 1 (2.39)

Dies ist die Hartree-Fock-Gleichung, welche man auch durch Variation des
Energiefunktionals hätte herleiten können. Der letzte Term auf der linken
Seite entsteht dabei aus der Ununterscheidbarkeit der Teilchen.

Eine Lösung der Hartree-Fock-Gleichung führt auf eine ähnliche Spektral-
funktion wie im Fall der freien Teilchen. Allerdings ist sie um die Energie,
welche durch die Hartree-Fock Terme entsteht, verschoben.

A(~k, ω) = δ(ω − (k2/2m)− nv +

∫
d3k′

(2π)

3

v(~k − ~k′) < n(k′) >) (2.40)

2.4 Die Selbstenergie

Mit Hilfe von Feynman-Regeln läßt sich die Greenfunktion diagrammatisch
berechnen, für T=0 findet man die Regeln in jedem Buch über Vielteilchen-
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theorie und für endliche Temperaturen unter anderem in [Das, Dan].

g =

= + + + ...

Als Selbstenergieeinschub bezeichnet man einen beliebigen Teil eines Dia-
gramms, der mit dem Rest nur durch eine einlaufende und auslaufende Linie
verbunden ist. Die Summe aller Selbstenergieeinschübe bezeichnet man als
die Selbstenergie Σ.

= +
Σ

(2.41)

So gilt zum Beispiel in erster Ordnung für die Selbstenergie:

Σ(1, 1′) =

1 1′

2
+

1 1′

= [δ(~r1 − ~r1′)

∫
d3r2v(~r1 − ~r2)(−i)g0(~r2, t1, ~r2, t1)

+ v(~r1 − ~r1′)ig
0(~r1, t1, ~r1′ , t1′)]δ(t1 − t1′) (2.42)

Die Dyson-Gleichung stellt den Zusammenhang zwischen Selbstenergie und
Greenfunktion dar (siehe z.B.[FeW]).

g(1, 1) = g0(1, 1′) +

∫

C

d3r2d
3r3g

0(1, 2)Σ(2, 3)g(3, 1′) (2.43)

Wobei g0 die freie Greenfunktion ist. Sie ist Lösung der freien Schrödinger-
Gleichung.

(i
∂

∂t1
+
∇2

1

2m
)g(1, 1′) = δ(1− 1′) (2.44)
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Mit Hilfe der Dyson-Gleichung erhält man eine Gleichung für die Greenfunk-
tion, welche Ähnlichkeit mit Gleichung B.9 hat.

(i
∂

∂t1
+
∇2

1

2m
)g(1, 1′) = δ(1, 1′) +

∫
d3r2Σ(1, 2)g(2, 1′) (2.45)

Offensichtlich entspricht

−i

∫
d3r2v(r1 − r2)g2(1, 1

′, 2, 2+) =

∫
d3

2Σ(1, 2)g(2, 1′) (2.46)

Somit kann man nun die Greenfunktion systematisch mit Hilfe einer Ent-
wicklung der Selbstenergie ausrechnen.

Setzt man nun die Näherung der Selbstenergie erster Ordnung in Gleichung
2.42 ein, so erhält man eine Gleichung, die Ähnlichkeit mit der Hartree-Fock
Näherung hat .

(i
∂

∂t1
+
∇2

1

2m
)g(1, 1′) = δ(t1 − t1′)δ(~r1 − ~r1′) (2.47)

−i

∫
d3r2v(r1 − r2){g(1, 1′)g0(2, 2

+)− g(1, 2+)g0(2, 1
′)} |t1=t2

Allerdings treten hier teilweise an Stelle der Greenfunktion g die Greenfunk-
tion g0 für ein freies Teilchen auf. Der Grund dafür liegt darin, daß nur
Diagramme erster Ordnung verwendet wurden. Da man im Medium aber
ein Teilchen lediglich für kurze Zeiten, als frei ansehen kann, kann man nun
g0 durch g ersetzen. Dies bedeutet nichts anderes als das man alle Feyn-
mandiagramme in einer bestimmten Näherung aufsummiert, da man so eine
Wechselwirkung der Teilchen im Zwischenzustand zulässt. Die Näherung ers-
ter Ordnung ist also die Hartree-Fock-Näherung.

Entwickelt man die Selbstenergie bis zur zweiten Ordnung, so bleiben zwei
Diagramme übrig, die nicht in der Aufsummierung der Hartree-Fock-Diagram-
me enthalten sind.

ΣC(1, 1′) = + (2.48)

Dies sind Beiträge zur Polarisations-Selbstenergie in 2. Ordnung, welche in
der Literatur auch manchmal Born-Diagramme genannt werden. Für das
erste Diagramm erhalten wir

Σbd(1, 1
′) =

∫
d3r2

∫
d3r2′v(~r1 − ~r2)v(~r2′ − ~r1′)

×[g(1, 1′)g(2, 2′)g(2, 2′)] |t2=t1,t′2=t′1 (2.49)
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und für das Austausch-Diagramm

Σbe(1, 1
′) =

∫
d3r2

∫
d3r2′v(~r1 − ~r2)v(~r2′ − ~r1′)

×[g(1, 2′)g(2, 1′)g(2, 2′)] |t2=t1,t′2=t′1 . (2.50)

Im Gegensatz zu den Hartree-Fock-Diagrammen, sind die Born-Diagramme
nicht mehr zeitlich lokal, das heißt t1 6= t′1. Bei den Hartree-Fock-Diagrammen
sorgte gerade die Delta-Funktion δ(t1−t′1) dafür, daß unser Ausdruck zeitlich
lokal war. Man kann daher, analog zur Greenfunktion, die Selbstenergie in
einen Anteil für t1 > t1′ und t1 < t1′ aufspalten.

ΣC(1, 11′) = θ(t1 − t1′)Σ
>(1, 1′) + θ(t1′ − t1)Σ

<(1, 1′) (2.51)

Bei dem Anteil zur Selbstenergie, der durch die Hartree-Fock-Näherung her-
vorgerufen ist, ist dies durch die zeitliche Lokalität allerdings nicht möglich.

Ersetzt man nun in Gleichungen 2.49 und 2.50 g durch die entsprechenden
Ausdrücke von g≶ für die Annahme t1 > t1′ bzw. t1 < t1′ so erhält man die
entsprechenden Ausdrücke für Σ≷

bd und Σ≷
be.

Σ≷
bd(1, 1

′) =

∫
d3r2

∫
d3r2′v(~r1 − ~r2)v(~r2′ − ~r1′)

×[g≷(1, 1′)g≷(2, 2′)g≶(2, 2′)] |t2=t1,t′2=t′1 (2.52)

Σ≷
be(1, 1

′) =

∫
d3r2

∫
d3r2′v(~r1 − ~r2)v(~r2′ − ~r1′)

×[g≷(1, 2′)g≷(2, 1′)g≶(2, 2′)] |t2=t1,t′2=t′1 (2.53)

Für die Diagramme im Energie-Impuls-Raum bekommt man mit Hilfe der
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Feynmanregeln:

Σ>(~k, ω) = i[

k k3 k

k4

k2
+

k k3

k4

k2 k

]

=

∫
dω2d

3k2

(2π)4

dω3d
3k3

(2π)4

dω4d
3k4

(2π)4
(2π)4δ(~k + ~k2 − ~k3 − ~k4)

×δ(ω + ω2 − ω3 − ω4)[(v(k − k3))
2 − v(k − k3)v(k − k4)]

×g<(~k2, ω2)g
>(~k3, ω3)g

>(~k4, ω4) (2.54)

Σ<(~k, ω) = i[

k k3 k

k2

k4

+
k4

k3 k

k2k

]

=

∫
dω2d

3k2

(2π)4

dω3d
3k3

(2π)4

dω4d
3k4

(2π)4
(2π)4δ(~k + ~k2 − ~k3 − ~k4)

×δ(ω + ω2 − ω3 − ω4)[(v(k − k3))
2 − v(k − k3)v(k − k4)]

×g>(~k2, ω2)g
<(~k3, ω3)g

<(~k4, ω4) (2.55)

Aufgrund der Symmetrie bezüglich k3 und k4 kann man folgende Umformung
benutzen:

| M |2 ≡ (v(k − k3))
2 − v(k − k3)v(k − k4)

=
1

2
(v(k − k3)− v(k − k4))

2 (2.56)

Daher lassen sich die Gleichungen 2.54 und 2.55 kompakter schreiben.

Da sich die beiden Diagramme aber nur in den Potentialen unterscheiden,
die Propagtoren aber gleich sind, genügt es eigentlich, daß erste Diagramm
auszuwerten. Mit anderen Worten, das Austauschdiagramm ist in dem Ma-
trixelement | M |2 schon enthalten.

Benutzt man Beziehung 2.24 in den Gleichungen 2.54 und 2.55,so erhält
man die gleiche Beziehung zwischen Σ> und Σ< wie zwischen den beiden
Greenfunktionen g> und g<.

Σ> = −eβ(ω−ωf )Σ< (2.57)
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Es liegt daher Nahe, analog zu der Spektralfunktion folgende Größe ein-
zuführen

Γ(ω, k) ≡ i(Σ>(ω, k)− Σ<(ω, k)), (2.58)

welche sich später als die inverse Lebensdauer eines Zustandes (Γ = 1/τ)
herausstellen wird.

2.4.1 Interpretation von Σ≷

Ein Teilchen mit der Energie ω und dem Impuls ~k stößt mit einem Teilchen
der Energie ω2 und dem Impuls ~k2. Nach dem Stoß sollen sich die beiden Teil-
chen nicht mehr in dem anfänglichen Zuständen, sondern in den Zuständen
mit den Energien ω3, ω4 und den Impulsen ~k3, ~k4 befinden.

ω, k
ω3, k3

ω2, k2 ω4, k4

Der differentielle Wirkungsquerschnitt ergibt sich zu | M |2≡ (v(k − k3))
2 −

v(k − k3)v(k − k4) mal einer Delta-Funktion, die die Energie und Impulser-
haltung sicher stellt.

Um nun eine Stoßrate zu bekommen, muß man den differentiellen Wirkungs-
querschnitt mit der Dichte der einlaufenden Teilchen −ig<(ω2, k2) und der
Dichte aller auslaufenden Teilchen ig>(ω3, k3) und ig>(ω4, k4) multiplizieren
und über alle internen Impulse und Energien integrieren. Dies führt dann auf
die Gleichungen 2.54.

Σ>(~k, ω) =

∫
dω2d

3k2

(2π)4

dω3d
3k3

(2π)4

dω4d
3k4

(2π)4
(2π)4δ(~k + ~k2 − ~k3 − ~k4)

×δ(ω + ω2 − ω3 − ω4) | M |2

×g<(~k2, ω2)g
>(~k3, ω3)g

>(~k4, ω4) (2.59)

Bei Σ>(ω, k) handelt es sich also um eine Stoßrate, die ein Teilchen aus dem
Zustand ω, k heraus streut. In einem System mit niedriger Dichte (βµ →
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−∞) kann man Σ<(ω, k) gegenüber Σ>(ω, k) vernachlässigen und somit be-
stimmt Σ>(ω, k) die Lebensdauer eines Zustandes.

Auf die gleiche Weise sieht man, daß es sich bei Σ<(ω, k) um eine Stoßrate
handelt, die ein Teilchen in den Zustand ω, k hinein streut, wenn der Zu-
stand ω, k vorher nicht besetzt war. Die gesamte Zerfallsrate ist daher durch
Gleichung 2.58 gegeben.

Dies entspricht folgender Näherung für die Zweiteilchen-Greenfunktion:

g2(1, 2, 1
′, 2′) =

= −

+ −

(2.60)

Diese Näherung trägt Stöße zwischen zwei Teilchen Rechnung. Während in
der Hartree-Fock-Näherung, die beiden Teilchen sich unabhängig von einan-
der bewegt haben, werden hier Stöße zwischen Teilchen berücksichtigt.

2.5 Zusammenhang zwischen A(~k, ω) und Σ(~k, ω)

Auch für die retardierte Greenfunktion kann man eine Bewegungsgleichung
ähnlich der für die kausale Greenfunktion herleiten. Eine genaue Rechnung
hierzu findet sich in [Dan].

(i
∂

∂t1
+
∇2

1

2m
)gret(1, 1′)−

∫ ∞

t0

d3r2Σ
ret(1, 2)gret(2, 1′) = δ(1− 1′) (2.61)

Die retardierte Selbstenergie teilt sich dabei in einen Mittelfeld-Anteil, der
durch die Hartree-Fock-Diagramme entsteht, und einen Kollisionsanteil, der
durch die Born-Diagramme entsteht, auf.

Σret(1, 2) = ΣHF (1, 2) + Σret
B (1, 2) (2.62)
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Dabei besteht der selbe Zusammenhang zwischen den Selbstenergien des Kol-
lisionsanteil wie zwischen den Greenfunktionen.

Σret
B (1, 2)) = θ(t1 − t2)(Σ

>(1, 2)− Σ<(1, 2)) (2.63)

Durch Fouriertransformation (t0 → −∞) erhält man aus Gleichung 2.61:

gret(~k, ω) =
1

ω − k2

2m
− Σret(~k, ω)

(2.64)

Die retadierte Selbstenergie Σret
B (~k, ω) besitzt dabei einen Imaginärteil und

einen Realteil, welche durch die Kramers-Kroning-Relation mit einander ver-
bunden sind.

ReΣret
B (~k, ω) = −P

∫
dω′

π

ImΣret
B (~k, ω′)

ω − ω′
(2.65)

Wie leicht zu zeigen ist, gilt der gleiche Zusammenhang zwischen dem Ima-
ginärteil von Σret

B (~k, ω) und der Breite Γ(~k, ω), wie zwischen dem Imaginärteil
der retardierten Greenfunktion und der Spektralfunktion (Gleichung 2.33).

ImΣret
B (~k, ω) = −1

2
Γ(~k, ω) (2.66)

Die Fourier-Transformation des zeitlich lokalen Mittelfeld-Anteils enthält al-
lerdings keinen Imaginärteil. Daher ergibt sich für den Real- und Imaginärteil
der retardierten Selbstenergie:

ReΣ(~k, ω) = ΣHF (~k, ω) + P

∫
dω′

2π

Γ(~k, ω′)
ω − ω′

ImΣ(~k, ω) = ImΣB(~k, ω) = −1

2
Γ(~k, ω) (2.67)

Bestimmt man nun den Imaginärteil der retardierten Greenfunktion und be-
nutzt man die Gleichungen für die Selbstenergie, so erhält man für die Spek-
tralfunktion:

A(~k, ω) =
Γ(~k, ω)

(ω − k2

2m
− ΣHF (~k, ω)−ReΣret(~k, ω))2 + (Γ(~k,ω)

2
)2

(2.68)
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Kapitel 3

Polarisationswechselwirkung in
Kernmaterie

3.1 Numerische Realisierung und Näherungen

Aus dem vorherigen Kapitel ist der Zusammenhang zwischen Selbstenergie
und Spektralfunktion bekannt. Kennt man die Selbstenergie, kann man die
Spektralfunktion direkt ausrechnen. Benutzt man die Gleichungen 2.54 und
2.55 mit den Beziehungen, die zwischen den Greensfunktionen und den Spek-
tralfunktionen gelten (Gleichungen 2.27 und 2.28), so erkennt man, daß die
Selbstenergie wiederum von der Spektralfunktion abhängt.

An dieser Stelle sei erwähnt, daß unser System aufgrund der Symmetrie nur
vom Betrag des Impulses abhängt.

Σ>(k, ω) = −i

∫
dω2d

3k2

(2π)4

dω3d
3k3

(2π)4

dω4d
3k4

(2π)4
(2π)4δ(k + ~k2 − k3 − k4)

×δ(ω + ω2 − ω3 − ω4) | M(k, ω) |2 A(k2, ω2)f(k2, ω2)

A(k3, ω3)(1− f(k3, ω3))A(k4, ω4)(1− f(k4, ω4)) (3.1)

Σ<(k, ω) = i

∫
dω2d

3k2

(2π)4

dω3d
3k3

(2π)4

dω4d
3k4

(2π)4
(2π)4δ(k + k2 − k3 − k4)

×δ(ω + ω2 − ω3 − ω4) | M(k, ω) |2 A(k2, ω2)(1− f(k2, ω2))

A(k3, ω3)f(k3, ω3)A(k4, ω4)f(k4, ω4) (3.2)

Da in den Gleichungen zur Bestimmung der Selbstenergie die Spektralfunkti-
on (Gleichungen 3.1 und 3.2 wiederum auftaucht, liegt es nahe ein iteratives

25
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Verfahren zu benutzen. Ausgehend von einer ersten Schätzung der Zerfalls-
breite berechnet man die Spektralfunktion (Gleichung 2.68). Diese benutzt
man um die Selbstenergie auszurechnen. Mit Hilfe der Selbstenergie erhält
man die Breite auf der Energieschale. Dies wird solange fortgesetzt bis Kon-
vergenz erreicht wird.

Γ(k, ω) → A(k, ω) → Σ(k, ω) → Γ(k, ω) → ...

In der Sprache der Feynman-Diagramme bedeutet dieses Verfahren nichts an-
deres, als eine unendliche Aufsummierung aller Diagramme in der Näherung
zweiter Ordnung.

Besonders einfach würden die Integrale in Gleichungen 3.1 und 3.2, wenn
man ein konstantes Matrixelement hätte. Im Allgemeinen ist das Matrix-
element | M |2 impulsabhängig. Ein konstantes Matrixelement würde einer
Punktwechselwirkung entsprechen, da man durch Fouriertransformation ei-
ner konstanten Funktion eine Deltafunktion im Ortsraum erhält. Rechnungen
von J.Lehr [Le1, Le2] und F.Frömel [Fr] zeigen, daß man gute Ergebnise mit
einem konstanten Matrixelement erzielt.

Durch die Delta-Funktionen reduziert sich die Anzahl der Freiheitsgrade.
Zieht man nun das Matrixelement vor das Integral und führt die Integration
über k4, ω4 und die beiden Winkel φ2 und φ3 aus, so vereinfachen sich die
Gleichungen für die Selbstenergien.

Σ>(k, ω) = −i
| M |2
(2π)6

∫
dω2

∫
dω3

∫
dk3k

2
3

∫
dk2k

2
2

d cos θ2

ktotk3

× A(k2, ω2)f(k2, ω2)A(k3, ω3)(1− f(k3, ω3))

×
∫

dk4k4A(k4, ω4)(1− f(k4, ω4)) (3.3)

Σ<(k, ω) = −i
| M |2
(2π)6

∫
dω2

∫
dω3

∫
dk3k

2
3

∫
dk2k

2
2

d cos θ2

ktotk3

× A(k2, ω2)(1− f(k2, ω2))A(k3, ω3)f(k3, ω3)

×
∫

dk4k4A(k4, ω4)f(k4, ω4) (3.4)

Dabei sind ktot =| ~k + ~k2 | und ω4 = ω + ω2 − ω3.
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3.2 Symmetrischer Kernmaterie

Für symmetrische Kernmaterie muß man keine Unterscheidung zwischen
Neutronen und Protonen machen, man erhält eine Spektralfunktion für Nu-
kleonen. Man kann daher alle Formeln aus dem vorangegangen Abschnitt
direkt übernehmen.

Im Falle T = 0 sind alle Zustände bis zur Fermikante besetzt k ≤ kf und die
Zustände darüber unbesetzt. Dies hat Konsequenzen auf die Streuraten Σ≷.
Stoßen zwei Nukleonen mit den Energien ω und ω2, so ergibt sich, wenn die
beiden Nukleonen später die Energien ω3 und ω4, welche unterschiedlich zu
den anfänglichen Energien sein sollen, aufgrund der Energierhaltung:

ω + ω2 = ω3 + ω4 (3.5)

Da der Zustand ω2 vorher besetzt sein musste, folgt ω2 ≤ ωf . Die beiden
Endzustände müssen hingegen oberhalb der Fermikante liegen (ω3, ω4 >
ωf ), da die Endzustände nicht besetzt sein dürfen. Dies führt zu folgender
Abschätzung für ω:

ω = ω3 + ω4 − ω2 < ωf + ωf − ωf = ωf (3.6)

Ebenso kann man eine Abschätzung für den umgekehrten Prozess finden, in
dem zwei Nukleonen mit den Zuständen ω3, ω4 in die unbesetzten Zustände
ω und ω2 streuen. Dieses mal müssen sich ω3 und ω4 als besetzte Zustände
unterhalb der Fermikante befinden, während sich ω2 als unbesetzter Zustand
oberhalb der Fermikante befindet. Dies führt auf folgende Abschätzung:

ω = ω3 + ω4 − ω2 > ωf + ωf − ωf = ωf (3.7)

Daher folgt für die Breite:

Σ>(k, ω) = 0 ⇒ Γ(k, ω) = −Σ<(k, ω) für ω ≤ ωf (3.8)

Σ<(k, ω) = 0 ⇒ Γ(k, ω) = Σ>(k, ω) für ω ≥ ωf (3.9)

⇒ Γ(k, ω) = 0 für ω = ωf (3.10)

Nukleonen an der Fermikante sind also quasistabil.

3.3 Asymmetrische Kernmaterie

Im Falle von asymmetrischer Kernmaterie muß zwischen Stößen gleicher Nu-
kleonen und zwischen Stößen verschiedener Nukleonen unterschieden werden.
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Man erhält daher eine Spektralfunktion für Protonen und eine für Neutro-
nen. Bei der Berechnung der Selbstenergie muß man allerdings vorsichtig
sein, welche Diagramme man berücksichtigt.

Das Matrixelement lässt sich mit Hilfe der Landau-Migdal-Parameter in
einen isoskalaren und einen isovektoriellen Anteil zerlegen [Mi, Ta]. Man führt
dazu die dimensionslose Größe Φ ein.

Φ = M
∂ε(k)

∂ | ~k |
||~k|=kf

= F + F ′~τ1~τ2 (3.11)

Für die Streuung gleicher Nukleonen (nn- und pp-Stöße) erhält man:

Φnn = F + F ′

Φpp = F + F ′

(3.12)

Und für die Stöße ungleicher Nukleonen (np-Stöße):

Φnp = F − F ′

Dabei wurden hier nur solche Stöße betrachtet, bei denen keine Ladung aus-
getauscht wurde. Im Falle, daß Ladung ausgetauscht wird, ist Φ durch F ′

bestimmt:

Φnp
exch = 2F ′

Geht man davon aus das nur energetisch niedrig liegende Zustände ange-
regt werden, wird das System von der Wechselwirkung nahe der Fermikan-
te bestimmt sein. Da die Wechselwirkung an der Fermifläche nur vom Im-
pulsübertrag und Winkel der einlaufenden Teilchen abhängt [Mi], lässt sich
die Streuamplitude mit Hilfe von Legendre-Polynome entwickeln:

M(p, p′) =
∑

l

MlPl(cos θ) (3.13)

Der Vergleich von Experiment und Theorie zeigt, daß die nullte Ordnung der
Entwicklung den größten Beitrag liefert. Die Inkompressibilität K ist direkt
mit dem Paramter F0 und die Symmetrie-Energie a4 mit F ′

0 verbunden [Ta].

K = 3mk3
f (1 + F0)

a4 =
1

6
mk3

f (1 + F ′
0) (3.14)
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Berechnungen der Landau-Migdal-Parameter und ein Vergleich mit dem Ex-
periment zeigen, daß die Parameter F0, F1 [Ta] bei der Sättigungsdichte der
Kernmaterie und Dichten darüber hinaus dominieren. Daher kann man die
Stöße zwischen Nukleonen vernachlässigen, bei denen Ladung ausgetauscht
wird, denn diese werden ja gerade von den Parametern F ′ bestimmt. Außer-
dem kann man das gleiche Matrix-Element für Stöße zwischen gleichen und
ungleichen Nukelonen annehmen. Diese Näherungen führen zur wesentlichen
Vereinfachung der Rechnungen für asymmetrische Kernmaterie.

Für die Selbstenergie bleiben also nur noch 2 Terme übrig. Der eine für Stöße
mit Nukleonen gleichen Typs und der andere für Stöße mit Nukleonen ver-
schiedenen Typs.

Σp =
p p p

p

p−1

+
p p p

n

n−1

Σn =
n n n

n

n−1
+

n n n

p

p−1

Die Feynmandiagramme sind dabei auf ein schematische Art zu verstehen,
da die Austauschdiagramme nicht explizit dargestellt wurden.
Ersetzt man nun die entsprechenden Ausdrücke in den Formeln für die Selbs-
tenergien, so erhält man die Formeln für die Neutronen und Protonen Selbs-
tenergien. Die Austauschterme sind dabei im Matrixelement M enthalten.

Mit Hilfe von Gleichung 2.56 kann man nun die Streurate aus dem Zustand
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(k, ω) aufschreiben:

Σ>
p (k, ω) = −i

| M |2
(2π)6

∫
dω2

∫
dω3

∫
dk3k

2
3 (3.15)

×
∫

dk2k
2
2

d cos θ2

ktotk3

Ap(k3, ω3)(1− fp(k3, ω3))

× [Ap(k2, ω2)fp(k2, ω2)

∫
dk4k4Ap(k4, ω4)(1− fp(k4, ω4))

+An(k2, ω2)fn(k2, ω2)

∫
dk4k4An(k4, ω4)(1− fn(k4, ω4))]

Σ>
n (k, ω) = −i

| M |2
(2π)6

∫
dω2

∫
dω3

∫
dk3k

2
3 (3.16)

×
∫

dk2k
2
2

d cos θ2

ktotk3

An(k3, ω3)(1− fn(k3, ω3))

× [An(k2, ω2)fn(k2, ω2)

∫
dk4k4An(k4, ω4)(1− fn(k4, ω4))

+Ap(k2, ω2)fp(k2, ω2)

∫
dk4k4Ap(k4, ω4)(1− fp(k4, ω4))]

Analog ergibt sich für die Streuung in den Zustand (k, ω):

Σ<
p (k, ω) = −i

| M |2
(2π)6

∫
dω2

∫
dω3

∫
dk3k

2
3 (3.17)

×
∫

dk2k
2
2

d cos θ2

ktotk3

Ap(k3, ω3)fp(k3, ω3)

× [Ap(k2, ω2)(1− fp(k2, ω2))

∫
dk4k4Ap(k4, ω4)fp(k4, ω4)

+An(k2, ω2)(1− fn(k2, ω2))

∫
dk4k4An(k4, ω4)fn(k4, ω4)]

Σ<
n (k, ω) = −i

| M |2
(2π)6

∫
dω2

∫
dω3

∫
dk3k

2
3 (3.18)

×
∫

dk2k
2
2

d cos θ2

ktotk3

An(k3, ω3)fn(k3, ω3)

× [An(k2, ω2)(1− fn(k2, ω2))

∫
dk4k4An(k4, ω4)fn(k4, ω4)

+Ap(k2, ω2)(1− fp(k2, ω2))

∫
dk4k4Ap(k4, ω4)fp(k4, ω4)]
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Ganz analog wie für symmetrische Kernmaterie kann man mit Hilfe der Selbs-
tenergien, die Spektralfunkion und die Breiten der Protonen und Neutronen
bestimmen. Die Rechnung wird mit konstanter Breite für die Nukleonen in-
itialisiert. Aus dem Breiten bestimmt man die Spektralfunktionen, welche
wiederum als Grundlagen zur Berechnung der Breiten dienen. Man iteriert
so lange, bis Konvergenz erreicht wird.

3.3.1 Das Verhalten an der Fermikante

Betrachtet man sich nun die Energiebilanz der streuenden Nukleonen im
Falle T = 0: Ein Nukleon mit der Energie ω streut an einem Nukleon mit
der Energie ω2, danach haben die Teilchen die Energien ω3 und ω4. Für die
Energiebilanz erhält man:

ω = ω3 + ω4 − ω2 (3.19)

Handelt es sich bei dem einlaufenden Teilchen um ein Proton, so kann dieses
nur in einen Zustand oberhalb der Protonen-Fermienergie gestreut werden
(ω3 > ωfp). Das Proton kann nur mit einem Nukleon unterhalb der jeweiligen
Fermikante streuen. Streut es mit einem Proton, so ist ω2 ≤ ωfp, streut es
aber mit einem Neutron, so ist ω2 ≤ ωfn. Das zweite Nukleon kann aber
auch nur in einen unbesetzten Zustand oberhalb der Fermienergie streuen.
Für ein Proton gilt ω4 > ωfp und für ein Neutron ω4 > ωfn. Man kann also
die Energie des einlaufenden Protons abschätzen:
pp-Stoß

ω > ωfp + ωfp − ωfp = ωfp (3.20)

pn-Stoß

ω > ωfp + ωfn − ωfp = ωfn (3.21)

Woraus Σ>
p = 0 für ω < ωfp folgt.

Betrachtet man sich nun den umgekehrten Prozess in dem zwei Nukleonen
aus dem Medium miteinander stoßen und sich später in den Zuständen ω und
ω2 befinden. Der Zustand mit der Energie ω sei dabei vorher nicht besetzt. In
diesem Falle sind ω3 < ωfp und ω4 < ωfp für einen pp-Stoß und ω4 < ωfn für
einen pn-Stoß. Da ω2 in einen freien Endzustand gestreut wird, gilt ω2 > ωfp

für einen pp-Stoß und ω2 > ωfn. Daraus folgt folgende Abschätzung:
pp-Stoß

ω < ωfp + ωfp − ωfp = ωfp (3.22)
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pn-Stoß

ω < ωfp + ωfn − ωfn = ωfp (3.23)

Und somit ist Σ<
p = 0 für ω > ωfp. Nach einer ganz analogen Betrachtung für

Neutronen erhält man das selbe Ergebnis. Σ> verschwindet also unterhalb
und Σ< oberhalb der Fermienergie der jeweiligen Nukleonen.
Protonen

Σ>
p = 0 für ω ≤ ωfp

⇒ Γp(k, ω) = −Σ<
p (k, ω)

Σ<
p = 0 für ω ≥ ωfp

⇒ Γp(k, ω) = Σ>
p (k, ω)

Σp = 0 für ω = ωfp

⇒ Γp(k, ω) = 0 (3.24)

Neutronen

Σ>
n = 0 für ω ≤ ωfn

⇒ Γn(k, ω) = −Σ<
n (k, ω)

Σ<
n = 0 für ω ≥ ωfn

⇒ Γn(k, ω) = Σ>
n (k, ω)

Σn = 0 für ω = ωfn

⇒ Γn(k, ω) = 0 (3.25)

Sowohl die Spektralfunktion als auch die Breite verschwinden ganz analog
dem symmetrischen Fall an der Stelle der Fermienergie.

3.4 Der Mittelfeld-Anteil

3.4.1 Die Skyrme-Parametrisierung

Mit der Annahme eines konstanten Matrixelmentes lässt sich der Mittelfeld-
Anteil der Selbstenergie nicht mehr selbstkonsistent berechnen. Man kann
aber mit Hilfe einer Skyrmeparametrisierung dem Mittelfeld-Anteil Rech-
nung tragen. Die Skyrme-Wechselwirkung erlaubt es, auf einfach Weise die
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Hartree-Fock Energie, also den Mittelfeld-Anteil, als ein Funktional der Dich-
ten auszudrücken. In dieser Arbeit wurde von folgender parametrisierten
Wechselwirkung ausgegangen:

V (~r1, ~r2) = t0(1 + x0Pσ)δ(~r) zentraler Term

+
1

2
t1(1 + x1Pσ[~P ′2δ(~r) + δ(~r)~P 2]

+t2(1 + x2Pσ)~P ′δ(~r)~P nicht lokale Terme

+
1

6
t3(1 + x3Pσ)[ρp(~r1) + ρn(~r2)]

σ dichteabhängiger Term

+iW0~σ[~P ′ × δ(~r)~P ] Spin-Orbit Term (3.26)

Dabei sind:

~r = ~r1 − ~r2

~P =
1

2i
(~∇1 − ~∇2) dabei wirkt ~P ′ auf die linke Seite

~σ = ~σ1 + ~σ2 dabei ist ~σ der Spinoperator

Pσ = (1 + ~σ1~σ2)/2

Die Bindungsenergie läßt sich dann in ein räumliches Integral einer Hamil-
tondichte schreiben. Eine ausführlichere Herleitung findet sich zum Beispiel
in [Ch] oder [VaB].

E =< Ψ | H | Ψ >=

∫
H(~r)d3r (3.27)

In finden den Referenzen [VaB] und [GrM] finden sich genauere Herleitungen
der Hamiltondichte. Nach längere Rechnung findet sich:

H = K +H0 +H3 +Heff +Hfin +Hso +Hsg +HCoul (3.28)

K =
12

2m
τ

H0 =
1

4
t0[(2 + x0)ρ

2 − (2x0 + 1)(ρ2
p + ρ2

n)

H3 =
1

24
t3ρ

σ[(2 + x3)ρ
2 − (2x3 + 1)(ρ2

p + ρ2
n)]

Heff =
1

8
[t1(2 + x1) + t2(2 + x2)]τρ

+
1

8
[t2(2x2 + 1)− t1(2x1 + 1)](τpρp + τnρn)
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Dabei sind ρ = ρp + ρn und τ = τp + τn Dichten, mit der Definition der
Dichten für Neutronen und Protonen (q = p, n):

ρq(~r) =
∑

i

| φq
i (~r) |2 nq

i (3.29)

τq(~r) =
∑

i

| ~∇φq
i (~r) |2 nq

i (3.30)

Dabei ist nq
i die Besetzungszahl.

Hier wurden dabei nur die Terme betrachtet, die später für Kernmaterie eine
Rolle spielen. K is der Term der kinetischen Energie, H0 ein lokaler Term,
H3 ein dichteabhängiger Term und Heff ein effektiver Masse Term.

Im Allgemeinen treten noch spinabhängige Terme, Oberflächenterme oder
ein Coulomb-Term auf. Da diese aber für unendlich ausgedehnte Kernmaterie
kein Rolle spielen wird hier auf die Literatur verwiesen (siehe [Ch]).

Die Parameter werden schließlich möglichst gut an experimentellen Größen
wie zum Beispiel Bindungsenergie oder Sättigungsdichte angepasst.

Der Mittelfeld-Anteil stammt aus den Hartree-Fock Diagrammen und ist
abhängig vom Implus und der Dichte ΣHF = ΣHF (k, ρ). Führt man eine
Taylorentwicklung des Mittelfeld-Anteils der Selbstenergie um den Fermi-
Implus kf durch, so erhält man:

ΣHF (k, ρ) ≈ ΣHF (kf , ρ) + (k2 − k2
f )Σ

′
HF (kf , ρ) + ... (3.31)

Führt man eine effektive Masse ein, so kann man den impulsabhängigen
Anteil (∝ k2) mit in den Term der kinetischen Energie schreiben.

1

m∗ =
1

m
(1 + 2mΣ′

HF ) (3.32)

So lässt sich der erste Term des Nenners der Spektralfunktion (Gleichung
2.68) mit Hilfe der effektiven Masse umschreiben:

k2

2m
+ ΣHF (k, ρ) + ReΣret(k, ω) ≈ k2

2m∗ + Ueff (ρ) + ReΣret(k, ω) (3.33)

Ueff ist dabei der impulsunabhängige Teil des Mittelfeld-Anteils.
Die effektive Masse und das effektive Potential ergeben sich aus dem Ener-
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giedichtefunktional 3.28 (q = p, n):

1

2m∗
q

=
∂H
∂τq

=
1

2mq

+
1

8
[t1(2 + x1) + t2(2 + x2)]ρ

+
1

8
[t2(2x2 + 1)− t1(2x1 + 1)]ρq (3.34)

Ueff =
∂H
∂ρq

=
1

4
t0[2(2 + x0)ρ− 2(2x0 + 1)ρq]

+
1

24
t3ρ

σ[2(2 + x3)ρ− 2(2x3 + 1)ρq (3.35)

+
1

24
σt3ρ

σ−1[(2 + x3)ρ
2 − (2x3 + 1)(ρ2

p + ρ2
n)

+
1

8
[t1(2 + x1) + t2(2 + x2)]τ +

1

8
[t2(2x2 + 1)− t1(2x1 + 1)]τ

3.4.2 Die Zustandsgleichung

Kernmaterie läßt sich als ein Fermigas in einem Volumen V beschreiben,dabei
ist V so groß, daß sich Oberflächeneffekte vernachlässigen lassen. Für die
Energie pro Nukleon erhält man:

E

A
(ρ) =

V

A
E(ρ) =

E(ρ)

ρ
(3.36)

Mit Hilfe des Energiedichtefunktionals 3.28 erhält man die Zustandsgleichung
für asymmetrische Kernmaterie:

E

A
(Y, ρ) =

3

5

12

2m
(
3π2

2
)

2
3 ρ

2
3 F 5

3
+

1

8
t0ρ[2(x0 + 2)− (2x0 + 1)F2]

+
1

48
t3ρ

σ+1[2(x3 + 2)− (2x3 + 1)F2]

+
3

40
(
3π2

2
)

2
3 ρ

5
3{[t1(x1 + 2) + t2(x2 + 2)]F 5

3

+
1

2
[t2(2x2 + 1)− t1(2x1 + 1)]F 8

3
} (3.37)

Hierbei ist Fm(Y ) = 2m−1[Y m + (1− Y )m], wobei es sich bei 2m−1 um einen
Normierungsfaktor handelt, der dafür sorgt, das Fm(0.5) = 1.
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Abbildung 3.1: Zustandsgleichung für asymmetrische Kernmaterie berechnet
mit Hilfe der Skyrme-Wechselwirkung SLy230a.

Abbildung 3.1 zeigt die Zustandsgleichung von Kernmaterie für verschiede
Verhältnisse von Protonen und Neutronen, wie man sie mit Hilfe der Skyrme-
Wechselwirkung SLy230a [Ch] erhält.

Symmetrische Kernmaterie besitzt ein Minimum bei ρ ≈ 0.16fm−3, welches
in etwa der Dichte im Zentrum von Atomkernen enspricht. Am Sättigungs-
punkt beträgt die Bindungsenergie etwa −16MeV. Das Verhalten von Kern-
materie bei hohen Dichten und hohen Temperaturen, wie sie bei der Kolli-
sion von Atomkernen entstehen können, ist dabei weitgehend unbekannt. Es
werden dabei verschiedene Effekte diskutiert, wie zum Beispiel einen Pha-
senübergang zu einem Quark-Gluonen-Plasma oder aber ein metastabiler
gebundener Zustand. Von großem Interesse ist auch das Verhalten der Kern-
materie bei hoher Asymmetrie, welches auch weitgehend unbekannt ist. Man
weiß aber, daß reine Neutronenmaterie nicht gebunden ist. Neutronensterne,
die ja aus neutronenreicher Materie bestehen, sind nur aufgrund ihrer großen
Masse gravitativ gebunden.

In Abbildung 3.1 erkennt man, daß die Bindungsenergie für größer werdende
Asymmetrie kleiner wird. Für Y = 0.1 tritt kein gebundener Zustand mehr
auf.
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t0 (MeV · fm3) −2490.23
t1 (MeV · fm5) 489.53
t2 (MeV · fm5) −566.58
t3 (MeV · fm3+3σ) 13803.0
x0 1.1318
x1 −0.8426
x2 −1.0
x3 −1.9219
σ −1/6
W0 (MeV · fm5) 131.0

Tabelle 3.1: Die Parameter der Skyrme-Wechselwirkung SLy230a[Ch]. Der
Vollständigkeit halber wurde auch der Spin-Orbit Parameter W0 angegeben.
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Kapitel 4

Die Spektralfunktion

4.1 Symmetrische Kernmaterie

4.1.1 Temperatur T = 0

Rechnungen mit diesem Modell für symmetrische Kernmaterie wurden zuerst
von J.Lehr in [Le1] durchgeführt. Die Gleichungen wurden auf einem (k, ω)-
Gitter gelöst. Der Energiebereich lag zwischen −0.5 und 0.5 GeV mit einem
maximalen Impuls kmax = 1.25 GeV. Der Abstand im Gitter betrug sowohl
für den Impuls als auch für die Energie 0.5 MeV . Die untersuchte Kernma-
terie hatte einen Fermi-Implus von kf = 1.33fm−1, eine Dichte von ρ = 0.16
fm−3 und eine Bindungsenergie pro Nukleon von ω = −16MeV. Das Matri-
xelement wurde so gewählt, daß eine möglichst gute Übereinstimmung mit
den Ergebnissen von [Ben] erzielt wurde. Dies führt auf eine Matrixelement
von (M2)1/2 = 207 MeV fm3, welches einem konstaten Wirkungsquerschnitt
von 20 mb in einem On-Shell-Prozeß entsprechen würde. Es wurde mit einer
konstanten kleinen Breite von Γ = 0.1 MeV gestartet. Nach 5 Iterationen
war keine Änderung der Spektralfunktion mehr zu erkennen.

In 6.1 ist die normierte Spektralfunktion P (ω, k) = NA(ω, k) für verschiede-
ne Impulse in Abhängigkeit der Energie ω unterhalb der Fermienergie darge-
stellt. Die Normierungskonstante N entspricht dabei der selben Normierung
wie in [Ben]. Die gepunktete Linie entspricht der Spektralfunktion nach der
ersten Iteration, die durchgezogene Linie der Spektralfunktion nach 5 Itera-
tionen und die gestrichelte Linie dem Ergebnis von [Ben]. Trotz der drasti-
schen Annahme eines konstanten Matrixelementes und der Vernachlässigung
von dispersiven Effekten, gibt es eine sehr gute Übereinstimmung mit den

39
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Abbildung 4.1: Spektralfunktion im Vergleich mit den Ergebnissen aus [Ben],
entnommen aus [Le1].

Ergebnissen von Benhar et al., die mit sehr viel aufwändigeren, voll viel-
teilchentheoretischen Verfahren erreicht wurden. Es lässt sich daraus folgern,
daß die Spektralfunktion im Lochsektor unabhängig einer speziellen Energie-
und Impulsabhängigkeit ist. Vielmehr spielen Phasenraumeffekt eine große
Rolle.

Wie man erkennt, wird die Lage und die Höhe des Peaks durch die erste
Iteration schon sehr gut erreicht. Dies rechtfertigt den normalerweise in der
Vielteilchentheorie verwendeten störungstheoretischen Ansatz. An der Stelle
der Fermienergie verschwindet die Spektralfunktion, da dort die Breite ver-
schwindet, welche im Zähler der Spektralfunktion steht. Weitere Iterationen
führen zu einer Verteilung von Intensität weg von den Peaks in die Rand-
gebiete. Streuprozesse höherer Ordnung haben also den gleichen Effekt wie
eine Erhöhung der Kopplungsstärke.
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Abbildung 4.2: Spektralfunktion für die Temperaturen T=0 MeV (durchge-
zogene Linie), T=10 MeV (gestrichelte Linie) und T=50 MeV (gepunktete
Linie) bei der Sättigungsdichte der Kernmaterie,entnommen aus [Fr]. Der
Impuls beträgt k=0.45 GeV.

4.1.2 Endliche Temperaturen und hohe Dichten

Rechnungen für endliche Temperaturen und hohe Dichten wurden von F.
Frömel durchgeführt [Fr]. In den Rechnungen wurde allerdings für den Mittel-
feld-Anteil eine andere Skyrme-Wechselwirkung als die in dieser Arbeit ver-
wendet. Für die von F.Frömel verwendete Wechselwirkung erhält man eine
Bindungsenergie von -16 MeV und ein Massenverhältnis m∗/m = 0.76 bei
einem Fermi-Implus von kf = 1.29fm−1 . Für das Mittelfeld-Potential erhält
man Ueff = −61.6 MeV. Das Matrixelement wurde so gewählt, um die Er-
gebnisse von Benhar [Ben] am absoluten Nullpunkt zu reproduzieren. Das
Matrixelement ergibt sich zu (M2)1/2 = 309 MeV fm3. Außerdem wurde
noch ein Formfaktor, der Prozesse mit großem Energie- und Impulsübertrag
unterdrückt, eingeführt.

Abildung 4.2 zeigt die Spektralfunktion der Nukleonen in Kernmaterie bei
normaler Dichte der Kernmaterie für verschieden Temperaturen. Man sieht
deutlich, daß die Energielücke an der Fermienergie für T=10 MeV aufweicht.
Für T=50 MeV ist die Energielücke beinahe ganz verschwunden. Dieser Ef-
fekt lässt sich mit der Aufweichung der Fermikante bei endlichen Tempera-
turen erklären, da bei endlichen Temperaturen auch Zustände oberhalb der
Fermikante besetzt werden. Somit sind die Zustände an der Fermikante nicht
mehr quasi-stabil.

Abbildung 4.3 zeigt die Spektralfunktion für verschiedene Dichten bei einer
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Abbildung 4.3: Spektralfunktion für verschiedene Dichten bei einer kon-
stanten Temperatur von T=10 MeV und einem Impuls von k=0.45
GeV,entnommen aus [Fr].

Temperatur von T=10 MeV. Da das chemische Potential von der Dichte
abhängt sind die drei Kurven auf der Energie-Achse verschoben. Die zu-
nehmende Erhöhung der Quasi-Teilchen-Peaks ergibt sich daraus, daß mit
zunehmender Dichte die Peaks näher an die Fermi-Energie rücken. Nahe der
Fermikante gibt es weniger Zustände in die gestreut werden kann, dies führt
zu einer Erhöhung des Peaks.

4.2 Asymmetrischer Kernmaterie

Die Rechnungen für asymmetrische Kernmaterie wurden ebenfalls auf einem
(ω, k)-Gitter mit -0.5 GeV≤ ω ≤0.5 GeV und k ≤1.25 GeV durchgeführt.
Die Abstände betrugen 0.5 MeV in beide Richtungen. Für die Rechnungen
wurde das gleiche Matrixelement ((M2)1/2 = 309 MeV fm3) wie in [Fr]
angenommen. Es wurden Rechnungen für symmetrische Kernmaterie und
neutronenreiche Materie ( Z/A=0.25 und Z/A=0.1) durchgeführt.

In Tabelle 4.1 ist der Fermi-Impuls, die effektive Masse, das effektive Po-
tential und die Fermienergie für Neutronen und Protonen bei verschiede-
nen Verhältniss von Neutronen und Protonen dargestellt. Die Ergebnisse
wurden mit Hilfe der SLy230a [Ch] Skyrme-Wechselwirkung erhalten. Wie
man erkennt, nimmt die effektive Masse des Protons mit kleiner werdendem
Verhältnis Z/A zu, während sie für die Neutronen abnimmt.
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Z/A 0.5 0.25 0.1
kfp[fm−1] 1.33 1.06 0.78
kfn[fm−1] 1.33 1.53 1.62
mp [MeV] 654.0 770.7 863.2
mn [MeV] 654.0 567.9 526.4
Ueffp[MeV] -68.9 -80.6 -92.7
Ueffn[MeV] -68.9 -68.1 -73.0
ωfp[MeV] -16.0 -52.3 -79.0
ωfn[MeV] -16.0 11.7 24.2

Tabelle 4.1: Fermi-Impuls, effektive Masse, effektives Potential und Fermi-
energie für Protonen und Neutronen bei Sättigungsdichte von Kernmate-
rie (ρ = 0.16 fm−3) . Die Ergebnisse wurde mit der SLy230a[Ch] Skyrme-
Wechselwirkung berechnet.

Abbildungen 4.4 und 4.5 zeigen einen Vergleich der Protonen- und Neutronen-
Spektralfunktion bei der Sättigungsdichte von ρ = 0.16 fm−3. In Abbil-
dung 4.4 ist das Protonen-Neutronen-Verhätnis Y=0.1 und in Abbildung
4.5 Y=0.25. Um die Impulsabhängigkeit zu verdeutlichen, wurden Schnitte
bei verschiedenen Impulsen gemacht. Für die Fermienergie verschwindet die
Spektralfunktion wie erwartet. Der Quasiteilchen-Peak der Neutronen zeigt
eine größere Abhängigkeit vom Impuls, als der Quasiteilchen-Peak der Pro-
tonen. Für einem Impuls von k=0.385 GeV liegt der Neutronen-Peak bei
einer kleineren Energie als der Protonen-Peak. Während bei einem Impuls
von k=0.677 GeV der Neutronen-Peak bei einer höheren Energie als der der
Protonen liegt. Dies gilt sowohl bei Z/A=0.25 als auch Z/A=0.1.

Ein ähnlicher Effekt ist in den Abbildungen 4.6 und 4.7 zu erkennen. Abbil-
dung 4.6 zeigt die Spektralfunktion für Protonen bei verschiedenen Verhältnis-
sen von Protonen und Neutronen. Die Impulsabhängigkeit des Quasiteilchen-
Peak scheint mit kleiner werdenden Verhältnis Z/A kleiner zu werden. In den
hier betrachteten Fällen ist die Impulsabhängigkeit für symmetrische Kern-
materie am größten. Bei den Neutronen ist der Effekt gerade umgekehrt. Wie
Abbildung 4.7 zeigt, wird die Impulsabhängigkeit des Quasiteilchen-Peaks für
Neutronen mit kleiner werdendem Verhältnis Z/A größer. Hier zeigt sich die
kleinste Impulsabhängigkeit für symmetrische Kernmaterie.

Die Verbreiterung der Peaks ist wie im symmetrischen Fall auf die Entferung
zur Fermikante zurückzuführen. Ein Teilchen in einem Zustand nahe der
Fermienergie kann in weniger Endzustände streuen. Der dazugehörige Peak
ist daher schmaler und höher. Wie in den Abbildungen 4.4, 4.6 und 4.7 zu
erkennen ist, sind die Peaks nahe der Fermienergie schmaler und höher als
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Peaks, die weiter entfernt sind.

Da alle Rechnungen bis zu diesem Punkt ohne Realteil durchgeführt worden
sind, kann die Impulsabhängigkeit der Quasiteilchen-Peaks nicht mit dispersi-
ven Effekten durch den Realteil erklärt werden. Wie Abbildung 4.8 zeigt, hat
der Realteil keinen Einfluss auf die Lage und Höhe des Quasiteilchen-Peaks.
Der Realteil macht sich lediglich bei hohen Energien und im Lochsektor be-
merkbar.

Der Effekt der Impulsabhängigkeit läßt sich mit Hilfe der effektiven Masse
erklären. Wie schon vorher gezeigt worden ist, läßt sich die Spektralfunktion
in der Hartree-Näherung mit Hilfe der effektiven Masse und des effektiven
Potentials schreiben:

A(k, ) = δ(ω − (k2/2m?)− Ueff )

Da das effektive Potential impulsunabhängig ist, wird die Impulsabhängigkeit
alleine vom zweiten Term in der Deltafunktion bestimmt. Geht man nun von
verschiedene effektiven Massen aus, so wird die Impulsabhängigkeit für ei-
ne kleinere Masse größer. Da die effektive Masse der Protonen mit kleiner
werdendem Verhältnis Z/A größer wird, nimmt die Impulsabhängigkeit ab.
Bei den Neutronen wird die effektive Masse mit kleiner werdendem Verhältnis
Z/A kleiner, somit nimmt die Impulsabhängigkeit zu. Da für den Fall Z/A<0.5
die effektive Masse der Protonen größer ist, als die der Neutronen, zeigen die
Neutronen eine größere Impulsabhängigkeit. Der Effekt der Impulsabhängig-
keit der Quasiteilchen-Peaks kann also alleine durch einen Mittelfeld-Effekt
erklärt werden.
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Abbildung 4.4: Spektralfunktionen der Protonen und Neutronen im Vergleich
für Y=0.1 bei verschiedenen Impulsen.
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Abbildung 4.5: Spektralfunktionen der Protonen und Neutronen im Vergleich
für Y=0.25 bei verschiedenen Impulsen.
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Abbildung 4.6: Die Spektralfunktionen der Protonen bei verschiedenen
Protonen-Neutronen Verhältnissen und verschieden Impulsen.
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Abbildung 4.7: Die Spektralfunktionen der Neutronen bei verschiedenen
Protonen-Neutronen Verhältnissen und verschieden Impulsen.
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Abbildung 4.8: Spektralfunktionen der Protonen mit und ohne Realteil
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Kapitel 5

Die Breite auf der
Energieschale

Die Breite auf der Energieschale entspricht der inversen Lebensdauer von Nu-
kleonen in einem Zustand. Hat ein Nukleon in einem Zustand eine niedrige
Lebensdauer in Kernmaterie, so bedeutet dies eine hohe Rate an Wechsel-
wirkungen oder mit anderen Worten, es gibt viele Korrelationen für diesen
Zustand. Eine niedrige Lebensdauer bedeutet aber eine große Breite. Daher
kann man die Breite auf der Energieschale als ein Maß für die Korrelationen
eines Zustandes ansehen.

5.1 Symmetrische Kernmaterie

Abbildung 5.1 zeigt die Abhängigkeit der Breite auf der Energieschale für
symmetrische Kernmaterie von der Temperatur und Dichte. Wegen der Ab-
hängigkeit des chemischen Potentials von der Dichte der Nukleonen muß man
vorsichtig sein bei welcher Energie und bei welchem Impuls man die Breite
auf der Energieschale vergleicht, daher wurde hier eine Mittelung über alle
besetzten Zustände vorgenommen [Fr].

Wie man in Abbildung 5.1 sieht nimmt die Breite auf der Energieschale
< Γon > beinahe linear mit der Temperatur zu. Für hohe Temperaturen
ab etwa 45 MeV ist die Abhängigkeit von der Temperatur schwächer. Die
Abhängigkeit der Breite < Γon > von der Dichte zeigt ein komplizierteres
Verhalten, für Dichten unterhalb der doppelten Sättigungsdichte (ρ < 2ρ0)
nimmt die Breite mit zunehmender Dichte wie man naiv erwarten würde zu.
Bei Dichten oberhalb von 2ρ0 ist die Abhängigkeit der Breite von der Dichte
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Abbildung 5.1: Die die gemittelte Breite auf der Energieschale < Γon > in
der (T,ρ)-Ebene (Γ in MeV), entnommen aus [Fr].

Abbildung 5.2: Die die gemittelte Breite auf der Energieschale < Γon > mit
Pauli-Blocking in der (T,ρ)-Ebene (Γ in MeV), entnommen aus [Fr].
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nur noch sehr schwach. Es setzt also eine Sättigung der kurzreichweitigen
Korrelationen ein. Ganz deutlich wird dieser Effekt bei Temperaturen über
30MeV. Der Effekt läßt sich mit Hilfe des Pauli-Blocking erklären. Pauli-
Blocking führt zu einer Unterdrückung von Nukleon-Nukleon Stößen. Bei
einer höheren Dichte werden mehr Endzustände geblockt. Auf der anderen
Seite stehen dem Nukleon allerdings auch mehr Stoßpartner zur Verfügung,
dies scheint aber nicht auszureichen um dem Blocking-Effekt zu kompensie-
ren. Betrachtet man sich die Stoßrate eines Nukleons mit der Energie ω und
dem Implus k (Gleichung 3.1), so sieht man, daß zwei Endzustände und ein
Anfangszustand eingehen. Da die Endzustände aber geblockt sind, spielt das
Pauli-Blocking die größere Rolle. In Abbildung 5.2 ist die gemittelte Breite
auf der Energieschale dargestellt. Die Rechnungen wurden aber ohne Pauli-
Blocking durchgeführt. Wie man erkennt, nimmt nun die Breite mit höher
werdender Dichte zu. Dies entspricht dem naiv zu erwartenden Bild.

5.2 Asymmetrischer Kernmaterie

Wie auch im Falle von symmetrischer Kernmaterie kann man die Breite auf
der Energieschale als ein Maß für die kurzreichweitigen Korrelationen be-
nutzen. Abbildung 5.3 zeigt die Breite auf der Energieschale der Protonen
für verschiedene Verhältnisse von Neutronen zu Protonen. An der Stelle der
Fermienergie verschwindet die Breite wie erwartet. Für Energien unterhalb
der Fermienergie (Lochsektor) ist die Breite für neutronenreiche Kernmaterie
kleiner als für symmetrische Kernmaterie. Die Korrelationen nehmen also ab.
Oberhalb der Fermikante ist die Breite zunächst kleiner für neutronenreiche
Kernmaterie. Für Energien oberhalb von 3 GeV wird die Breite allerdings
leicht größer für neutronenreiche Kernmaterie. Bei hohem Impuls der Pro-
tonen besteht allerdings nur ein kleiner Unterschied zwischen symmetrischer
und asymmetrischer Kernmaterie.

Die Breite auf der Energieschale von Neutronen verhält sich allerdings anders.
Wie Abbildung zeigt, ist die Breite unterhalb der Fermienergie für neutronen-
reiche Kernmaterie zunächst größer, als für symmetrische Kernmaterie. Für
Energien nahe der Fermienergie wird sie allerdings im neutronenreichen Fall
kleiner. Oberhalb der Fermienergie ist deutlich eine Abnahme der Breite für
neutronenreiche Kernmaterie zu erkennen. Im Gegensatz zu den Protonen,
wo bei hohem Impuls nur ein kleiner Unterschied der Breiten für symme-
trische und asymmetrische Kernmaterie zu erkennen ist, gibt es immer noch
einen großen Unterschied der Breiten bei Energien oberhalb der Fermienergie.

Um ein besseres Verständnis des Verhaltens der Breiten zu bekommen, be-
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Abbildung 5.3: Die Breite auf der Energieschale für Protonen bei verschiede-
nem Impuls und verschiedenen Protonen-Neutronen Verhältnissen.
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Abbildung 5.4: Die Breite auf der Energieschale für Neutronen bei verschie-
deneen Impulsen und verschiedenen Protonen-Neutronen Verhältnissen.
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trachtet man sich am besten Abbildungen 5.5 und 5.6. Abbildung 5.5 ver-
gleicht den Anteil der Breite der Protonen, der aus Stößen mit Protonen steht,
mit dem Anteil, der durch Stöße mit Neutronen entsteht. Das Verhältnis der
Protonen zur Anzahl der Nukleonen beträgt Z/A=0.1, es besteht also ein
großer Überschuß an Neutronen. Wie man deutlich erkennt, wirkt sich dies
auf die Breiten aus. Durch den großen Überschuß an Neutronen werden Stöße
mit Neutronen wahrscheinlicher als Stöße mit Protonen. Daher liefern die
Stöße mit Neutronen einen wesentlich größeren Beitrag zur gesamten Breite.

Auch für die Breite der Neutronen ist dies zu erkennen (Abbildung 5.6). Auch
hier liefern die Stöße mit Neutronen den größeren Beitrag. Der Vergleich der
Anteile, der aus Stößen mit Neutronen entsteht, zeigt höhere Korrelatio-
nen im Lochsektor für Neutronen als für Protonen. Für hohe Energien sind
allerdings die Korrelationen für Neutronen höher. Um in einen Protonen-
Loch-Zustand mit Hilfe von Neutronen-Streuung hinein zu streuen, benötigt
man einen besetzten Protonenzustand, einen besetzten und einen unbesetz-
ten Neutronenzustand. Im Gegensatz dazu benötigt man zwei unbesetzte
und einen besetzten Neutronenzustand, wenn man in einen Neutronen-Loch-
Zustand hineinstreuen will. Durch die höhere Dichte an Neutronen sind aber
wesentlich mehr Neutronenzustände besetzt, als Protonen-Zustände. Dies
macht die Streuung in einen Neutronen-Loch-Zustand wahrscheinlicher als
eine Streung in einen Protonen-Loch-Zustand. Dies führt zu einer größeren
Breite für die Neutronen im Lochsektor.

Für hohe Energien ist der Effekt gerade umgekehrt. Um aus einen Protonen-
zustand über den Neutronkanal hinauszustreuen, benötigt man einen unbe-
setzten Protonen-Zustand, in den hinein gestreut wird, sowie einen besetzten
und einen unbesetzten Neutronenzustand. Für einen Neutronen-Neutronen
Stoß benötigt man hingegen einen besetzten und zwei unbesetzte Neutronen-
zustände. Da es aber mehr besetzte Neutronenzustände gibt, ist die Streung
der Protonen über den Neutronenkanal wahrscheinlicher. Dies führt zu einer
größeren Breite für die Protonen. Da die Breiten nahe der Fermienergie klein
werden, es gibt weniger Zustände mit den gestreut werden kann, nimmt die
Breite der Protonen im Bereich der zwischen den beiden Fermienergien zu,
während die Breite der Neutronen abnimmt. Die Effekte werden größer je
größer der Neutronenüberschuß ist, dies führt zu dem beobachteten Verhal-
ten der Breite der Nukleonen.
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Abbildung 5.5: Die Breite auf der Energieschale für Protonen, aufgeteilt nach
Proton-Proton (gepunktete Linie) und Proton-Neutron Streuung (durchge-
zogene Linie).
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Abbildung 5.6: Die Breite auf der Energieschale für Neutronen aufgeteilt
nach Neutron-Proton (gepunktete Linie) und Neutron-Neutron (durchgezo-
gene Linie) Streuung.



Kapitel 6

Die Impulsverteilung

Mit der Spektralfunktion kann man die Impulsverteilung von Nukleonen in
Kernmaterie bestimmen.

n(k) =

∫ ωf

−∞
dωA(ω, k) (6.1)

In 6.1 ist die Implusverteilung fur Nukleonen in symmetrischer Kernmaterie
dargestellt. Die durchgezogene Linie ist das Ergebnis von [Le1] und die gestri-
chelte Linie aus [Ben]. Die Datenpunkte sind experimentelle Daten von Ciofi
et al. [Ci], die allerdings nicht für Kernmaterie sondern endliche Kerne gemes-
sen worden sind. Unkorrelierte Kernmaterie hätte eine scharfe Fermikante,
durch kurzreichweitige Korrelationen werden allerdings Zustände oberhalb
der Fermienergie angeregt, welche sich in Form eines langen ’Schwanzes’ in
der Implusverteilung bemerkbar machen. Man erkennt auch hier die guten
Übereinstimmungen mit den Rechnungen von [Ben]. Auffällig ist allerdings
der Anstieg der durchgezogen Linie in der Nähe der Fermikante. Rechnungen
mit einem schematischen Modell, bei denen eine empirische Breite benutzt
wurde und weitere Rechungen von J.Lehr [Le2] zeigen, daß dies auf den feh-
lenden Realteil zurückzuführen ist. Die Implusverteilung ist abhängig von der
Kopplungsstärke, eine Erhöhung führt zu einer größeren Wechselwirkung der
Nukleon und damit würden mehr Zustände oberhalb der Fermikante besetzt
werden und die Fermikante würde aufgeweicht werden. Somit liesse sich eine
bessere Übereinstimmung mit den experimentellen Daten erreichen.
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Abbildung 6.1: Implusverteilung in symmetrischer Kernmaterie in Vergleich
mit experimentellen Daten und [Ben], entnommen aus [Le1]

Abbildungen 6.2 zeigt die Impulsverteilung der Protonen in symmetrischer
und asymmetrischer Kernmaterie. Deutlich ist die Verschiebung der Fermi-
kante zu erkennen. In neutronenreicher Kernmaterie liegt die Fermienergie
der Protonen niedriger als in symmetrischer Kernmaterie, dies macht sich
durch eine Verschiebung der Fermikante in der Implusverteilung deutlich.
Der selbe Effekt ist auch in der Impulsverteilung der Neutronen (Abbildung
6.3) zu erkennen. Da die Fermienergie für Neutronen in neutronenreicher
Kernmaterie allerdings höher liegt, als für symmetrische Kernmaterie, findet
in der Implusverteilung der Neutronen eine Verschiebung der Fermikante zu
größeren Werten statt.

Ein Unterschied der beiden Verteilungen findet sich allerdings in der Region
großer Impulse. Für Protonen ist die Besetzung der Zuständen bei großen
Impulsen für alle Verhältnisse nahe zu gleich, während für Neutronen im
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Abbildung 6.2: Impulsverteilung der Protonen in asymmetrischer Kernmate-
rie für verschiedenen Verhältnisse von Protonen zu Neutronen.

Abbildung 6.3: Impulsverteilung der Neutronen in asymmetrischer Kernma-
terie für verschiedenen Verhältnisse von Protonen zu Neutronen.
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Falle von neutronenreicher Materie mehr Zustände für große Impulse besetzt
sind, als im Falle von symmetrischer Kernmaterie. Während die Verteilung
der Neutronen für alle Verhältnisse gleich stark abfällt, fällt die Verteilung
für Protonen im Falle der größten Asymmetrie am schwächsten ab.



Kapitel 7

Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurden die Spektralfunktion, Breite auf der Ener-
gieschale und die Impulsverteilung von asymmetrischer Kernmaterie für ver-
schiedene Proton-Neutron-Verhältnisse berechnet. Die Grundlage des Mo-
dells kam dabei aus der Transporttheorie. Mit Hilfe von Stoßintegralen wurde
die Selbstenergie berechnet. Der Zusammenhang zwischen Selbstenergie und
Spektralfunktion wurde benutzt, um die Spektralfunktion selbstkonsistent zu
berechnen.

Durch die Annahme eines konstanten Matrixelementes wurde die Berechnung
der Stoßintegrale wesentlich vereinfacht. Trotz der Vereinfachung führt dies
zu einer guten Übereinstimmung mit vielteilchentheoretischen Rechnungen
für symmetrische Kernmaterie. Zur Berechnungen der Selbstenergie für die
Nukleonen in asymmetrischer Kernmaterie wurde zwischen Stößen gleicher
und ungleicher Nukleonen unterschieden. Da der isospinabhängige Teil des
Matrixelementes im Bereich der Sättigungsdichte wesentlich kleiner ist, als
der isospinunabhängige Teil, wurden Stöße, bei denen Ladung ausgetauscht
wird, vernachlässigt. Außerdem wurde das gleiche Matrixelement für Stöße
zwischen gleichen und ungleichen Partnern angenommen. Dem Mittelfeld-
Anteil wurde durch eine Skyrme-Parametrisierung Rechnung getragen.

Der Vergleich der Spektralfunktionen für asymmetrische Kernmaterie bei
verschiedenen Impulsen zeigt eine Implusabhängigkeit der Lage des Quasi-
Teilchen-Peaks. Dieser Effekt läßt sich durch die unterschiedliche effektive
Masse der Nukleonen erklären.

Da es sich bei der Breite um die inverse Lebensdauer handelt, kann sie als
ein direktes Maß für die Korrelationen der Nukleonen in Kernmaterie an-
sehen. Für Neutronen ist eine deutliche Abnahme der Breite oberhalb der
Fermienergie für neutronenreiche Materie zu beobachten, während für Pro-
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tonen nur eine leichte Abnahme zu sehen ist. Im Bereich unterhalb der Fer-
mienergie ist eine Zunahme der Korrelationen für Neutronen zu beobachten,
während die Korrelationen für Protonen abnehmen. Das beobachtete Verhal-
ten der Breiten läßt sich durch Quantenstatistik erklären. Besonders hilfreich
ist dabei die Betrachtung der Anteile, die durch Streuung an Protonen bzw.
Neutronen entstehen.

In Zukunft wäre es interessant, durch eine Verfeinerung der Wechselwirkung
zu einem voll selbstkonsistenten Verfahren überzugehen. Der Anteil des Mit-
telfeldes könnte somit auch iterative berechnet werden. Außerdem ist eine
Erweiterung auf endliche Temperaturen und eine Anwendung auf Kernma-
terie mit Hyperonenbeimischung möglich.



Anhang A

Greenfunktionen

A.1 zeitunabhänige Greenfunktion

Die Funktion G(~r, ~r′; z) welche die Gleichung

(z − L(~r))G(~r, ~r′; z) = δ(~r − ~r′) (A.1)

löst, nennt man Greenfunktion. Danbei ist L(~r) eine linearer, zeitunabhäniger
und hermitscher Differential-Operator, der eine vollständige Basis von Eigen-
funktionen φn(~r) besitzt.

L(~r)φn(~r) = λnφn(~r) (A.2)∫
d3rφ∗n(~r)φm(~r) = δnm (A.3)

∑
n

φn(~r)φ∗n(~r) = δ(~r − ~r′) (A.4)

Da der Operator L(~r) hermitsch ist, sind alle Eigenwerte λn reell.
Im speziellen Fall, daß alle λn 6= z kann man leicht sehen, daß

G(~r, ~r′; z) =
∑

n

φ(~r)φ∗(~r′)
z − λn

(A.5)

Gleichung A.1 löst.
G(~r, ~r′; z) ist eine analytische Funktion in der komplexen Ebene, mit Polen
erster Ordnung auf der reellen Achse.

Für eine ausführliche Analyse wird an dieser Stelle auf die Literatur verwie-
sen, wie z.B.[Ec].
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A.2 zeitabhänige Greenfunktionen

(− 1

c2

∂2

∂t2
− L(~r))g(~r, ~r′, t− t′) = δ(~r − ~r′)δ(t− t′) (A.6)

g(τ) =

∫
dω

2π
e−iωτg(ω) (A.7)

Bei g(ω) handelt es sich auch um eine analytische Funktion mit Polstellen auf
der positiven reellen Achse. Um nun das Integral A.7 ausführen zu können,
muß man einen Weg in der Komplexen eben Ebene wählen, der die Polstellen
vermeidet. Da es nur drei physikalisch relevante Wege gibt,definiert man sich
folgende Funktionen:

gret(ω) = lim
s→0+

g(ω + is) retadierte Greens-Funktion (A.8)

gadv(ω) = lim
s→0+

g(ω − is) advansierte Greens-Funktion (A.9)

g−(ω) = lim
s→0+

g(ω − iε(ω)s) (A.10)

mit ε(x) = θ(x)− θ(−x) =

{
1 x > 0

−1 x < 0

Setzt man gret in Gleichung A.7 ein, so kann man für τ < 0 das Integral in
der unteren komplexen Halbebene schließen. Da die Pole von gret aber in der
oberen komplexen Halbebene liegen, folgt sofort gret(τ) = 0. Die retardierte
Greenfunktion stellt also eine Lösung unserer Gleichung A.6 für Zeiten größer
Null dar.

Auf gleiche Weise kann man zeigen, daß gadv = (τ) = 0 für τ > 0 gilt.

g(ω) = lim
s→0+

g(ω + iε(ω)s) (A.11)

Gleichung A.11 nennt man die (gewöhnliche) Greens-Funktion. Da man nur
drei unabhängige Wege hat und gret + gadv = g + g− kann man die Greens-
Funktion durch gret, gadv und g− ausdrücken.

Mit Hilfe der vier Green-Funktionen, kann man sich nun Lösungen für die
homogene Gleichung (− 1

c2
∂2

∂t2
− L(~r))f(~r, ~r′, t− t′) = 0 definieren:

g> = g − gadv (A.12)

g< = g − gret (A.13)

g = gret − gadv = g> − g< (A.14)
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Mit Hilfe von Gleichungen A.12,A.13 und A.14 kann man nun die Green-
funktionen in Abhängigkeit der homgoenen Lösung ausdrücken.

Besitzt man also die homogene Lösung einer Differntialgleichung der Form
(− 1

c2
∂2

∂t2
−L(~r))f(~r, ~r′, t− t′) = 0, so kann man die Greenfunktionen bestim-

men.

g(τ) = θ(τ)g>(τ) + θ(−τ)g<(τ) (A.15)

g(τ)ret = θ(τ)g(τ) (A.16)

g(τ)adv = θ(τ)g(τ) (A.17)

g(τ)− = −θ(τ)g<(τ)− θ(−τ)g>(τ) (A.18)
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Anhang B

Die Bewegungsgleichung der
Greenfunktion

B.1 Die Feldoperatoren

Zur Beschreibung eines quantenmechanischen Vielteilchensystemes benutzt
man Erzeungs- und Vernichtunsoperatoren in der Heisenberg-Darstellung.
Wirkt der ErzeugungsoperatorΨ†(~r, t) rechts auf einen Zustand, so wird ein
Teilchen am Raum-Zeit-Punkt (~r, t) erzeugt. Wirkt hingegen der zu Ψ†(~r, t)
adjungierte Vernichtungs-Operator Ψ(~r, t) auf einen Zustand rechts, so wird
ein Teilchen am Raumzeitpunkt (~r, t) vernichtet.

Für Fermionen besitzen die Operatoren Ψ†(~r, t) und Ψ(~r, t) folgende Vertau-
schungsrealtionen:

Ψ†(~r1, t)Ψ
†(~r2, t) + Ψ†(~r2, t)Ψ

†(~r1, t) = 0

Ψ(~r1, t)Ψ(~r2, t) + Ψ(~r2, t)Ψ(~r1, t) = 0

Ψ(~r1, t)Ψ
†(~r2, t) + Ψ†(~r2, t)Ψ(~r1, t) = δ(~r1 − r2) (B.1)

Alle anderen physikalisch relevanten Operatoren können nun durch Erzeugungs-
und Vernichtungsoperatoren ausgedrückt werden, wie zum Beispiel der Teil-
chendichteoperator:

n̂(~r, t) = Ψ†(~r, t)Ψ(~r, t) (B.2)

Durch das Vernichten und geleichzeitige Erzeugen eines Zustandes am Raum-
Zeit-Punkt (~r, t) mißt er die Anzahl der Zustände an diesem Raum-Zeit-
Punkt. Durch Integration über den ganzen Raum erhält man somit die ge-
sammte Anzahl der Teilchen im System.
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N̂(t) =

∫
d3rΨ†(~r, t)Ψ(~r, t) (B.3)

Auf gleiche Weise läßt sich der Hamiltonoperator durch die Feldoperatoren
ausdrücken.

Ĥ(t) =

∫
d3r1

∇Ψ†(~r1, t1)∇Ψ(~r1, t1)

2m
(B.4)

+
1

2

∫
d3r1d

3r2Ψ
†(~r1, t1)Ψ

†(~r2, t2)v(| ~r1 − ~r2 |)Ψ(~r1, t1)Ψ(~r2, t2)

Mit Hilfe der Bewegungsgleichung in der Heisenbergdarstellung und den Ver-
tauschungsrealtionen B.1 erhält man die Bewegunsgleichungen, die Ψ(~r, t)
und Ψ†(~r, t) erfüllen müssen.

(i
∂

∂t
+
∇2

2m
)Ψ(~r1, t1) =

∫
d3r2v(| ~r1 − ~r2 |)Ψ†(~r2, t2)Ψ(~r2, t2)Ψ(~r1, t1)

(i
∂

∂t
+
∇2

2m
)Ψ†(~r1, t1) = Ψ†(~r1, t1)

∫
d3r2v(| ~r1 − ~r2 |)Ψ†(~r2, t2)Ψ(~r2, t2)(B.5)

B.1.1 Die Bewegungsgleichung der Greenfunktion

Aus den Bewegungsgleichungen B.5 der Feldoperatoren, kann man eine Be-
wegungsgleichung für die Greenfunktion g herleiten.

< T [(i
∂

∂t1
+
∇2

1

2m
))Ψ(~r1, t1)Ψ(~r1′ , t1′)] >

= −
∫

d3r2v(r1 − r2) < T (Ψ(~r1, t1)Ψ(~r2, t2)Ψ
†(~r2, t2+)Ψ†(~r1′ , t1′) >|t2=t1

= −i

∫
d3r2v(r1 − r2)g2(1, 1

′, 2, 2+) |t2=t1 (B.6)

Bei g2(~r1, t1, ~r2, t2, ~r1′ , t1′ , ~r2, t2+) handelt es sich um die Zweiteilchen-Green-
funktion. Die Notation t2+ bedeutet, daß t2+ infitesimal größer als t2 ist, um
somit die richtige Ordnung der Operatoren aus Gleichung B.5 zu gewährleisten.
Um nun Gleichung B.6 als eine Gleichung für unsere Einteilchen-Green-
funktion umschreiben zu können, muß man die Zeitableitung aus der Zei-
tordungsoperation herausziehen. Im Gegensatz zu der räumlichen Ableitung
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kommutiert die zeitliche Ableitung nicht mit dem Zeitordnungsoperator T.

∂

∂t1
< T (Ψ(~r1, t1)Ψ

†(~r1′ , t1′) >

=
∂

∂t1
(θ(t1 − t1′)Ψ(~r1, t1)Ψ

†(~r1′ , t1′)− θ(t1′ − t1)Ψ
†(~r1′ , t1′)Ψ(~r1′ , t1′)

= (δ(t1 − t1′Ψ(~r1, t1)Ψ
†(~r1′ , t1′) + δ(t1 − t1′)Ψ†(~r1′ , t1′)Ψ(~r1′ , t1′)

+θ(t1 − t1′)
∂Ψ(~r1, t1)

∂t1
Ψ†(~r1′ , t1′)− θ(t1′ − t1)Ψ

†(~r1′ , t1′)
∂Ψ(~r1, t1)

∂t1

= δ(t1 − t1′)δ(~r1 − ~r1′)+ < T (
∂

∂t1
(Ψ(~r1, t1)Ψ

†(~r1′ , t1′) > (B.7)

Benutzt man nun dieses Ergebnis mit Gleichung B.6, so erhält man die Be-
wegungsggleichung der Einteilchen-Greenfunktion.

(i
∂

∂t1
+
∇2

1

2m
)g(~r1, t1, ~r2, t2) = (B.8)

δ(t1 − t1′)δ(~r1 − ~r1′)− i

∫
d3r2v(r1 − r2)g2(1, 1

′, 2, 2+) |t1=t2

Diese Gleichung bestimmt die Einteilchen-Greenfunktion in Abhängigkeit
der Zweiteilchen-Greenfunktion g2. Auf ähnliche Weise hätte man auch eine
Gleichung für g2 in Abhängigkeit der Dreiteilchen-Greenfunktion g3 finden
können und so weiter. Da es im Allgemeinen unmöglich ist g2 exat zu be-
rechnen, löst man die Gleichung B.9 mit Hilfe von Näherungen für g2 . Im
Gegensatz zur Definitions-Gleichung A.1 für die Greenfunktionen im Anhang
unterscheidet sich Gleichung B.9 um einen Term, der durch die Wechselwir-
kung der Teilchen entsteht.

Betrachtet man den speziellen Fall eines freien Teilchens, so vereinfacht sich
Gleichung B.9 zu:

(i
∂

∂t1
+
∇2

1

2m
)g(1, 1′) = δ(t1 − t1′)δ(~r1 − ~r1′) (B.9)

Durch eine Fourier-Transformation der Greenfunktion g(1, 2) erhält man eine
Gleichung die Fourierkoeffizienten.

(ω − k2

2m
)g(k, ω) = 1 (B.10)
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Für die Spektralfunktion erhält man nach längerer Rechnnung:

A(k, ω) = 2πδ(ω − (k2/2m)) (B.11)

Das bedeutet, daß in Abwesenheit einer Wechselwirkung ein Teilchen mit
dem Impuls ~k nur die Energie k2

2m
haben kann. Dies entspricht genau dem

Ergebnis welches man erwarten würde.
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