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Kapitel 1

Einleitung

Das Ziel dieser Arbeit ist die Beschreibung der In-Medium-Modifikation der Mas-
se und Breite des p-Mesons. Diese ist von besonderem Interesse, da zahlreiche
Experimente Anzeichen fiir solche Modifikationen gezeigt haben. Solche Experi-
mente sind z.B. Schwerionenkollisionen, bei denen Dilepton-Spektren gemessen
werden. Wihrend im Vakuum der Wirkungsquerschnitt der e*e™-Streuung einen
deutlichen Peak bei der Masse des p-Mesons zeigt, ist dieser bei Schwerionenkol-
lisionen zu kleineren Energien hin verschoben. Eine mégliche Erklarung fiir diese
Verschiebung ist eine Verdnderung der p-Masse durch das heifle Hadronengas,
welches nach der Kollision entsteht. Nachdem die Baryonen das Kollisionsgebiet
verlassen haben, besteht dieses Gas hauptséchlich aus den leichtesten Hadro-
nen, den Pionen, welche bei der Kollision entstanden sind. Wenn das p-Meson in
Dileptonen zerféllt, konnen diese nahezu ungestort das Kollisionsgebiet verlassen
und dienen daher als gute Probe zur Untersuchung von In-Medium-Eigenschaften
[17].

Diese Arbeit beschéftigt sich mit der Abhéngigkeit der Masse M, und der Breite
I', des p-Mesons in einem solchen Pionengas. Dabei werden sowohl relativ zum
Wiérmebad ruhende p-Mesonen betrachtet als auch sich bewegende.

Die Wechselwirkung zwischen Pionen wird durch die Quantenchromodynamik
(QCD) beschrieben, welche die der starken Wechselwirkung zugrunde liegende
Eichtheorie ist. Diese Quantenfeldtheorie kann aber nicht exakt gelost werden. Bei
hohen Energien ist es allerdings moglich, storungstheoretisch Ndherungslosungen
zu erhalten. Dabei entwickelt man die Losung in der Kopplungskonste ¢ der
starken Wechselwirkung, welche bei hohen Energien deutlich kleiner eins ist. Bei
niedrigen Energien ist sie aber ungefihr eins, sodass eine Entwicklung in ¢ nicht
moglich ist.

Die Masse der Pionen liegt deutlich unterhalb der Schwelle, ab der ein stérungs-
theoretischer Ansatz moglich wire. Eine Moglichkeit, QCD bei so niedrigen Ener-
gien zu behandeln, sind effektive Theorien, welche die chirale Symmetriebrechung
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2 Kapitel 1. Einleitung

SU(Ny¢), x SU(Ng)x — SU(Ny), ausnutzen, wobei Ny die Anzahl der bertick-
sichtigten Quarkflavor ist.

Eine solche effektive Theorie ist die chirale Storungstheorie. Hierbei werden die
Goldstone-Bosonen der spontanen chiralen Symmetriebrechung mit den leich-
teren Mesonen identifiziert. Man unterscheidet hierbei zwischen dem N; = 2
Fall, bei dem nur die Pionen beriicksichtigt werden und dem N; = 3 Fall, bei dem
zusétzlich noch die Kaonen und das 7 beriicksichtigt werden. Die Lagrangedichte
der chiralen Storungstheorie ist die allgemeinste, die man aus den berticksichtig-
ten Mesonen konstruieren kann und die die spontane chirale Symmetriebrechung
beinhaltet. Diese Theorie liefert eine Entwicklung in p/(47F"), wobei F' die Pion-
zerfallskonstante ist. p steht hier fiir mesonische Energienskalen: Mesonenmasse,
Energie und Temperatur. In jeder Ordnung gibt es Parameter, die durch Ex-
perimente bestimmt werden koénnen. Als effektive Theorie lasst sich die chirale
Storungstheorie nicht renormieren, sie kann aber Ordnung fiir Ordnung renor-
miert werden, wobei die Unendlichkeiten einer Ordnung durch Counterterme der
Parameter der néchst hoheren Ordnung aufgefangen werden koénnen.

In dieser Arbeit berechnen wir mit Hilfe der chiralen Stérungstheorie die 77~ —
om0 Streuamplitude bis zur vierten Ordnung in p/ (47 F), wobei wir zunéchst den
Ny = 3 Fall bei Temperatur 7" = 0 und anschlieBend der, Einfachheit halber, den
Ny = 2 Fall bei endlicher Temperatur behandeln. Zur Berechnung der Amplitude
bei endlicher Temperatur verwenden wir den Imaginérzeit-Formalismus, welcher
fiir Systeme im Gleichgewicht der wohl am einfachsten anzuwendende ist.

Mit Hilfe der bei endlicher Temperatur berechneten Amplitude konnen wir dann
das p-Meson als Resonanz in der 77w — mw-Streuung im Pionengas identifizieren
und seine In-Medium- Eigenschaften studieren. Gegeniiber anderen Modellen, in
denen explizit prm-Vertizes eingefithrt werden, hat das in dieser Arbeit verwen-
dete Modell den Vorteil, dass man bei der Konstruktion das p-Meson nicht schon
mit einbauen muss, sondern dass man es als Resonanz geliefert bekommt.

Im zweiten Kapitel werden wir aus der QCD die chirale Storungstheorie herleiten.
Dazu sind die Symmetrien der QCD von entscheidender Bedeutung. Wir werden
daher zunéchst die QCD motivieren und ausfiihrlich auf ihre Symmetrien einge-
hen. AnschlieBend werden wir aus diesen Symmetrien auf die Transformationsei-
genschaften der Mesonen schliefen. Am Ende konstruieren wir die allgemeinste
Lagrangedichte vierter Ordnung.

Im dritten Kapitel werden wir, von dieser Lagrangedichte ausgehend, die 777~ —
7mom° Streuamplitude bis zur vierten Ordnung in p/(47F') bei Temperatur 7' = 0
berechnen. Hierbei werden wir den Ny = 3 Fall betrachten und daher in den
Loops neben den Pionen auch Kaonen und das n beriicksichtigen.

Im vierten Kapitel berechnen wir erneut die n*7- — 707 Streuamplitude bis
zur vierten Ordnung, diesmal allerdings bei endlicher Temperatur. Wir werden
dabei den einfacheren N; = 2 Fall betrachten, bei dem nur Pionen beriicksichtigt



werden. Bevor wir mit der Berechnung beginnen, diskutieren wir, was wir unter
der Streuamplitude bei endlicher Temperatur verstehen, da dieser Begriff in der
Thermischen Feldtheorie nicht eindeutig ist. Des Weiteren beschreiben wir den
Imaginéarzeit-Formalismus, den wir zur Berechnung der Amplitude verwenden.

Im fiinften Kapitel zeigen wir auf, wie man mit Hilfe der im vierten Kapitel be-
rechneten n*m- — 707 Streuamplitude auf das p-Meson schliefen kann. Wir
werden die Methode der inversen Amplitude vorstellen, mit der man das nur
fiir niedrige Energien giiltige Ergebnis der chiralen Stérungstheorie auf hoéhe-
re Energien erweitern kann, sodass wir auch bis zur Masse des p vordringen
konnen. Anschliefend definieren wir die Kinematiken, bei denen wir das p-Meson
im Warmebad betrachten werden.

Im sechsten Kapitel diskutieren wir die Ergebnisse unseres Modells. Dazu be-
trachten wir die Anderung der Masse und der Breite des p-Mesons in Abhéngig-
keit von der Temperatur und seinem Impuls relativ zum Warmebad. Diese Er-
gebnisse vergleichen wir mit anderen Modellen aus der Literatur.

Im Anhang A geben wir wichtige Formeln und Zwischenergebnisse an, welche bei
der Berechnung der Vakuumamplitude benotigt werden. Im Anhang B geben wir
die entsprechenden Formeln fiir die temperaturabhéngige Amplitude an.

Im Anhang C demonstrieren wir, wie man die Loop-Integrale bei endlicher Tem-
peratur numerisch berechnen kann.
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Kapitel 2

QCD und Chirale
Storungstheorie

Um den Beitrag der starken Wechselwirkung zur 77~ — mon°-Streuamplitude
zu berechnen, miissen wir die Quantenchromodynamik (QCD) verwenden, welche
die der starken Wechselwirkung zugrunde liegende Eichtheorie ist. Die QCD lésst
sich allerdings nicht exakt losen. Bei hohen Energien ist aber eine storungstheore-
tische Behandlung méglich, da die Kopplungskonstante ¢ in diesem Bereich klein
is‘ﬁ . Bei niedrigen Energien hingegen ist ¢ ~ 1 und somit gibt es keinen kleinen
Parameter, nach dem die Amplitude entwickelt werden kann. Eine storungstheo-
retische Behandlung ist somit in diesem Fall nicht moglich. In dieser Arbeit wollen
wir Eigenschaften des p-Mesons untersuchen. Im Besonderen sind wir an seiner
Masse und seiner Breite interessiert. Somit bewegen wir uns bei Energien in der
Néhe seiner Masse M, = 770 MeV. Dies liegt noch unterhalb des Bereiches, in
dem Storungstheorie in der QCD mdoglich ist. Somit brauchen wir eine alternati-
ve Methode, um Vorhersagen der QCD bei solch niedrigen Energien zu erhalten.
Fiir unsere Zwecke reicht es, eine Theorie zu haben, welche nur die Mesonen be-
schreibt und nicht auch die Quarks selbst, da wir das p-Meson als Resonanz der
7w — mr-Streuung sehen wollen.

Eine solche Theorie ist die chirale Storungstheorie, welche als effektive Theorie
eine Ndherung an die QCD fiir niedrige Energien ist. Man nutzt dabei aus, dass
die drei bzw. vier schweren Quarks deutlich schwerer sind, als die leichten, indem
man sie einfach vernachléssigt und die Theorie auf die leichten Quarks beschrénkt.
Diese werden zunéchst als masselos angenommen. Durch spontane Symmetrieb-
rechung erhalten wir die leichten Mesonen als Goldstone-Bosonen. Diese erhalten
ihre Masse dadurch, dass man die Quarkmassen als Storung wieder einfiihrt. Die
chirale Storungstheorie liefert uns dann eine Entwicklung der Amplitude fiir Me-
sonenstreuung in Potenzen des Impulses und der Mesonenmassen.

'Kopplungskonstanten in Quantenfeldtheorien sind trotz ihres Namens keine Konstanten,
sondern Funktionen der betrachteten Energieskala.



6 Kapitel 2. QCD und Chirale Storungstheorie

In diesem Kapitel werden wir nun die chirale Storungstheorie aus der QCD her-
leiten und aufzeigen, wie diese angewendet werden kann. Bei der Herleitung sind
sowohl die QCD als auch die spontane Brechung einer ihrer Symmetrien von
entscheidender Bedeutung. Wir werden daher zunéchst auf diese beiden Themen
eingehen, bevor wir die chirale Storungstheorie selbst betrachten.

2.1 QCD

2.1.1 QED

Bevor wir nun die QCD motivieren werden, betrachten wir erst einmal die Quan-
tenelektrodynamik (QED), welche die einfachste Eichtheorie in der Elementarteil-
chenphysik ist. Sie beschreibt sehr erfolgreich die elektromagnetische Wechselwir-
kung durch den Austausch von masselosen Bosonen, den Photonen. Eichtheorien
haben die Eigenschaft, dass sie renormierbar sind, wenn ihre Eichbosonen Spin-
1-Teilchen sind [5]. Man versucht daher Quantenfeldtheorien als Eichtheorien zu
formulieren, so auch die QCD.

Was Eichinvarianz genau bedeutet, wollen wir uns zunéchst mal an der QED ver-
deutlichen. Dazu betrachten wir ein freies Elektron. Dies wird in der Feldtheorie
durch die Dirac-Lagrangedichte beschrieben [20]:

Liee = U(iv*9, — m)V
Diese ist symmetrisch unter der globalen Transformation

Ui e Oy |
wobei § Werte aus dem Intervall [0, 27% annehmen kann. Somit entspricht exp(—if)
einem Element der U(1)-Lie-Gruppe.? Global bedeutet hier, dass der Parameter
6 eine Konstante ist und nicht von der Raumzeit abhéngt. Die Idee der Eichinva-
rianz besteht nun darin, den konstanten Parameter # durch eine glatte Funktion
der Raumzeit 0(x) zu ersetzen und dabei zu verlangen, dass die Lagrangedichte
weiterhin invariant bleibt. Lasst man nun eine solche Transformation auf L.,
wirken, so gibt es einen zusétzlichen Term 0,0. Somit ist L., nicht invariant
unter einer solchen lokalen Transformation. Um den Ableitungsterm zu eliminie-
ren, muss man ein zusétzliches Viererpotential A, einfiihren, das sich unter der
Eichtransformation wie folgt transformiert

A, A, éa,ﬂ (2.1)

2Fiir Definitionen und Eigenschaften von Lie-Gruppen siehe [19].
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und folgendermaflen in die Lagrangedichte eingebaut wird:

/
Efree

= U(iy"(9, —ieA,) —m)¥ . (2.2)

Hierbei ist e die Elementarladung und A, das aus der Elektrodynamik bekannte
Viererpotential.

Nun soll die QED natiirlich auch die Bewegungsgleichung der elektromagneti-
schen Felder wiedergeben, welche klassisch durch die Maxwell-Gleichungen

O F™ = j¥ (2.3)

gegeben sind. Dies erreicht man, indem man noch den Term — i]—" M hinzufiigt,
wobei

F =9,A, —0,A, (2.4)

der Feldstirketensor ist. Wir erhalten also als QED Lagrangedichte [20]:
_ 1 ,
Lopn = V(iv" D, — m)¥ — 1.7:“,,.7:“ , (2.5)

welche gerade die Maxwell-Gleichung liefert, wenn man sie in die Euler-
Lagrange-Gleichung [20] fiir A, einsetzt und die Stromdichte als j#* = eW~y*¥
identifiziert. Die kovariante Ableitung D,, von ¥

D, =0, —ieA, | (2.6)

wird so definiert, dass sie sich unter der Eichtransformation genauso transformiert
wie U selbst:

DV e DU . (2.7)

Wir haben nun gesehen, dass sich alleine aus der Forderung nach Eichinvarianz
der Lagrangedichte fiir Elektronen die Existenz der elektromagnetischen Wech-
selwirkung zwischen Elektronen ergibt. Wir mussten nur den kinetischen Term
der Photonen per Hand hinzufiigen, welcher sich aber direkt aus dem klassischen
Grenzfall ergab.

2.1.2 QCD

In diesem Abschnitt werden wir nun die QCD als Eichtheorie der starken Wech-
selwirkung formulieren und kurz auf die Unterschiede und Gemeinsamkeiten zur
QED eingehen [18].

Die starke Wechselwirkung wirkt nur zwischen Quarks. Von ihnen gibt es sechs
verschiedene Flavor (up, down, strange, charm, button, top). Wir werden daher
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die Quarkfelder ¢ mit dem Flavorindex f versehen. Dariiber hinaus tragen Quarks
auch noch Farbladungen. Im Gegensatz zur QED, in der es nur eine Ladung gibt,
gibt es in der QCD drei verschieden Ladungen (rot, griin, blau), fiir die wir den
Farbindex ¢ einfiihren, den wir von 1 bis 3 laufen lassen. Die Quarks verschiedener
Flavor haben verschiedene Masse, wohingegen die Farbladung keinen Einfluss auf
die Masse hat.

Mit diesem Wissen kénnen wir nun in Analogie zur QED die Lagrangedichte fiir
freie Quarks hinschreiben:

3
£free = Z Qf,z(/ryuau - Mff/)Qf/,Z 9 (28>

wobei
Mff’ = diag(mu,md,mS,mc>mb>mt) (29)

die Massenmatrix ist. Da die Masse der Quarks nicht von der Farbladung abhéngt,
ist diese Lagrangedichte invariant unter der globalen Transformation

qri — Uiqr (2-10)

wobei U eine unitére 3 x 3-Matrix mit det(U) = 1 ist. Diese Matrizen bilden die
SU(3)-Gruppe. Fordern wir nun auch hier Eichinvarianz, dann miissen wir die
Lagrangedichte analog zur QED ergéanzen und erhalten:

3
— . 1 v,a
Loow = D @l Dy=Myp)api = 7GmaG™* . (21)

= ,d,
=g

Da SU(3) im Gegensatz zu U(1) eine nicht-abelsche Gruppe ist, haben die ko-
variante Ableitung D, und der Feldstirketensor G, , eine etwas kompliziertere
Struktur als in der QED, auf die wir nun eingehen werden. Die Dimension der
Lie-Gruppe legt die Anzahl der bené6tigten Eichfelder fest, da bei einer Eichtrans-
formation jeder Erzeuger einen Ableitungsterm liefert, der von einem Eichfeld
kompensiert werden muss. In unserem Fall gibt es also acht Eichfelder A, , mit
denen sich nun eine kovariante Ableitung definieren lésst:

8
3 Aa
D,u = 6u — 19 7"4#@ . (212)
a=1

Hierbei ist ¢ die Kopplungskonstante der QCD und A, sind die Gell-Mann-
Matrizen. Diese stehen iiber
Aa

T, === 2.13
5 (2.13)
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in direktem Zusammenhang mit den Erzeugern T, der SU(3) Gruppe. D.h. jedes
Element U(f) aus SU(3) kann geschrieben werden als

Uf) = e Were/2 (2.14)

wobei 0, reelle Zahlen sind. Damit sich, wie bei der QED, D, q; wie g5 transfor-
miert, miissen sich die Eichfelder folgendermafien transformieren:

A A i
7,atw — U(x)gAM,aUT(x) - EE)MU(x)UT(x) : (2.15)

Um zu erreichen, dass G, ,G"" invariant ist unter der Eichgruppe, muss der
Feldstérketensor G, , im Vergleich zur QED noch ergénzt werden, da SU(3)
nicht-abelsch ist. Man erhélt:

guu,a = 8pAu,a - 8V'AM,Q + gfabcAu,b-Au,b . (216)
Hierbei sind fu. die durch
[Tm Tb] = ifabcTc (217)

definierten Strukturkonstanten von SU(3). Physikalisch bedeutet der zusétzliche
Term, dass es nun auch Wechselwirkung zwischen den Eichbosonen, den Gluonen,
gibt. Dies ist ein gravierender Unterschied zur QED, der unter anderem dazu
fiithrt, dass die Kopplungskonstante g mit abnehmender Energie wéchst und somit
Storungstheorie unterhalb einer bestimmten Energie unmoglich macht.

2.1.3 Weitere Symmetrien der QCD

Nachdem wir nun die QCD motiviert haben und ihre fundamentale Eich-Symmetrie
kennen gelernt haben, werden wir nun sehen, dass sie unter bestimmten Voraus-
setzungen noch weitere Symmetrien enthéalt. Wir werden hierzu aber nur noch
die drei leichten Quarkflavor beriicksichtigen und die drei schweren vernachléssi-
genE Wie man in Tabelle sieht, lassen sich die sechs Quarkflavor in je drei
leichte (u, d, s) und drei schwere Quarks (c, b, t) einteilen, die durch eine grofie
Liicke getrennt sind. Auflerdem liegen die Massen der schweren iiber dem fiir uns
interessanten Energiebereich. Somit ist es eine gute Ndherung, wenn wir unsere
Theorie auf die drei leichten Quarks beschrinken. Da deren Massen aber deut-
lich unter der aller Hadronen liegen, werden wir sie zunéchst Null setzen. Diesen
Grenzfall nennt man chiralen Limes. Die Lagrangedichte vereinfacht sich so zu:

= 1 v,a
‘CgCD = Z QZZ/YMDMql - Zguu,agu ’ . (218)

l=u,d,s
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Flavor u d S
Masse[MeV] | 1.5—-4.5 | 5—85 | 80— 155
Flavor c b t
Masse [GeV] | 1.9—-1.4|4.0—45| 1743 £5.1

Tabelle 2.1: Massen der sechs verschiedenen Quarkflavor [12].

Diese Lagrangedichte hat nun eine zusétzliche globale Symmetrie, die wir im
Folgenden diskutieren werden. Sie ist entscheidend auf dem Weg zur chiralen
Storungstheorie, da sie spontan gebrochen wird und uns so Goldstone-Bosonen
liefern wird, welche wir spéter als Mesonen identifizieren werden. Um diese Sym-
metrie zu erkennen, definieren wir zunéchst die Projektoren

1 1
PR: 5(1""}/5) und PL: 5(1—’75) , (219)

mit 75 = 7° = 79919293, {7*,7°} = 0 und 2 = 1.4 Die definierenden Eigen-
schaften fiir Projektoren

P.+P. =1, P?=P, P*=P, P.P.,=PP,=0 (2.20)

lassen sich nun leicht nachpriifen. Mit Hilfe dieser Projektoren definieren wir
links- und rechtshéandige Quarks:

gr = IRrQ, qu = Irq . (2-21)

Die Bezeichnung links- und rechts-héndig wird dann klar, wenn man sich die
Losung u der Dirac-Gleichung im masselosen Grenzwert anschaut [20]:

u(p, £) = \/E< ot ) . (2.22)

TX+

Hierbei ist angenommen, dass der Spin entweder parallel oder antiparallel zum
Impuls steht.

Nun lassen wir die in GL definierten Projektoren auf die Losungen mit
positiver und negativer Helizitdt (uy und u_) wirken. Dazu verwenden wir die
Standard-Darstellung der y-Matrizen und erhalten fiir die Projektoren:

1 /1y, 1o 1 /1, -1,
P, =— P =— 2.23
) (12 1)’ o \-1 1, ’ (2:23)
3Die hier diskutierte Symmetrie ist unabhingig von dieser Vereinfachung und ist in der

vollen QCD-Lagrangedichte ebenfalls enthalten.
4Fiir weitere Eigenschaften und explizite Darstellungen der «-Matrizen siehe [20].
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wobei 15 die 2 x 2-Einheitsmatrix ist. Fiir die Projektionen der Losungen mit
positiver und negativer Helizitéat ergibt sich:

Pau, = \/E% Gz E) (X+) —VE (X+) —u, (2.24)

X+ X+

Puy =0, Pu_-=0, Pu_ =u_ . (2.25)

Somit projizieren P; und P, im masselosen Grenzwert auf die Helizitétseigen-
zusténde, also auf links- und rechtshidndige Quarks. Nun wollen wir zeigen, dass
die QCD-Lagrangedichte chiral symmetrisch ist, d. h., invariant ist unter einer
globalen U(3), x U(3)y Transformation, die die links- und rechtshidndigen Quarks
unabhéngig von einander transformiert. Dazu schreiben wir die Lagrangedichte
mit Hilfe der Identitdt [18]

e = q(Pa+ POy (Pr+ PL)g
= &Y%+ @Y e+ CY(PR’YHPR =+ PL’YHPL)C]
= &Y'+ (2.26)

um in

. . 1 va
Lo = > (@r1iv"Dyugrs + quiiv" Dugrs) — 19" (2.27)

l=u,d,s
Hierbei wurde benutzt, dass wegen {7*,7°} =0

Die Quarks verschiedener Farbe haben wir hier zu einem Vektor gr; bzw. qr,
zusammengefasst.
Da v*D,, nicht auf die Flavorindizes [ wirkt, ist £ invariant unter

QCD
Ug Ur Uy, Uy,
dy | — Ug | dr |, d, | — U, | d, , (2.29)

mit Uy, U, € U(3). Im chiralen Limes ist die auf drei Quarks reduzierte QCD
also symmetrisch unter :

UB)a xU(3), =SUB)x x SUB)L, x U(1)g x U(1), . (2.30)

Nach dem Nother Theorem [20] gibt es zu jeder Symmetrie einer Theorie eine
erhaltene Stromdichte
= oL
9(9u9)

A¢ mit 94" =0 (2.31)
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wobei A¢ die infinitesimale Anderung von ¢ unter der zugehorigen Transforma-
tion ist. Die zugehorige Ladung

Q= /dngo (2.32)

ist daher zeitunabhéngig und vertauscht somit mit dem Hamiltonoperator [Q), H] =
0. Fiir die zu SU(3)r x SU(3), gehorigen Stromdichten erhélt man so [18]

a a

A
L = QL’YH?(]L und RM* = QRVH?QR : (2.33)

Fiir unsere weiteren Betrachtungen wird es sich als niitzlich erweisen, anstelle
von L** und R** die Linearkombinationen

)\a

VI = R D = gy g, (234)
Aa

APa — Rpa _ e cj’y”%;c] (2.35)

zu verwenden, welche sich unter Paritdt wie Vektor bzw. Axialvektor transfor-
mieren. Die beiden U(1)-Symmetrien entsprechen der Multiplikation der Quark-
felder mit einer Phase. Die zugehorigen Vektor- und Axialvektor-Stromdichten
entsprechen nun der Transformation der links- und rechtshéndigen Quarkfelder
mit gleicher Phase

VH =@ an + 0" 0 = /M (2.36)
bzw. mit entgegengesetzter Phase

A = @Y g — @Y = Vs - (2.37)

Auf dem klassischen Level sind alle diese Stromdichten, wie vom N6ther-Theorem
vorhergesagt, erhalten. Die Quantisierung fiihrt jedoch zu 9, A* # 0. Auf diesen,
Anomalie genannten, Effekt soll hier aber nicht eingegangen werden.? Fiir uns
reicht es zu wissen, dass es keine erhaltene Ladung zu dieser Symmetrie gibt.
Die anderen Stromdichten bleiben auch nach der Quantisierung weiterhin erhal-
ten [18]. Es geniigt daher im Weiteren nur noch die SU(3), x SU(3)x x U(1)y-
Symmetrie zu betrachten.

2.2 Chirale Storungstheorie fiir Mesonen

Die chirale Storungstheorie ist eine effektive Feldtheorie, mit der die Konsequen-
zen der globalen chiralen Symmetrie der QCD bei niedrigen Energien beschrieben

°Fiir eine kurze Diskussion dieser Anomalie, siehe [18].
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werden konnen. Die effektive Lagrangedichte ist eine Funktion der hadronischen
Freiheitsgrade, die bei niedrigen Energie als asymptotische Zustédnde beobachtet
werden konnen. Dies sind bei sehr niedrigen Energien die pseudoskalaren Meso-
nen, welche mit den Goldstone-Bosonen der spontanen Symmetriebrechung von
SU(3), x SU(3)x auf SU(3)y identifiziert werden. Die von Null verschiedene Mas-
se dieser Bosonen lésst sich durch die, von den nicht verwindenden Quarkmassen
verursachte, explizite Symmetriebrechung erklaren.

2.2.1 Spontane Symmetriebrechung in der QCD

Wir haben bereits gesehen, dass die QCD-Lagrangedichte im chiralen Grenz-
wert invariant unter einer globalen SU(3), x SU(3)x x U(1)y,-Symmetrie ist. Von
Symmetriebetrachtungen wiirde man nun naiver weise erwarten, dass sich die
Hadronen in entartete Multipletts ordnen lassen, deren Groéfien den Dimensionen
irreduzibler Repréisentationen von SU(3),, x SU(3)r x U(1)y entsprechen. In der
Natur wird dies aber nicht beobachtet. Den Grund dafiir werden wir nun genauer
untersuchen. Die U(1),-Symmetrie fiithrt zur Baryonenzahlerhaltung und sorgt
somit lediglich fiir eine Unterteilung der Hadronen in Mesonen und Baryonen.
Um den Einfluss der SU(3), x SU(3)g-Symmetrie auf das Spektrum der Ha-
dronen zu untersuchen, betrachten wir zunéchst einen Ein-Teichen-Eigenzustand
|4, +) zum Hamiltonoperator H ., mit Eigenwert E; [18]

Qcp
Hooplis +) = Eili, +) (2.38)

mit positiver Paritét,
Pli,+) = |i,+) . (2.39)

Aus der Vertauschbarkeit von HJ,
Qi +):

HgCD|¢i> = HgCDQZH’ +> = QngCDM? +> = EiQ(/ui’ +> - EZ|¢Z> (240)

und Q¢ ergibt sich fiir den Zustand |¢;) =

und des Weiteren

Pl¢i) = PQIPT'Pli, +) = —Q}li,+) = —|¢1) . (2.41)
Somit gibt es zu jedem Eigenzustand von H, gCD mit positiver Paritdt einen wei-
teren mit gleichem Eigenwert, aber negativer Paritdt. Man wiirde nun erwarten,
dass sich |¢;) in den Ein-Teilchen-Eigenzusténden aus dem Multiplett mit nega-
tiver Paritdt entwickeln l&sst.

|03) = —tili, =) (2.42)
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Dies ist im Allgemeinen aber nicht der Fall, wie wir nun zeigen werden. Dazu
bezeichnen wir mit aZT die Erzeugungsoperatoren, die aus dem Grundzustand |0)
den Zustand |i, +) generieren und mit b} jene, die den Zustand |j, —) generieren.
Aus den Vertauschungsrelationen der Felder und der konjugierten Impulse und
aus der Form der Nother-Stromdichten folgt [18]:

[Q%,al] = —t2b! . (2.43)

L/}

Somit lésst sich |¢;) schreiben als:

) = Q4li, +) = Q4al|0) = ([Q%, al] + alQ%)]0) = (—t&bt + afQ%)|0)
(2.44)

D. h., |¢;) lasst sich genau dann als |¢;) = —t;;|7, —) schreiben, wenn Q% den
Grundzustand vernichtet. Im Niedrigenergiespektrum der Baryonen wird aber
kein entartetes Oktett mit negativer Paritéit beobachtet. Somit lasst sich |¢;)
nicht in Zustédnden mit negativer Paritéit entwickeln und als Konsequenz daraus
ergibt sich, dass )% den Grundzustand nicht vernichtet. Q% ist aber ein Erzeu-
ger der SU(3),-Symmetrie von £, und somit ist SU(3), in der QCD spontan
gebrochen, d.h. die SU(3)-Symmetrie der Lagrangedichte ist im Grundzustand
nicht mehr vorhanden. Das Goldstone-Theorem? besagt nun, dass es acht’ masse-
lose Goldstone-Bosonen geben muss. Im hadronischen Spektrum gibt es allerdings
auch keine masselosen Bosonen, es fillt jedoch auf, dass die Massen der pseudos-
kalaren Mesonen deutlich unter denen der Vektormesonen liegen. Die pseudoska-
laren Mesonen sind also die leichtesten beobachteten Hadronen. Man kann daher
die pseudoskalaren Mesonen mit den Goldstone-Bosonen identifizieren und deren
Massen mit der explizite Brechung der SU(3),-Symmetrie durch die von Null
verschiedenen Massen der Quarks erklédren [18]. Es sei an dieser Stelle nochmal
daran erinnert, dass wir hier nur Symmetrien der QCD im chiralen Grenzwert
betrachtet haben.

2.2.2 Transformationseigenschaften der Goldstone-Bosonen

Im néchsten Abschnitt wollen wir eine Lagrangedichte konstruieren, die alle
Goldstone-Bosonen enthélt und invariant ist unter SU(3),xSU(3)x xU(1)y. Dazu
ist es zunéchst einmal notwendig zu wissen, wie sich die Goldstone-Bosonen unter
dieser Gruppe transformieren. Da die Symmetriegruppe selbst auf die Quarkfel-
der wirkt, ist diese Transformation nicht trivial. Wir werden in diesem Abschnitt

CFiir eine Motivation des Goldstone-Theorems siehe [20] oder [2].
"Die Anzahl der Goldstone-Bosonen ergibt sich aus der Dimension der spontan gebrochenen
Symmetrie.
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sehen, dass hier eine Darstellung der Gruppe nicht ausreicht, sondern eine nicht-
lineare Realisierung der Gruppe notig ist. Daher werden wir zunéchst eine allge-
meine Betrachtung nicht-linearer Realisierungen machen und anschlieSend dieses
abstrakte Ergebnis auf unseren konkreten Fall anwenden [18].

Dazu betrachten wir ein physikalisches System, mit einem Hamiltonoperator, der
invariant ist unter der Gruppe G der Dimension ng [18]. Der Grundzustand hin-
gegen soll nur unter der Untergruppe H mit Dimension ny invariant sein. Nach
dem Goldstone Theorem existieren dann n = ng — ny Goldstone-Bosonen, die
durch unabhiingige reelle Funktionen ¢; vom Minkowskiraum M* nach R be-
schrieben werden konnen. Diese Funktionen fassen wir zu einem n-dimensionalen
Vektor ® zusammen und definieren damit den Vektorraum

M, :={®: M* — R"|¢; : M* — R stetig} . (2.45)

Nun suchen wir eine Abbildung ¢, die die Transformation einer Feldkonfiguration
® durch ein Gruppenelement g beschreibt, d.h. jedem Paar (g, ®) € G x M; eine
neue Feldkonfiguration ¢(g, ®) € M; zuordnet und folgende Eigenschaften erfiillt:

(e, ®) = ® fiir alle ® € M; und e Einheitselement von G (2.46)
o(g1,0(92, ) = (9192, ) fiir alle g1, 90 € G, D€ M; . (2.47)

Im Unterschied zu einer Darstellung fordern wir hier nicht, dass die Abbildung
homogen ist, d.h. im Allgemeinen (g, A®) # A¢(g, ). Nun bezeichnen wir mit
®y den Grundzustand des Systems. Nach unseren Voraussetzungen soll dieser
invariant unter der Untergruppe H sein, also verlangen wir von ¢:

o(h, ®g) = g fur alle he H . (2.48)

Nun werden wir eine Beziehung zwischen der Menge aller Linksnebenklassen
{gH|g € G} =: G/H herstellen, die uns dann direkt erméglichen wird, die Bo-
sonenfelder zu transformieren. Fiir uns ist es nun wichtig, dass die Nebenklassen
die Gruppe G in disjunkte Mengen einteilen. Um dies zu sehen, betrachten wir
ein Gruppenelement [, das in den beiden Nebenklassen gH und ¢’H enthalten
ist. Es folgt also

l=gh und [ =g¢'h mit hyh' e H . (2.49)

Somit ist g = ¢g’h’h~t, woraus folgt: ¢ € ¢’H und damit gH = ¢'H, woraus sich
direkt die Disjunktheit der Nebenklassen ergibt.

In unserem Fall haben die Elemente der Linksnebenklassen noch die Eigenschaft,
dass sie alle den Grundzustand &, auf den gleichen Zustand abbilden:

©(gh, ®o) = ¢(g, ¢(h, ®o) = ©(g, o) . (2.50)
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des Weiteren ist diese Abbildung injektiv im Bezug auf die Nebenklassen, d.
h. zwei Elemente aus verschiedenen Nebenklassen bilden ®y auf verschiedene
Zusténde ab. Um dies zu sehen, betrachten wir ¢, ¢’ € G mit ¢’ ¢ gH und zeigen,
dass p(g, Po) # ¢(g’, Po). Hierzu nehmen wir an, dass ¢(g, ®o) = ¢(¢’, o). Somit
erhalten wir

Dy = (e, ) = (979, o) = ¢(g7", (g, Po))
= (g elg, ) = 0lg g Do) . (2.51)

Daraus und aus der Annahme, dass nur Elemente aus H den Grundzustand auf
sich selbst transformieren, folgt ¢’ € gH im Widerspruch zu unserer Annahme.
Somit ldsst sich die Abbildung, die jeder Nebenklasse eine Feldkonfiguration zu-
ordnet, auf der Menge ¢(G, ®g) invertieren. Wir haben also gezeigt, dass es eine
eineindeutige Abbildung von G/H auf die Goldstone-Bosonen gibt. Somit kann
jeder Feldkonfiguration, die durch eine Transformation aus dem Grundzustand
erhalten werden kann, ein Element aus G/H zugeordnet werden. Dies nennen
wir eine Parametrisierung von GG/H. Eine solche Parametrisierung ist in der Re-

gel nicht eindeutig, wie wir spédter am Beispiel der chiralen Stérungstheorie im
SU (2)-Fall sehen werden.

Daraus leiten wir nun die Transformation fiir Bosonenfelder unter beliebigen
Gruppenelementen g € G her. Zu jeder Feldkonfiguration ® gibt es, wie oben
gezeigt, eine eindeutig bestimmte Nebenklasse gH, so dass fiir jeden Représen-
tanten f := gh € gH dieser Nebenklasse gilt:

@ = o(f, %) = p(Gh, Do) . (2.52)

Wenden wir hierauf die Transformationsabbildung ¢ mit dem Gruppenelement g
an, erhalten wir:

©(g,®) = (g, p(gh, o)) = @(ggh, ®o) = @(f', o) = " (2.53)

wobei f’ ein Repriasentant der Nebenklasse ggH ist. Wir konnen die Transformati-
on von ® unter dem Gruppenelement g also realisieren, indem wir die ® eindeutig
zugeordnete Nebenklasse mit g multiplizieren und dann den dieser Nebenklasse
eindeutig zugeordneten Zustand &’ bestimmen.

Diese doch recht abstrakte Methode zur Transformation der Goldstone-Bosonen
werden wir nun auf unseren Fall, d.h. auf die chirale Symmetrie der QCD anwen-
den. Wir werden hier zunéchst eine SU(N) x SU(N)-Symmetrie annehmen und
dann die Falle N = 2 und N = 3 betrachten, die nur die drei Pionen bzw. alle
acht pseudoskalare Mesonen enthalten. Der erste Fall ist fiir sehr niedrige Ener-
gien durchaus ausreichend, da die anderen acht pseudoskalaren Mesonen deutlich
schwerer sind, als die Pionen. Wir identifizieren G und H wie folgt:

G = SU(N), x SU(N)x ={(L,R)|L € SU(N),R € SUN)} (2.54)
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H = {(V,V)|[V € SUN)} ~SU(N) . (2.55)

Zunichst zeigen wir, dass sich jede Nebenklasse gH = {(LV,RV)|V € SU(N)}
eindeutig durch die SU(N)-Matrix U = RL charakterisieren l&sst:

GgH = (LV,RV)H = (LV,RL'LV)H
= (1, RLY)Y(LV,LV)H = (1, RL"YH . (2.56)

Das Transformationsverhalten von U unter g = (L, R) € G erhalten wir, indem
wir die zu U gehorige Linksnebenklasse gH von links mit g multiplizieren:

9gH = (L,RRLYH = (1, RRL'L")(L,L)H = (1, R(RLYLYH . (2.57)
U transformiert sich also wie folgt:

U=RL — U =RRL)L = RUL . (2.58)

Nun miissen wir eine Parametrisierung von den Elementen U aus SU(N) finden.
Diese ist aus der Gruppentheorie bekannt [19]:

U =exp (2%) , (2.59)
wobei Fj eine frei wihlbare reelle Zahl ist und ¢ fiir N = 2 gegeben ist durch
3
?3 ¢1 — iz 0 V2rt
_ b = » = . 2.
¢ 121 2 ((bl +igy  —o3 Ver~  —n® (2:60)
Die 7; sind die iiblichen Pauli-Spin-Matrizen. Analog erhalten wir fir N = 3:

¢3 + %% O1—1d2 Py — 15

8
6= e = | O1+ids —ds+ Jds b6 — ity
a=1 Gu+ids P +idr  — o
7T0+%77 V2t V2K*
= | V2 "+ V2K0 ) (2.61)
V2KET V2K 2

wobei die A\, die Gell-Mann Matrizen sind. Im jeweils letzten Schritt haben wir
die komplexen Bosonenfelder 7+, K+ und K° durch

ot = —(<;51 —igy), K= 7(@ —igs) und K° = —(¢6 —igr) (2.62)

Nk
S
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definiert und ¢y und ¢g in die reellen Bosonenfelder 7° und 1 umbenannt.
Wie bereits oben erwdhnt, sind Parametrisierungen in der Regel nicht eindeutig.
Fiir den SU(2)-Fall ist eine alternative Parametrisierung gegeben durch:

Nun konnen wir noch iiberpriifen, ob der Grundzustand ®, = 0, welcher Uy = 1
entspricht, richtig transformiert wird. Er sollte also invariant sein unter den Vek-
tortransformationen g = (V, V) und nicht invariant unter den axialen Transfor-
mationen g = (A, A"). Dies sieht man wie folgt:

Uy T vuvt = vt =1 =1, (2.64)
—(AAT
Uy T8 Aty At = Afat £1=1, . (2.65)

Somit wissen wir nun also, wie sich die pseudoskalaren Mesonen unter SU(N),, X
SU(N)y transformieren und kénnen mit diesem Wissen die effektive Lagrange-
dichte konstruieren.

2.2.3 Die effektive Lagrangedichte niedrigster Ordnung

Unser Ziel ist es, die allgemeinste effektive Theorie zu konstruieren, welche die
Dynamik der Goldstone-Bosonen beschreibt, die uns die spontane Symmetrieb-
rechung der QCD liefert. Nach Weinberg [21] liefert diese das allgemeinste S-
Matrix-Element, welches konsistent ist mit den grundlegenden Prinzipien der
Quantenfeldtheorie und den Symmetrien der zugrunde liegenden Theorie [18].
Die Lagrangedichte dieser effektiven Theorie enthélt dann unendlich viele Terme
und Parameter. Wir werde spéter in diesem Kapitel sehen, dass es nicht notig ist
alle diese zu bestimmen. Zunéchst wollen wir nur die mit maximal zwei Ablei-
tungen bestimmen.

Im chiralen Grenzwert soll die effektive Lagrangedichte, wie auch die QCD selbst,
invariant unter SU(3), x SU(3)x x U(1)y sein. Sie soll genau acht pseudoskala-
re Freiheitsgrade enthalten, welche sich wie ein Oktett unter der Untergruppe
H = SU(3)y transformieren. Aufferdem soll, wegen der spontanen Symmetrieb-
rechung, der Grundzustand nur invariant unter SU(3)y x U(1)y sein.

Im letzten Abschnitt haben wir bereits gesehen, dass sich die dynamischen Frei-
heitsgrade wie folgt in der SU(3)-Matrix U(z) schreiben lassen:

U(z) = exp (z‘b(x)), (2.66)

Fy
g 7T0+%71 \/§7r+ \/§K+
dr) = Y Aada(r)=| V2r~  —a®+m V2K°| . (267)
a=1 V2K- V2KY 2
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Aus diesen Bedingungen wollen wir nun die allgemeinste, chiral symmetrische,
effektive Lagrangedichte konstruieren, mit kleinst moglicher Anzahl an Ablei-
tungen. Wir werden hierbei sehen, dass es nicht moglich ist, einen physikalisch
relevanten Term mit allen geforderten Symmetrieeigenschaften zu finden, der kei-
ne oder nur eine Ableitung enthélt, sondern dass mindestens zwei Ableitungen
notig sind. Dies wird uns unter anderem den kinetischen Anteil der effektiven
Lagrangedichte liefern.

Zunéchst iiberlegen wir uns, dass Terme der Form
Sp (UUY) (2.68)

wobei U entweder U selbst oder eine ein- oder mehrfache Ableitung von U ist,
invariant sind unter SU(3), x SU(3)g. Nach GI1.(2.58) transformiert sich U unter
einem Element g = (L, R) € SU(3)x x SU(3)r wie folgt:

Uw— RUL" . (2.69)

Fiir die Ableitungen von U gilt dies, da die Gruppenelemente R und L nicht von
r abhingig sind. Fiir UT gilt dementsprechend:

Ut — LU'RT . (2.70)

Die Invarianz von Sp (U U M) folgt somit direkt unter Ausnutzung der Zyklizitit
der Spur: Sp (AB) = Sp (BA).

Um die gesuchte Lagrangedichte zu konstruieren, betrachten wir nun Terme der
Form Sp (UUT) mit unterschiedlicher Anzahl an Ableitungen.

Der einzige invariante Term ohne Ableitung ist proportional zu
Sp (UUT) =1 (2.71)

und somit als Konstante physikalisch irrelevant.

Terme mit einer Ableitung miissten enthalten:
Sp (Uo"UT)  oder Sp (0"UUY) . (2.72)
Diese sind jedoch Null, wegen
Sp (9"UUY) = Sp (0#6UTT ) = Sp (076 ) = - 0#6,Sp Ae = 0
p ( ) p(FO ¢ > p(FO ¢ 2 $aSp :
(2.73)

da die Gell-Mann-Matrizen alle Spur Null haben.
Moglich Terme mit zweifacher Ableitung sind von der Form:

Sp (0*9,UU"), Sp((0*9,U)U"Y), Sp(o*Ud,U") . (2.74)
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Der erste Term ist eine totale Ableitung und somit physikalisch irrelevant. Der
zweite ldsst sich umschreiben in

Sp ((0#9,U)UT) = Sp (0#9,UU") — Sp (6*U9,U") (2.75)

und ist somit eine Kombination des ersten und dritten. Somit verbleibt nur der
dritte und die gesuchte Langrangedichte niedrigster Ordnung ergibt sich zu

L. =C Sp(0*Ua,U") | (2.76)

wobei C' eine Konstante ist, die noch zu bestimmen ist. Dazu entwickeln wir U(z)
bis zur ersten Ordnung in ¢ und erhalten so

B 10,0 (10,0 el }
,Ceg = C Sp [—FO ( —FO +...= F02 Sp (/\aaugba/\ba gbb) + ...
C 2C
— = 040a0" Db SD Mahs) + . = Ol P+ .. (2.77)
FO FO

Hierbei wurde Sp (A;Ap) = 20, ausgenutzt, welches eine weitere Eigenschaft der
Gell-Mann-Matrizen ist. Da

20
F—()Qﬁuqﬁaa"gba (2.78)

der einzige Term zweiter Ordnung in ¢, mit zwei Ableitungen in unserer Langran-
gedichte ist, muss er gleich dem kinetischen Term sein. Nehmen wir diesen nun
als wie iiblich normiert an, d. h.,

1
L = §au¢aa“¢a , (2.79)
so ergibt sich
i
=— 2.
C 1 (2.80)
und somit
i
L= Sp (o"vo, Uty . (2.81)

Damit haben wir nun die allgemeinste Lagrangedichte niedrigster Ordnung, die
alle geforderten Symmetrieeigenschaften erfiillt. Da sie aber keinen Massenterm
enthélt, beschreibt sie bis jetzt nur masselose Bosonen und nicht die in der Natur
beobachteten massiven. Um diese nun mit einer Masse zu versehen, bedienen
wir uns des Konzepts der expliziten Symmetriebrechung, indem wir vom chiralen
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Grenzwert zum Fall kleiner Quarkmassen iibergehen. Dazu fiigen wir zu der QCD-
Lagrangedichte noch einen Massenterm

Ly =—qMq=—qMq. — Mgy (2'82)
hinzu, wobei
m, 0O 0
M=10 mg O ) (2.83)
0 0 ms,

Dieser Term bricht ganz offensichtlich die SU(3), x SU(3)z-Symmetrie. Das
wiirde er aber nicht mehr, wenn man verlangt, dass sich M unter SU(3), x SU(3)x
wie U transformiert:

M — RML' . (2.84)

Dies scheint zwar auf dem ersten Blick wenig Sinn zu machen, da M eine kon-
stante Matrix ist und sich daher gar nicht transformiert unter SU(3), x SU(3)g.
Wir kénnen diesen formalen Trick aber nun nutzen, um die Symmetriebrechung
der QCD durch die Quarkmassen in unsere effektive Theorie mit einzubeziehen,
indem wir die Lagrangedichte dahingehend erweitern, dass wir die allgemeinste
Funktion £(U, M) suchen, die invariant ist unter G1.(2.58) und GI.(2.84). Da die
Quarkmassen sehr klein sind und die Symmetrie daher nur geringfiigig gebrochen
ist, schrénken wir unsere Lagrangedichte auf Funktionen linear in M ein. Der
allgemeinste Symmetrie brechende Term L, ist

2B,
2

L. Sp (MU +UMT) . (2.85)

wobei By iiber 3F$By = —(gq) in direkter Beziehung mit dem Quarkkondensat
(qq) steht/® Ein Term proportional zu

Sp (MU' (x,t) — U(x, t)M") (2.86)
ist nicht moglich, da sich dieser unter der Paritét falsch transformiert:
Sp (MU' (x,t) — U(x, )M ') -5Sp (MU (—x, t) — Ut (—x, ) M")
= — Sp (MU (=x,t) = U(—x,t)MT) . (2.87)

Hier haben wir die Zyklizitit der Spur und MT = M ausgenutzt.
Da M reell ist, enthélt £, nur gerade Terme in ¢. Der erste nicht konstante
Beitrag ist somit quadratisch in ¢:

L. = —%Sp (¢*M) + ... . (2.88)

8Vergleiche hierzu [18].
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Setzen wir nun GI1.(2.67) ein, erhalten wir:

Sp(*M) = 2(my +mg)m 7™ +2(my +meg) KTK™ + 2(mg +m,) K°K® —
my, +mg +4ms

3

2
+(my + mg) 77" + ﬁ(m” —ma)mn +
(2.89)

Hieran sehen wir, dass es eine Mischung von 7% und 7 gibt. Wir kénnen das
Problem dieser Mischung umgehen, indem wir als Nédherung exakte Isospin-
Symmetrie voraussetzen, d.h. m, = mg =: m. Wie man aus Gl. (2.89)) ablesen
kann, fithrt dies dazu, dass jeweils alle Pionen und alle Kaonen die gleiche Masse

haben:

MT? = QBOm
Mi = Bo(m+m3)
2
M} = §Bo(m—|—2ms) : (2.90)

Daraus ergibt sich, dass die Massen der pseudoskalaren Mesonen die Gell-Mann-
Okubo-Beziehung erfiillen [18]:

AM? = 3M} + M? . (2.91)

Setzt man in diese Beziehung hier die in der Natur beobachteten Massen ein,
sieht man, dass sie sehr gut erfiillt ist. Dies konnen wir als Bestétigung dafiir
sehen, dass wir die Massen auf eine sinnvolle Art und Weise in unsere Theorie
eingebaut haben. Abschliefend definieren wir noch

ME 0 0
M?*:=2B)M = | 0 M 0 : (2.92)
0 0 2M% — MZ,

M? transformiert sich unter der SU(3),, x SU(3)z-Symmetrie wie M:
M? = RM?LT . (2.93)
Damit kénnen wir die Lagrangedichte niedrigster Ordnung L, schreiben als
F2
Ly ==Sp UV + MU+ UT)) (2.94)

Verwenden wir fiir den SU(2)-Fall die Parametrisierung (2.63), so kénnen wir Lo
schreiben als:

F2, . )
Ly=—2 (@LUTE?“U + QXTU> (2.95)

= 1
U= T (ma ¢17¢27¢3) ) x = (M7.,0,0,0) . (2.96)

mit
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2.2.4 Chirales Powercounting

Im letzten Abschnitt haben wir die Lagrangedichte niedrigster Ordnung sowohl
in der Ableitung als auch in der Masse berechnet. Berechnen wir daraus ein Tree-
Level-Diagramm, so gibt es aufgrund der Ableitungen quadratische Terme in den
externen Impulsen und die restlichen sind wegen M? quadratisch in den Me-
sonenmassen. In der chiralen Stérungstheorie bezeichnet man solche Terme als
zweiter Ordnung, da man die Amplitude als eine Entwicklung in externen Impul-
sen und den Mesonenmassen betrachtet. Wir schreiben, der Term habe chirale
Ordnung O(p?).

Nun bestimmen wir die chirale Ordnung eines Ein-Loop-Diagrammes, berechnet
aus Lo. Wir betrachten hierzu eines mit einem inneren Propagator und einem
Vertex. Der Vertex hat Ordnung O(p?), da er aus L, stammt. Der Propaga-
tor hat Ordnung O(p~2) und die Loop-Integration hat Ordnung O(p?), da es ein
Vierfach-Integral ist. Das Ein-Loop-Diagramm hat somit Ordnung O(p*). Auf die
gleiche Weise kann man zeigen, dass alle Ein-Loop-Diagramme Ordnung O(p?)
sind und alle Zwei-Loop-Integrale Ordnung O(p®) usw [18].

Die einzige Moglichkeit, einen weiteren Term mit Ordnung O(p*) zu erhalten,
ist ein Tree-Level-Term aus der Lagrangedichte vierter Ordnung. Fiihrt man dies
weiter, erhdlt man eine Entwicklung der Amplitude in p?. Eine genauere Ana-
lyse zeigt, dass der Entwicklungsparameter p/(47F) ist, wobei 47 F ~ 1.2 GeV
8]. Hier ist F' die Pion-Zerfallskonstante. Somit geniigt es, fiir Energien deutlich
unter 1.2 GeV, nur die ersten Ordnungen zu betrachten. Wir werden in dieser
Arbeit bis O(p?) gehen.

Diese Zéhlweise der Potenzen, bei der die externen Impulse und die Mesonen-
massen gleich behandelt werden, nennt man chirales Powercounting.

2.2.5 Die effektive Lagrangedichte vierter Ordnung

Nachdem wir im letzten Abschnitt die effektive Lagrangedichte niedrigster Ord-
nung konstruiert haben, wollen wir nun eine Ordnung weiter gehen. Da aufgrund
der Paritédt in unsere Theorie Terme mit drei Ableitungen nicht moglich sind, ist
die néichst hohere Ordnung O(p*). Hierzu schreiben wir alle Terme auf, die wir aus
U und M? konstruieren kénnen und die invariant sind unter der SU(3), X SU(3)x-
Symmetrie und Paritéit. Des Weiteren miissen sie Ordnung O(p?) sein, wobei jede
Ableitung als O(p') zihlt und M? als O(p?). Dabei wird jeder unabhingige Term
mit einem eigenen chiralen Parameter L; versehen. Wir erhalten so [8]:

L4 =L (0,U ") + L(0,UT0" U (0, U 0" U)
+ L3(0,UT0*Ud,UT"U) + Ly(0,UT0"UY(UTM? + M?U)
+ Ly (0,UT 0" U (UT M2 + MPU)) + Lo (UTM? + M2U)°
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+ LU M2 — M2UY? + Ly(M2UM2U + UTM2UT M), (2.97)

wobei wir zur besseren Ubersicht die Spur von A mit (A) bezeichnen.



Kapitel 3

mm- — m0n0-Streuamplitude bei
T'=0 in vierter Ordnung

Im letzten Kapitel haben wir aus der QCD eine effektive Feldtheorie entwickelt,
die es uns ermoglicht, Streuprozesse der pseudoskalaren Mesonen zu beschreiben.
In diesem Kapitel werden wir fiir den Fall der 77~ — 7%7%-Streuung mit die-
ser Theorie die Streuamplitude im SU(3)-Fall berechnen. Dazu verwenden wir
die in G1.(2.97) hergeleitete effektive Lagrangedichte der Ordnung O(p*). Unser
Ergebnis ist in Ubereinstimmung mit [11]. Fiir die meisten weiterfiihrenden Be-
rechnungen, insbesondere bei endlicher Temperatur, werden wir nur noch chirale
Storungstheorie in SU(2) betrachten.

Man kann jede 7w — wr-Streuamplitude durch Crossing- und Isospin-Symmetrie
direkt in jede andere umrechnen. Somit geniigt es, eine beliebige 7nr — 77-
Streuamplitude zu berechnen. Die Wahl der n*n- — wo70-Streuamplitude ist
reine Willkiir und dient nur zum besseren Vergleich mit Rechnungen aus der Li-
teratur. Wir werden die Rechnung sehr detailliert durchfithren und dabei auf alle
technischen Probleme eingehen.

3.1 Konzeptionelle Vorgehensweise

Wir wollen uns zunéchst einmal iiberlegen, wie wir konzeptionell diese Berech-
nung durchfithren werden. Wir beginnen mit der Berechnung des Treelevel-Beitrags,
der sich aus L, ergibt. Nach Weinbergs Powercounting [18], ist dies die ein-
zige Moglichkeit einen O(p?)-Beitrag zu erhalten, da weitere Diagramme, die
man aus Lo erhélt, mindestens einen Loop enthalten und Beitrige aus Lo, mit
n > 1 ohnehin schon mindestens Ordnung O(p?) haben. Um nun auch den O(p?)-
Beitrag zu berechnen, miissen wir zum einen die Ein-Loop-Diagramme, die sich
aus Ly ergeben, mit hinzunehmen. Weitere Terme ergeben sich aus den Treelevel-
Diagrammen von L. Dies sind alle Terme die in Frage kommen.

25
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Nun stellt sich noch die Frage nach der Renormierung der Theorie. Wie wir im
letzten Kapitel gesehen haben, sind effektive Feldtheorien nicht renormierbar. Es
ist aber moglich, diese Theorie Ordnung fiir Ordnung zu renormieren, d.h. die
Unendlichkeiten aus den Loop-Integralen bei einer bestimmten Ordnung werden
durch Counterterme der néchst héheren Ordnung aufgefangen. In unserem kon-
kreten Beispiel funktioniert das wie folgt: Die einzige Quelle von Unendlichkeiten
sind die Ein-Loop-Diagramme aus £,. Diese Unendlichkeiten kénnen dann durch
Counterterme der L; aus L4 aufgefangen werden. Wir werden in dieser Arbeit
die Renormierung selbst nicht durchfiihren, sondern nur das Ergebnis aus [9] in
Abschnitt [A.2 angeben.

3.2 Treelevel-Beitrag aus L,

Wir berechnen zuniéchst den Treelevel-Beitrag aus Lo zur Amplitude, ohne zu
beriicksichtigen, dass wir spéter auch noch Beitrédge aus £, hinzufiigen wollen.
Hierzu ist nur der Teil £§’4 der Lagrangedichte £y relevant, der vierter Ordnung
in ¢ ist. Diesen bekommen wir, in dem wir die Parametrisierung

U = exp (z%) (3.1)

in ¢ entwickeln, in die Lagrangedichte zweiter Ordnung

F2
Ly = ZO Sp (9,UT0"U + M2(U + UY)) (3.2)
einsetzen und nur die O(¢?*)-Terme behalten. Wir erhalten so:

1 1 1
L5 = =50 ((0,0)0(0"0)0 — (0,0)("0)¢" + S MY . (3.3)
0
Hier setzen wir nun GI.(2.67) ein und behalten nur die Terme quadratisch in 7°
und linear in 7 und 7-, da wir nur an dem Prozess m*7- — 7°7° interessiert
sind:
2 1
L5’ L 6—Foz (MgWTFO27T+7T' —2r 71t 0, O n® 4 2Ot 0, w0 OH -
+2r07 -0, — 2wt O, 00" w°) . (3.4)

Aus dieser Lagrangedichte konnen wir nun nach der aus der Quantenfeldtheorie
bekannten Weise die Amplitude berechnen. Verwenden wir die in Abbildung (3.1)
dargestellten Definitionen der Impulse, so erhalten wir fiir 75™:

1

Ty = 5 (Mg, + 2(kaks + k) + (k1 + k2)*) (3.5)
0
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o0 o0

Abbildung 3.1: Feynman-Diagramm des Treelevel-Beitrags.

Setzen wir nun die Pionen auf die Massenschale, d.h., wir betrachten reelle ein-
und auslaufende Pionen mit k& = M2, und ersetzen die Impulse durch die
Mandelstam-Variable

s= (ki +ko)? = (ks +ky)? | (3.6)
woraus folgt

2hk1ky = 2ksky = 5 — 2M?2 | (3.7)
so erhalten wir fiir die Amplitude:

3s — AM2 + M2,
32

Ty = (3.8)
Hierbei ist es fiir spatere Rechnungen wichtig, zunéchst einmal zwischen M, und
My, zu unterscheiden. M, ist die physikalische Masse der Pionen, also die, die
man auch wirklich messen kann. M, hingegen ist zunéchst einmal nur ein Para-
meter in unserer Theorie. Solange wir nur den Treelevel-Beitrag in zweiter Ord-
nung in den Impulsen betrachten ist My, = M, und die Amplitude vereinfacht
sich nochmals zu:

s— M?
Fy

Ty = (3.9)
Wenn wir spéter aber noch zusétzlich Treelevelterme in vierter Ordnung betrach-
ten, ist dies nicht mehr der Fall, da dann zur Lagrangedichte noch weitere Terme
der Ordnung O(7°?) hinzukommen werden. Durch Neudefinition der Pionenfel-
der werden wir dann eine Beziehung zwischen M, und M, finden. Wir werden
dadurch Korrekturen in vierter Ordnung zum Treelevel-Term erhalten.

3.3 Ein-Loop-Diagramme

Als néchstes benotigen wir alle Ein-Loop-Diagramme mit je einem einlaufenden
7t und 7- und zwei auslaufenden 7°, die sich aus der Lagrangedichte zweiter



28 Kapitel 3. 7771~ — n°7°-Streuamplitude bei T = 0

7t T T - 7t T
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Abbildung 3.2: Ein-Loop-Diagramme mit zwei Vierer-Vertizes und zwei in-
neren Propagatoren im s, ¢ bzw. u-Kanal.

Abbildung 3.3: Ein-Loop-Diagramme mit einem Sechser-Vertex und einem
inneren Propagator.

Ordnung L, ergeben. Hiervon gibt es zwei Typen von Diagrammen. Zum einen
welche mit zwei Vierer-Vertizes und zwei inneren Propagatoren (siche Abbildung
3.2) und zum anderen Diagramme mit nur einem Sechser-Vertex und nur einem
inneren Propagator (siehe Abbildung/3.3). In den Loops kénnen alle hier betrach-
teten Mesonen laufen, so lange alle Quantenzahlerﬂ erhalten bleiben. Dies ergibt
sich aber automatisch aus den Vertizes, die von Ly erzeugt werden. D.h., wir
berechnen alle Diagramme, die wir aus den Vertizes aus Lo konstruieren kénnen
und brauchen nicht auf Quantenzahlerhaltung zu achten.

Wir werden hier am Beispiel des ¢-Kanal-Diagramms mit einem 7 - und einem 7°
im Loop demonstrieren, wie solche Loop-Diagramme berechnet werden koénnen
und welche Techniken dafiir benttigt werden. Wir haben gerade dieses Diagramm
gewihlt, da es am aufwéandigsten zu berechnen ist. Die Beitrdage aller Loop-
Diagramme sind in Anhang A.4 angegeben. Die zu ihrer Berechnung benétigten
Vertizes aus L) stehen in Anhang Diese Loop-Diagramme sind alle vierter
Ordnung im chiralen Powercounting. Somit sind auch die Singularitédten, die die
Loop-Integrale liefern, vierter Ordnung und kénnen von den Countertermen zu

'Die hier relevanten Quantenzahlen sind Isospin und Ladung.
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Abbildung 3.4: Definition der Impulse fiir das u-Kanal-Diagramm mit einem
7~ und einem 7° im Loop.

den Parametern L; aus £, aufgefangen werden.

Bei der Berechnung verwenden wir die in Abbildung (3.4 definierten Impulse.
Das Diagramm enthilt zwei 77 -70%-Vertizes. Der Wert dieses Vertex ist in Gl.

(A.27) angegeben. Der Propagator fiir skalare Felder mit Masse M ist:
7

_—. 3.10

k? — M? + ie (3.10)

Wenden wir nun die Feynman-Regeln fiir dieses Diagramm an, so erhalten wir

fiir die Amplitude iM:

Y / Ak M2 — 2kks + (ks — k)* — 2ky(k + ky — ks)
9F* ) (2m)d (k— (k3 — ko))? — M2
M2 4 2kyk + (kg 4 k)% 4 2k (k + ko — ks3)
. K2 — M2
1 d% (1 o, (ks 2ka)k N 3M2 — 2u )
9F* ) (2m)d (k— (ks —ko))2 — M2~ (k— (ks — ko))? — M?

M2~
><<1+(4k4+2k1) k My “)

ER VPR E
(3.11)

Im letzten Schritt haben wir die externen Pionen auf die Massenschale gesetzt
und die Mandelstam Variable u = (k; — k4)? eingefiihrt. Nun kénnen wir die
beiden Klammern aus multiplizieren. Jeder so erhaltene Terme ist proportional
zu einem der im Anhang|A.1langegebenen Loop-Integrale. Ersetzen wir alle diese
Integrale, so erhalten wir fiir die Amplitude:

1
iM = 9F (— 2(k3 + 2k2) (ks — ko) Far, + (3M72 - QU)FM’r
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2 1 M?
— 5 (ks + 2k (ks + 2k2) {5 (FMW + 247?2)

+ (M,? - %) (J,T(u) + Xi)]

M2
2 — vy — —=% — M?
(kg + kg)(kg kg)( M, 1671'2 -+ (U 7T>J7T(U) -+ 967T2>

+

Wl N

— 2u(3M2 — 2u) Jx(u) + (3MZ — u) Fy,
— (ks + 2ko) (ks — ko) (BM2 — u) J (u)

+ (3M? — u) (3M7 — 2u) Jw(u))

1 3M2 N 3M>t N S5M2u  tu u? Gt w)F
— - - - — U
94 472 82 1672 1672 3272 M
+ (= 3M; — 3uM? + 6tM; — %tu + %uQ) Jﬂ(u)) . (3.12)

Wie vorhergesagt, sind alle Terme der Amplitude O(p*).

Wir haben hier die Parameter M, und F{ durch die physikalische Pionenmasse
M, bzw. die Pionenzerfallskonstante F' ersetzt. Dies ist moglich, da die Korrektu-
ren zu diesen GroéBen Ordnung O(p?) sind, wie in Abschnitt beschrieben. Da
der hier betrachtete Teil der Amplitude aber Ordnung O(p?*) ist, sind die durch
die Korrektur verursachten Anderungen bereits Ordnung O(p®) und somit bei
unserer O(p*) Rechnung zu vernachlissigen.

Auf diese Weise konnen alle benétigten Loop-Diagramme berechnet werden.

3.4 Beitriage aus L,

Wir werden nun die Lagrangedichte £, in vierter Ordnung im chiralen Power-
counting mit in unsere Berechnung einbeziehen. Diese geht an zwei Stellen in
unsere Berechnung ein. Zum einen erfordert sie eine Neudefinition der Pionen-
felder und liefern eine Korrektur der Massen und zum anderen liefert sie einen
Tree-Level-Beitrag in Ordnung O(p?*). Wir benétigen dafiir den Anteil von Ly,
der zweiter und vierter Ordnung in den Mesonenfeldern ist. Diesen als Funktion
von ¢ bekommen wir, indem wir die Parametrisierung aus Gl. (2.59) in die allge-
meinste Lagrangedichte vierter Ordnung Gl. (2.94) einsetzen und nur die Terme

bis Ordnung ¢* betrachten. Der so erhaltene Term ist die Summe von Effg und Eff4
aus Gl. (A.63) und Gl. . Setzen wir nun ¢ aus Gl. (2.67) ein, so erhalten wir

L, als Funktion der Mesonenfelder bis zur gewiinschten Ordnung. Wir benétigen
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davon nur den Teil quadratisch in den Pionenfeldern ﬁf aus Gl (A.64) und den
ro2rtr--Term L£°™ ™ aus Gl .
3.4.1 Massenkorrektur und Feldstirkennormierung

L7 enthilt O(n?)-Terme mit zweifacher Ableitung und welche ohne Ableitung.
Die Terme mit Ableitungen liefern Korrekturen in O(p?) zum kinetischen Term
unserer Theorie, sodass wir folgenden kinetischen Term erhalten:

1 1
L = 5 (1 + F_Oz (16L4M02K + 8L4Mg7r + 8L5Mg7r>)

X (O,mOoHT® 4+ 20, ) . (3.13)
Um nun wieder einen richtig normierten kinetischen Term

1
Lin = 5(8H7T°8“7r° + 20,7t oM ) . (3.14)

zu erhalten, definieren wir die Pionenfelder neu:

ﬂ-alt - \/ Zﬂ'ﬂ-neu 9 (315)

16 Ly Mgy + 8Ly MG + 8L M;) . (3.16)

mit

Schreiben wir die Lagrangedichte nun in den neuen Pionenfeldern, so ist der kine-
tische Term bis auf Ordnung O(p®) richtig normiert. Da wir unsere Berechnung
nur bis Ordnung O(p*) machen, ist dies ausreichend.

Die Terme ohne Ableitung aus £~ sind Korrekturen zum Massen-Term:

1 1
Lo =5 (1 + 7 (32Lg Mgy + 16Lg Mg, + 16L8M02ﬂ)> M
0
x (w02 + 27 7-)
1 1
=3 (1 + 29 (32Le Mgk + 16Lg Mg, + 16L8M027r)> M§.
0

X Zﬂ'(ﬂ-%zu + 27T:euﬂ-r:eu) . (317)

Um nun wieder einen richtig normierten Massen-Term

1
Emass = _éMg(T"OQ + 27T+7T—) (318)
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zu erhalten, definieren wir

16 M2 8MZ
M? = M2, (1 + — (2L — Ly) + Fg’f (2Lg +2Lg — Ly — L5)> . (3.19)
0 0

Somit haben wir eine Beziehung zwischen der physikalischen Pionen-Masse M
und den Parametern in unserer Theorie gefunden.

In GL und GL wurden noch nicht die Unendlichkeiten aus den
Ein-Loop-Diagrammen aus dem letzten Abschnitt beriicksichtigt. Um diese zu
beriicksichtigen, miissen wir unsere Theorie renormieren. Dies werden wir in die-
ser Arbeit aber nicht explizit vorfithren, sondern lediglich im Anhang das
Ergebnis darstellen.

3.4.2 Tree-Level-Beitrag aus £,

Aus Ef ergibt sich der Tree-Level-Beitrag zur nt7n- — n°7n°-Streuung in Ord-
nung O(p*):

. 1 C e .
iM = ﬁ(4(2L1 + L5) (s — 2M2)? + Ly[(t — 2M2)? + (u — 2M2)?]
+8MZ[(2L} + Ly)s + 2(2L§ + L — 2Ly — Ly)MZ]) . (3.20)

Da wir die Amplitude mit Pionen auf der Massenschale berechnen wollen, kénnen
wir die Impulse durch die Mandelstam-Variablen ausdriicken.

Wie bei der Berechnung der Ein-Loop-Diagramme in Abschnitt [3.3, konnen wir
auch hier wieder ohne Weiteres My, und Fy durch M, bzw. F' ersetzen.

3.5 Amplitude in vierter Ordnung in SU(3)

Die gesamte 7~ — mom°-Streuamplitude bei T' = 0 in vierter Ordnung erhalten
wir nun, indem wir die Tree-Level-Beitrdge von Lo und £, aus Gl. (3.8) bzw.
GL. (3.8) und alle Beitrige aus den Ein-Loop-Diagrammen aus Abschnitt [A.4]ad-
dieren. Hierbei ist aber zu beachten, dass der Tree-Level-Beitrag von £5 noch die
Parameter M, und F enthélt. Diese konnen wir aber mit Hilfe von GI.
und Gl. (A.20) durch die physikalischen Grofien M, und F' ausdriicken.

des Weiteren ist zu beachten, dass wir nach der LSZ-Reduktions-Formel [20] die
aus den Feynman-Regeln erhaltene Amplitude mit Z2 aus Gl. (A.19) multiplizie-
ren miissen, um das S-Matrixelement zu erhalten. Die so erhaltene Amplitude ist

in Gl. (A.68) gegeben.
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3.6 Amplitude in vierter Ordnung in SU(2)

Im néchsten Kapitel werden wir die Temperaturkorrekturen berechnen, die durch
Streuung im Pionengas hervorgerufen werden. Diese Berechnung werden wir aber
nur fiir den SU(2)-Fall durchfithren. Wir benéotigen daher die soeben berechnete
Amplitude auch fir den SU(2)-Fall. Diese kann man auf zwei Arten erhalten.
Zum einen kann man die Berechnung, die wir hier durchgefiihrt haben, in SU(2)
wiederholen, d.h. man beriicksichtigt nur die Pionen. Man erhilt so die in Gl. (A.69)
angegebene Amplitude [8]. Diese enthélt anstatt der chiralen Parameter L} einen
anderen Satz Parameter [;, welche zunichst in keiner Verbindung miteinander
stehen.

Alternativ kann die Amplitude fiir SU(2) aus der fiir SU(3) erhalten werden.
Hierzu bestimmt man eine Niedrig-Energieniiherung von (A.68), d.h. p* < M?2
und nimmt die Masse des Strange-Quarks als sehr grof3 an, verglichen mit der der
beiden leichtesten Quarks. Es zeigt sich, dass diese Amplitude die gleiche Struk-
tur wie die aus Gl. (A.69) hat [9]. Durch Vergleich der beiden Amplituden erhélt
man die in Gl (A.72) gegebene Beziehung zwischen den chiralen Parametern L}
aus SU(3) und den chiralen Parametern I; aus SU(2) [9].
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Kapitel 3. 7t7- — n°n°-Streuamplitude bei T'= 0




Kapitel 4

mm- — mir0-Streuamplitude bei
endlicher Temperatur

Nachdem wir im letzten Kapitel die nt7- — 7w07°-Streuamplitude bei Tempera-
tur Null berechnet haben, wollen wir nun die Amplitude fiir den Fall berechnen,
dass die beiden Pionen in einem Pionenbad, welches sich im thermodynamischen
Gleichgewicht befindet, streuen. Dies entspricht einem Streuprozess bei endlicher
Temperatur. Fiir einen solchen Prozess lédsst sich die Streuamplitude mit Hilfe
des Imaginérzeit-Formalismus berechnen. Dieser liefert im Gegensatz zur Quan-
tenfeldtheorie bei T' = 0 lediglich einen Erwartungswert fiir die Greensfunktion,
welcher nur fiir diskrete imagindre Energien definiert ist. Durch eine analytische
Fortsetzung ist es aber moglich, das Ergebnis auch auf kontinuierliche reelle Ener-
gien zu erweitern. Wir werden bei den Berechnungen bei endlicher Temperatur im
Gegensatz zum Fall T = 0 lediglich den SU(2)-Fall betrachten, d.h. nur Pionen
in den Loops berticksichtigen. Diese Vereinfachung kénnen wir durchaus machen,
da die betrachteten Temperaturen deutlich unterhalb der Kaonen- und der 7-
Masse liegen. Somit besteht das Warmebad nahezu nur aus Pionen, d.h., dass in
den Loops nur die Pionen sensitiv auf das Warmebad sind und die thermischen
Effekte hervorrufen.

Zunéchst werden wir aber diskutieren, wie die Streuamplitude in unserem Fall zu
definieren ist, da dies bei Streuprozessen bei endlicher Temperatur etwas heikel
ist.

4.1 Definition der thermischen Streuamplitude

In der Quantenfeldtheorie bei T' = 0 ist die Streuamplitude, bis auf einen Nor-
mierungsfaktor, gegeben durch [20]

A ~ ¢ (mymy|U (o0, —00)|mma); (4.1)
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wobei |mms); der Anfangszustand ist, bei dem sich die beiden einlaufenden Pionen
m und 7y zur Zeit t = —oo frei bewegen und (m3my| der Endszustand, bei dem
sich die beiden auslaufenden Pionen w3 und 74 zur Zeit ¢ = oo frei bewegen.
U(oo, —00) ist der durch

U(co, —00) = T exp (-i / h dtHI(t)) (4.2)

—00

gegebene Zeitentwicklungsoperator. Hier ist T der Zeitordnungsoperator.

Bei endlicher Temperatur betrachten wir nun den Fall, dass die einlaufenden
Pionen m; und my zur Zeit t = —oo frei Teilchen im Vakuum sind und bis zum
Eintritt in das Warmebad, welches nur aus Pionen besteht, nicht wechselwirken.
Nachdem sie im Wérmebad gestreut haben, treten die auslaufenden Teilchen 73
und w4 aus dem Wirmebad aus und bewegen sich wieder als freie Teilchen im
Vakuum weiter. Das Warmebad ist nach diesem Vorgang in dem selben Zustand
|®) wie vorher.

Da man sich in der Thermodynamik nur fiir Mittelwerte interessiert, bezeichen
wir nun mit der Streuamplitude A bei endlicher Temperatur die thermisch ge-
mittelte Amplitude des gerade beschriebenen Prozesses:

A~ Z e_BE(Q)f<7T37T4¢)|U(oo, —00)|mm®); (4.3)
®

wobei 3 die inverse Temperatur istﬁ Hierbei wird iiber alle moglichen Zustédnde
® summiert. Diesen Ausdruck werden wir nun ein bisschen umformen. Zunéchst
ersetzen wir die Pionen im Anfangs- und Endzustand durch ihre Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren af bzw. a:

A~ Z e_ﬂE(q>)f<(I’|a3a4U(OO7 —OO)GJ{@;@%

[
=>  (®leaza4U (00, —00)alal|®); (4.4)
® 5

wobei H der Hamiltonoperator ist, der das gesamte System beschreibt. Insbe-
sondere enthélt er auch die Information, dass das Warmebad nur aus Pionen
besteht. Da wir vorraussetzen, dass der Zustand des Wérmebads vor und nach
der Streuung gleich ist, konnen wir die Summation als Spur schreiben:

A~ Sp <€_ﬂHCL36L4U(OO, —oo)a{ag) . (4.5)

'Wir verwenden Einheiten, in denen die Boltzmann-Konstante kg = 1 ist.
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4.2 Imaginirzeit-Formalismus

4.2.1 Einfiihrung

Der Imaginérzeit-Formalismus ist ein Formalismus, der es ermdoglicht, stérungs-
theoretisch Erwartungswerte von Operatoren von Systemen im thermodynami-
schen Gleichgewicht auszurechnen. Wir werden sehen, dass die einzelnen Ter-
me der Entwicklung durch die aus der Quantenfeldtheorie bekannten Feynman-
Diagramme dargestellt werden konnen. Fiir einen gegebenen Operator entspre-
chen die Diagramme genau denen der Quantenfeldtheorie, lediglich ihre Berech-
nung unterscheidet sich.

Beginnen wir zunéchst mit der Einfithrung der wichtigsten Gréfen der Thermo-
dynamik [3]. Wir definieren die Dichtematrix p durch

p(B) = . (4.6)

Hierbei ist H der Hamilton-Operator, der das thermodynamische System vollsténdig
beschreibt. Die genaue Form von H héngt von dem fiir die Beschreibung des
Systems gewéhlten Ensemble ab. Wir betrachten hier aber nur ein kanonisches
Ensemble in dem ‘H = H, wobei H der Hamiltonoperator ist, der die Dynamik
des Systems beschreibt. Mit Hilfe der Dichtematrix kénnen wir nun die Zustands-
summe.

Z(B) = Spp(B) = Spe™ " . (4.7)

definieren, die es uns erlaubt, den Erwartungswert einer Observablen A zu defi-
nieren durch:
Sp (e7""A)
1 _
()= 27 B)Sp (H9) ) = T (4.8)
Als néchstes definieren wir, wie in der Quantenfeldtheorie, zu jedem Schrodinger-
Operator A einen entsprechenden Heisenberg-Operator Ay (t):

Ay(t) = Mt Ae= M0 (4.9)

4.2.2 Matsubara-Formalismus

Um Erwartungswerte in der Thermodynamik ausrechnen zu konnen, ist es nétig,
die Zustandssumme zu kennen [3]. Diese lésst sich aber im allgemeinen nicht exakt
berechnen. Da sie die Summe der Erwartungswerte in allen moglichen Zustdnden
des Hilbert-Raums ist und dieser in jeder Quantenfeldtheorie unendlich viele Ele-
mente enthélt, scheint es auf den ersten Blick nicht méglich zu sein, die Zustand-
summe in einer kleinen Kopplungskonstanten zu entwickeln. Wir werden aber
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sehen, dass die Dichtmatrix die Form eines Zeitentwicklungsoperators fiir nega-
tive imagindre Zeiten hat, was es uns erméglicht, die aus der Quantenfeldtheorie
bekannten Techniken zur Berechnung von Erwartungswerten anzuwenden.

Dazu spalten wir den Hamiltonoperator in einen freien- und einen Wechselwir-
kungsteil auf

H=Hy+H (4.10)
und definieren
po(B) = e o (4.11)
Somit lésst sich die Zustandssumme schreiben als
p(B) = po(B)S(B) (4.12)
wobei
S(B) = e oe™ = pg(B)p(B) - (4.13)

Leiten wir S(7) nach 7 ab, erhalten wir:

08(r) _ 9py(7)

_ -1
87_ - 87' p(T) + pO (T) 87_

(
=—H/(1)S(r) . (4.14)

Hier haben wir H/(7) definiert durch:
H!(7) = po (1) H po(7) = eT™ o H'e"™Ho (4.15)

Diese Definition entspricht gerade der Definition fiir Operatoren im Wechselwir-
kungsbild in der Quantenfeldtheorie, allerdings fiir imaginédre Zeiten t = —ir.
Desweiterm erkennen wir, dass S(7) die selbe Entwicklungsgleichung erfiillt, wie
der Zeitentwicklungsoperator im Wechselwirkungsbild in der Quantenfeldtheorie
bei T'= 0 mit ¢ = —i7. Integrieren wir GL formal, so erhalten wir:

S(r)=T (e* 5 dTHI’<T>> . (4.16)

Hier ist T' der Ordnungsoperator in 7 analog zum Zeitordnungsoperator bei T" =
0. Wir konnen also wie gewohnt den Exponenten entwickeln und jedem Term
ein Feynman-Diagramm zuordnen. Bei gegebener Wechselwirkung entsprechen
die Diagramme somit genau denen fiir 7" = 0. Es stellt sich nun nur noch die
Frage, wie die Diagramme auszuwerten sind. Die Werte der Vertizes werden nur
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durch die Entwicklung der Wechselwirkung gegeben und sind somit indentisch
mit denen bei T' = (. Bleibt nur noch die Frage nach dem Propagator

Golr, ™) = (T(@u(r)Bh (7)),
= Z7N(B)Spe T (gu(T)0h) (4.17)

der die Losung der Bewegungsgleichung fiir den wechselwirkunsfreien Fall ist. Wir
nehmen hier an, dass H nur das bosonische Feld ¢, enthélt. Der Index H gibt
wieder an, dass es sich um einen Operator im Heisenbergbild handelt. Fiir zwei
Operatoren ist 1" definiert durch:2

T(¢u(m)h (1) = 0(1 = T)u(T) ol (') + 0(r — 7)ol (T)bu(r) . (4.18)

Wihrend der Propagator bei T'= 0 von —oo bis 400 definiert ist, ist er bei end-
licher Temperatur fiir 7 und 7/ nur von 0 bis  definiert. Wie bei T' = 0 stellt sich
heraus, dass der Propagator nur eine Funktion der Differenzen seiner beiden Ar-
gumente ist. Als solche ist er somit von —( bis +/ definiert. Wenn wir nun in den
Impulsraum wechseln, bedeutet dies, dass wir G in einer diskreten Fourier-Reihe
entwickeln miissen anstatt eine kontinuierliche Fourier-Transformation anzuwen-
den.

1 ,
=3 > e Gg(w,) (4.19)

A
(wn) = % / , dre"r"Gs(7) (4.20)

mit w,, = %’T und n =0,4+1,+2,.. ..
Als néchstes nutzten wir noch eine Symmetrieeigenschaft des Propagators aus, die
uns erlaubt die Anzahl der Moden auf die Hélfte zu reduzieren. Dazu betrachten

wir zunéchst allgemein die Korrelationsfunktion zweier Operatoren Ay(t) und
By (t') im Heisenbergbild:

(Au(t)Bu(t)) 5

Z=1(8)Sp p(B) Au(t) Bu(t)
)
5

“H(B)Spe T Ay (t)eP e PH By (t)

= Z7Y(B)Sp Au(t +iB)e "M By(t')
(Bu(t)Au(t +i0))5 - (4.21)

Nun setzen wir Gl. (4.18) in Gl. (4.17) ein fiir den Fall 7 — 7 < 0:

G(r—7') = (B}, (7)ou(1)) 5 "= (Su(T)OL (7 — B))

2Wir betrachten hier nur bosonische Felder, da in der chiralen Stérungstheorie nur solche
enthalten sind. Daher ist T" hier mit einem ,,+“ definiert.
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_Glr—48) . (122)

Somit geniigt es, den Propagator auf dem Interval [0, 3] zu kennen. Diese Eigen-
schaft setzen wir in Gl. ein, und erhalten:

/ d7_eZUJnTg / d7_€7/wn7_g
/drew” ﬂ)gg /drew”g

- / dre“"Gs(r) . (4.23)

Somit sehen wir, dass nur gerade Frequenzen moglich sind, also w, = 22® und

B
n=0,£1,+2, ...
Da die Unterschiede zwischen der Quantenfeldtheorie bei 7' = 0 und bei endlicher
Temperatur nur in der Zeitkomponente liegen, haben wir bisher auch nur diese

betrachtet. Die Raumkoordinaten sind weiterhin kontinuierlich und wir konnen
die Fouriertransformierte des Propagator schreiben als:

1 d3k —i(wnT—kx)
g(x,7) = B;/ (2ﬂ)3e Gs(k,wy) (4.24)
B
G(k,wy) :/ dr/dg’:cei(“"ka)gg(x, T) . (4.25)
0

Wir konnen also nun fiir Bosonen, die in der freien Theorie die Klein-Gordon-
Gleichung erfiillen, den Propagator bestimmen. Im Minkowskiraum erfiillt er fol-
gende Gleichung:

(0,0" + m*)G(x) = =6 (x) . (4.26)
Gehen wir nun iiber in den Euklidischen Raum, indem wir t — —i7 ersetzen, so
erhalten wir

(aa_; +V2—m ) Go(x,7) = —03(x)(r) (4.27)

mit G — —@G. Benutzen wir nun Gl. (4.25), so erhalten wir fiir den Propagator
im Impulsraum:

1

(4.28)

Somit wissen wir also, wie wir die Feynman-Diagramme auswerten miissen. Wir
miissen im Vergleich zum Fall " = 0 nur den Propagator durch den aus GI.
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ersetzen und in allen Loops die Integration iiber py durch eine Summation iiber
die diskreten w,, ersetzen. Dies ist die einzige Stelle, an der die Temperatur in die
Entwicklung mit eingeht.

Die Vertizes bleiben unveréndert, da sie einzig und allein von der Entwicklung des
Wechselwirkunganteil herriihren, die aber von der endlichen Temperatur vollig
unbeeinflusst bleibt.

4.3 Berechnung der Amplitude

Nachdem wir uns {iberlegt haben, wie wir die Amplitude definieren und aus-
rechnen konnen, wollen wir jetzt die Temperaturkorrektur zur 7*m- — 7omo-
Streuamplitude berechnen.

Konzeptionell werden wir wieder genau so vorgehen, wie im Kapitel 3l Wir miissen
wieder den Treelevel-Beitrag aus zweiter und vierter Ordnung berechnen. Dieser
bleibt aber unverédndert, da die Vertizes bei endlicher Temperatur identisch sind
mit denen bei 7" = 0. Da wir aber nur den SU(2)-Fall betrachten, vereinfacht
sich der Beitrag des Diagramms in vierter Ordnung.

Die Ein-Loop-Diagramme sind wieder die gleichen wie in Abbildung 3.2 und 3.3,
mit dem Unterschied, dass wir nur Pionen in den Loops zulassen. Im Gegen-
satz zum T = 0-Fall benutzen wir diesmal die Langrangedichte aus Gl. (2.95)
mit der Parametrisierung aus Gl. (2.63) um die Loopintegrale zu berechnen. Wir
erhalten damit die in [B.1.3 angegebenen Vertizes. Die Berechnung dieser Loop-
Diagramme unterscheidet sich vom Fall 7" = 0 im Wesentlichen nur darin, dass
die Loop-Integrale durch die temperaturabhéngigen Funktionen Fj und J; aus
B.1 ausgedriickt werden und nicht mehr durch F' und J aus Die Ergebnisse
fiir die Ein-Loop-Diagramme sind in Anhang B.2 angegeben. Ersetzen wir nun
in den Ein-Loop-Beitrdgen die J; und Fj durch die rein temperaturabhéngigen
Anteile AJ; und AFj aus Gl und addieren die einzelnen Beitrége, so erhal-
ten wir die in Gl. (B.37) angegebene Temperaturkorrektur zur Amplitude. Dieser
Ausdruck unterscheidet sich von dem in [10] angegebenen. Der Fehler liegt auf
Seiten von [10], wie von den Autoren eingerdumt wurde [6]. Da die in G1 (B.5) de-
finierten Temperaturkorrekturen alle endlich sind und somit alle Unendlichkeiten
in dem temperaturunabhéngigen Anteil enthalten sind, bleibt die Renormierung
vom 1" = 0-Fall unveréndert.

Die so erhaltene Amplitude ist nun nicht mehr Lorentz-invariant und lasst sich
auch nicht mehr nur durch die Mandestam-Variablen s, ¢ und u ausdriicken, da
durch das Warmebad ein ausgezeichnetes System definiert ist. Wir definieren
daher wie in [10]

S:kl—l-kg, T:kl—kg, U:kl—k4 . (429)

Nun lésst sich die gesamte Impulsabhéngigkeit der Amplitude durch S, T" und
U ausdriicken, da sich alle k; durch sie ausdriicken lassen. Dies haben wir in



42 Kapitel 4. 77~ — 7°7°-Streuamplitude bei endlicher Temperatur

Gl ausgenutzt, wobei wir nicht alle k; ersetzt haben. Ein weiterer Un-
terschied zum T = 0-Fall ist, dass Crossing-Symmetrie, welche sich im Vaku-
um durch Vertauschen der Mandestam-Variablen realisieren lasst, jetzt nur noch
durch Vertauschen der Vierervektoren S, T und U realisierbar ist.

Hier soll nochmal darauf hingewiesen werden, dass alle Impulse in GI.
relativ zum Wérmebad zu verstehen sind. Die so erhaltene Amplitude ist die
der allgemeinsten Kinematik mit fiinf Freiheitsgraden. Diese ergeben sich wie
folgt: Die Amplitude hiangt von den vier mal drei Komponenten der Impulse k;
ab. Da das Warmebad und somit unser ganzes System rotationssymmetrisch ist,
reduziert sich die Zahl der Freiheitsgrade um drei, was gerade die Anzahl der
Euler-Winkel ist, welche eine Rotation im Raum eindeutig beschreiben. Weitere
vier Freiheitsgrade gehen durch die Viererimpulserhaltung verloren.

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit werden wir aber nur zwei spezielle Kinematiken
betrachten, mit zwei bzw. drei Freiheitsgraden.



Kapitel 5

Das p-Meson

Bisher haben wir uns in dieser Arbeit nur mit der 77~ — 707w°-Streuung befasst.
In diesem Kapitel werden wir nun sehen, wie wir einen Zusammenhang zwischen
der dafiir berechneten Amplitude und dem p-Meson, an dem wir eigentlich inter-
essiert sind, herstellen konnen. Des Weiteren werden wir sehen, wie man mit Hilfe
der Methode der inversen Amplitude, die Giiltigkeit der Amplitude auf héhere
Energien erweitern kann. Am Ende definieren und beschreiben wir die beiden
Kinematiken, bei denen wir das p-Meson untersuchen wollen.

5.1 Zusammenhang zwischen der n*nm- — 7070-
Streuamplitude und dem p-Meson

5.1.1 Isospinprojektion

Beim p-Meson handelt es sich um eine Resonanz der 7m — mm-Streuung, d.h.
wenn zwei Pionen mit entsprechenden Quantenzahlen streuen, kann dies durch
die Bildung eines p-Mesons geschehen. Dieses entsteht kurzzeitig aus den beiden
einlaufenden Pionen und zerfillt dann in die beiden auslaufenden Pionen. Um
das p-Meson wirklich als Resonanz zu sehen, muss es sich bei diesem Prozess im
s-Kanal befinden. Des Weiteren miissen die Quantenzahlen der einlaufenden und
somit auch der auslaufenden Pionen mit denen des p-Mesons iibereinstimmen,
d.h. sie miissen zu Isospin I = 1 und Spin J = 1 koppeln. Wir betrachten nun
den speziellen Fall des p™, welches Isospin z-Komponente I, = 1 hat. Dieses kann
nur entstehen, wenn ein 7% mit einem 7° streut, da sonst I, nicht erhalten wére.
Im Ausgangskanal sind somit die folgenden beiden Zustédnde moglich:

I,1)®[1,0) und |1,0)®|1,1) . (5.1)

43
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Dabei bezeichnet jeweils die erste Komponente den Isospin und die zweite seine
z-Komponente. |1, 1) représentiert somit das 7 und |1,0) das 7°.

Diese beiden Zustande miissen nun zu |1, 1) koppeln. Schaut man in eine Clebsch-
Gordan-Tabelle [12], dann findet man:

1

Fiir unsere Amplitude bedeutet dies [11]:
Ti_, = A(T,S,U) — A(U,T,S) (5.3)

wobei T7—; die auf Isospin I = 1 projizierte Amplitude ist und A(S,T,U) die
im letzten Kapitel berechnete 777~ — mom°-Streuamplitude. Diese Betrachtung
dient nur zur Bestimmung des relativen Vorzeichens in Gl. (5.3).

5.1.2 Spinprojektion

Im letzten Abschnitt haben wir die Amplitude auf den richtigen Isospin proji-
ziert. Nun miissen wir die Amplitude 77— noch auf den richtigen Spin J = 1 des
p-Mesons projizieren.

Die Amplitude lasst sich in Spineigenfunktionen, den Legendre-Polynomen, ent-
wickeln. Will man nun auf einen bestimmten Spin projizieren, so multipliziert
man die Amplitude mit der entsprechenden Spineigenfunktion und integriert an-
schlieflend [11]:

1 1
32r ),

TE = dxPy(x)Ti=1(s,t(s,x),u(s,z)) (5.4)

1
1

wobei P;(x) die Legendre-Polynome sind. Der Vorfaktor dient nur zur richtigen
Normierung. Aufgrund der Orthogonalitédt der Spineigenfunktionen, erhilt man
dadurch nur den Anteil des gewiinschten Spins. Wir brauchen hier:

P(z)=x . (5.5)
Zum Schluss fithren wir noch folgende Abkiirzung ein:

T11 — T}Ifl . (56)

5.2 Methode der inversen Amplitude

Bei den soeben bestimmten, auf den richtigen Spin und Isospin projizierten Am-
plituden stellt sich nun das Problem, dass die chirale Storungstheorie nur bei
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niedrigen Energien angewendet werden kann. Um aber das p-Meson untersuchen
zu konnen, miissen wir die Phasenverschiebung und somit auch die Amplitude
bis zu Energien von ca. 1 GeV kennen, also oberhalb des Giiltigkeitsbereiches
der chiralen Stérungstheorie. Da die chirale Storungstheorie eine Entwicklung in
p/AmF ist und 47F ~ 1.2 GeV kommen wir hier in einen Bereich in dem man
héhere Ordnungen nicht mehr so ohne weiteres vernachlissigen kann.

Eine weitere Schwachstelle der bisher betrachteten Amplitude ist, dass sie keine
Pole produzieren kann, da sie bis auf die endlichen Anteile der Loop-Integrale
ein Polynom in den Mandelstam-Variablen ist. Resonanzen, wie das p-Meson,
entstehen aber immer genau dann, wenn die Streuamplitude einen Pol hat.
Diese Probleme lassen sich aber mit Hilfe der Methode der inversen Amplitude
beheben. Sie ermdglicht es uns, das Ergebnis der chiralen Stérungstheorie auf
hohere Energien zu erweitern und ermoglicht die Existenz von Polen in der Am-
plitude.

Bei der Methode der inversen Amplitude nutzt man aus, dass die Streumatrix S
unitér ist, d.h. SST = 1. Nun nutzen wir aus, dass die S-Matrix iiber [11]

S =1+ 2i0T (5.7)

in Verbindung steht, mit der von uns im letzten Kapitel berechneten 7T-Matrix.
Hier ist
_ 2%

NG

der Phasenraum und ¢ der Impuls der auslaufenden Teilchen im Schwerpunkt-
system der Reaktion. Wir erhalten:

g

(5.8)

1= (1+2i0T)(1 — 2icT™)
=1+ 2i0(T —T*) +40*|T|* . (5.9)

Somit ist

ImT =o|T|> . (5.10)
Teilen wir nun durch |T'|?, ergibt sich:

ImT'=—-0 . (5.11)

Wir wollen hier eine Methode zur Berechnung von T finden, die wir auf die mit
der chiralen Storungstheorie berechneten Amplitude Ts anwenden kénnen. Diese
lasst sich schreiben als

Tes=To+Ty+... (5.12)
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wobei der Index die Ordnung im chiralen Powercounting angibt. Setzen wir dies
in Gl. ein und vergleichen Terme gleicher Ordnung, so erhalten wir fiir die
von uns betrachteten Ordnungen:

ImT, =0 (5.13)
ImT, =0Ty . (5.14)

Wir sehen nun, dass in der chiralen Storungstheorie Unitaritdt nur stérungstheo-
retisch erfiillt sein kann. Ausgehend von der storungstheoretischen Unitaritét
werden wir eine Ausdruck fiir die T-Matrix finden, der von seiner Struktur her
Pole haben kann. Dazu bemerken wir zunéchst, dass sich T unter Ausnutzung
von Gl (5.11) schreiben lésst als:

1

T=(T""=ReT ' +ImT )"
— (ReT ' —io) ™" . (5.15)
Wir sehen also, dass es wegen der Unitaritédt ausreicht, den Realteil der inversen

Amplitude zu kennen. Diesen konnen wir fiir die chirale Storungstheorie wie folgt
schreiben:

1
ReT ' =R +...=Re [Ty '————| +...
¢ T+ T, ¢ [ 2 1+T4T2‘1}
=Re [I'(1-TWT; )] +...
~Ty' (1—Re(T)Ty") . (5.16)

Im letzten Schritt haben wir ausgenutzt, dass nach Gl. (5.13) T5 reell ist. Hiermit
ersetzen wir nun Re 7! in GI. (5.15) und multiplizieren von links mit 7575 * und
von rechts mit T5, ' Ty:

T ~Ty(Ty — ReTy —iocTy) Ty . (5.17)

Setzen wir nun storungstheoretische Unitaritét voraus, dann konnen wir Gl. (5.14)
benutzen und erhalten fiir die Amplitude:

T~ Ty(Ty, —Ty) T, . (5.18)

Die Grundidee ist also, dass man die chirale Stérungstheorie fiir die Berechnung
der inversen Amplitude benutzt, anstatt fiir die Amplitude selbst.

Nachdem wir die Methode der inversen Amplitude vorgestellt haben, wollen wir
noch diskutieren, worin ihr Vorteil gegeniiber der Amplitude, die man aus der
chiralen Storungstheorie bekommt, liegt [16]. Gl. (5.12) ist eine Entwicklung in
Impulsen und hat somit einen Konvergenzradius der gleich dem Abstand zum
néchsten Pol ist. Ein solcher Pol liegt immer in der unmittelbaren Néhe einer Re-
sonanz. D.h., GL ist hochstens bis zur Resonanz giiltig, aber nicht dariiber
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hinaus. Die Annahme, die man bei der Methode der inversen Amplitude macht,
ist, dass der Konvergenzradius der inversen Amplitude grofer ist, da diese keinen
Pol in der Ndhe der Resonanz hat.

Die Ergebnisse in [11] zeigen, dass die Methode der inversen Amplitude im Vaku-
um sehr gut funktioniert. Hierzu wurden die L; an experimentelle Daten fiir die
Phasenverschiebung des p-Mesons angepasst. Die mit diesen L; gemachten Vor-
hersagen fiir andere Kanéle stimmen sehr gut mit experimentellen Daten iiberein.

Diese Methode lésst sich auch auf den Fall endlicher Temperatur erweitern [10].
Man erhélt unter anderem, dass man in Gl. (5.11) o(s), durch den thermischen
Phasenraum

ox(®) =) (1+ =) 19

ersetzen muss.

Gl werden wir nun immer benutzen, wenn wir Amplituden oder Funk-
tionen von Amplituden, wie zum Beispiel Phasenverschiebungen, berechnen. Sie
ermoglicht es uns, das Ergebnis der chiralen Stérungstheorie auch bei héheren
Energien zu verwenden.

5.3 Das ruhende p-Meson

Wir betrachten zunéchst den Fall des relativ zum Wéarmebad ruhenden p, d.h.
das Schwerpunktsystem der Pionen ist identisch mit dem System des Warmebads.

Somit kénnen wir direkt die k; aus Gl. (B.37) mit den Impulsen der ein- bzw.
auslaufenden Pionen identifizieren. Fiir sie gilt also

k1 + kz = k3 —f- k4 = O . (520)

Es lassen sich nun alle in Gl. (B.37) vorkommenden impulsabhéngigen Gréfien
durch die drei Mandelstam-Variablen und die Pionenmasse ausdriicken.

S =0, Sy = /s, IT|*> = —t, To=Uy=0

[ S

|ki|2 = Z - M7g> ki =

1

~

le = k4T == —sz = —k3T -

N | —

klU = k3U = —sz = —k4U = U

Do | =

t:%(éle—s)(l—x), u:%(llMT%—S)(l-f-x) : (5.21)
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mit © = cos § wobei 0 der durch cosf = |1§11\1?3| gegebene Streuwinkel ist. Die da-
durch vereinfachte 7t7- — WOWO—Streuamp{itude geben wir hier aber nicht mehr

an, da wir nur die auf Isospin I = 1 projizierte Amplitude brauchen. Um diese zu
bekommen, miissen wir die Temperaturkorrektur aus Gl. (B.37)) zur Amplitude
fir T' = 0 addieren. Um auf Isospin I = 1 zu projizieren, miissen wir die so
erhaltene Amplitude in GI. einsetzen. Da |S| = 0 fiir den hier betrachteten
speziellen Fall des ruhenden p ist, lassen sich die kinematischen Groflien ¢ und
u nicht ohne weiteres durch s und x mit Hilfe von Gl. (5.21) ersetzen. Die Ter-
me in der Temperaturkorrektur proportional zu 1/|T| und 1/|U| werden gemé&s
Gl. (5.3) teilweise zu Termen 1/|S|. Das wiirde aber wegen |S| = 0 so zu einer
Division durch 0 fiihren.

Eine Moglichkeit dieses Problem zu umgehen ist, bei der Berechnung der Korrek-
tur die Beitrédge, die dieses Problem verursachen, nicht mit den Loop-Integralen
aus B.1.1 zu vereinfachen, sondern mit denen, fiir den Fall |Q| = 0 berechneten,
aus B.1.2.

Eine weitere Moglichkeit ist, das Integral J»(Qo, |Ql; T') bis zur zweiten Ordnung
in |Q| zu entwickeln. Man erhélt dafiir:

1 1 QI /1 1 M?
— TP, 02 = (2, 02, — —T H o 22
J2 58 4Q0J0 + Q2 \3 BT 12Q0J0 3 Jo | +0O(1Q[) (5.22)
Nachdem man dies in Gl. eingesetzt hat, kann man problemlos den Limes
|S| — 0 nehmen.
Auf beide Weisen erhélt man die in Gl. (B.38) angegeben Korrektur zur Ampli-
tude mit I = 1.

5.4 Das sich bewegende p-Meson

Nachdem wir nun die wohl einfachste Kinematik betrachtet haben, wollen wir
jetzt eine etwas allgemeinere betrachten, bei der sich das p relativ zum Wérmebad
bewegt.

Wir kénnen hier aber nicht einfach eine beliebige wéhlen, da der Drehimpuls im
Allgemeinen bei einem solchen Prozess nicht erhalten ist. Da wir aber auf einen
festen Drehimpuls projizieren, muss dieser erhalten sein. Im Falle des ruhenden
p-Mesons stellte dies kein Problem dar, weil in diesem Fall Rotationssymmetrie in
alle Richtungen gegeben ist und somit der Drehimpuls auf jeden Fall erhalten ist.
Wir betrachten nun den speziellen Fall, in dem die Streuebene der Pionen in ihrem
Schwerpunktsystem senkrecht zur Bewegungsrichtung ihres Schwerpunktsystems
relativ zum Warmebad steht. In diesem Fall ist Rotationssymmetrie um die Achse
parallel zur Bewegungsrichtung des Schwerpunktsystems gegeben. Somit ist der
Drehimpuls in dieser Richtung erhalten. Wir konnen also in dieser Kinematik
p-Mesonen mit Spin parallel zu ihrer Bewegungsrichtung untersuchen.
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Wir werden uns also auf den speziellen Fall beschrinken, dass die Streuebene
der Pionen in deren Schwerpunktsystem senkrecht zur Bewegungsrichtung des p
steht. Dadurch bekommen wir einen zusétzlichen Freiheitsgrad in der Kinematik.
Wir wéahlen dafiir die Summe der Impulse der einlaufenden Pionen als zuséatzli-
chen Parameter, da dies dem Impuls K, des p-Mesons entspricht und somit eine
anschauliche Bedeutung hat.

Kp:k1+k2:k3+k4:S . (523)
Die von uns gewéhlte Kinematik bedeutet dann,
Kki=0 , (5.24)

wobei k{ die Impulse der Pionen im Schwerpunktsystem der Reaktion sind. Unter
einem Lorentz-Boost [19], vom Wirmebadsystem ins Schwerpunktsystem trans-
formieren sich die Vierer-Impuls wie folgt:

2 71/2
k(1 - &)
k¢ = k(:)y : (5.25)
ki

~

wobei E., die Energie des p-Mesons ist. Damit lassen sich dann alle weiteren
benotigten Groflen bestimmen:

1
S| = K, SO:~/3+K3, kiS:§§

Ty =Uy =0, IT|)? = —t, U2 = —u
Rt + K2 (5.26)
i T 9 s o .
1 2 1 2
t= 5(4]\/[7T —s)(1—x) U= 5(4]\4,r -s)(1+x) , (5.27)

mit z = cos wobei wieder 6 der durch cos f = -XiKs

I gegebene Streuwinkel ist.
Nun kénnen wir die Temperaturkorrektur aus Gl. (B.37) zur Amplitude fiir 7 = 0
addieren und dies in Gl. (5.3) einsetzen, um die auf Isospin I = 1 projizierte Am-
plitude zu bekommen. Im Gegensatz zum ruhenden p ist dies bei dieser Kinematik

problemlos moglich. Die auf diese Weise erhaltene Korrektur zur Amplitude ist
in G1.(B.39) gegeben.
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Kapitel 6

Ergebnisse

Nachdem wir die Streuamplitude der 7w — 7r-Streuung mit Isospin I = 1 be-
rechnet haben, welche das p-Meson als Resonanz enthélt, konnen wir diese nun
nutzen, um daraus Informationen iiber die Masse und die Breite des p-Mesons
zu bekommen. Wir sind dabei in erster Linie daran interessiert, wie sich diese
beiden Groflen mit steigender Temperatur im Warmebad verédndern und wie sich
der Impuls des p-Mesons relativ zum Wéarmebad darauf auswirkt.

Die Masse und die Breite lassen sich am einfachsten mit Hilfe der Phasenver-
schiebung § bestimmen. Diese steht iiber

e* =1+ 2i0,T (6.1)

in direktem Zusammenhang mit der im letzten Kapitel berechneten Amplitude,
wobei o der in Gl. (5.19) gegebene thermische Phasenraum ist.

Die einzige Schwierigkeit, die es nun noch bei der numerischen Auswertung der
Phasenverschiebung gibt, ist die numerische Berechnung der Loop-Integrale aus
Anhang [B.1. Auf dieses Problem gehen wir in Anhang |C genauer ein.

Um die Masse und die Breite des p-Mesons aus der Phasenverschiebung zu be-
stimmen, nehmen wir zunéchst erst einmal an, dass die Resonanz in der Nihe
der Masse des p-Mesons durch eine Breit-Wigner-Resonanz beschrieben werden
kann. In diesem Fall sind die Masse M, und die Breite I', gegeben durch [11]:

™ 1 d611 -1
M) =~ r,=— (—2% . 2
) =5 o= (), 02

Aufgrund seiner grofien Breite kann das p-Meson allerdings nicht sehr gut durch
eine Breit-Wigner-Resonanz beschrieben werden, welche nur fiir kleine Breiten
einen gute Naherung darstellt. Wir kénnen aber Gl. (6.2) als Definition der Brei-
te nehmen. Dies ist durchaus legitim, da die Definition der Breite bei Resonanzen
auf verschiedene Arten moglich ist, welche dann auch zu unterschiedlichen Er-
gebnissen fiihren. Da wir hier aber in erster Linie am Vergleich zwischen dem

o1
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Vakuum und dem Medium interessiert sind, ist der Wert der Breite selbst nicht
so wichtig, sondern nur seine Abhéngigkeit von der Temperatur und dem Impuls
des p-Mesons.

Um aber nun die Phasenverschiebung numerisch zu bestimmen, benétigen wir
noch Werte fiir die chiralen Parameter. Wir verwenden die in [4] angegebenen,
welche fiir 7" = 0 bestimmt wurden:

I, =—0.3, I, = 5.6, Iy = 3.4, I, =43 . (6.3)

Auch wenn in [4] keine Fehler angegeben sind, ist es bekannt, dass sich diese Pa-
rametern nur mit sehr groen Fehlern bestimmen lassen. Diese konnen im Bereich
um 50% und hoher liegen. Die Wahl der Parameter kann somit groBen Einfluss
auf die bestimmten Breiten und Massen haben, aber nicht auf die Temperatu-
rabhéngigkeit dieser Gréfen, da wir die Parameter als temperaturunabhingig
annehmen. Somit sind alle, bei endlicher Temperatur berechneten Grofien, Vor-
hersagen unseres Modells. Diese Annahme ist nur eine Ndherung, die wir hier
machen miissen, da wir die Temperaturabhéngigkeit nicht kennen. Die gesamte
Temperaturabhéngigkeit steckt somit in den Loop-Integralen.

6.1 Die Phasenverschiebung 0,

Als erstes wollen wir uns die Phasenverschiebung bei verschiedenen Temperatu-
ren und Impulsen des p-Mesons anschauen. Dieser ist fiir das ruhende p-Meson
fiir verschiedene Temperaturen in Abbildung geplottet (vgl. auch [4]).

Wie erwartet sehen wir bei 7' = 0 eine deutlich ausgeprigte Resonanz in der
Néhe der p-Masse. Mit zunehmender Temperatur beobachten wir eine Linksver-
schiebung, also eine Abnahme der Masse. Des Weiteren ist die Resonanz nicht
mehr so deutlich ausgepréigt wie bei 7' = 0 und wir erkennen eine Zunahme der
Breite. Insbesondere bei 7' = 250 MeV ist kaum noch die typische Form einer
Resonanz zu erkennen.

Bei so hohen Temperaturen ist unser Modell aber hochstwahrscheinlich nicht
mehr giiltig. Der Grund dafiir liegt in erster Linie nicht daran, dass wegen der
hohen Temperatur unsere Niedrig-Energiendherung nicht mehr giiltig ist. Er liegt
vielmehr darin, dass bei so hohen Temperaturen bereits das Quark-Gluon-Plasma
erreicht ist. D.h., die Mesonen haben sich bereits in einzelne Quarks aufgelost.
Somit ist einen Beschreibung nur mit Mesonen, wie in unserem Modell, nicht
mehr moglich. Gitter-QCD-Rechnungen von [15] sehen die Schwelle zum Quark-
Gluon-Plasma bei T' = 170 MeV. Diese Plots und auch alle anderen in diesem
Kapitel wurden nur bis zu so hohen Temperaturen gemacht, um die Effekte bes-
ser zu illustrieren.

Zusétzlich zur Phasenverschiebung wollen wir hier auch noch den Imaginéarteil
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Abbildung 6.1: Die Phasenverschiebung §1; in Abhéngigkeit der invarianten
Masse /s fiir verschiedene Temperaturen und relativ zum Wirmebad ruhen-
dem p-Meson.

der Amplitude Im T3, betrachten. Er ist fiir die gleichen Temperaturen und ru-
hendem p in Abbildung 6.2 geplottet. Auch hier ist bei 7" = 0 die Resonanz
anhand des Peaks deutlich zu erkennen, mit der zu erwartenden groflen Brei-
te. Man sieht ebenfalls die deutliche Zunahme der Breite mit 7', insbesondere
bei hohen Temperaturen, und die deutliche Abnahme der Masse. Anhand der
Asymmetrie der Peaks von T7; sieht man auch, dass sich diese Resonanz, wie
oben bereits erwahnt, nicht besonders gut durch eine Breit-Wigner-Resonanz be-
schreiben lédsst. Dies war aber aufgrund der grofien Breite zu erwarten. Man sieht
auch, dass die Asymmetrie mit zunehmender Temperatur und somit zunehmen-
der Breite deutlich zunimmt.

Nachdem wir nun das ruhende p-Meson betrachtet haben, wollen wir jetzt un-
tersuchen wie, die Phasenverschiebung eines sich im Wéarmebad bewegenden p-
Mesons aussieht. Wir beschrinken uns hierbei auf die in Abschnitt (5.4 beschrie-
bene Kinematik, bei der sich das p-Meson senkrecht zur Streuebene der Pionen
in deren Schwerpunktsystem bewegt. Wihrend ruhende p-Mesonen bereits in [4]
diskutiert wurden, geschieht ein Studium der Impulsabhéngigkeit hier zum ersten
Mal.

Abbildung 6.3/ zeigt die Phasenverschiebung bei einem Impuls des p-Mesons von
K, =500 MeV. Es fillt auf, dass die durch steigende Temperatur hervorgerufene
Verdnderung der Phasenverschiebung bei sich bewegenden p-Mesonen deutlich
geringer ausfillt. D. h., die Masse nimmt nicht so stark ab wie beim ruhenden
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Abbildung 6.2: Der Imaginirteil der Amplitude 771 in Abhéngigkeit der in-
varianten Masse /s fiir verschiedene Temperaturen und relativ zum Wérme-
bad ruhendem p-Meson.

p und die Resonanz ist wieder deutlicher als solche zu erkennen. Bei K, = 1000
MeV ist, wie man in Abbildung 6.4 sieht, der der Temperatur entgegenwirkende
Effekt sogar so stark, dass es eine Zunahme der Masse M, gibt. Die Abhingigkeit
der Masse M, von der Temperatur und dem Impuls werden wir im néchsten Ab-
schnitt noch ausfiihrlicher diskutieren. Abbildung|6.5, in der der Imaginérteil der
Amplitude Im T3, fiir verschiedene Temperaturen und K, = 500 MeV geplottet
ist, bestétigt diese Beobachtung nochmal.

6.2 Masse des p-Mesons

Nachdem wir im letzten Abschnitt die Phasenverschiebung allgemein betrachtet
haben, wollen wir nun die Masse des p-Mesons, die man aus der Phasenverschie-
bung bestimmen kann, genauer untersuchen. In allen Plots in diesem Abschnitt
wurde die Masse M, unter Verwendung von Gl. (6.2) berechnet. Fiir 7" = 0 er-
halten wir M, = 766 MeV. Dieser Wert stimmt nicht ganz mit dem Wert von
M, =770 MeV aus [12] {iberein. Dies ist sicherlich auf die Ungenauigkeit in den
I; aus Gl. (6.3) zuriickzufiihren. Fiir uns ist aber in erster Linie die Verinderung
im Medium von Interesse, welche nur geringfiigig von den [; abhéingt.

Wir werden zunéchst die Masse als Funktion der Temperatur untersuchen und
anschlieend als Funktion des Impulses des p-Mesons.
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Abbildung 6.3: Die Phasenverschiebung §1; in Abhéngigkeit der invarianten
Masse /s fiir verschiedene Temperaturen und Impuls K, = 500 MeV relativ
zum Wirmebad.
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Abbildung 6.4: Die Phasenverschiebung §11 in Abhéngigkeit der invarianten
Masse +/s fiir verschiedene Temperaturen und Impuls K, = 1000 MeV relativ
zum Wirmebad.
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Abbildung 6.5: Der Imaginérteil der Amplitude T7; in Abhéingigkeit der
invarianten Masse /s fiir verschiedene Temperaturen und Impuls K, = 500
MeV relativ zum Wiéarmebad.

6.2.1 M, als Funktion der Temperatur

Abbildung 6.6 zeigt die Masse des p-Mesons als Funktion der Temperatur fiir
verschiedene Impulse K,. Im Falle des ruhenden p nimmt die Masse bis T = 50
MeV um ca. 1MeV zu und dann bis 7' = 100 MeV um weitere 4MeV. Dort er-
reicht sie ihren maximalen Wert von 771 MeV. Fiir hohere Temperaturen féllt sie
dann zunéchst langsam und dann immer schneller ab. Bei einer Temperatur von
T = 150 MeV, bis zu der wir unsere Amplitude sicherlich noch glauben kénnen,
ist sie wieder auf 761 MeV abgefallen und somit geringfiigig unterhalb der Vaku-
ummasse von 766 MeV. Bei einer Temperatur von T' = 250 MeV fillt die Masse
noch weiter bis auf 619 MeV. Wie bereits in Anschnitt 6.1 erwahnt, ist unsere
Theorie hier wohl langst nicht mehr anwendbar.

Betrachten wir nun ein bewegtes p mit K, = 400 MeV, so sehen wir, dass der
Anstieg der Masse etwas schneller geht. So ist sie bei 7' = 50 MeV bereits um 2
MeV gestiegen und erreicht bei T" = 115MeV ein Maximum von 774 MeV. Der
anschlieBende Abfall geht etwas langsamer wie beim ruhenden p, was zu einer
Masse von 770 MeV bei T' = 150 MeV fiihrt.

Bei einem noch héheren Impuls von K, = 700 MeV verschiebt sich das Maximum
noch weiter zu hoheren Temperaturen und hat einen Wert von M, = 787 MeV
bei T' = 145 MeV. Mit einer Masse von 773 MeV bei T' = 200 MeV ist bei so
hohem Impuls die Vakuummasse noch nicht wieder unterschritten.

In der fiir K, = 1000 MeV geplotteten Kurve setzt sich diese Entwicklung noch
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Abbildung 6.6: Die Masse M, des p-Mesons in Abhéngigkeit der Temperatur
T fiir verschiedene Impulse K, des p-Mesons relativ zum Wiarmebad.
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weiter fort, wobei wir hier wieder anmerken miissen, dass bei solch hohem Impuls
der Giiltigkeitsbereich unsere Theorie moglicherweise bereits verlassen wurde.
Nun wollen wir unsere Ergebnisse mit zwei weiteren Modellen vergleichen. Zum
einen mit dem erweiterten Nambu-Jona-Lasino-Modell aus [13], in dem zu den
Pionen noch zusétzlich Quarks enthalten sind. Dieses Modell liefert fiir das ru-
hende p-Meson einen leichten Abfall der Masse mit der Temperatur, allerdings
ohne vorherigen Anstieg.

Zum anderen wollen wir mit [7] vergleichen. Hier wurde das Vektor-Dominanz-
Modell verwendet, um die Masse bei endlicher Temperatur, auch fiir sich be-
wegende p-Mesonen zu berechnen. Hier wird ein Anstieg mit der Temperatur
gefunden, der bei schnelleren p-Mesonen schwicher ausfillt.

Teilaspekte der anderen Modelle finden sich also qualitativ auch im hier vor-
gestellten Modell. Gleichzeitig vermeidet unser Modell Schwéchen der anderen
Zuginge. Die Verwendung von Modellen mit expliziten Quarks [13] ist bei nied-
rigen Temperaturen duflerst fragwiirdig, weil hier die Quarks eigentlich confined
sind. In unserem Modell werden dagegen nur physikalisch existente asymptoti-
sche Zusténde - die Pionen - verwendet.

Im Vektor-Dominanz-Modell muss das p-Meson ,,per Hand* als zusétzliches Feld
neben den Pionen eingefiihrt werden, wahrend es hier dynamisch aus der Pion-
Streuamplitude entsteht.
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Abbildung 6.7: Die Masse M, des p-Mesons in Abhéngigkeit von K, fiir
verschiedene Temperaturen.

6.2.2 M, als Funktion von K,

Nachdem wir im letzten Abschnitt die Abhéangigkeit von M, von der Temperatur
bei verschiedenem K, diskutiert haben, wollen nun die Temperatur festhalten
und die K,-Abhéngigkeit diskutieren.

Abbildung 6.7 zeigt die Masse des p-Mesons als Funktion von K, fiir verschiedene
Temperaturen. Wie aufgrund der Lorentz-Invarianz der Amplitude bei T' = 0 zu
erwarten war, sehen wir, dass es fiir 7' = 0 keine Abhéngigkeit von K, gibt und
die Masse konstant gleich der Vakuummasse ist.

Bei T' = 100 MeV sehen wir, wie schon im letzten Abschnitt diskutiert, eine
leicht erhthte Masse von M, = 771 MeV beim ruhenden p. Mit steigendem K,
steigt die Masse dann monoton an, wobei die Steigung immer mehr zunimmt. Sie
erreicht bei K, = 1000 MeV einen Wert von M, = 791 MeV.

Bei T = 150 MeV sehen wir einen dhnlichen Verlauf, wobei diesmal die Masse
des ruhenden p bereits unterhalb der Vakuummasse bei M, = 761 MeV liegt,
sie dann aber deutlich schneller mit /K, ansteigt und schliefllich einen Wert von
M, = 810 MeV bei K, = 1000 MeV erreicht.

Bei der letzten geplotteten Temperatur 7' = 200 MeV ist die Masse des ruhenden
p mit M, = 720 MeV deutlich niedriger als bei T' = 0, steigt dann aber sehr stark
an auf M, = 815 MeV bei K, = 1000 MeV.

An diesem Plot sehen wir, dass die Abhéngigkeit der p-Masse von K, mit steigen-
der Temperatur deutlich zunimmt. Das lésst sich dadurch erkldaren, dass durch
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Abbildung 6.8: Die Breite I', des p-Mesons in Abhéngigkeit der Temperatur
T fiir verschiedene Impulse K, des p-Mesons relativ zum Wiarmebad.

das Warmebad die Lorentz-Invarianz gebrochen wird. Je hoher nun die Tempera-
tur ist, desto stérker wird die Lorentz-Invarianz gebrochen. Bei exakter Lorentz-
Invarianz wéren alle Groflen und somit auch die Masse unabhéngig von der Ge-
schwindigkeit und damit auch vom Impuls des p-Mesons. Erst die Brechung der
Lorentz-Invarianz erlaubt iiberhaupt eine Abhdngigkeit von K,,.

6.3 Breite des p-Mesons

In diesem Abschnitt wollen wir nun die Abhéngigkeit der Breite des p-Mesons
von der Temperatur und dem Impuls K, genauer diskutieren. Wie im letzten
Abschnitt werden wir diese beiden Abhéngigkeiten getrennt untersuchen.

6.3.1 TI', als Funktion der Temperatur

Abbildung 6.8/zeigt die Breite des p-Mesons als Funktion der Temperatur fiir ver-
schiedene Impulse K,. Fiir das ruhende p-Meson sehen wir einen starken Anstieg
der Breite von I', = 156 MeV bei T' = 0 auf I', = 196 MeV bei T = 150 MeV.
Wie auch bei der Masse ist die Verdnderung der Breite unterhalb von 7" = 50
MeV kleiner 1%. Oberhalb von T = 50 MeV nimmt die Anderung dann aber
schnell zu.

Beim bewegten p-Meson verlduft die Breite etwas flacher, d.h. die Verbreiterung
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Abbildung 6.9: Vorhersage der Abhéngigkeit der Breite von der Temperatur
bei ruhendem p durch verschiedene Modelle: Die durchgezogene Linie zeigt
die Breite nach unserem Modell, bei der gepunkteten wird nur der thermische
Phasenraum beriicksichtigt und die gestrichelte Linie zeigt die Verdnderung
der Breite hervorgerufen durch die Abnahme der p-Masse.

ist geringer. So wichst die Breite bei K, = 700 MeV nur noch auf I', = 191 MeV
bei T'= 150 MeV an. Bis T' = 250 MeV steigt die Breite in allen Fillen nochmal
deutlich an, wobei wir uns hier wohl schon ldngst im Bereich des Quark-Gluonen-
Plasmas bewegen, wie in Abschnitt [6.1 beschrieben.

Der Riickgang der thermischen Effekte bei schnellen p-Mesonen lésst sich sehr gut
verstehen. Die Temperatur hat insofern Einfluss auf die Amplitude, dass durch
sie der Propagator in den Loops einen zusétzliche Bosefaktor

2
xp(FE/2) — 1
bekommt. Hat aber nun das p-Meson einen hohen Impuls, so haben auch die

Pionen in den Loops einen erhohten Impuls und somit eine héhere Energie. Die
Temperatureffekte gehen also zuriick.

n(E)=1+

(6.4)

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dass sich die Masse des p-Mesons eben-
falls mit der Temperatur dndert. Eine solche Massendnderung alleine wiirde aber
auch schon eine Anderung der Breite bewirken. Konstruiert man eine Theorie, in
der man das p als Teilchen mit einbezieht und es dann durch minimale Substitu-
tion an das Pion koppelt, so erhélt man folgende Beziehung zwischen den Massen
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des p und des Pions und der Breite des p, welche den verdnderten Phasenraum

beriicksichtigt [14]:
2 2\ 3/2
g AM
'y=—-M,{1- = .
P48’ ( Mg > ’ (6:5)

wobei g die Kopplungskonstante des prm-Vertex ist, welche wir hier als tempera-
turunabhéngig annehmen. Die Kopplungskonstante g konnen wir aus der Masse
und Breite bei 7" = 0 bestimmen und erhalten ¢ = 6.17. Nun kénnen wir also
mit diesem Modell iiberpriifen, welchen Einfluss alleine die Massenabnahme auf
die Breite hat ohne weitere thermische Effekte mit einzubeziehen.

Die gestrichelte Linie in Abbildung 6.9 zeigt die mit diesem Modell berechnete
Breite. Es zeigt sich, dass die Abnahme der Masse nach diesem Modell auch zu
einer Abnahme der Breite fithren wiirde, entgegen unserem Modell, bei dem die
Breite ansteigt. Die Zunahme der Breite nach unserem Modell ist bei T = 150
MeV ungefahr zwolf mal so hoch wie die Abnahme, die aus der verédnderten Mas-
se berechnet wurde.

Wir sehen also, dass die Abnahme der Masse alleine nur einen relativ geringen
Einfluss auf die Breite hat und diese hauptséchlich durch andere thermische Ef-
fekte bei steigender Temperatur ansteigt.

Als néchstes wollen wir das Ergebnis unseres Modells mit einem Modell verglei-
chen, welches nur den thermischen Phasenraum beriicksichtigt [4]. Dieses liefert
fiir die Breite:

o=t (1 =) 0

wobei I') und M} die Breite bzw. die Masse bei T = 0 sind. Die so erhaltene
Breite ist durch die gepunktete Linie in Abbildung 6.9 dargestellt.

Dieses Modell liefert eine thermische Breite, die im Verlauf unserer Breite recht
dghnlich sieht. Allerdings ist die Zunahme nur etwa zwei Drittel im Vergleich zu
der mit unserem Modell berechneten.

Es gibt also thermische Effekte, die iiber die reinen Phasenraum-Effekte hinaus-
gehen und zu einem stirkeren Ansteigen fiihren.

6.3.2 I, als Funktion von K,

Nun wollen wir auch noch die Abhéngigkeit der Breite vom Impuls diskutieren.
Abbildung [6.10 zeigt die Breite fiir 7' = 100 MeV, T' = 150 MeV und T" = 200
MeV. Der Beginn der Kurven bei K, = 0 erklart sich aus Abbildung 6.8 und der
anschlieBenden Diskussion. Fiir alle Temperaturen féllt die Kurve mit steigendem
K, ab und néhert sich somit wieder der Vakuumbreite an. Diese Annéherung an
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Abbildung 6.10: Die Masse M, des p-Mesons in Abhéngigkeit von K, fiir
verschiedene Temperaturen.

die Vakuumwerte bei steigendem Impuls wurde bereits oben durch den Riickgang
des Bose-Enhancements erklért.

Es fillt auch auf, dass die Abnahme bei héheren Temperaturen deutlich grofier
ist. So féllt die Breite bei T' = 150 MeV um 8 MeV ab, wihrend sie bei T = 100
MeV nur um 2.5 MeV abféllt, jeweils von K, = 0 bis K, = 1000 MeV gemessen.
Dies lésst sich wie bei der Masse durch die Brechung der Lorentz-Invarianz durch
das Wérmebad erkléren.
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Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurden die Eigenschaften, d.h. Masse und Breite, von p-Mesonen
in einem Pionengas bei endlicher Temperatur diskutiert. Dazu wurde das p-Meson
als Resonanz in der mm — mm-Streuung beschrieben. Um die Masse und die Breite
einer Resonanz zu bestimmen, reicht es aus, die Phasenverschiebung zu kennen,
welcher in direktem Zusammenhang zur Streuamplitude steht. Die 7m — 77-
Streuamplitude wurde hier unter Verwendung der Chiralen Stérungstheorie bis
zur vierten Ordnung berechnet.

Im zweiten Kapitel wurde daher zunéchst einmal die Chirale Storungstheorie,
als effektive Theorie, aus der QCD entwickelt. Dabei wurde insbesondere auf
die chirale Symmetrie der QCD eingegangen und wie diese spontan gebrochen
wird. Darauthin wurde gezeigt, wie die mit dieser spontanen Symmetriebrechung
verbundenen Goldstone-Bosonen mit den Mesonen identifiziert werden kénnen.
Anschlieend wurde die allgemeinste Lagrangedichte, die alle Symmetrien der
QCD respektiert, aus den Mesonen bis Ordnung O(p*) konstruiert.

Unter Verwendung dieser Lagrangedichte wurde im dritten Kapitel die 777~ —
momo-Streuamplitude fiir SU(3) bis zur vierten Ordnung im Vakuum berechnet.
Dabei wurden zwar nicht alle Schritte einzeln ausgefiihrt, aber die Vorgehensweise
ausfithrlich beschrieben und anhand von Beispielen die Techniken erlautert. Im
Anhang (A sind alle zur Berechnung nétigen Vertizes und alle zu berechnenden
Loop-Integrale angegeben worden.

Um spéater das p-Meson bei endlicher Temperatur zu diskutieren, wurde anschlie-
Bend die Streuamplitude auch bei endlicher Temperatur bis zur vierten Ordnung
berechnet. Hierbei wurde aber der Einfachheit halber nur der SU(2)-Fall betrach-
tet. Da bei endlicher Temperatur die Streuamplitude nicht eindeutig definiert ist,
wurde vor der Berechnung erlautert, was wir in dieser Arbeit unter der Streuam-
plitude verstehen. Die Berechnung wurde mit Hilfe des Imaginérzeit-Formalismus
in dhnlicher Ausfiihrlichkeit wie im Vakuum durchgefiihrt.

Nachdem die Amplitude bekannt war, wurde demonstriert, wie man von ihr durch

63
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Projektion auf Isospin / = 1 und Spin J = 1 auf das p-Meson als Resonanz der
7w — mr-Streuung schliefen kann. Da die mit der chiralen Stérungstheorie be-
rechnete Amplitude nur fiir kleine Energien giiltig ist und aufgrund ihrer Struktur
keine, fiir eine Resonanz notige, Pole produzieren kann, wurde anschlieend ge-
zeigt, wie man mit Hilfe der Methode der inversen Amplitude diese beiden Defizite
beseitigen kann.

Ein wichtiger Aspekt dieser Arbeit ist die Abhéngigkeit der thermischen Masse
und Breite vom Impuls des p-Mesons relativ zum Wérmebad. Da durch das ther-
mische Pionengas im Allgemeinen die Dreh-Invarianz gebrochen wird und somit
der Drehimpuls nicht mehr erhalten ist, wurde nicht der allgemeinste Fall disku-
tiert, sondern nur zwei spezielle Kinematiken, bei denen der Drehimpuls wieder
erhalten bleibt. Zum einen wurde ein relativ zum Pionengas ruhendes p-Meson
betrachtet und zum anderen ein sich relativ zum Pionengas bewegendes. Hierbei
wurde die Kinematik auf den Fall eingeschréinkt, dass der Impuls des p-Mesons
relativ zum Pionengas orthogonal zur Streuebene der Pionen in deren Schwer-
punktsystem ist.

Mit der auf diese Weise bestimmten Amplitude war es nun moglich, die Eigen-
schaften des p-Mesons anhand der Phasenverschiebung zu bestimmen. Es wur-
den insbesondere die Abhéingigkeiten der Masse und der Breite sowohl von der
Temperatur des Pionengases als auch vom Impuls des p-Mesons in der oben be-
schriebenen Kinematik diskutiert.

Fiir das ruhende p zeigt sich, nach minimalem Anstieg bis etwa 50 MeV, eine deut-
liche Abnahme der Masse mit steigender Temperatur. Bei dem sich bewegenden
p ist der Anstieg wesentlich deutlicher und endet erst bei héheren Temperatu-
ren, bis die Masse ebenfalls abféllt. Bei fester Temperatur steigt die Masse mit
wachsendem Impuls des p-Mesons, wobei der Anstieg bei hohen Temperaturen
viel schneller geht.

Die Breite steigt mit der Temperatur sehr deutlich an, wobei der Anstieg bei
héheren Impulsen des p-Mesons schwécher ausféllt. Es wurde anhand von einfa-
chen Modellen gezeigt, dass dieser Anstieg weder durch die Abnahme der Masse
bei steigender Temperatur noch durch den thermischen Phasenraum alleine er-
klart werden kann. Wir erhalten also nicht-triviale Resultate dadurch, dass das
p-Meson nicht von ,auflen als explizites Feld in den Formalismus eingefiihrt wird,
sondern aus der Nieder-Energie-Streuamplitude der Pionen bestimmt wird. Das
hebt den vorgestellten Formalismus deutlich von anderen Zugéngen ab [7, 13].



Anhang A

Wichtige Formeln bei T'=10

A.1 Loop-Integrale bei T'= 0

Wir definieren zunéachst:

[ d%k 1
Fy o= —z/ o) = 2 (A.1)

und

S d'k 1
aa) == @ (8 — 3P ((k — pE — %) (4.2)

wobei P = m, K,n. Mit der Definition von J,(p?) folgen wir der Notation von
[11]. Wir renormieren, indem wir Gebrauch von der dimensionalen Renormierung
machen. Dazu berechnen wir die Loop-Integrale in d = 4 —2¢ Dimensionen. Diese
Integrale sind endlich, solange d nicht ganzzahlig ist. Bei dieser Methode ist der
divergierende Teil der hier vorkommenden Loop-Integrale im Grenzfall d — 4
proportional zu 1/e und ldsst sich somit leicht separieren [20]. Fiir die Integrale
erhalten wir in dimensionaler Renormierung [11]:

M? M?
Fy = —p +log — A.
v = o (o low (A3)
M? -
JM(S) = 1672 (p — 1+ log F) + JM(S) ) (A4>
mit
1
p=g+log47r—|—1—7 (A.5)

65
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Tu(q?) = 1617T2 (2 + ou(s) log %) (A.6)
1

\/1— 42

Alle in der Berechnung der Ein-Loop-Diagramme vorkommenden Loop-Integrale
lassen sich nun durch F, und Jy(¢?) wie folgt ausdriicken [11]:

(A7)

[ =i = as
/ (;ljrl;d (k)2 - ]I\%) (2 —r) %Jm«(pQ)pu (A.9)
/ (;ljrl;d (p— k)2 — 52) =) ML) (A.10)
/ (;ii’;d (p— k)2 — z]\i) (k2= M2) i((2M? +p*) Fu + MU Ju(p*) - (A1)
/ (;ijr];d ((p— k)2 _k;ff) (2 —ar) i(Fu+ M 1u(p”)) pa (A.12)
/ (;ljrl;d ((p— k)2 _k]/(f;) (k2 —M2) Au(P*) gy + Bu(p*)pups (A.13)

mit

) =5 5 (A i) + (8- 1) Grgm + 07)| (a9
Bu(p*) = 3%2 {1617# (%2 - M2) + By + (0F — M?) JM(p2):| , (A.15)

A.2 Renormierung

Wir werden in dieser Arbeit die Renormierung der chiralen Stérungstheorie nicht
durchfiihren, sondern nur die Ergebnisse aus [11] angeben.
Fiir die L; ergibt sich:

mit denn in [9] angegebenen T';

=5 Te=—, Is=0, Thu=
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;=0 TIg=— (A.17)

und X\ aus Gl. (A.22).

Durch die Renormierung erhalten wir noch zusétzliche Terme in Gl. (3.16) und
Gl (3.19), sodass sich fiir die Masse M, und die Feldstdrkenrenormierung 2
ergibt:

1602
M2 = (14— B2 R L - 1
3 I
SM2
+ Fgﬂ (2L 4 2L5 — L} — Lg)) (A.18)
0
4 2 AN )
Z =1+ ghr t i = 3—]702(2M07r + Mok)
1
~ = (6L, Mgy + 8Ly Mg, + 8LEMS) . (A.19)
0

Fiir die Pionenzerfallskonstante F' ergibt sich:

AM? SM?
F=F (1 — 2 — e + —= (L 4 L) + —2E L;) : (A.20)
FO FO
mit
M2 M2
i = ———log —- . A21

Zur Renormierung benétigen wir noch:

Ll R S A
— — —(In4m — 1 22

wobei v die Euler-Konstante ist.

A.3 Bendétigte Vertizes aus £,

Wir listen hier alle Vertizes auf, die fiir die Berechnung der Ein-Loop-Diagramme
in Abschnitt 3.3 nétig sind. Die Wechselwirkungslagrangedichte £} fiir diese Ver-
tizes ergibt sich durch einsetzten von ¢ aus G1.(2.67) in G1.(3.3). Wir werden die
komplette Lagrangedichte hier nicht aufschreiben, da sie sehr viele Terme enthélt
und nur ein kleiner Teil davon fiir uns relevant ist. Daher ist hier nur der fiir
jeden einzelnen Vertex relevante Teil aus L), angegeben.
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o1 ®2

b5

Ps

®3 o
Abbildung A.1: Definition der Impulse fiir den ¢1p2¢3¢p4-Vertex und den

O10203P4P506-Vertex

Da die Diagramme in denen diese Vertizes verwendet werden, alle Ordnung O(p*)
sind, ist es hier nicht notig, wie in Abschnitt (3.2 beschrieben, zwischen M,
und M, zu unterscheiden. Der Grund dafiir liegt darin, dass die Korrekturen
von MZ mindestens quadratisch in den Mesonenmassen sind. Damit wéren die
Korrekturen in dem damit berechneten Ein-Loop-Diagramm mindestens sechster

Ordnung in den Impulsen und somit bei unserer Rechnung zu vernachléssigen.
Gleiches gilt fiir F und F.

A.3.1 Vierer Vertizes aus L,

Wir verwenden die in Abbildung |A.1 dargestellte Definition fiir die Impulse. £}
gibt jeweils den Term der Lagrangedichte an, der den Vertex liefert.

w94 - Vertex:

£ = L2 g x = z'%? (A.23)
2oupg P '
7+27-2 - Vertex:
1
LY = 6—Foz (Mgﬂw+27r‘2 + W*QE?MW‘@“W* —2r- O, m- 0"t

(A.24)
+ 7 2@#*8"7?*)

i
x = ) (2M2 + 2koks + 2kiky + (ko — ks) (k1 — ka)) (A.25)
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mtr-m0? - Vertex:

1
L = G (Mgt~ — 2w =9, mO O 1° + 2707+ O, w0 O -
(A.26)
+ 27070, O Tt — 27020, O )
M = 5 (M2 + 2k + 2kaka + (ky + k)?) (A.27)

mtr- KT K~ - Vertex:

1
L= 6F2 (<M027r +M§K)K+K T =m0, K MKt +2K 0, K" 0"T-
— K77T+8MK+(9”7T_ — K+7T_8HK78“7T+ + 2K*7T‘8MK+8”7T+
— 2K_K+8M7T‘8"7r+)
(A.28)
X = # (M2 + M) + 2koky + 2kiks + (k1 — k3)?) (A.29)

ntr- KoKy - Vertex:

1
L, = 6F2 ((Mgﬂ' + M) KoKortn- —ntm=0 LKo" Ko + 2Kom 0, Ko 0~
- K07T+6MK06M7T_ - Kmr‘@ul_(oa’%* + 2K07T_8MK06M7T+
— 2K0K08M7T_auﬂ'+)
(A.30)
1
X ~ 6F? (M2 + Mp) + 2koky + 2kiks + (ky — k3)?) (A.31)
ntr-n? - Vertex:
1 M2
Ly=—=Mj =i (A.32)

6F; 3F?2
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Kt K 7% - Vertex:

1 _ _
L, = 12F2 ((M027r + My )KTK 7% — 1029, K "K' + K~ w0, K 0"
+ K709, K~ o'r° — K*K*@ﬂroaf‘ﬁo)
(A.33)
X = 575 (202 + ME) + 2k + 2k + (k1 + ks)?) (A.34)
KoKm°? - Vertex:
1 _ _
Elz 12F2 ((Mgﬂ_ + M3K>K0K07T02 — WozauKoa’uKo + Kmroﬁu[(o@“ﬂo
(A.35)
+ Koﬂoﬁu[_(oa"ﬂo — Kof_(oﬁlﬂro@“ﬂo)
n*mo? - Vertex:
1 M?
Ly = 12F2M 7022, = i3 (A.37)
7t Kom* Kt - Vertex:
1
L, = NoT7 (K*W+8HK08“7TO — Kon* 0, K~ 0"1° — K™ m°0, Ko o!'m*
0 (A.38)
+ KOWO@K*&%ﬁ)
x = 2\/_F2 (k1 + ks) (k2 + ka) (A.39)
Ktm-Kgm° - Vertex:
1 _ _ _
L= NoT?: (K*7-0,Ko0"1° — Kom=0, K+t 0'n® — K700, Ko0!m-
0 (A.40)
+ Kom°0,K*0"n-)
x = (kv + ks) (ko + ka) (A.41)

2\/_F2
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A.3.2 Sechser Vertizes aus £,

Wir verwenden die in Abbildung [A.1 dargestellte Definition fiir die Impulse. £}
gibt jeweils den Term der Lagrangedichte an, der den Vertex liefert.

mtr-m0? - Vertex:

1 [ M? 2 2
Ly = F(FOSWMW*W‘ — 45 7O%rt- o,meotm® = o3t oot
0 ) ) (A.42)
- 45 703 70,0 T + — 1 04@7?‘8"7?*)
i M? 8
VAR _ﬁ(_ ~r (= b Kk + (ks + i) (ks — o) )
) 18 (A.43)
— 1—5(l€1 + kz) - Ekle)

w7027 -2 - Vertex:

1 (M 4 4
2 +2 2
Ly = — | =Zr2n+t?r-2 + —7r-27+29,m00 10 — 4—57r°7r‘7fr 0 OM T

- OFF\ 60 45
— i7r°27r+28 Tt — iﬂoﬂ_2W+a Tt
45 K 45 K
2 o I o 9
+ 1—57r° T OOt — EWO T 0, ot
(A.44)
7 2 8 32
K= —— = = ME — —(kikg — kaks) — = Fska
F 15 45 45
. (A.45)
— E(k’g + ky)? — 1—5(k2 + k5) (k1 — k6))
rrr-m02n? - Vertex:
1 M?
L = Mgﬂﬂ mtrn? = —i—-" (A.46)
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2
rtr-m02 K+° - Vertex:

) 2
1
L} = % ( - WKKJ%‘QW*W‘ + %WOQW‘W+8HK*8“K+
0
1 1
— @K+7TO7T'7T+8MK76/L7TO — @K*W°W+W‘8MK+6”7T°
I 2 L o _
+ ——K K'nrnto,m°0*r° — —K 77 0, K 0"r-
180 H 45 K
A A7
7 -, 02, _+ + - 4 -t + - ( )
—I—@K T 0, KT o' _EK K rn*o,m° 0"
7 +.02 - ~ M- 2[(— 02 -0 KTotnt
+@K T m-0, K T T im0, T
_i — It 0 -0 mOOH T EK*KJr 028 - Ot
45KK7T7T T 7T+180 T, T
) 1
= = 2(2M2 + M2) + 2kske + = (ks — k) (ks + ka)
90 F4 2

— 17(kiks + kska) — Skoke — Thsks — 8(ky + ko) (ks + ka) (A.48)

+ Tkyke + 8k1k:5)

nrm-mo?K§ - Vertex:

L 1 ( 2MZ + M
1 _ 2or T oK

_ 1 _
— F_(jl 30 OK [y Kom®2mtm- + %WOQW'W+6MK08MKQ

1 _ 1 -
~ 120 om0, Koo'’ — @Kowoﬁﬁr—au_[(oauﬁo
+ Hl_( Kor-7n70,m 0" — 3K 7027t 9, KoO! -
180" 0° . 450 wito

A.49
> 2+ 1z 4 5 + o~ ( )
+ @K}ﬂro 70, KoO'm~ — 4—5K0K07TO7T oym ot

7 _ 2 _
+ 120 om0, Koo'~ — EKOWOQW‘@LKO&‘W+

4 _ 17 —
— EKOKOWOW‘c‘?HWOa%ﬁ + @KOKOWOQ ;ﬂT_au7T+)
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i 1
B — 507 ( — 2(2M2 + M3 + 2kske + (k6 — Ks) (ks + Ka)
— 17(kyky + ksky) — 8kokg — Thsky — 8(ky + ko) (ks + ks) (A.50)
+ Thike + 8k1k5)

A.4 Ein-Loop-Diagramme aus £,

Wir listen hier die Beitrdge aller Ein-Loop-Diagramme auf, die in die nt7n- —
momo-Streuamplitude eingehen. Wir unterteilen sie in zwei Typen: zum einen die,
die zwei Vierer-Vertizes enthalten wie die Diagramme in Abbildung (3.2) und
zum anderen die, die einen Sechser-Vertizes wie in Abbildung (3.3) dargestellt
enthalten. In den Loops werden alle Mesonen betrachtet, die nach Quantenzah-
lerhaltung moglich sind. Da alle diese Beitrdage vierter Ordnung sind, konnen wir
sie durch die physikalischen Massen ausdriicken, indem wir die in £, auftretenden
Massenparameter durch die physikalischen Massen ersetzen.

A.4.1 Ein-Loop-Diagramme mit zwei Vierer-Vertizes

s-Kanal 7° - Loop:

1
iM=———=| M, Fy, + 3M (M, — s)J:(s) (A.51)
6F
s-Kanal 7+ - Loop:
, 1
iM = SFi <2(3]\47r — bs)Fy, — 9s(M, — s)Jﬂ(s)> (A.52)

u-Kanal 770 - Loop:

, 1 3M2E  3M?t BMZu tu u?
iM = - + - -
9F4 472 2 1672 1672 3272
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+ (= 3M; — 3ubM? + 6tM; — %tu + %uz)Jﬂ(u)) (A.53)

s-Kanal Kt - Loop:

, 1 5s s
M = ﬁ(_ﬁFMK"'_l_GJK(S)) <A'54>
s-Kanal K° - Loop:
Mo (22 p, s (A.55)
IM=—| — = — Jx(s :
FI\ 72 M T et
s-Kanal 1 - Loop:
, 1 /M,
u-Kanal KYK™* - Loop:
M — 1 M2ME:  Mit  M2?*u  Miu _tu u?
F4 2472 4872 14472 96m2 28872 57672
2MAMZ Mzt  M?u  Miu tu  u?
_ T s o J
( 37 "3 "6 T 2 24) x(u)
M? t w
——Z2 4+ -4+ —|F A.57
+( 3+6+12) MK) (A.57)

Die entsprechenden t-Kanal-Beitrdge erhédlt man durch Vertauschung von v und
t in den u-Kanal-Beitragen.
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A.4.2 Ein-Loop-Diagramme mit einem Sechser-Vertex

7 - Loop:

e (I e
7t - Loop:

SRR T s
K™* - Loop:

iM = % (Qi‘f % _ % - %) " (A.60)
K° - Loop:

S L
n - Loop:

M = i%EFM (A.62)
F+18 7"

A.5 Die Lagrangedichte £,

Wir werden hier nicht die ganze Lagrangedichte £4 bis zur vierten Ordnung in
allen Mesonen angeben, sondern nur die Terme die fiir die Renormierung der Fel-
der, Massen und Zerfallskonstante und fiir den 77~ — wom°-Treelevel-Beitrag
notig sind.
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O(¢*)-Term von Ly:

i = Fig (4L4(06 96) (M) + AL5{0,0 9% M?) = SLs(M?) (6" M?)

— 8Ly (M) — ALg(M26?) — ALg(M? ¢M2¢>> (A.63)

O(m?)-Term von Ly:

2 1

((8L4M§K + AL{ME, + 4L M2) (9,09 10 + 20,7+ 97~
— (16L6MZ M2 + SLoM?. + SLgM2 )(n0% + 21 r)) (A.64)

O(¢*)-Term von Lg:

o = Fig (gLG(M2)<¢4M2) +A4Lg(*M?)* + L Lo (6 M?) (¢ M?)
+ 2 Le(MP ") + S L (MPSPMPG) + 2Ls (M2 MP¢?)
+ 3 La(0u6 ¢ 06 $) (M) = 5 La(0,0 &” D) (M?)
— AL4(0,0 0" (* M) — EL5(8,0 0 6*M?)
+ 3 L5(0u0 ¢ 0" M?) — ZL5(0,6 ¢* 0'OM?)
— 2L5(¢ 9,6 0" SM?) + 2 L5(6 9,6 6 D6 M?)
— 2L5(6 0,0 96 M) + AL, (9,0 6)”

ALy (0,0 0,0) (00 0°0) + AL (0,006 0,609))  (A.65)

O(mo%n*7-)-Term von Ly:

i 1
£ = | (R LoM M, + BLaMY, + 2 LML oo m
0

16 32 20
— (LM + ZLab + 2 LM

X (7?028H7r+8”7r‘ + 7r+7r‘8u7r°8“7r°>
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(B LaM + LM, + S Ls M, )
X (W°W+8M7T‘8”7TO + 7T07T‘8M7T+a‘uﬂ'o>
+ (16L1 + 8L3)8H7T+8”7r‘8,,7r°8”7ro

+ 16L28M7T08/L7T+8V7T08V7T‘} (A.66)

A.5.1 Treelevel-Beitrag zur n*7- — nm'n°-Streuamplitude
Y
= 3—;4 (4L6M§(M§ + 14LM?

+ (4Ly M7 + 8LyM 7 + 5Ls M) (kikg + kzky)
+6(2L1 + L3)(kiko) (ksks) + 6 Lo((k1ks) (koks) + (kika)(kaks))

4 (2L4M2 + LyMn? + LsM2) (k) + k2)2> (A.67)

A.6 Amplitude in vierter Ordnung in SU(3)

Die von uns, wie in Abschnitt [3.5 beschrieben, berechnete Amplitude fiir 7= 0
in SU(3), welche mit [11] iibereinstimmt:

S — Mﬁ Mo 2 2 4
A(s,t,u) = 7 T 3pp {4s* — Atu — 4sM? + 9M }
MK 2 2 /inMﬁ
_ 6F2M[2( {s —tu—i—ZSMﬂ}— 9F2Mg

4
2 {217+ La)(s = 2M2)° + Li[(t — 2M7) + (u — 2M7)°] }
8M7% r r r r r T 2
1 2 4
* e {30(MZ — s)s + 21tu — 56 M }

1 {S2JK(8) N M2, (s)

= M)

2[4 4 9
N 1 [ (t—4AMZE)(2s +t — AM2) Tk (t)
614 4

+ [t(t — u) = 2M2(t — 2u+ M2)] J=(t) + [t < u] } : (A.68)
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A.7 Amplitude in vierter Ordnung in SU(2)

Die Amplitude fiir 7= 0 in SU(2) aus [8]:

s—M2 1 J1 ., - (15
Als, ) =g~ + Topa {éM’TS(l‘* R <§ "3 "5

el (- 2) - anr e (- 2) -]}

1
+oF {3(52 — M) (s) + (#( — u) — 2M2t + 4M2u — 2M2) T (¢)

+u(u —t) — 2M>u + 4M?t — QMj)Jw(u)} : (A.69)

A.8 Beziehung zwischen den L' und den ;

Beziehung zwischen den chiralen Parametern L; aus dem SU(3)-Fall und den [;

aus dem SU(2)-Fall [8, 9]:
Iy =4L} + 2L; 1 K
! ! 57 91"

1

12
1
Iy = —8Lj — AL; + 1615 + 8L — T
1
= 8Ly +4Ls = gvic (A.70)

mit

1 M?
= In—£ +1
o 327r2(nu2 +)

T 71 7 M2
1 2 1
M= 3’ 72=§a 73:—57 Ya=2 (A.72)

wobei p die betrachtete Energieskala ist.



Anhang B

Wichtige Formeln bei 1" > 0

Bei allen Berechnungen die wir fiir 7 > 0 im Euklidischen machen, benutzten
wir die Metrik (— — — —).

B.1 Loop-Integrale bei T' > 0

Zur vereinfachten Notation schreiben wir:

d’q 1 «— dP-1
== e B.1
/BQWd ﬁZ/Qﬂ-Dl ’ ( )

mit §=1/T

Alle in unsere Berechnung vorkommenden Loop-Integrale lassen sich durch die,
wie folgt definierten Integrale, ausdriicken, wobei ¢y = 2mnT und Qg = 27kT"

[ 4 1
Fjy = / ) (B.2)

5 (2m)4 ¢? —m?

dq ab

Je(Qo, |Q; T) ::/ﬁ 2n) (@ —m?) (g — Q) =)’ k=0,1,2,... , (B.3)
Wobei J; durch Jy ausgedriickt werden kann:
7@ 1Q1T) = L@ QI T) (B.4)
Fiir alle diese Integrale definieren wir
AIT):=1(T)-1(T=0) . (B.5)
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Alle AI(T) sind dann endlich, da die Temperaturkorrekturen alle durch den
Bolzmann-Faktor

(B.6)

unterdriickt werden.

B.1.1 Loop-Integrale fiir |Q| > 0

Die vorkommenden Loop-Integrale lassen sich wie folgt durch die oben definierten
Integrale ausdriicken [10]:

Aégﬂf—mWG{QP—Wﬁz_gFG%L+%%@) (BT
’ )
Ag;W—WﬁﬁQwa:%%) (B.3)
/ﬁ (;ij:;d (¢ — mz)((?% 02 —m?) |872 (Q0J2 + %J1Q2 + %QOFg) (B.9)
/g (;ijr?d (g2 — mz)((qqiqi Q7 —m?) QiQila + gijly (B.10)
/g (;ljr?d = m2)((](oj;qQ)2 e m*Jy (B.11)
Lﬁﬁwf—Wﬁﬁiw—m%:@@‘mﬁ%(%*+§ﬁ@<Bm

dd 2
[ g = (@ 2R+t (P13
mit
I, Im [ (D -1)Q5 + Q%) J2+ (D — 1)QoQ* ]y
D - 1 4 2 2 2 2 2
(Bt vmar)w ((S+ai) 0-v+iap) n| G
1 4 2
I :m [ — Q%o+ Q% + <I + mz‘Q‘Q) Jo — % sl - (B.15)

B.1.2 Loop-Integrale fiir |Q| =0

Im Falle von |Q| = 0 sind einige der oben angegebenen Ergebnisse nicht definiert.
Fiir die, auf die dies zutrifft, erhilt man dann die hier angegebenen Relationen.
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Aus Symmetriegriinden sind folgende Integrale Null:
d .
e =i == " (10
d 4
| o e (1
d 2
e e (19
Man erhélt auerdem:
/@ g 44 - —% (Fs +m>Jo+ J) 6 (B.19)

(2m)4(¢? = m?)((q — Q) —m?)

B.1.3 Vierer Vertizes aus Lo

Wir geben hier die Vierer-Vertizes an, die sich aus dem Wechselwirkungsanteil
von Lo ergeben. Wir verwenden die in Abbildung dargestellte Definition fiir
die Impulse. £, gibt jeweils den Term der Lagrangedichte an, der den Vertex

liefert.

w94 - Vertex:
1 /1 1
L} = —F02 <§Mg7r7r°4 + §7T°28M7T°8“7r°)

1
x = i (=3MZ + 2(ky — k)® + 2(kiks + koky))

7+2r-2 - Vertex:
1
-3

& — ME 7P 4 w0, Ot 4 2mm O Ot
+ 720, o )

W = %( — M2+ (ky — ks)? + 2(koks + kaky))

mtr-m0? - Vertex:
B 1
2R}

X = 5 (ks + ko) = 02)

Ly

( B Mgﬂ-ﬂ-027r+ﬂ-_ + 27T07T+8M7T06u7r_ + 27T07T_8M7Toa'u77'+)

(B.20)

(B.21)

(B.22)

(B.23)

(B.24)

(B.25)
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B.1.4 Sechser Vertizes aus L,

Wir geben hier die Sechser-Vertizes an, die sich aus dem Wechselwirkungsanteil
von Ly ergeben. Wir verwenden die in Abbildung [A.1| dargestellte Definition fiir
die Impulse. £} gibt jeweils den Term der Lagrangedichte an, der den Vertex
liefert.

mtr-m04 - Vertex:

EI_L 3Mg7f 04 + tr-0, TP 4+ 03 +9 O -
2_F61 8 7T7T 7T7T7T H7T T T P«ﬂ- T

(B.26)
703 w0, Tt >
)
= F%< OM2 + A((ks + ka) (ks — k) + ksks — ksks) o
B.27
+ 6(k1 + k;2)2>
mtr-m0%rt? - Vertex:
I 1 3 2 02 +2___2 0 - 2 0 A -
EQIW —QMOﬂJT Tt Ao, 0t
0
+ 102029, - e + A2t O mo Ot (B.28)
+ 2% -t O, - Ot 4+ 102w -20, Ot )
1
¥ == ( 6M2 + A(ks + k)2 + 2(ky + ks) (ks — k)
(B.29)

¥ dkokg — 4k1k5>

B.2 Ein-Loop-Diagramme aus L,

Wir listen hier die Beitrdge aller Ein-Loop-Diagramme auf, die in die nt7- —
momo-Streuamplitude eingehen. Wir unterteilen sie in zwei Typen, zum einen die,
die zwei Vierer-Vertizes enthalten wie die Diagramme in Abbildung (3.2) und
zum anderen die, die einen Sechser-Vertizes, wie in Abbildung (3.3)) dargestellt,
enthalten. In den Loops werden alle Mesonen betrachtet, die nach Quantenzah-
lerhaltung moglich sind. Da alle diese Beitrdge vierter Ordnung sind, konnen wir
sie durch die physikalischen Massen ausdriicken, indem wir die in £, auftretenden
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Massenparameter durch die physikalischen Massen ersetzen.

In haben wir gesehen, dass einige Loop-Integrale fiir den Fall |Q| = 0 weiter
vereinfacht werden konnen. Daher sind hier die Beitrdge der Loop-Diagramme,
fiir die das relevant ist, zusétzlich fiir den Fall |S| = 0 bzw. |T| = 0 angegeben.

B.2.1 Ein-Loop-Diagramme mit zwei Vierer-Vertizes

s-Kanal 7° - Loop:

_ s — M?
M= ((M,? +2k,S — 5)Jo(S) + 2Fﬁ> (B.30)

s-Kanal 7+ - Loop:

_ s — M2 k1S k1S
IM = T( (2]€15 — WS) Jo(S) —2 (k? — WSO) Jl(S) + Fﬁ)
(B.31)

| — M2
iMisj_p = > - (2k15J0(5) — 20T, (S) + Fﬂ) (B.32)

4

t-Kanal 7°7- - Loop:

, 1 T /1 1
iM :ﬁ{ — 4KV Ty — 4(kVkg + kgkl)W (§T0Fﬁ —ToJs + 5tJl)
kT)(k,T 3t 3
_paDkeT) &(’42 ) { (—3T02 +5 |T|2) Fs+ (ZtQ + M3|T|2) Jo
— 3TotJy + (—|T)* + 3T02)J2}
kike [t 2 o112
+2 T2 (_§Fﬁ+ (Z+Mw|T’ Jo — TotJy +tJs

M2 1
+2(ky — ko)T | Fjs — 7 (T + 5t

— 2(K) — B (ToFs + M2Jy) + (2M?2 + 1) Fj + M;:JO} (B.33)
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) 114
iM|1|=0 =7 §k1k2(Fﬂ + M2y — Jo) = 2(k) — k9)(ToFp + M2Jy)

— ARV Jy + (2M2 + ) Fs + M2 Jy| . (B.34)

mit J; = J;(T). Den u-Kanal-Beitrag erhélt man durch Vertauschung von 7" und
U.

B.2.2 Ein-Loop-Diagramme mit einem Sechser-Vertex

7 - Loop:
M = Loz B.35
U —W( = 4s°)Fy (B.35)
7t - Loop:
_ 1
iM= ﬁ(QMﬁ —35°) Fj (B.36)

B.3 Temperaturkorrektur der Streuamplitude in

SU(2)

Wir geben hier die Temperaturkorrekturen zur 77~ — wo7°-Streuamplitude in
SU(2) an, die, wie in Abschnitt [4.3 beschrieben, berechnet wurde.

B.3.1 Die allgemeinste Kinematik

Im allgemeinsten Fall erhalten wir in Ubereinstimmung mit [10]:

AALS.T,U; B) =

1

—{(s — M?) { —2KYAJL(S) + (M? + 35 — 2k3S)

AJy(S)
F* 2
_ le(sAJO(S) - QS()AJl(S))
SI?
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2
s

TP

n [(kl — ko) T[tAJo(T) — 2Ty AT, (T)]]

+ MAAJY(T) = 2(K0 — k) M2AJ(T) — AkOKIAJo(T)

2

T|?

20k T)(koT)
'T|*

(k?kz + kgkl)T[tAjl (T) — 2Ty AJ(T)]
{(3T§ — |T]*)AJy(T) — 3TotAJ,(T)

3t? o iren12
+ I+Mﬂ|T| AJy(T)

+ 21&1;2 Kg + M3|T|2) Jo(T) — Tyt Jy(T) + tJQ(T)} + (T < U)

}

(B.37)

B.3.2 Das ruhende p-Meson

Wir geben hier die bereits geméf Gl. (5.3) auf Isospin I = 1 projizierte Amplitude
fiir das ruhende p-Meson an:

AT/=! =

1 1 13
F_frl{ — é(u — 1) (s — 4M2) AJo(S) + E(u —t)AFp

+ s(AL(U) — AJy(T))

1 2
+5 [UAJQ(U) - <“Z 4 3M2u — 3M;‘;) AJO(U)}

1 t2
-3 {tAJQ(T) — (Z + 3M?2t — 3M;§> AJO(T)}

2

{UAJQ(U) + <UZ . M,Eu> AJO(U)}

t—u

_l_

u—t
2t

[tAJg(T) + (g — M,%t) AJO(T)} } . (B.38)

B.3.3 Das sich bewegende p-Meson

Wir geben hier die bereits gemafl Gl. (5.3) auf Isospin I = 1 projizierte Amplitude
des sich bewegenden p-Mesons an. Die Kinematik ist in Abschnitt 5.4 beschrieben.

AT/7! =
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1 2s
—4AM?) | = — AF,
8
+ ﬁ(wg — ) (4K M + s*)zAJo(S)
P

+ %(s —4AM?*)x [s, [ K2+ sAJi(S) — 3AJ2(S)}

p

+ [16M;§(4 6 + 322) — 8M2s(4 — 5z + 32°)
+52(1 — Az + 32%) + 2K2(s(1 — x) + AM2(1 + x))} AJo(T)
. [161\4;3(4 + 62 + 322) — SM2s(4 + 50 + 322)
+ 52(1 4 42 + 322) + 2K2(s(1 + ) + 4M2(1 — w))} AJo(U)
—8[6K> — s(x — 3) + 4AMZ(1 + x)| AJy(T)
+8[6K2 + s(z +3) +4MZ(1 — x)] AJQ(U)}, (B.39)

kiks
[k1|lks]

mit x = cos § wobei 6 der durch cosf = gegebene Streuwinkel ist.



Anhang C

Numerik

In diesem Teil des Anhangs wollen wir nun noch die Probleme, die beim Be-
rechnen der Loop-Integrale aus Anhang aufgetaucht sind, diskutieren. Dazu
werden wir zunédchst angeben, wie sich diese vierdimensionalen IntegraleE auf
eindimensionale reduzieren lassen. Danach zeigen wir, wie man die Probleme, die
durch die Pole dieser Funktionen bei der numerischen Auswertung entstehen, be-
heben kann.

Wir betrachten hier die Integrale Fj, Jo und Jy aus Gl (B.2) und (B.3). J;
ldsst sich mit Hilfe von Gl. (B.4) durch Jy ausdriicken und wir daher hier nicht
angegeben.

C.1 Berechnung der Matsubara-Summen

Die Matsubara-Summen berechnen wir mit Hilfe des folgenden Theorems aus der
Funktionentheorie:

Ist f(z) analytisch bis auf endlich viel isolierte Singularitdten z;, von denen keine
eine ganze Zahl ist und f(z) schneller als 1/z fallt fiir |z] — oo so ist

> f(n) == Resy () | (C.1)

wobei

COS Tz

= . C.2
o) = 7 £ () (©2)
Nach Auswertung der Matsubara-Summen erhalten wir fiir die betrachteten In-

tegrale in Ubereinstimmung mit [1]:

'Hier wurde die Matsubara-Summe auch als eine Integration gezihlt.

87
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1 [ d'%k 1+ 2n4(Ey)
Fg=—— ‘
h 2/ (27)d-1 Ey, 9
dd_lk‘ 1+ QHQ(E]{) 1
T =
Jo(Qo, |QL; T) / (2m)1 4E.Eyp_q (’iQo + Ly + Ei—q

1 1 1
— = — = + -
Qo — LBy —Epq Qo+ Ey—Eir_qg Qo — Ej+ Ek—Q)

(C4)
ddil}{? 1+ QH@(Ek)
J. 1) =
2(@07 |Q|? ) / (27T)d_1 8Ek’Ek7Q
{213,3 +2iE:Q0 + Q8 2B} 4 2iE,Q0 — QF
iQo + Ex — Ey—q iQo+ Ex + Ey—q
2F} — 2iE,Qo + Q3 N 2E7 — 2iE,Qo + Q2 (©5)
iQo — Ex + Ey—q iQo — Ex — Ex—q ’ '
mit folgenden Abkiirzungen:
E) = L C.6
n(E) = —— (C6)
Er=+E+M2,  E,=k+|Q?—-2Qk+ M2 . (C.7)

C.2 Der Realteil

In allen Integralen aus Anhang|C.1 hat der Integrand einen Faktor 1+ 2ng(FE}).
Hierbei liefert der Term, der zu 1 gehort, einen unendlicher Beitrag, der dem
fiir 7' = 0 entspricht. Um die Temperaturkorrektur AFz bzw. AJ; zu berechnen,
benotigen wir nur den Teil, proportional zu 2ng(Ej)). Dieser ist aufgrund von
ng(E)) endlich. Somit kénnen wir in ganzzahligen Dimensionen rechnen und d =
3 setzten.

Fiir AFj erhalten wir, wenn wir das Integral in Kugelkoordinaten schreiben:

e ang(E)
AFy = —7 O kK= (C.8)

dieses Integral lasst sich nun problemlos numerisch berechnen.



C.2. Der Realteil 89

Schreiben wir die Integration fiir Jy und J, ebenfalls in Kugelkoordinaten, so
kénnen wir die Winkelintegration analytisch ausfiihren. Gehen wir nun vom eu-
klidischen Raum iiber in den Minkowski-Raum indem wir w = iQq setzten [10],
so erhalten wir im Falle |Q| = 0:

Jo(—iw,0;T) = —— dE VE? = Mins(E (C.9)

7T2 —4F?

F
Jo(—iw, 0;T) = %JO(—M,O;T) + (C.10)

in Ubereinstimmung mit [10]. Im allgemeineren Fall |Q| > 0 erhalten wir

Jo(-’lﬁ),‘Q‘;T) =
1672 J, EQ —2k|Q| + |QJ? — w? — 2wE}
2k|Q| + |QJ2 — w? + 2wE;, \’
1 C.11
i (—QkyQy + Q%2 — w? + 2wE} ( )
‘]2(_%‘)7|Q|aT) =
1 [ E 2 2 2w —2wE; \?
1672 Ek|Q| Ek E2 —2]€|Q| + |Q|2 — w? —2wEk

2 9 2 _ 21 90E 2
b (2= 02 4 ) 1 (2L 1QP — o + 20E;
E, ' E? —2k|1Q| + |Q? — w? + 2wE},

(C.12)

Diese stimmen fiir w = 0 mit den in [10] gegebenen iiberein.

Aufgrund der Nullstellen ko; der Zahler und Nenner in den Logarithmen, welche
zu Polen fithren, kommt es zu Problemen bei der numerischen Berechnung der
Integrale. Diese lassen sich aber beheben, indem man die Pole durch Addition
von Termen der Form +In(k — ko;)? beseitigt. Bei Nullstellen des Zéhler ist das
Vorzeichen negativ, bei denen des Nenner positiv zu wéhlen. Die so erhaltene
Funktion kann dann problemlos integriert werden, da sie keine Pole mehr hat.
Der addierte Term der Form =+ In(k — ko;)? kann analytisch integriert werden. Wir
geben hier alle ky; zusammen mit den A; an, fiir die dann gilt:
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bzw.

wobei Z und N die Zahler bzw. Nenner der Briiche in den Logarithmen sind. Die
A; sind wichtig um die Integranden bei k = k¢; auszuwerten.

Es zeigt sich, dass die Nullstellen kg; der Polynome unabhéngig von dem Vorzei-
chen von 2w E), sind. Wir brauchen somit nicht zwischen den beiden Logarithmen
zu unterscheiden. Es ist notig die beiden Fille

Q] < 537 Ve~ QP — D2V - QP (©15)
und
Q1> 53 Ve~ QP ~ DRV - QP (C16)

zu unterscheiden.
Im ersten Fall gibt es eine Nullstelle des Zéhlers bei

= A R el €
und eine des Nenners bei
b= G i 4= PR o) (cay
wobei
2 _ 1012 — 42
H= w\/” w|2Q_| ‘QéM’f . (C.19)

Im zweiten Fall gibt es die gleiche Nullstelle des Nenners mit gleichem A; und
eine weitere bei

Q- H -  2w(H-|Q))
oo, M AT e @y

—21Q| . (C.20)

k03 =

Damit ist die numerische Integration problemlos durchfiihrbar.
Wir weisen darauf hin, dass diese Betrachtung nur fiir physikalisch sinnvolle Werte
von w, d. h., w? > |QJ* + 4M?2, durchgefiihrt wurde.
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C.3 Der Imaginirteil

Die Integrale Jy und J; sind nicht reell fiir w = E + ic. Wir miissen die Integrale
aber fiir ein solches w Bestimmen, aufgrund der notwendigen Verschiebung des
Pols des Propagators von der reellen Achse [10]. Den Imaginérteil von Jy und Jo
erhalten wir, indem wir die Briiche der Form

1
E —+ 1€ + SlE’k + SQEk_Q

durch 7o(E + s1Ey + s2E,_g) (C.21)

ersetzen [10], wobei s1,s2 = 1, —1. Wir miissen somit Integrale der Form

dk?
/ W fsl,sQ(ka .I')(S(E -+ SlEk + SQE]{,Q)

1

1 )
= 4— dl‘/ dk szsLSQ(k, .I')(S(E -+ SlEk —+ SQE]{,Q) (CQQ)
T J-1 0

berechnen. Hier wurde das Integral in Kugelkoordinaten umgeschrieben und aus-
genutzt, dass Ey, Ex_o und in unserem Fall fq o(k, ) axialsymmetrisch sind.
Wegen der ¢-Funktion kénnen wir nun die k-Integration ausfithren und erhalten:

I ;
el B ZZ:FSLSQ(@ (C.23)

mit
1
[SLHEL) k=t (a) + 52(E}_)k=t0(a) |

Fjl,s?(x> = fsl,sZ(sz(x)? .1') ) (CQ4>

wobei £?(z) die positiven Nullstellen von E + s1Ej + s2E}_¢ sind, welche von z
abhéngen. Als Nullstellen kommen nur folgende zwei in Frage:

10 () — (@ = E?)Qu £ EVAMRQPa” — 2Q°E” + Q' — AMRE” + E
+(z) = 20%? — B7)

(C.25)

Die ist aber nur eine notwendige Bedingung, keine hinreichende. Es kann aber
numerisch leicht fiir jedes x iiberpriift werden, ob k% (x) Nullstellen sind. Diese
miissen auch nicht notwendigerweise reell und positiv sein.

Fiir positive £ hat E+ Ej,+ Ej_¢ keine Nullstellen, somit ist F7} | (z) = 0. F*, ()
und ny_l(x) sind stetige Funktionen und lassen sich problemlos numerisch inte-
grieren. F*| _(z) hat einen Pol bei

1
70 = 230 V—E*— Q*+2F2(2M2 4 Q2) (C.26)
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welcher nicht notwendigerweise im Integrationsintervall [—1, 1] liegen muss. Lie-
gen sie im Intervall so ist

(Q2 - E2)Q5L"0
2(@2.%'0 — E2)

K (o) = (C.27)

Fiir kleine ¢ gilt folgende Entwicklung:
1 1
SHEL) k=k0(a0+) + S2(Ef_ @ r=h0(wote)  VE

(A+ BVE) | (C.28)

mit
VIMLQ(E? — Q*)*(—E* — Q" 4+ 2E2(2M2 + Q2))"/*
2E2M2(—E? + 2M2 + Q?)
1
T 2EPMZ(—E? + 2M2 + Q%))
X <Q(—E2 Q) (—E® + 4M2Q* + QSEY(SM2 + 3Q%)

A=—

B

— BA16M! + 12M2Q7 +3Q")) . (C.29)

Fiir unsere Berechnungen ist f_; _1(k, z) gegeben durch

1+ 2ng(F,
fo1-1(k,z) = IE:TT;) im Falle von Jj
1+ 2ng(E
fo1-1(k,x) = 1+ 2n5(Ei) (2E7 — 20E,Qo + Q7) im Falle von J, (C.30)

8EyEx_q
Sie lassen sich fiir kleine ¢ wie folgt entwickeln:

for1(K (o + €), 20 + )k (wo + €) = C + Dy/E (C.31)
mit C = f(k%(20), 20)k2* (o) und

_ (_E4 _ Q4 4 2E2(2M72 4 QQ))3/4Q
T8E3(b— 1)2/MoQ(E? — Q2)2(—E? + 2M2 + Q)2
x | (17 = 1)(B® —4E°Q* — 4EQ"(2M + Q) + Q"(M; + Q7

D

+2E'Q*(2M? + 3Q?))
+OMZB(AET — (12E° + 4EQ") (2M? + Q?)

+4E*(8M} + 8M2Q* + 3Q")) (C.32)



C.3. Der Imaginarteil 93

im Falle von Jy und

D (—E4 _ Q4 + 2E2(2M3 + QQ))3/4Q
C16E(b— 1)2VMQ(E? — Q%) (—E? + 2M2 + Q?)?
X {(zﬁ —1) <E12 —6EQ* + Q" (4M?2 + @Q?)

— E¥(32M2 — AM2Q* — 15Q%)

+4E°(32M8 4 24 M2Q* — 4M2Q* — 5Q°)

— E*(128M5 + 256 M2Q* 4+ 96 M Q* — 24M2Q° — 15Q°)

+2B2Q(6AMS + 64MEQ? + 16MIQ" — SMQ° - 30°))
+ bMﬁ@(zLE” — 20E°(2M2 + Q?) + SE"(20M?* + 18M2Q? + 5Q°)

—4EQ*(16M? + 16M2Q* + 6M2Q" + Q°)

— 8E°(40MP + 48MAQ* + 24M2Q* + 5Q°)

+ 4B (64MF + 96 MSQ* + T2M Q" + 28M2Q° + 5@8))}

(C.33)

im Falle von J,, wobei

EM?
b= exp (%’&;) . (C.34)

Mit Hilfe dieser Entwicklungen lésst sich der Pol von F*, _;(z) abziehen und man
erhélt eine stetige Funktion, die sich problemlos numerisch integrieren lésst. Die
Entwicklung kann analytisch Integriert werden.

Im Spezialfall |Q| = 0 kann der Imaginérteil analytisch berechnet werden [10]:

sgn(F)

Im J(E,0:T) = =
m

0(s — AM2)op(E) (%) | (C.35)

Wir haben unsere numerische Berechnung im Grenzfall |Q| — 0 mit dieser Formel
verifiziert.
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