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Kapitel 1

Einleitung

Wir glauben heute, dal Nukleonen (Proton und Neutron) eine Unterstruk-
tur besitzen. Sie bestehen aus je drei Quarks. Aus heutiger Sicht bilden die
Quarks zusammen mit den Leptonen die elementaren Bausteine der Materie.
Mittlerweile sind sechs Sorten von Quarks experimentell entdeckt worden. Die
Quarks im Nukleon werden durch die elementaren Kréfte der starken Wech-
selwirkung gebunden, die durch Austausch von Gluonen zustande kommen,
welche massenlose Teilchen mit ganzzahligem Spin sind. Die Theorie der star-
ken Wechselwirkung heifit Quantenchromodynamik (QCD).

Da die Reichweite der Krifte zwischen den Quarks auf kleine Dimension,
etwa die Ausdehnung des Nukleons 107 ~ 107! cm, beschriinkt ist, benéti-
gen wir relativ zur Atom- und Kernphysik hohere Einschufteilchenenergie,
um in die Welt der Quarks einzudringen. Hochenergetische Nukleon-Nukleon-
Kollisionen sind ein Instrument zur Untersuchung der inneren Welt der Nu-
kleonen und ihrer kollektiven Wechselwirkung. Eine wichtige Charakteristik
hochenergetischer Nukleonen-Nukleonen-Kollisionen besteht darin, dafl nach
der Kollision eine grofle Menge von Energie in einem kleinen Raumzeitbereich
deponiert wird. Wenn eine Energiedichte von einigen GeV/fm? erreicht wird,
erwartet man, daf} die dort befindlichen Nukleonen ,,verschmelzen“. Das heif}t,
daf die Bindungen zwischen den Quarks aufgebrochen werden und die Quarks
sich frei bewegen konnen. Wir erhalten einen Zustand von Quarks und Gluo-
nen. Dieser neue Zustand der Materie bei den extremen Bedingungen hoher
Energiedichte und Temperatur heifit ,,Quark-Gluon Plasma“(QGP).

Die kurzzeitige experimentelle Realisierung dieses Zustandes erhofft man
sich mittels ultralrelativistischen Schwerionenkollisionen. Wir kénnen uns den
Vorgang einer Kollision wie folgt vorstellen. In dem Schwerpunktsystem flie-
gen beide Tonen aufeinander zu. Die totale Energie betrigt einige Hunderte
GeV pro Nukleon. Aufgrund der Lorentz-Kontraktion haben die Tonen die
Form einer diinnen Scheibe. Folglich finden alle Nukleon-Nukleon-Stéfe na-
hezu gleichzeitig statt. Inelastische St6fle sind dabei dominant. Die Nukleo-
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nen verlieren nach der Kollision einen grofien Teil ihrer Energie. Die von den
Nukleonen verlorene Energie wird in der N&he des Schwerpunktes innerhalb
einer kleinen Region fiir einen kurzen Moment deponiert. Die Energiedichte
dort kann eventuell einige GeV/fm? erreichen. Unter dieser extremen Bedin-
gung kann ein QGP entstehen. Die Baryonen (Nukleonen und ihre angeregten
Zusiénde) werden wegen der hohen Einschufienergie wenig gestoppt und fliegen
weg. Wir kénnen also den Vorgang der Kollision als ein Durchlaufen zweier
diinner Scheiben ansehen. Zwischen den durchgelaufenen Scheiben liegt eine
heifle und baryonarme Region vor, in der man die Bildung des QGPs erwartet.

Das QGP lebt nur fiir einen kurzen Moment. Wegen der schnellen Ex-
pansion nach der Kollision sinken Energiedichte und Temperatur. Die Quarks
im QGP werden sich so gruppieren, dafl nur Gruppen mit drei Quarks und
Gruppen mit Quark-Antiquark-Paaren vorkommen. Dann schliefit sich jede
Gruppe voneinander ab und bildet ein Hadron (Baryon oder Meson). Die-
sen Vorgang nennen wir Hadronisation. Wahrend der Hadronisation findet der
Phaseniibergang von der Phase des QGPs zur hadronischen Phase statt. Dieser
Phaseniibergang heift ,,deconfinement /confinement* Phaseniibergang.

Bis heute kennen wir kein eindeutiges Signal zur Identifizierung des QG-
Ps. Die Teilchen, die durch die vermuteten Prozesse im QGP produziert wer-
den, werden von dem gleichen Typ begleitet, die aus den Prozessen in der
hadronischen Phase entstehen. Es liegt die Schwierigkeit vor, aus den gemisch-
ten Mefldaten die Existenz des QGPs zu extrahieren. Es gibt einige zu er-
wartende Signale, wie z.B. eine erhdhte Dilepton-Produktion oder eine .J/-
Unterdriickung. Leider zeigen zur Zeit die Untersuchungen in diesen Richtun-
gen keinen klaren Beweis fiir die Existenz des QGPs. Wir miissen versuchen,
die Dynamik der Kollision und der moglichen Hadronisation detailliert zu ver-
stehen, da nur dies uns helfen kann, mégliche Signale, die im QGP und wihrend
der Hadronisation entstehen kénnen, aufzufinden.

Neben dem ,deconfinement/confinement” Phaseniibergang erwartet man
unter denselben Bedingungen in der Kollision, dafl wihrend des Sinkens der
Temperatur der chirale Phaseniibergang stattfinden wird. Der chirale Pha-
seniibergang ist ein Ubergang von einer Phase, in der die chirale Symmetrie
gewihrleistet ist, zu einer Phase, in der die chirale Symmetrie spontan gebro-
chen ist. Es wird spekuliert, daf} beide Phaseniibergénge bei nahezu gleicher
Temperatur T, =~ 150—190 M eV stattfinden. Es stellt sich unmittelbar die Fra-
ge nach méglichen experimentellen Signaturen des chiralen Phaseniibergangs.
Diese Signale konnten Informationen der fritheren Phase enthalten und die
spontane Brechung der chiralen Symmetrie verifizieren. Die Formation eines
sogenannten disorientierten chiralen Kondensats (DCC) ist ein solches Signal.
Bevor wir erldutern, was ein DCC ist, erkldren wir kurz, was man unter der
spontanen Brechung der Symmetrie versteht.

Nehmen wir ein bekanntes Beispiel, den Phaseniibergang eines Ferroma-
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Abbildung 1.1: Ein Bezirk in einem Ferromagneten bei niedriger Tempera-
tur(a) und bei hoher Temperatur(b). Jeder Pfeil zeigt die Spinrichtung des
Atoms.

gneten. Bei niedriger Temperatur kann man sich einen Ferromagneten als eine
Zusammensetzung von Bezirken mit unterschiedlicher Grofle vorstellen. In je-
dem Bezirk richten sich die Spins der Atome in einer festen Richtung aus. Abb.
1.1(a) stellt einen Bezirk dar. Die Ausrichtung der Spins entlang einer Richtung
bedeutet, dafl sich in diesem Fall das System in dem energetisch giinstigsten
Zustand, dem Grundzustand, befindet. Aus der Lagrange-Funktion des Sy-
stems kann man zeigen, dafl die Energie des Systems den niedrigsten Wert
einnimmt, wenn sich die Spins der Atome innerhalb des Bezirkes aufgrund der
Dipol-Dipol-Wechselwirkung in der gleichen Richtung orientieren. Die Auswahl
dieser Richtung ist aber willkiirlich. Das bedeutet, daf} die Lagrange-Funktion
invariant unter einer Rotation der kollektiven Spinrichung ist. Der Grundzu-
stand hingegen ist unter einer solchen Rotation nicht invariant, da er eine feste
Richtung auszeichnet. Folglich ist die Symmetrie, die man aus der Invarianz
der Lagrange-Funktion unter der obigen Transformation erwartet, wegen ei-
ner Auszeichung des Grundzustandes spontan gebrochen. Wir kénnen einen
Ordnungsparameter definieren, um diese Phase zu beschreiben. Im Fall des Fer-
romagneten ist der Ordnungsparameter die Magnetisierung M, die die Summe
aller magnetischen Momente der Atome im Bezirk darstellt. Solange |M| un-
gleich Null ist, ist die Symmetrie spontan gebrochen.

Steigt die Temperatur, so wird die Ausrichtung der Spins aufgrund der
thermischen Bewegung der Atome zusehends gestort. Ab der Uberschreitung
der kritischen Temperatur 7, (Curie Temperatur) verschwindet jegliche kollek-
tive Ausrichtung der Spins. Die Spins orientieren sich unabhéngig voneinander,
wie in Abb. 1.1(b) dargestellt. Der Ordnungsparameter M verschwindet, und
der Ferromagnet ist entmagnetisiert. In dieser Phase, wo keine Auszeichnung
der Spinrichtung vorliegt, ist die Rotationssymmetrie wiederhergestellt.
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Wir kénnen uns den chiralen Phaseniibergang in Analogie zum Phaseniiber-
gang des Ferromagneten vorstellen. Der entsprechende Ordnungsparameter
hier ist < ® >= (< 0 >,< @ >), der Erwartungswert des Sigma- und
Pion-Feldes. Bei der Null-Temperatur verschwindet der Erwartungswert des
Pion-Feldes. Das Sigma-Feld besitzt aber einen endlichen Erwartungswert,
< 0 ># 0. Wenn man sich das chirale Feld ® als einen Vierervektor in einem
vierdimensionalen Raum vorstellt, richtet es sich bei der Null-Temperatur in
der o-Richtung aus und zwar iiberall im Vakuum. Diese Situation ist dhnlich
wie der des Ferromagneten bei niedriger Temperatur, wie in Abb. 1.1(a) illu-
striert. Jeder Pfeil im Bezirk zeigt in die o-Richtung. Man bezeichnet einen sol-
chen Bezirk als ein chirales Kondensat. Es stellt den Grundzustand des chiralen
Feldes ® dar. Die chirale Symmetrie bedeutet, dafl die Lagrange-Funktion des
Feldes ® invariant unter einer Rotation von ® ist, wobei die Pion-Komponente
des Ordnungsparameters allerdings nicht verschwindet. Die chirale Symmetrie
ist somit wegen der Auszeichnung des Grundzustands spontan gebrochen. Es
wird erwartet, daf} bei hoher Temperatur die chirale Symmetrie wiederherge-
stellt werden kann. In dieser symmetrischen Phase verschwindet der chirale
Ordnungsparameter < o >=< 7 > = 0. Das chirale Feld besitzt keine be-
vorzugte Richtung mehr, wie in Abb. 1.1(b) illustriert. Da das chirale Feld
normalerweise rdumlich korreliert ist, kann man erwarten, dafl eine Doméne
aus der symmetrischen Phase entstehen kann, in der das Feld sich in einer an-
deren Richtung ausrichtet. Die Auswahlmdglichkeiten fiir diese Richtung sind
(fast) gleichwahrscheinlich im vierdimensionalen Raum verteilt. Daher wird
eine solche Doméne als ein ,,disoriented chiral condensate“ (DCC) bezeichnet.

Entsteht ein DCC in der spédteren Phase der Nukleonen-Nukleonen-Kollision,
wird es wihrend des vollziehenden Phaseniibergangs allmdhnlich zum Grund-
zustand relaxieren. Die kollektive Pion-Komponente des chiralen Feldes wird
immer schwiicher. Das bedeutet, dal ein DCC wéhrend des chiralen Pha-
seniibergangs in den Grundzustand zerfallen wird, wobei Pionen emittiert
werden. Theoretisch gesehen liegt eine eigenartige Verteilung des Verhéltni-
ses zwischen der Anzahl der neutralen Pionen und der Anzahl der gelade-
nen Pionen aus einer zerfallenden DCC-Doméne vor. Bei einer experimentel-
len Identifizierung dieser Verteilung kdnnte man auf das Vorhandensein einer
DCC-Formation zuriickschlielen. Es gibt zur Zeit zwei Experimente zur Un-
tersuchung der DCC-Formation. Beim Experiment WA98 am CERN benutzt
man den Pb-Tonen-Strahl mit 33 TeV von CERN-SPS. Das andere Experiment,
MiniMax, wird am Fermilab Tevatron Collider durchgefiihrt. Beide Gruppen
konnten bisher nicht das Signal der DCC-Formation eindeutig identifizieren.
Die Schwierigkeit liegt darin, dafl die Pionen, die im Detektor registriert wer-
den, nicht nur aus dem DCC-Zerfall (angenommen es hiitte ein DCC existiert)
kommen, sondern auch aus anderen Produktionsprozessen. Wenn die Pion-
Produktion aus dem DCC-Zerfall kein dominanter Prozef} ist, ist es ungleich
schwieriger, auf eine mogliche DCC-Formation zu schlieffen. Die bisherigen



experimentellen Ergebnisse zeigen, dafl diese Situation wohl vorliegt.

Zum Verstindnis der DCC-Formation sind einige quantitative Vorhersagen,
z.B. iiber die Grofle der DCC-Doméne, gefragt. Wenn man dies abschétzen
kann, dann weifl man ungefihr, wieviele Pionen emittiert werden konnen,
woraus man auf die Dominanz der Pion-Produktion bei dem DCC-Zerfall
schlielen kann. Auch die Verteilung der Anzahl der gesamten Pionen aus dem
DCC-Zerfall ist von Interesse. Wenn man diese Form kennt, dann kann man
abschétzen, wie oft eine grofle Doméne vorliegt. Obwohl diese Fragen zur Zeit
durch Experimente nicht beantwortet werden koénnen, lassen sich die inter-
essanten Groflen, wie die DCC-Doménengrofie oder die Verteilung der DCC-
Formation, durch einfache Modellrechnungen theoretisch untersuchen.

Die meisten theoretischen Szenarien zur Untersuchung der DCC-Formation
basieren auf einer (semi)klassischen Bewegungsgleichung des chiralen Feldes ®
im Rahmen des linearen o-Modells, welches ein effektives Modell zur Beschrei-
bung des chiralen Phaseniibergangs darstellt. Die friiheren Arbeiten richten
sich auf das qualitative Verstdndnis der DCC-Formation und auf die Abschétzung
der DCC-Doménengrofle. Im Rahmen dieser Arbeit konzentrieren wir uns auf
die Zeitentwicklung des Ordnungsparameters und auf die Statistik der Pionan-
zahl aus dem DCC-Zerfall. Wir benutzen ebenfalls das lineare o-Modell und
nehmen an, dafy der chirale Ordnungsparameter mit einem lokalen Warme-
bad thermisch wechselwirkt. Mit dieser Annahme kénnen wir die semiklassi-
sche Bewegungsgleichung des Ordnungsparameters in der thermischen O(4)
¢*-Theorie herleiten. Die hergeleitete Bewegungsgleichung ist eine stochasti-
sche Differentialgleichung vom Langevin-Typ. Unter einer Langevin-Gleichung
versteht man Bewegungsgleichungen dhnlich wie die zur effektiven Beschrei-
bung eines in einer Fliissigkeit suspendierten Brown’schen Teilchens. Mit ei-
nem von uns entwickelten Verfahren losen wir die Bewegungsgleichung des
Ordnungsparameters numerisch. Daraus kénnen wir die Pionanzahl zu einem
spateren Zeitpunkt erhalten, bei dem alle Pionen emittiert sind. Die stocha-
stische Eigenschaft dieses Modells ermoglicht uns, ein Ensemble unabhéngiger
Ereignisse (events) zu bekommen, mit dem wir eine statistische Aussage iiber
die Verteilung der Pionanzahl machen kénnen.

Neben der Aussage iiber die Verteilung der Pionanzahl als quantitati-
ve Untersuchung zur DCC-Formation beinhaltet die vorliegende Arbeit ein
eigenstindig entwickeltes Verfahren zum Losen verallgemeinerter Langevin-
Gleichungen. Dieses Verfahren erlaubt es, sogenanntes farbiges Rauschen zu
simulieren und ,, Gedéchtniseffekte zu untersuchen, so daf} es auch fiir andere
Arbeitsgebiete von Relevanz sein konnte.

In Kapitel 2 der Arbeit werden wir die Entstehung eines DCC néher erlautern,
die Strategie der Datenanalyse in den Experimenten kurz erwdhnen und das
lineare o-Modell vorstellen. Dariiberhinaus geben wir einen Riickblick auf die
theoretischen Modelle zur Untersuchung der DCC-Formation mit dem linearen



8 Kapitel 1. Einleitung

o-Modell. Wir werden in Kapitel 3 die Langevin-Gleichung und ihre verallge-
meinerte Form betrachten. Dabei entwickeln wir ein Verfahren, um das farbige
Rauschen zu simulieren und die Langevin-Gleichung zu losen. Wir werden
in Kapitel 4 die Bewegungsgleichung des chiralen Ordnungsparameters mit
dem linearen o-Modell herleiten. Diese Gleichung werden wir in Kapitel 5 mit
dem in Kapitel 3 entwickelten Verfahren l6sen. Wir stellen daraufthin unsere
erzielten Ergebnisse zur DCC-Formation kritisch den moglichen Signalen ge-
geniiber. Schliefflich geben wir eine kurze Zusammenfassung dieser Arbeit und
einen Ausblick.



Kapitel 2

Phinomen der disorientierten
chiralen Kondensate

2.1 Die chirale Symmetrie und eine intuitive
Vorstellung von DCC-Formation

Wie in der Einleitung bereits kurz erldutert, ist die DCC-Formation ein mit
der chiralen Symmetrie der QCD verbundenes Phianomen. Zunéchst geben wir
kurz eine mathematische Darstellung und ein anschauliches Bild der chiralen
Symmetrie. Detailliertere Ausfithrungen iiber die chirale Symmetrie kann man
in [W 96] finden.

Die chirale Symmetrie ist eine Symmetrie der QCD fiir Quarks. Im Fall, daf}
wir nur die zwei leichtesten Quarks, ,,up* und ,,down“ Quarks, betrachten, wird
die Lagrange-Funktion der zwei Quarks als £ = i) @ + ¢ma) geschrieben,
wobei ¢ = (u,d). m bezeichnet den Massentensor der Quarks. Die chirale
Symmetrie bedeutet, daf} die Lagrange-Funktion fiir masselose Quarks (m = 0)
invariant unter den folgenden Transformationen ist:

Ay w%e*i%OVw:(l—igOV)w
und Ay zb—>e*”5%0*‘¢2(1—i75%9/1)¢a

wobei 7 die Paulimatrix und v, die Gamma-Matrix ist. @ entspricht einem
Rotationswinkel. Die Transformationen Ay und A4 bezeichnet man als isovek-
torielle und isoaxialvektorielle Transformation. Die chirale Symmetrie gehért
zu der Symmetriegruppe SU(2)y x SU(2) 4. Der Massenterm bricht die Sym-
metrie unter A4 explizit. Da die Massen der u- und d-Quarks relativ klein im
Vergleich zu den Massen der Hadronen sind, ist die chirale Symmetrie unter
A 4 eine approximative Symmetrie.

Wenden wir die Transformationen Ay und A4 auf die Mesonen (Quark-

9
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strome), ) )
T = 1TV und o=y,

an, so erhalten wir:

Ay : m—=>mw+0yxm, o0—0 (2.1)
und Ay : wm—>mw+0u0, 0—>0—0,4 7. (2.2)

Die Transformation (2.1) entspricht offensichtlich einer Isospinrotation. Da es
bekannt ist, dafl in der starken Wechselwirkung der Isospinstrom eine Erhal-
tungsgrofe ist, liegt eine Symmetrie unter Ay vor. Die Transformation (2.2)
deutet an, daB 7 und o sich zueinander rotieren. Unter der Annahme, daf}
die Lagrange-Funktion der Mesonen invariant unter A, ist, wiirde man sich
ein Potential, wie in Abb. 2.1(a) skizziert, vorstellen. Somit wiirden das Pion-
und Sigma-Meson die gleiche Masse besitzen, was aber in der Natur nicht der
Fall ist. Bei niedriger Temperatur ist m, ~ 600 MeV und m, = 140 MeV.
Auf der anderen Seite erwartet man wegen der approximativen Erhaltung des
Axialstroms, dafl die Lagrange-Funktion invariant unter A4 sein muf}, wenn
der Tsospinor der massenlosen Quarks ist.

Das Problem 148t sich durch folgende Idee l6sen: Die chirale Symmetrie

unter A, ist spontan gebrochen. Dies verstehen wir am leichtesten anhand von
Abb. 2.1(b). Die Position der kleinen Kugel in dem Tal des Potentials zeichnet

Abbildung 2.1: Das Potential der Mesonen in der symmetrischen Phase(a)
und der spontan gebrochenen Phase(b). (c) zeigt eine explizite Brechung der
chiralen Symmetrie.

den Grundzustand aus, der auf der o-Achse liegt. Die spontane Brechung der
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Symmetrie bedeutet, dafl zwar das Potential invariant unter der Rotation um
die chirale Z-Achse ist, der Grundzustand aber nicht. (Die Rotation um die
Z-Achse représentiert die Transformation A4.) Die Symmetrie ist gebrochen
durch die Auszeichnung des Grundzustandes. Da das Rollen der Kugel im
Tal keine Energie kostet, identifiziert man das Pion mit einem massenlosen
Goldstone Boson. Dagegen muf} bei der Anregung in der o-Richtung um den
Grundzustand offensichtlich Energie zugefiigt werden. Folglich ist die Masse
des o-Mesons viel schwerer.

Wegen den kleinen aber nicht verschwindenden Quarkmassen ist die chirale
Symmetrie unter A4 explizit aber schwach gebrochen. Die explizite Brechung
der chiralen Symmetrie a8t sich, wie in Abb. 2.1(c) dargestellt, durch eine
Neigung des Potentials in der o-Richtung illustrieren, so daf§ der Grundzustand
eindeutig wird und das Pion eine sehr kleine Masse erfiahrt.

Es wird nun erwartet, dafl bei sehr hoher Temperatur die chirale Symme-
trie nicht mehr spontan gebrochen ist. Diese Phase bezeichnen wir dann als
die symmetrische Phase, da die chirale Symmetrie wiederhergestellt ist. Das
Potential dieser Phase ist in Abb. 2.1(a) dargestellt. Die Massen des Pion- und
Sigma-Mesons sind gleich grof.

In einer Schwerionenkollision erwartet man eine sehr heifle und baryonarme
Region, in der die chirale Symmetrie wiederhergestellt wird. Der energetisch
giinstigste Zustand liegt in dieser Phase bei (6=0, w=0), wo der Ordnungspa-
rameter an der in Abb. 2.1(a) skizzierten Stelle sitzt. Aufgrund der Expansion
sinkt im weiteren die Temperatur. Bei einer kritischen Temperatur wird der
chirale Phaseniibergang stattfinden. Der chirale Ordnungsparameter, die Er-
wartungswerte der Felder (o, 7r), wird zu einem neuen energetisch giinstigsten
Zustand, der auf der o-Richtung liegt, wandern, da das Potential an der Po-
sition (0=0, w=0) ein lokales Maximum ausgebildet hat. Im Prinzip ist hier
jede ,Laufbahn“ des Ordnungsparameters denkbar. Aufgrund der expliziten
Brechung der Symmetrie wird der chirale Ordnungsparameter im Tal um den
Grundzustand (o, 0) oszillieren. Daher haben wir in Endstadium ein oszillie-
rendes, kohérentes Pion-Feld. Bei der Oszillation &ndert sich nur der Betrag
des Feldes |m|. Die Richtung von 7 dndert sich nicht. Diese Situation kann
man sich wie in Abb. 2.2 skizziert vorstellen. Das Pion-Feld oszilliert um den
Nullpunkt entlang einer festen Linie.

Falls ein DCC in der symmetrischen Phase entsteht, dann haben wir jetzt
eine kollektive Oszillation des Pion-Feldes innerhalb der DCC-Doméne. Die
Doménengréfie wird mit der Expansion anwachsen, bis der Zeitpunkt des
nfreeze-out® erreicht wird. Dann werden die langwelligen Pionen wéhrend des
DCC-Zerfalls emittiert. Folglich verliert das Pion-Feld Energie, und die Os-
zillation des Pion-Feldes wird immer schwicher. Wenn das Pion-Feld vollig
gedampft ist, bleibt der chirale Ordnungsparameter im Grundzustand (o, 0),
der das Vakuum auszeichnet.
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T[l
Abbildung 2.2: Die Osrzillation des Pion-Feldes im Isospinraum

Eine Alternative der Vorstellung der DCC-Produktion, das ,,Baked-Alaska“
Szenario, wurde von Bjorken, Kowalski and Taylor [BKT 93] vorgeschlagen. Sie
haben den folgenden Produktionsmechanismus angenommen: In der Hadron-
Hadron-Kollision entsteht eine heifle Region, die von einer diinnen Schale ha-
dronischer Materie umgeben ist. Die Schale expandiert mit Lichtgeschwindig-
keit, und die Relaxation der inneren Region zu dem dufleren Vakuum entspricht
der Formation eines DCC.

Wenn die Anzahl der Pionen aus dem DCC-Zerfall relativ grofy im Vergleich
zum Hintergrund ist, sollte es moglich sein, das Signal in Kollisionsexperimen-
ten zu beobachten. Im n#chsten Abschnitt werden wir zeigen, welches Signal
erwartet wird, sofern die Pionen aus dem DCC-Zerfall identifiziert werden
kénnen.

2.2 Das Signal

Stellen wir uns eine ideale DCC-Doméne vor, in der das Pion-Feld entlang
einer festen Richtung oszilliert, wie in Abb. 2.2 dargestellt. Die reellen Felder
m, Mo und 73 lassen sich in Kugelkoordinaten ausdriicken:

m = || sinf cosp, o = |mw|sinfsinp, w3 = |mw|cosh .

Da die Anzahl der Pionen proportional zum Quadrat der Feldstarke ist, d.h.

2 2
Nrg ~ T3 UNd Mg, +ng_ ~ (M +m2)°,

ist das Verhéltnis der Anzahl der neutralen Pionen zu den gesamten Pionen,

2
nﬂo 7T3

2
= = = cos“0,
/ Mo + Ny (M1 +m2)%2 + 73

nur vom Winkel # abhéingig. Daher hingt die Verteilung von f, p(f), von der

Form von p(f) ab:

p(f) = 2p(6) ‘j—? . (23)
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Der Faktor 2 deutet an, daf fiir # und m — 6 das Verhiltnis f den gleichen
Wert hat.

Wir fragen nach der Verteilung p(f). Wenn wir annehmen, daf} jede Rich-
tung im Isospinraum gleichwahrscheinlich ist, folgt, dafl

1
p(Q)dQ = —d2, (2.4)

wobei d2 = sinfdfdp, () also den Raumwinkel darstellt. Durch die Integration
von (2.4) iiber ¢ erhalten wir die Verteilung p(#):

2w 1
p(f) = /0 p(Q) sind dp = 5 sing. (2.5)

Setzt man (2.5) in (2.3) ein, so ergibt sich

. 1 1
"~ 2lcost| 2

Die Verteilung (2.6) ist in Abb. 2.3 mit der gepunkteten Linie dargestellt.
Diese eigenartige Verteilung unterscheidet sich grundsétzlich von der auf dem

p(f) (2.6)

3 T T T T

P

0 | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
f

Abbildung 2.3: Die Verteilung p(f). Die gepunktete Linie entspricht der Funk-
tion 1/2v/f. Im Vergleich dazu stellt die durchgezogene Linie eine Binomial-
verteilung mit gewisser Breite dar.

Mittelwert % zentrierten Binomialverteilung (durchgezogene Linie in Abb. 2.3),
die wir fiir den unkorrelierten Fall erwarten wiirden, also fiir eine voneinander
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unabhéngige Emission der drei Pionsorten. Deshalb stellt die Verteilung (2.3)
die Asymmetrie der Isospin-Verteilung der Pionen dar.

Die Verteilung (2.6) wurde in vielen Arbeiten diskutiert. Man vermutet, daf
die eigenartigen Ereignissen, ,,Centauros“ [LFH 80], die bei den Untersuchun-
gen der kosmischen Strahlung experimentell gefunden worden sind, mit einer
DCC-Formation zusammenhéngt. Centauros sind Ereignisse, in denen viele
geladene Hadronen, aber sehr wenige Photonen (Ein neutrales Pion zerfillt in
zwei Photonen.) registriert werden.

2.3 Das Experiment

Wie schon in der Einleitung erwihnt, gibt es zur Zeit zwei Experimente zur Er-
forschung einer moglichen DCC-Formation. Bei dem WA98 Experiment [N 97]
am CERN-SPS benutzt man den Pb-Strahl mit einer Energie von 158 GeV
pro Nukleon. Im Experiment MiniMax [BB 96] am Fermilab verwendet man
Proton-Antiproton-Kollisionen im Tevatron. Die Anzahl der Photonen, die teil-
weise durch den Zerfall der neutralen Pionen entstehen, und die Anzahl der
geladenen Teilchen werden hier auf einer ,event-by-event“ Basis analysiert.
Aus den Analysen beider Gruppen ist kein klarer Beweis fiir das Signal (2.6)
zu erkennen. Die experimentelle Schwierigkeit wurde bereits in der Einleitung
erwiahnt. Folgende Strategien der Datenanalyse wurden angegangen.

1. ,,Global Event Characteristics“ [N 97]

Diese Methode ist geeignet fiir die Untersuchung der Formation einer einzi-
gen DCC-Doméne, die vermutlich in einer zentralen Kollision entstehen kann.
In Abb. 2.4 ist links das Verhéltnis zwischen der Anzahl der Photonen und der
Anzahl der geladenen Teilchen aus zentralen Kollisionen in WA98 dargestellt.
Das rechte Bild in Abb. 2.4 zeigt eine Monte Carlo Simulation mit der An-
nahme, dafl 0% oder 60% der Pionen aus dem DCC-Zerfall emittiert worden
sind. Die festgelegten Linien in beiden Bildern deuten an, dafl Events iiber
den Linien als Kandidaten mit dominanter Pionemission aus DCC angesehen
werden konnen. In den in Abb. 2.4 links dargestellten experimentellen Daten
ersieht man nur einen mdoglichen Kandidaten.

2. ,Normalized Factorial Moments Analysis“

Diese Methode der Datenanalyse wurde von der MiniMax Kollaboration
benutzt [BB 96]. Die Beobachtungsgrofie ist das Verhéltnis der Momente F':

Fia
Fii10
mit F.— <Nch(Nch—1)---(Nch—i+1)N7(N7f1)---(N7—z‘+1) >
" < Ny >P< N, >i

Man erhilt r;; = 1 fiir den 0% DCC-Beitrag und r;; = 1/(i+1) fiir den 100%

rig =
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Abbildung 2.4: WA98-Datenanalyse [N 97]. (a)Das Verhiltnis zwischen der
Anzahl der Photonen und der Anzahl der geladenen Teilchen aus den Daten aus
zentralen Kollisionen in WA98. (b)Monte Carlo Simulation mit 0% und 60%
DCC-Beitrag. Die geraden Linien stellen ein Kriterium fiir die Bestimmung
moglicher DCC-Kandidaten dar.

DCC-Beitrag. Die experimentellen Daten liefern Werte um Eins.
3. ,Wavelet Analyse“ [N 97]

Es gibt noch eine weitere Methode, ,, Wavelet Analyse“ [HSTW 96], die von
der WA98 Kollaboration angewandet wurde. Man berechnet in dieser Methode
den Mutter-Funktion-Koeffizient oder den Vater-Funktion-Koeffizient sowohl
mit den realen Daten als auch mit den simulierten Daten und vergleicht die
beiden Koeffizienten miteinander. Diese Untersuchungen sind zur Zeit noch
nicht abgeschlossen.

2.4 Das Modell

In den vorherigen Abschnitten haben wir die Vorstellung der DCC-Formation
in Schwerionenkollisionen und Hadron-Hadron-Kollisionen und das erwartete
Signal vorgestellt. Aus experimenteller Sicht haben wir wenige Mefigréflen zur
Verfiigung. Was konnen wir vom theoretischen Standpunkt aus tun, um die
intuitive Vorstellung der DCC-Formation zu ,realisieren“? Da das nichtper-
turbative Verhalten der QCD noch weitgehend unverstanden ist, entfillt eine
direkte Untersuchung auf dieser Basis. Wir benétigen ein einfaches Modell, das
den chiralen Phaseniibergang beschreiben kann. Das lineare o-Modell ist ein
solches Modell.
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2.4.1 Das lineare o-Modell

Das lineare o-Modell wurde zuerst als ein Modell zur Beschreibung der Pion-
Nukleon Wechselwirkung niedriger Energie von Gell-Mann und Lévy [GML 60]
vorgeschlagen. Es eignet sich dariiberhinaus aber auch als ein effektives Modell
zur Untersuchung des chiralen Phaseniibergangs.

In dem linearen o-Modell wird das skalare Sigma-Feld mit dem vektoriellen
Pion-Feld zu ® =(o, m) verkniipft. Die Lagrange-Funktion fiir ® im linearen
o-Modell lautet:

1
L=30,0,0"0" = V(@)

mit  V(®) = %(@aqw —v%)? — Hd,,

wobei @, = o. Das Potential V(@) ist als ,Mexican-hat* Potential bekannt.
Die Gestalt des Potentials entspricht der in Abb. 2.1(b) skizzierten. Der Term
H®y modelliert die explizite Brechung der chiralen Symmetrie, so daf} das
Potential auf der o-Richtung ein einziges Minimum besitzt. Das Minimum
liegt bei (fr,0), wobei f, die Zerfallskonstante des Pions ist. Die Parameter
A, v? und H sind mit f, und den Massen der Mesonen verbunden:

ov
0= >~ = AMalfz =v*) - H
80' Grundzustand
mﬂ_ = —2 = —
87ri Grundzustand f“
0*Vv H
mg = —2 = 2)\f72 + —
do Grundzustand T
Daraus folgt, daf3
my —mz m
)\:T; v2:f§—7, H:fwmi-

Falls wir annehmen, dafl m, = 140 MeV, m, = 600 MeV und f, = 92 MeV,
dann erhalten wir fiir die drei Parameter die folgenden Werte:

A=20.1, v? = (86.54 MeV)?, H = (121.72 MeV)3.

Aus dem Variationsprinzip erhalten wir in bekannter Weise die klassische
Bewegungsgleichung fiir ® :

O0® + \(®* —v?)® = Ho, (2.7)

wobei 6 = (1,0) und somit in die o-Richtung zeigt. Die Bewegungsgleichung
(2.7) ist eine Differentialgleichung zweiter Ordnung. Sie kann eindeutig geldst
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werden, wenn die Anfangsbedingungen ®(¢ = 0) und %(t = 0) an jedem
Raumpunkt vorgegeben werden.

Mittels der sogenannten Hartree-Approximation in der Bewegungsgleichung
(2.7) werden wir die statistischen Eigenschaften des linearen o-Modells disku-
tieren und uns iiberzeugen, dafl das Modell einen chiralen Phaseniibergang bei
endlichen Temperaturen beschreibt.

2.4.2 Die Hartree-Approximation

Wir separieren das Feld @ in ein mittleres Feld (,,mean-field“) und einen Fluk-
tuationsterm:

®(r,t) = ¢(t) + 0p(r, 1) .

Der ,mean-field* Term ist definiert als das Raummittel von ®(r,¢):

b(t) = < B(r, ) >— %/d?’r B(r, 1),

so dafl < d¢p(r,t) >= 0. Wir identifizieren ¢(t) := (09, 7o) mit dem chiralen
Ordnungsparameter und d¢(r,t) mit den Quasiteilchen.
Fiithren wir die Raummittelung von (2.7) durch, so erhalten wir

b+ Np*+ < 6¢* > +2 < 667 > —v?| ¢ = Ho, (2.8)

wobei ¢ das zu ¢ parallel orientierte o-dhnliche Quasiteilchen darstellt. Das
7zu ¢ senkrecht orientierte mw-dhnliche Quasiteilchen wird als d¢p, bezeichnet.
Folglich ist < d¢p* >=< 5¢ﬁ > +3 < §¢2 >. Subtrahieren wir (2.8) von (2.7),
so erhalten wir die folgenden approximativen Bewegungsgleichungen fiir die
Quasiteilchen:

(O+pf)o¢y =0,  (O+p1)dp, =0, (2.9)
wobei uﬁ = A3’ + < 6¢p” > +2 < 5¢ﬁ > —v?),
12 = M@+ < 6¢* > +2 < §¢2 > —v?).

pp und gy stellen die effektiven Massen der Quasiteilchen dar. Bei der Herlei-
tung von (2.9) haben wir die folgenden Ndherungen angewendet:

(SQSZ 6d)] — < (SQSZ 6d)] >
und 5¢z 5¢] 5¢k — < 5¢2 (5¢] > 5¢k + < 5¢] 5¢k > (5¢Z+ < 5¢k 5¢Z > 5¢] .

Im Hinblick auf (2.8) befindet sich ¢ in einem effektiven Potential

Verr(@) := % (p*+ < 09> > +2 < 6¢ﬁ > —v?)? — Heyg . (2.10)
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Falls die rdumliche Ausdehnung V'/3 viel grofer als die Korrelationslinge des
Feldes @ im thermischen Gleichgewicht mit der Temperatur 7' ist, kénnen
wir die Raummittelung < d¢? > durch die Ensemblemittelung < §¢* >g
ersetzen. Diese stellt die thermische Fluktuation des Feldes ® dar und ist von
der Temperatur abhéngig ist: Je hoher die Temperatur ist, desto grofler ist
die Fluktuation. Falls die Fluktuation grof ist, so daB < §¢* > +2 < 6d)ﬁ >
—v? > 0, befindet sich das System in der symmetrischen Phase. Dagegen
befindet sich das System in der spontan gebrochenen Phase, falls bei einer
niedrigen Temperatur < d¢? > +2 < 0¢f > —v? < 0 ist. In Abb. 2.5 ist das
effektive Potential bei drei verschiedenen Temperaturen T'=T,, T = T,./3 und
T = 0 schematisch illustriert, wobei T, die Ubergangstemperatur darstellt. (Die
genaue Form des effektiven Potentials in Abhéngigkeit von der Temperatur ist
in [R 97] angegeben.)

150

V ((P)

100 |

50 k

Abbildung 2.5: Das effektive Potential V,;; bei verschiedenen Temperaturen

Das Minimum des effektiven Potentials bei einer Temperatur 7" wird sowohl
von ¢ als auch von ® mit groBerer Wahrscheinlichkeit besetzt als die ande-
ren Stellen. Die wichtige Frage, in welcher Phase (symmetrisch oder spontan
gebrochen) das System vorliegt, ist, wie aus dem effektiven Potential V. /()
(2.10) ersichtlich, allein durch den Beitrag der Fluktuation < d¢* > bestimmt.

Die statistischen Eigenschaften des linearen o-Modells wurden von Randrup
[R 97] untersucht. In Abb. 2.6 ist die Lage des Minimums von V., in Abhéngig-
keit der Temperatur dargestellt. Die Rechnung wurde mittels eines kubischen
Gitters mit verschiedener Seitenlinge L = 5fm, 8 fm und — oo durchgefiihrt.
Die offenen Kreise stellen die Rechenwerte fiir H = 0 dar. Abb. 2.6 gibt uns
eine qualitative Vorstellung fiir das Verhalten von ¢ im thermischen Gleichge-
wicht. Bei hoher Temperatur fluktuiert das Feld ¢ stark um (o ~ 0, 0) und
bei niedriger Temperatur schwach um (o &~ f;, 0) fiir ein endliches Volumen.
Bei der Nulltemperatur verschwindet die Fluktuation und das Feld ¢ befindet
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Abbildung 2.6: Die am wahrscheinlichsten besetzte Feldkonfiguration ¢, =
(00,0) im thermischen Gleichgewicht der Temperatur 7. Die Rechnung wurde
mittels eines kubischen Gitters mit dem Volumen V' = L* durchgefiihrt [R 97].
Die offenen Kreise stellen die Werte fiir H = 0 dar. Die Halbwertsbreite der
Verteilung von ¢, ist fiir den Fall L = 5 fm angezeigt.

sich im Vakuum (f;, 0).

2.5 Szenarien zur Modellierung der DCC-Formation
mit dem linearen oc-Modell

Gemaf der intuitiven Vorstellung der DCC-Produktion in Abschnitt 2.1 erken-
nen wir, daf} der ,,roll down* Mechanismus fiir die DCC-Produktion entschei-
dend ist. Rajagopal und Wilczek [RW 93] haben gezeigt, dafi wihrend eines
Phaseniibergangs im thermischen Gleichgewicht durch sehr langsame Kiihlung
kein DCC produziert werden kann. Die DCC-Produktion ist ein reines Nicht-
gleichgewichtphdnomen. Die Nichtgleichgewichtdynamik des ,roll down“ Me-
chanismus muf} in der theoretischen Berechnung miteinbezogen werden.

Auf der anderen Seite bietet das lineare o-Modell nur Spielraum fiir die
Auswahl der Anfangsbedingungen. Solange die Anfangsbedingungen festgelegt
sind, ist die Entwicklung von @ durch die Bewegungsgleichung (2.7) eindeu-
tig bestimmt. Das bedeutet, dafl die Anfangsbedingungen die Nichtgleichge-
wichtdynamik reprisentieren miissen. Dies fiihrt zu dem sogenannten ,,quench*
Szenario.
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2.5.1 Das ,,quench“ Szenario

In diesem Szenario von Rajagopal und Wilczek [RW 93] wurde die klassi-
sche Bewegungsgleichung (2.7) auf einem dreidimensionalen kubischen Git-
ter mit der Grofe (64a)® numerisch geldst. Der Gitterabstand betrug a =
(200 Mev)™' =1 fm. Die Anfangsbedingungen an jedem Gitterpunkt werden
durch Gauflverteilungen fiir ® und $ mit < ® >= < ® >=0 und < > >=

“7;2, < &’ >= v? unabhiingig voneinander ermittelt. Der Gitterabstand a stellt
daher die Anfangskorrelationsléinge des Feldes ® dar.

Da das Feld ® am Anfang um Null gewihlt wird, ist < ®2 > gleich der An-
fangsfluktuation < 6¢* >. Diese kleine Anfangsfluktuation deutet an, daf das
System sich in einer spontan gebrochenen Phase bei einer niedrigen Tempera-
tur befindet. Wir konnen die Auswahl der Anfangsbedingungen des ,,quench*
Szenarios wie folgt verstehen: Die Anfangstemperatur ist sehr hoch, so daf} sich
das System am Anfang in der symmetrischen Phase befindet. Deswegen zen-
triert sich das Feld um Null. Durch ein sehr schnelles ,,quenching® (spontane
Abkiihlung) sinkt die Temperatur plotzlich (ad hoc) auf einen kleinen Wert,
der sich in einer kleinen Fluktuation widerspiegelt. Nun befindet sich das Feld
an einer instabilen Stelle. Das Feld wird nach unten zu dem neu generierten
Minimum des effektiven Potentials rollen.

Wir betrachten die Bewegungsgleichung des Ordnungsparameters (2.8) fiir
o

fto = —pg o (2.11)
mit  pd = A (P°+ < 6¢” > +2 < 5¢ﬁ > —v?) .

Unter der ,quench* Bedingung ist p2 negativ. Folglich wiichst 7wy exponentiell
an, bis ¢* und < d¢* > so groB sind, dal 2 wieder positiv ist. 7w, bezeichnet
die Null-Mode in der Fourier-Entwicklung von 7r. Die approximative Gleichung
fiir die k-Moden kénnen wir durch die Fourier-Transformation von (2.9) erhal-
ten:

e = —Jup T (2.12)
mit g =k 4+ X (' < 3¢ > +2 < 6 > —v?).

Unter der ,,quench® Bedingung wird auch 4} fiir k < k. negativ, wobei pf_ = 0.

Die obige Analyse mit der Hartree-Approximation zeigt uns, daf} die lang-
welligen Moden von 7 unter der ,,quench“ Bedingung instabil sind. Sie kénnen
wahrend der ,,roll down® Periode kurzzeitig exponentiell anwachsen. Die kurz-
welligen Moden sind dagegen stabil und schwingen mit nahezu konstanter Am-
plitude. Mit dieser Folgerung kénnen wir die Ergebnisse von Rajagopal und
Wilczek, d.h. die Zeitentwicklungen in der Stirke der Pionen P(k,t) fiir ver-
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Abbildung 2.7: Die Zeitentwicklungen der Stérke der Pionen P(k,t) [RW 93]
fiir einige Pion-Moden nach dem ,,quenching“ bei ¢t = 0. Die Kurven (von oben
nach unten) entsprechen ka = 0.20, 0.26, 0.31, 0.37, 0.48, 0.60, 0.71, 0.94,
1.16, 1.39 und 1.84, wobei a = (200 MeV)~!

schiedene Moden, qualitativ verstehen. P(k,t) ist definiert als

P(k, ‘/d?’r ™ Zkr = > Vmem . (2.13)
|k\ WV k|=k

In Abb. 2.7 ist P(k,t) fiir verschiedene k dargestellt. Wir erkennen aus Abb.
2.7, daB3 die langwelligen Moden temporir stark anwachsen. Obwohl die ,,quench*
Bedingung eine recht drastische Annahme darstellt, und wahrscheinlich in der
Wirklichkeit nicht realisiert wird, bringt die numerische Rechnung im ,,quench*
Szenario eine qualitative Erkenntnis {iber die Entwicklung der chiralen Felder:
Die langwelligen Pion-Moden sind instabil und wachsen an.

Die Grofle der DCC-Doméne ist eine wichtige Grofie. Nur eine grofie Doméine
ist von experimentellem Interesse, da sie eine grole Anzahl von Pionen emittie-
ren kann. Das Anwachsen der langwelligen Pion-Moden im ,,quench® Szenario
bedeutet qualitativ ein Anwachsen der DCC-Doméne. Um die Doménengrofie
zu charakterisieren, verwenden viele Autoren die Korrelationsléinge von 7t mit-
tels einer Korrelationsfunktion, die man wie folgt definiert:

O(x,1) == < m(x,) 7(0,1) > /d3y7rx+y,) (y,1),

wobei < --- > eine Raummittlung bedeutet. Die Korrelationsldnge wird hier-
bei als mittlere Gréfle der DCC-Doméne interpretiert. Gavin, Gocksch und
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Pisarski [GGP 94] haben die Korrelationsldnge von 7 zu einem spéteren Zeit-
punkt unter der ,,quench“ Bedingung berechnet. Sie erhielten einen sehr kleinen
Wert, ~ 2 fm.

Rajagopal kritisierte, daf} die Korrelationslénge von 7 in der Nichtgleich-
gewichtphysik wenig Bedeutung habe [RW 93], da keine eigentliche charakte-
ristische Lingenskala fiir alle Moden vorliegt. Wir werden an spéterer Stelle
zur Quantisierung der ,,Grofle“ eines DCCs die gesamte Anzahl der aus dem
DCC emittierten Pionen betrachten.

2.5.2 Expansion und Anfangsbedingung

In einer Schwerionenkollision expandiert das System mit nahezu Lichtgeschwin-
digkeit. Durch die Expansion wird das Feld & geddmpft. Folglich sinken die
Fluktuationen < d¢* > (wie auch die Temperatur). Falls die Expansion so
schnell ablduft, daBl der Ordnungsparameter ¢ nicht gleich schnell reagieren
kann und immer noch um den zu héherer Temperatur geh6rigen Wert zentriert
ist, kann Instabilitét fiir die langwelligen Pion-Moden hergestellt werden.

Nach Bjorken’s Idee der ,,boost“ invarianten longitudinalen Expansion [B 83]
konnen wir die Gleichung (2.7) in neue Koordinaten (z,y, 7, 7) transformieren,
wobei 7 = /12 — 22 die Eigenzeit und n = 1 In®2 die Rapiditét ist. Wir er-

t—z

halten die neue Bewegungsgleichung durch die folgende Substitution in (2.7):
l@Q 0? ] l 9% 10 1 0?
_>

otz 022

o T Tor Por

Mit der Annahme, daf§ das Feld ®(x,y,7,7) von n unabhingig ist, 16sten
Asakawa, Huang und Wang [AHW 95] ®(x, y, 7) auf einem zweidimensionalen
Gitter. Die zu l6sende Bewegungsgleichung lautet:
02 10 0? 0? 9 5 .
[ﬁ+;5_@_8—y2]¢+A(¢ — U )@—HO’.

Die Anfangseigenzeit wurde mit 75 = 1 fm angesetzt. Die Anfangsbedingungen
an jedem Gitterpunkt werden wie folgt gew#hlt: AuBerhalb eines Kreises mit
dem Radius 5 fm ist Vakuum. Innerhalb des Kreises werden die Anfangsbe-
dingungen dhnlich wie bei dem ,quench* Szenario festgelegt. Der Unterschied
zu dem ,quench“ Szenario ist der Gitterabstand a = 0.25 fm, der kleiner als
die Anfangskorrelationslénge [ = 0.5 fm ist. Aus der numerischen Rechnung
fanden die Autoren, dafl die Korrelationslinge zu einem spéteren Zeitpunkt
7 = 7 fm ungefidhr 2.5 fm betrigt. Das bedeutet, daf§ unter der eindimensio-
nalen Expansion keine grofe DCC-Domiine produziert werden kann. Ahnliche
Rechnungen mit der Beriicksichtigung der Abhéngigkeit von der Rapiditit n
wurden von Blaizot und Krzywicki [BK 94], Cooper [CKMP 95] und Lampert
[LDC 96] durchgefiihrt.
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Gavin und Miiller [GM 94] haben eine dreidimensionale Expansion ange-
nommen. Sie betrachteten die Bewegung des Ordnungsparameters ¢, der nur
von der Eigenzeit 7 = /1?2 — r? abhéngt. Die Bewegungsgleichung fiir ¢ ist:

—+;—>¢+)\(¢2+<5¢2>+2<5¢2|>—v2):H6.

Die Fluktuation in der obigen Gleichung wird so modelliert, daf} sie mit der
Zeit sinkt:

2
<O > 42 < 6 >~ ev? <E> ,
-

wobei € als eine Konstante in der Grofienordnung 1 angesetzt wurde [GM 94].
Dieses Szenario, auch ,,annealing“ Szenario genannt, unterscheidet sich grundsétz-
lich von dem ,,quench“ Szenario. Im ,,annealing® Szenario werden die Anfangs-
bedingungen sowohl fiir ¢ und ¢ als auch fiir die Fluktuation im thermischen
Gleichgewicht der symmetrischen Phase gewihlt. Durch die starke Expansion
sinkt die Fluktuation (Temperatur). Die Symmetrie wird spontan gebrochen.
Da die Geschwindigkeit der Expansion viel grofler als die Geschwindigkeit des
,roll down® ist, kommt es zu einer Instabilitit der langwelligen Moden. Das
Feld 7y wéchst in der ,,roll down* Periode exponentiell an. Da diese ,,roll down*
Periode grofler als die im ,,quench“ Szenario ist, spekulierten Gavin und Miiller,
daf} eine grofle DCC-Domine mit einer Korrelationslidnge von ungefahr 7 fm
produziert werden kann.

In [AHW 95] haben Asakawa, Huang und Wang auch die Rechung mit den
Anfangsbedingungen des ,,annealing® Szenarios durchgefiihrt (eindimensionale
Expansion ohne Modellierung der Fluktuation). Sie fanden, daf} ,annealing“
zu einer kleineren Doménengrofie fiihrte als ,,quenching“. Sie demonstrierten
ferner, daf} eine ,,quench“ Bedingung nicht durch ein ,,annealing* Szenario bei
sehr hoher Temperatur effektiv erhalten werden kann. Der tiefere Grund dafiir
ist die Eigenschaft der starken Kopplung des linearen o-Modells (A = 20). In
dem Regime der starken Kopplung ist die Zeit der Wechselwirkung zwischen
dem Ordnungsparameter und den Quasiteilchen sehr kurz (zumindestens in der
eindimensionalen Expansion). Folglich existiert die Instabilitit nur fiir kurze
Zeit.

Eine dreidimensionale Gitterrechnung wurde von Randrup [R 97] durch-
gefiihrt, wobei er der Gleichung (2.7) eine Pseudo-Expansion 2 §,® hinzufiigte:

D
D<I>+78t‘1>+)\(<1>2—02)<1> = Hé . (2.14)

Damit konnen die verschiedenen Expansions-Szenarien simuliert werden: D =
1 fiir longitudinale, D = 2 fiir transversale und D = 3 fiir isotrope Expansi-
on. Die Berechnung startet bei ¢, = 1 fm. Die Anfangsbedingungen an jedem
Gitterpunkt werden nach der Methode von Randrup [R 97] im thermischen
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Abbildung 2.8: Die dynamischen Verldufe fiir verschiedene FExpansions-
Szenarien [R 97]. Als Anfangstemperatur wurde Ty, = 400 MeV gewéhlt. Das
Zeitintervall zwischen den nachfolgenden Symbolen auf den Linien betrigt
At = 0.2 fm/c. Die schattierte Fliche stellt die instabile Region dar, in der z2
negativ ist.

Gleichgewicht gewéhlt. (Eine dhnliche Methode fiir die Auswahl der Anfangs-
bedingungen im thermischen Gleichgewicht ist auch von Csernai [MCL 98|
entwickelt worden.) In Abb. 2.8 sind der Ordnungsparameter in o-Richtung
und die Wurzel der Fluktuation zu verschiedenen Zeitpunkten fiir verschiedene
Expansions-Szenarien dargestellt. Die Anfangstemperatur wurde mit Ty = 400
MeV angesetzt. Die schattierte Fliche ist die instabile Region, in der 2 ne-
gativ ist. Die gepunktete Linie (ohne Markierung) zeigt den Verlauf mit sehr
langsamer Expansion. In Abb. 2.8 ist deutlich zu erkennen, daf in der (D = 1)-
Expansion kaum Instabilitit erreicht wird und eine (D = 3)-Expansion zu
einem deutlichen Eindringen in die instabile Region fiihrt. Folglich kann eine
grole DCC-Doméne durch eine schnelle Expansion produziert werden.

In Abb. 2.9 ist die Stérke der Pion-Moden, welche in [R 97] anders definiert
als in (2.13),

Pk ~ Z u)]%|ﬂ'k|2,
|k|=Fk

als eine Funktion der kinetischen Energie des Pions, wy — my, wobei w} =
k* + m3, zu einem spiiteren Zeitpunkt dargestellt. Das starke Anwachsen der
langwelligen Pion-Moden in der (D = 3)-Expansion ist deutlich zu sehen. Dies
folgt aus der Tatsache, dafl nur die langwelligen Moden wéhrend der ,roll
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Abbildung 2.9: Das ,Stérke-Spektrum* der Pionen Py(FE}) fiir verschiedene
Expansions-Szenarien [R 97].

down*“ Periode instabil sind. Das ,,Stirke-Spektrum® der Pionen liefert ein
weiteres Signal fiir eine mogliche DCC-Formation.

Durch 100 Rechnungen mit unabhéngigen Anfangskonfigurationen wurde

die Verteilung des Bruchteils f = —22— berechnet, wobei ny ~ wi|mi|* die
T+ 0

gesamte Anzahl der Pionen aller k| = £ Moden ist. In Abb. 2.10 ist das
Resultat von p(f) fiir verschiedene Expansions-Szenarien und fiir verschiede-
ne k-Bereiche sowohl durch das Losen von (2.14) (links) als auch mittels der
approximativen Gleichungen (2.11) (2.12) (rechts) dargestellt. Aus Abb. 2.10

erkennen wir, dafl das ﬁ Verhalten nur fiir £ = 0 Mode niherungsweise

erfiillt ist, wihrend fiir Y-, ny die Verteilung um 1/3 zentriert ist, so da} das
charakteristische Signal vollig ausgeloscht wird. Deswegen héngt das Beobach-
tungsvermogen des ﬁ Verhaltens von der Féhigkeit der Identifikation der

Null-Pion-Mode ab.

In den bisher vorgestellten Modellierungen ist die Zeitentwicklung der chi-
ralen Felder eindeutig bestimmt, sobald die Anfangsbedingungen festgelegt
sind. Die Variation der Anfangsbedingungen kann zu einer statistischen Ana-
lyse fiihren. In einer Schwerionenkollision ist die Zeitentwicklung der Felder
viel komplizierter und schwer vorhersagbar. Hier bedarf es einer statistischen
Betrachtung. In dem né#chsten Abschnitt werden wir hierzu das Langevin-
Szenario vorstellen.
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Abbildung 2.10: Die Verteilung p(f) fiir verschiedene Expansions-Szenarien
und fiir verschiedene k-Bereiche [R 97]

2.6 Das Langevin-Szenario

In dem Szenario von Biro und Greiner [BG 97] wird die Null-Mode des Feldes
® als der Ordnungsparameter betrachtet. Sie nahmen an, dafl alle anderen
Moden im lokalen thermischen Gleichgewicht sind und ein Wéarmebad mit der
Temperatur 7' bilden. Die Wechselwirkung zwischen dem Ordnungsparame-
ter und dem Wérmebad 148t sich in thermischer Feldtheorie ndherungsweise
berechnen. Aus dem 1-loop Beitrag erhalten wir einen temperaturabhéngigen
Massenterm < d¢® > +2 < 5¢ﬁ >— L AT? in der Bewegungsgleichung des
Ordnungsparameters. Somit ist die Bewegungsgleichung der im ,annealing®
Szenario dhnlich. Die Berechnung des 2-loop Beitrages fiihrt zu einem Dissi-
pationsterm und einem Rauschterm [GM 97], die in der Bewegungsgleichung
(2.8) des Ordnungsparameters mit der Hartree-Approximation nicht beinhaltet
sind. Die effektive Bewegungsgleichung lautet

Br)+ (2 +0) )+ A (#(0) + 3 720) — o) 6(r) = Ho +£(r), (2.15)

wobei 7 die Eigenzeit und D die Expansionsdimension darstellt. Die stochasti-
sche Gleichung (2.15) ist vom Langevin-Typ. Der Rauschterm &(7) wurde als
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weifl angenommen und mit dem Reibungskoeffizient 1 des Dissipationsterms
verkniipft:

2T
<£(7')>:0, <€i(7-1)§j(7—2)>: 7’[]6@‘6(7’1—7’2).
Der Reibungskoeffizient wird mit der ,on-shell* Plasma-Démpfung der P*-
Theorie identifiziert. In [BG 97] wurde n = (2.2 fm)~", der Wert bei der Uber-

gangstemperatur T, = 123 MeV, als eine Konstante in (2.15) angenommen.
Die Expansion und die Kiihlung des Systems werden durch die Gleichungen

vV D T D

beschrieben. Man erhilt mogliche Anfangsbedingungen fiir ¢(7 = 75) und
é(r = 1) dadurch, daB (2.15) ohne Expansion (D=0) mit konstanter Tem-
peratur T(7) = T(7) und konstantem Volumen V(7) = V|(7p) fiir hinrei-
chend lange Zeit propagiert wird. Dieser Vorgang wird Vorheizen genannt und
dient zur Auswahl der Anfangsbedingungen. Damit kann ein Ensemble von

unabhéngigen Anfangskonfigurationen des Feldes erhalten werden.

In [BG 97] losten Biro und Greiner die Gleichung (2.15) mit D = 1,
170 = 1fm, T'(75) = T, und einem Ensemble von 1000 unabhéngigen Anfangsbe-
dingungen. Sie fanden, daf§ das (Ensemble-)gemittelte Quadrat der effektiven
Pion-Masse,

Ho(T) = A (¢2(r) + % T(r) — U?) ,

wahrend der Zeitentwicklung stets positiv ist. Das bedeutet, daf} eine eindi-
mensionale Expansion im Mittel zu keiner Instabilitit fiihrt. Jedoch ist fiir
fast alle einzelne Verldufe des Ensembles p2 iiber einige Zeitintervalle nega-
tiv. Dies demonstriert, daf} es moglich sein kann, eine DCC-Doméine sogar in
(D = 1)-Expansion zu produzieren.

Wie wir in Kapitel 4 sehen werden, ist die Gleichung (2.15) nur eine
markovsche Néherung einer verallgemeinerten Langevin-Gleichung mit einem
Gedéchtniskernel und farbigen Rauschen. Im n#chsten Kapitel betrachten wir
die Langevin-Gleichung und ihre verallgemeinerte Form.
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Kapitel 3

Die Langevin-Gleichung

Betrachten wir ein Vielteilchensystem, so ist oft die Zeitentwicklung des Sy-
stems nicht eindeutig bestimmt. Griinde hierfiir sind beispielweise mangelnde
Kenntnisse iiber den Anfangszustand, die Wechselwirkung zwischen den Teil-
chen und einen mdéglichen dufleren Einflufl. In vielen Féllen kann eine Wahr-
scheinlichkeitsaussage fiir eine Realisierung der Zeitentwicklung des Systems
gemacht werden. Es handelt sich in diesem Fall um ein statistisches Problem.

In diesem Kapitel werden wir zunéchst stochastische Prozesse mathema-
tisch darstellen. Als néichstes wird Rauschen, ein spezieller stochastischer Pro-
ze}, diskutiert und numerisch simuliert. Das dabei entwickelte mathematische
Konzept wird auf das Losen der Langevin-Gleichung und ihrer verallgemeiner-
ten Form zur Beschreibung der Brown’schen Bewegung angewendet. Am Ende
dieses Kapitels werden wir als weiteres Beispiel die Bewegung eines Oszillators
in einer Fliissigkeit betrachten.

3.1 Stochastische Prozesse

In diesem Abschnitt werden stochastische Prozesse mathematisch formuliert
und klassifiziert. Ein wichtiger stochastischer Prozef, der Gaufi’sche Prozef,
wird erlautert. Wir betrachten ferner die Fourier-Transformation fiir stationire
Prozesse.

3.1.1 Formulierung und Klassifizierung stochastischer
Prozesse

Ein Prozefl beschreibt die Zeitentwicklung eines Zustandes. Die Realisierung
eines Prozesses wird durch eine Funktion f(¢) dargestellt, wobei ¢ € [a, b]. Da
jeder Prozef} in der Praxis zu diskreten Zeiten ¢; beobachtet wird, kann die
Realisierung dieses Prozesses durch eine Folge {f(¢;),7 = 1,...,n} angegeben

29
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werden, wobei t; = a und t, = b.

Ein Prozef3 heifit stochastisch, wenn die Kenntnis iiber einen Zustand zu
allen vorhergehenden Zeiten nicht ausreicht, seine zukiinftige Entwicklung ge-
nau festzulegen. Es gibt also mehrere Moglichkeiten bei der Realisierung. Die
Wahrscheinlichkeit der moglichen Realisierungen charakterisiert den stochasti-
schen Prozef.

Die Wahrscheinlichkeit einer bestimmten Realisierung f(¢) ist ein Funktio-
nal P[f(t)]. Im Fall diskreter Zeiten erhalten wir eine mehrdimensionale Wahr-
scheinlichkeit P, (f1,t1;...; fn, tn), welche die Wahrscheinlichkeiten fiir das Auf-
treten von f; zu tq, ..., f, zu t,, angibt. Durch Integration von P, (fi,t1;...; fa, tn)
konnen wir die Wahrscheinlichkeit aller niedrigeren Ordnungen erhalten:

Pnfl(flatl; ---;fnflatnfl) = /dfn Pn(flatl; 7fnatn);
Pn72(f17t1; ---;fn72atn72) = /dfndfnfl Pn(fl;tl; ;fn;tn)a

Pfit) = [dfudfuveoddfy Pa(fistis i fusta).

Falls die moglichen Realisierungen nicht eine Serie von diskreten Linien,
sondern ein Band von beliebig dicht nebeneinander liegenden Linien darstel-
len, ist es nicht mehr sinnvoll, die Wahrscheinlichkeit einer bestimmten Rea-
lisierung zu definieren. Stattdessen kénnen wir die Wahrscheinlichkeit dafiir,
eine bestimmte Realisierung f(¢) in einer infinitesimalen Klasse von Linien um
f(t) zu finden, angeben. Sie besitzt fiir den Fall der diskreten Zeiten die Form

Wir definieren einen zu (3.1) dquivalenten Ausdruck fiir ein kontinuierliches
f():

PIf®)]Df(E).
Pf(t)] und P,(f1,t1;...; fn,tn) stellen hier die Wahrscheinlichkeitsdichte dar.
Die Normierung der Wahrscheinlichkeitsdichte folgt aus

[0 Plre) =1, (3.2)

(3.2) stellt ein Pfadintegral [FH 65] dar, das eine Summe iiber alle moglichen
f(t) ist, wobei ¢ € [a, b].

Ein anderer Zugang zur Analyse des stochastischen Prozesses besteht in
der Einfiihrung bedingter Wahrscheinlichkeiten [R 87]

Pm|n(fn+17tn+1; e fn+matn+m|f17t1; e fnatn) )
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welche die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten von f,.1 zu t,41, ..., foim 2u
tnim unter der Bedingung, dafl f; zu tq, ..., f, zu t, vorlag, angeben. Es gilt
offenbar

Poim(fis 1155 fus tns Fatts totts -5 fatm, tnm)
= Pn(flatl; e fnatn) Pm|n(fn+1atn+1; e fn+matn+m|flat1; e fnatn) :

Anhand der bedingten Wahrscheinlichkeit kénnen wir die stochastischen
Prozesse klassifizieren:

a) Reiner Zufallsprozef:

Piin(fogts taga [ frs tes oo fastn) = Pu(fosn, tagn)

Bei diesem einfachsten Typ ist die Wahrscheinlichkeit Py (f,11,%,41) nicht von
der Vorgeschichte abhingig. Der Prozef§ enthilt keine Korrelation zwischen
den verschiedenen Zeitpunkten. Durch Py (f, 11, %,11) ist der reine Zufallsprozef3
bestimmt:

Pon(fisti; o fstm) = Pi(fi, t) Pr(fos t2) -+ - Po(foms t) -
b) Markov-Prozefs:

P1|n(fn+1atn+1|f17t1; e fnatn) = P1|1(fn+1atn+1|fnatn) )
flir t1 <ty < - - < tpi.

Pj; bezeichnen wir als die Ubergangswahrscheinlichkeit. Ein Markov-ProzeB
wird dadurch charakterisiert, daB die Ubergangswahrscheinlichkeit nicht von
der Vorgeschichte abhéngt. Durch Pi(f1,t1) und Py (fa41, tns1|fn, tn) ist dieser
Prozefl bestimmt:

Po(fit1; 5 fms tm) = Pr(fi, ) Poa(fo, tal fr, t) =« Pun(fos Bl fe1s tiet) -

¢) Nicht-Markov-Prozefs:
Alle andere Prozesse, die nicht durch einen reinen Zufallsprozefi oder einen
Markov-Prozefl beschrieben werden kénnen, sind Nicht-Markov-Prozesse. Zur
Beschreibung von Nicht-Markov-Prozessen ben6tigen wir hohere bedingte Wahr-
scheinlichkeit.

3.1.2 Der Gaufl’sche Prozef3

Kennen wir die Wahrscheinlichkeitsdichte P[f(t)] eines stochastischen Prozes-
ses, so konnen wir den Mittelwert einer Beobachtungsgrofie Q[f(¢)], die auch
ein Funktional von f(t) ist, wie iiblich definieren als

< QU] >= [DF(t) QUI®] PLF(H)].
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Speziell stellt der Mittelwert von e J4#*O/(M) wobei k(t) eine reelle Funktion
ist, die Funktional-Fourier-Transformierte von P[f(t)] dar, die als charakteri-
stisches Funktional ®[k(t)] bezeichnet wird:

Blk(t)] = < e JakOIO) 5 = /Df ) e JHEOIO plE]. (3.3)

Das charakteristische Funktional ®[k(¢)] ist eine dquivalente Darstellung der
Wabhrscheinlichkeitsdichte P[f(t)], da P[f(t)] durch

(] = [ D(t) e FH010) k(1)

zuriicktransformiert werden kann.
Entwickeln wir e J#F07() i (3.3) nach k(t), so erhalten wir

Blk(1)] =1 +i/dt < () > k(t) — %/dtds < F(OF(s) > k(t)k(s) +--- .

Aus der obigen Gleichung erkennen wir, da} neben der Wahrscheinlichkeits-
dichte und dem charakteristischen Funktional auch die Kenntnisse {iber den
Mittelwert < f(¢) > und alle Korrelationen < f(t)f(s) >, < f(t)f(s)f(r) >,

., zur Beschreibung eines stochastischen Prozesses dienen. Aus der Definition
der Funktional-Ableitung [FH 65]

Fla(t) +e(t)]

+%/dtds%g(t)g(s) ..

folgt, daf

usw. . (3.4)

Ein ProzeB, der durch den Mittelwert < f(¢) > und die Korrelationsfunk-
tion < f(t)f(s) > vollkommen charakterisiert ist, wird als Gauf’scher Prozefs
bezeichnet. Das charakteristische Funktional des Gaufy’schen Prozesses hat die
folgende generelle Form:

D[k(t)] = eifdtk(t)F(t) ef%fdtdsk(t)k(s)/l(t,s)_ (3.5)
Aus (3.4) folgt:
F(t)=< f(t) >
t,s) =
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Daher ist F'(t) der Mittelwert und A(t, s) die Korrelationsfunktion des Pro-
zesses. Aus den Funktional-Ableitungen hoherer Ordnung von ®[k(t)] (3.5)
erkennen wir, daf§ die Korrelationen hoherer Ordnung < f(t)f(s)f(r) >, ...,
durch F(t) und A(t,s) bestimmt werden kénnen. Speziell fir F(t) = 0 ver-
schwinden die Korrelationen ungerader Ordnung und fiir die Korrelationen
gerader Ordnung gilt:

< ft)f(t2) - f(tn) > = > < S f(tg) > - < f(E) f (1) >

allePermutationen

Durch die Riicktransformation von ®[k(¢)] (3.5) erhalten wir die Wahr-
scheinlichkeitsdichte P[f(¢)] im Fall fiir F(t) =0

Plf(t)] =c o3 Jdtds f(1)(5)B(t.s) : (3.6)

wobei ¢ die Normierungskonstante ist und die Funktion B(t,s) reziprok zu
A(t, s) ist, d.h.
/ds A(t',5) B(s, 1) = 0(t' —1). (3.7)

Wenn wir die Zeitachse dquidistant mit einem hinreichenden kleinen Zeitab-
stand At zerlegen, konnen wir die n-dimensionale Wahrscheinlichkeitsdichte
P,(f1,t1;..; faytn) aus (3.6) erhalten:

Pn(fl;tl; ceey fn;tn) =cC E'xp —% i flf]B(tz,t])(At)Z

ij=1

Aus (3.7) folgt
" 1
Aty t:) B(ti, 1)) At = —
>~ At ) Bt ) At = -

=1

Okj - (3.8)

Wenn wir

bij = B(ti,t]’) (At)2

als ein Element der Matrix b definieren, dann deutet (3.8) an, dafi die Matrix
b die Inverse der Korrelationsmatrix a mit a;; := A(t;, ;) ist, d.h.

Atity) = a; = (b ).

Folglich erhalten wir

Pn(flatl; e fnatn) =c Exp

—% S f fjbij] . (3.9)

ij=1

Die Normierung von (3.9) liefert ¢ = (27)™/2+\/detb. (3.9) stellt eine n-
dimensionale GaufB-Verteilung dar [D 83]. Speziell fiir n = 1 und 2 erhalten
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wir die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir das Auftreten von f; zur Zeit t; bzw. fiir
das Auftreten von f; und f;;; zu nachfolgenden Zeiten ¢; und t;,1:

1 £2
Plfits) = 50 Bav | =5, 3.10
ot = s xp[ 202] (3.10)

1 7= 2p(ti tig) fifir + f7
und  Py(f, ti; fiy1, tiv1) = Exp l_f P2( +12)ff+1 [ |
27T0'2 1— p(t“ ti+1) 20 (1 —pP (t“ t’i+1))

(3.11)

wobei 02 =< f2(t) > und p(t;, t; 1) = 7<f(“)§§“+1)>.

Der Gaufy’sche Prozef ist deswegen wichtig, weil viele physikalische Phino-
mene, bei denen die Beobachtungsgrofie aus einer grofien Anzahl von un-
abhéngigen kleinen Ereignissen resultiert, approximativ Gauf3’sche Prozesse
sind. Es ist die Aussage des Zentralen Grenzwert Theorems, das wir spéater

speziell am Beispiel des Gaufl’schen Rauschens erlautern werden.

3.1.3 Fourier-Transformation fiir stationire Prozesse

Wenn sich der Mittelwert und alle Korrelationen eines stochastischen Prozesses
bei einer Verschiebung des Zeitpunktes nicht dndern, sprechen wir von einem
stationdren Prozef. Insbesondere gilt fiir solche Félle

F(t) =< f(t) >= F(0) = konstant
und  A(t,s) =< f(t)f(s) >= A(|t — s|).
Wir betrachten einen stationdren ProzeB f(t), der von ¢t = 0 bis t = T

beobachtet wird. Die Funktion f(¢) kann mathematisch iiber das Intervall [0, T']
hinaus fortgesetzt werden, d.h. wir definieren

ﬁﬁ%:{f@ . te(0,7)

0 : sonst.

Mit der Fourier-Transformierten fr(w) von fr(¢)

frw) = [t frit) e (3.12)
148t sich die Spektraldichte S(w) fiir den stationéren Prozefi bestimmen:
.1 5
S(w) = YLI_I)IOLOT <|frw)]*> . (3.13)

Die Spektraldichte S(w) gibt die mittlere Intensitét an, die hinter einem schma-
len Frequenzfilter in dem Intervall (w, w +dw) gemessen wird. Setzen wir (3.12)
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in (3.13) ein, so erhalten wir die folgende Beziehung zwischen der Spektraldich-
te S(w) und der Korrelationsfunktion A(7) eines stationédren Prozesses:

S(w) = /_ °:O dt A(r) e

md A= [" Z—‘; S(w) e (3.14)

Die Beziehung (3.14) ist bekannt als Theorem von Wiener und Khinchin [R 87].
Insbesondere gilt:

0 dw

< £ >:A(0):/ I S(w).

—00 271'

3.2 Rauschen

Wir betrachten Experimente, in denen zufillige Pulse detektiert werden. Eine
typische Registrierung der zufilligen Pulse, die wiahrend der Mef3zeit T' an
den Zeitpunkten ¢y, to, ..., t, zentriert sind, wird in Abb. 3.1 dargestellt. Die

€O

Abbildung 3.1: Registrierung einer Folge von zufilligen Pulsen. Hier ist die
Einzel-Pulsform als eine Lorentzform angenommen.

MeBgroBe £(t), eine Funktion der Zeit, hat die Form

f(t):ialb(t—tz), tG[O,T],
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wobei b(T) eine definierte einheitliche Pulsform (die zunéchst als beliebig an-
genommen sei) und a; die Pulshéhe darstellt [FH 65] [HEER]. In Abb. 3.1 hat
b(7) die Lorentzform.

Der MefiprozeB £(t) stellt einen stochastischen Prozef} dar, der durch folgen-
de drei zufillige Groflen beschrieben wird. Erstens, die Zufilligkeit des Auftre-
tens von n Pulsen wihrend dem Mefintervall [0, 7] deutet an, daf§ die Wahr-
scheinlichkeitsdichte fiir das Auftreten eines Pulses zum Zeitpunkt ¢; gleich
grof} wie fiir das Auftreten des Pulses zu den anderen Zeitpunkten ist, d.h.
Dy, 1= w = . Zweitens, die Pulshohe a; ist eine Zufallsvarlable de-
ren Wahrschemhchkeltsvertellung unbekannt ist. Wir bezeichnen sie zunéchst
als p(a;). Ferner nehmen wir an, dafl der Mittelwert von a; Null ist, so daf} £(¢)
im Mittel verschwindet. Drittens, die Wahrscheinlichkeit fiir die Anzahl der
Pulse, die wihrend dem MefBintervall [0, 7] auftreten sollen, ist gegeben durch
die Poisson-Verteilung:

n )

P,=—e™, wobein=puT.
n!

1 ist die mittlere Anzahl der Pulse pro Zeiteinheit.

Aus den Wahrscheinlichkeitsdichten p; und p(a;) und der Wahrscheinlich-
keit P, konnen wir die Wahrscheinlichkeit fiir die Realisierung £(¢) mit der
Unschérfe DE(t) substituieren:

dty  dt,

PE(t)] DE(t) %pral)dal plan)day T T

Daraus folgt fiir das charakteristische Funktional

)| = [ e RO pre ()] D1
= ;Pn/Ea:p

i;aj /dtk(t) b(t — tj)] plar)day - - - p(ayn)day, % T %

n T dt. o )
_ an H/ ?]/ dajp(aj) 010 fdtk(t)b(tftj).
n j=1 0 —00
Wir definieren die charakteristische Funktion [FH 65] von p(a;) als

- / da; p(a;) €% | (3.15)

Folglich hat ®[k(t)] folgende Gestalt:

:anﬁ/on (/dtk b(t —t;) )
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- a7 (faome—n)]
og)“ewl/ w (farito t_s)]

= By |-t [ s (farnone - )

= o[ [las 1-w (Jarose-9)}] . 6o

Entwickeln wir % in (3.15), so wird

I
=[]

1
W(w) = 1+i<ai>w—§<a?>w2+---
1

=1- 50%2 o (3.17)

Nach der obigen Annahme verschwindet der Mittelwert von a;. o2 ist die Va-
rianz der Verteilung p(a;). Einsetzen von (3.17) in (3.16) liefert:

2 T
O[k(t)] = Exp l—‘% /0 ds / dt / dt' k(1) k() bt — s)b(t — ) + Rest]
(3.18)
Falls der stochastische Prozefl £(¢) mit einer grolen Anzahl von schwachen
zufilligen Pulsen verbunden ist, d.h., kleine ¢? und groBe p, wird der Rest-
term in dem Exponent von (3.18) verschwindend klein, da der Restterm mit
mindestens einer Potenz von o unterdriickt ist. In dem Limes, dafl ¢ — 0 und

[ — 00, so daB puo? unverindert bleibt, hat das charakteristische Funktional
®[k(t)] die Form des Gaufi’schen Prozesses:

B[(t)] = e 2 St KK
T
mit A(t,t’) :/110'2/ dSb(t—S)b(tl—s)_
0

Dies ist die Formulierung des Zentralen Grenzwert Theorems fiir das Beispiel
der zufilligen Pulse.

Der ProzeB £(t) ist daher ein approximativer Gaufy’scher Prozef}, der durch

<E(t) >=
wmd < EWE) > = Al 1) = po? | Ddsh(t— sb(# —s)  (3.19)

charakterisiert ist. Wir bezeichnen den Prozef £(t) als GaufS’sches Rauschen.
Durch die Ndherung wird die genaue Kenntnis iiber die Wahrscheinlichkeits-
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dichte p(a;) unwichtig. Der Einfachheit halber wihlen wir fiir p(a;) die Gauf-

Verteilung:
1

2ro
Speziell fiir b(7) = 6(7) erhalten wir

p(ai) =

< E(MEH) > = A(t, 1) = po? /OT ds §(t — 8)8(t' — 5) = po? 6(t — ') . (3.20)

Die Fouriertransformierte der Korrelationsfunktion ist in diesem Fall konstant,
also unabhéngig von der Frequenz w. Wir bezeichnen solches Rauschen als
weifles Rauschen &,(t). Im Vergleich zum weilen Rauschen wird eine andere
Art des Gaufi’schen Rauschens als farbiges Rauschen bezeichnet.

In dem verbleibenden Teil dieses Abschnittes werden wir ein Verfahren
einfiihren, durch das sowohl weifles Rauschen als auch farbiges Rauschen nu-
merisch simuliert werden kénnen.

Aus der Form des Rauschens

n

)= a;b(t —t)
i=1
ergeben sich folgende Uberlegungen zu dem Verfahren:

1) Mit vorgegebenem g, der mittleren Anzahl der Pulse pro Zeiteinheit,
konnen wir die Anzahl der Pulse n durch die Poisson-Verteilung generieren.

2) Mit vorgegebenem o kann die Pulshéhe a; durch die GauB-Verteilung
generiert, werden.

3) Die Position t;, an der der Puls zentriert sein wird, ist ein Vielfaches
der konstanten Schrittweite At¢, so dafl sie durch eine gleichméflige Verteilung
generiert werden muf.

4) Die Gleichung (3.19) deutet an, daf die einheitliche Pulsform b(7) mit
der Korrelationsfunktion A(¢,#') zusammenhingt. Nun versuchen wir b(7) aus
vorgegebenem A(t,1") zu erhalten.

Zunichst nehmen wir an, daf§ b(7) symmetrisch zum Mittelpunkt und in-
nerhalb des Zeitintervalls [—A, A] definiert ist, wobei A < T. Die Abb. 3.2
stellt einen solchen Puls dar. Als nichstes substituieren wir in (3.19) ¢ = s—t,
so daf

T—t
At 1) = ;m?/ dt” b(—t")b(t' —t —1")
—t
T—t
= ;m?/ dt” b(t")b(t" +t —t').
—t
Falls t und T — ¢ grofler als A sind, gilt

A
A(t, ) = /m?/ dt” b(t")b(t" +t —t') = A(t —t').
—A



3.2. Rauschen 39

b@

Abbildung 3.2: Einheitlicher Puls (Lorentzform)

Da aus (3.19) A(t,t') invariant unter der Vertauchung von ¢ und ¢ ist, erhalten
wir

A, t) = A(lt— 1))

Das Gaufi’sche Rauschen wird also stationdr. Aus dem Theorem von Wie-
ner und Khinchin (3.14) erhalten wir die Spektraldichte S(w) durch Fourier-
Transformation von A(7) mit 7 =1¢ — ¢":

S(w) = po® p(w)|*, (3.21)

wobei b(w) die Fouriertransformierte von b(7) ist, die wir definieren als

- :_{b(T) D T E[-AA] (3.22)

0 : sonst .

Da b(7) eine gerade Funktion ist, ist b(w) reell und symmetrisch in w. Wegen
der Indentifikation (3.21) diirfen wir annehmen, dafi b(w) > 0 gegeben sei.

Folglich ist .
b(w) = a—\/ﬁ /S (w). (3.23)

Aufgrund des Theorems von Wiener und Khinchin (3.14) und (3.21) gilt fiir
Spektraldichte stets S(w) > 0. Folglich diirfen wir nur solche Funktionen als
Korrelationsfunktionen A(7) wihlen, deren Fouriertransformierte nicht negativ
auf der ganzen Frequenzachse sind. Aus (3.23) erhalten wir die einheitliche
Pulsform:

oo dw 1 —iwT .
b(T):/_ooga—\/ﬁ S(w)e fir 7 € [-A, A].

Ferner definieren wir

G(r) == /Oo dw S(w)e ™,

—00 27'('
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so daB b(1) = U—\l/ﬁ G(1), wobei G(7) unabhiéingig von den Werten o und p ist.

Fiir das weile Rauschen ist die Form von b(7) eine §-Funktion. Es folgt

= i a; §(t —t;)
i=1
Falls die Korrelationsfunktion des weiflen Rauschens mit konstantem D als
Ay(t—1t)Y=Do(t —1t")
vorgegeben wird, so ist nach (3.20) D = uo?. Es folgt
&ult) = VD E,(t)

wobei Z——(St—t) Zai%é(t—ti) mitdi::%.
g

i=1 0 i=1

=

a; wurde eingefiihrt, da die GauB-Verteilung p(a;) die Varianz Eins besitzt:

1 a;
e 2

Ferner nehmen wir an, dafl die mittlere Anzahl der Pulse gleich der Anzahl
des Zeltschrlttes ist, d.h. n = puT" = At, wobei At die Schrittweite ist. Es folgt
= At. Fiir sehr grofle n ist die relative mittlere Abweichung von 7

\/n? — a2 1

n NG
sehr klein. Deswegen halten wir die Anzahl der Pulse n als Konstante n fest.

Wir nehmen noch zusétzlich an, da die Uberlagerung von Pulsen ausgeschlos-
sen ist. Folglich gibt es an jedem Zeitschritt einen J-férmigen Puls

3"31

1
Ew(ti = VDa; — (t; ,
(ti) i (ti)
wobei die §-Funktion durch
~ i t=1
N — ) At i

numerisch approximiert wird. Daraus folgt

Ew(ti) :\/Bfli—l— =VvDa,
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Abbildung 3.3: Weifes Rauschen. &, (t;) = VD a; — Z mit D =5und At =277,
p(a;) hat die Varianz Eins.

Eine Folge von a1, as, ..., a, wird durch den Gaufl-Generator [P 92| mit einem
festen Startwert simuliert. Die Abb. 3.3 zeigt eine Registrierung des weiflen
Rauschens mit D = 5 und At = 277,

Die Simulation von farbigem Rauschen kann auf die Simulation weiflen
Rauschens zuriickgefiihrt werden, denn es gilt:

:iaib(t
Zaz/ dt' b(t 5t —t;) /dtb )iaié(t’—ti)
/ dt' bt — ') £u (¢ / dt’ —\/_G(t—t)fw(t’)
= [Cat G- )i,

wobei G(7) die Fouriertransformierte von |/S(w) ist. Abb. 3.4 zeigt eine Regi-
strierung des stationiren farbigen Rauschens mit At = 277, Dabei haben wir
als Korrelationsfunktion %e‘t gewdhlt.

Wenn die Simulation des Rauschens mehrmals wiederholt wird, dann er-
halten wir ein Ensemble. Dabei mufl beachtet werden, dal der Startwert fiir
jede Wiederholung auch zufillig ermittelt werden muf}. In Abb. 3.5 wird der
Mittelwert von £(#)£(0) aus einem Ensemble von 1000 Simulationen des far-
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Abbildung 3.4: Farbiges Rauschen

bigen Rauschens im Vergleich zur vorgegebenen Korrelationsfunktion (dickere
Linie) gezeigt. Wir sehen, daf die numerische Simulation zuverlissig ist.

< (1) &0) >

Abbildung 3.5: Mittelung von £(#)£(0) nach 1000 Realisierungen. Die dickere
Linie stellt die vorgegebene Korrelationsfunktion %e’t dar.

Unser Verfahren zur Simulation des (farbigen) Rauschens erfordert nu-
merisch keinen groflen Aufwand. Als Anwendung werden die mit Rauschen
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verbundenen stochastischen Bewegungen in den néchsten drei Abschnitten
ausfiihrlich behandelt werden.

3.3 Die Brown’sche Bewegung

Die Brown’sche Bewegung, die 1827 von dem englischen Botaniker Brown beob-
achtet wurde, beschreibt eine ungeordnete Bewegung eines in einer Fliissigkeit
suspendierten schweren (im Vergleich zu der Masse des Fliissigkeitsmolekiils)
Teilchens. Die Spur solch eines Teilchens zeigt Abb. 3.6.

w
o
T
1

N

o
—
1

05} i

-0,5 0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0
X

Abbildung 3.6: Die Brown’sche Bewegung. Das Brown’sche Teilchen wird durch
eine Kugel symbolisiert. Die Bewegung beginnt an dem mit dem Késtchen
markierten Punkt (0, 0).

Einstein erkliarte das Phinomen dadurch, dafl das suspendierte Teilchen
standig Stofe mit den Fliissigkeitsmolekiilen erfahrt. Diese Stofle fithren zu
einer resultierenden makroskopischen stochastischen Kraft, die auf das Teilchen
wirkt.

Stellen wir uns ein Brown’sches Teilchen vor, welches sich mit einer Ge-
schwindigkeit v in einer Fliissigkeit bewegt. Im Mittel erfihrt das Teilchen

mehr St68e von vorne als von hinten. Die Differenz fiihrt zu einer Reibungs-
kraft F, die durch die Stokes-Formel

F=—yv

beschrieben werden kann. Die Reibungskraft hingt also linear von der Ge-
schwindigkeit des Brown’schen Teilchens ab. Der Reibungskoeffizient v ist pro-
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portional zu der Dichte p und Viskositit v der Fliissigkeit und hingt von der
Grofle des Brown’schen Teilchens ab. Fiir ein sphérisches Teilchen mit dem
Radius R hat v folgende Gestalt:

v =6rRov.

Nun konnen wir die stochastische Kraft, die das Brown’sche Teilchen erfiahrt,
aus zwei Teilen konstruieren: der Reibungskraft F(¢) und der Kraft £(¢), die
unabhéngig von der Geschwindigkeit v(¢) ist und im Mittel verschwindet. Wir
erhalten fiir das suspendierte Teilchen mit der Masse m die Bewegungsglei-
chung

mv(t) = —yv(t) + &(t) . (3.24)
Die Gleichung (3.24) ist bekannt als Langevin-Gleichung. & (t) wird als Langeuvin-
Kraft bezeichnet, die die folgenden Eigenschaften haben soll:
1) Der Mittelwert von &(t) verschwindet zu jeder Zeit

<&(t) >=0,

so daf} die Kraft auf das Brown’sche Teilchen im Mittel durch die Reibungskraft
beschrieben werden kann.

2) Da ein Brown’sches Teilchen eine enorme Anzahl von Sto8e erfihrt,
typischweise 102! pro Sekunde [HL 84], sind die Langevin-Kréfte zu den ver-
schiedenen Zeiten in der makroskopischen Zeitskala nicht korreliert, d.h.

< 5Z(t)§](t,) > = Dézjé(t - tl) , 1,7=1,2,3.

Aufgrund des Zentralen Grenzwert Theorems wird der stochastische Prozef
&(t) durch das weifle Rauschen, eines Gauf’schen Prozesses, beschrieben.

Die Langevin-Gleichung (3.24) ist eine stochastische Differentialgleichung,
aus der sich zu jeder Realisierung von &(¢) die Losung v(¢) berechnen 148t.
Auf diese Weise bestimmt der stochastische Prozef§ £(¢) den Prozef v(¢). Die
d-Korrelation des weilen Rauschens &(t) deutet an, dal v(¢) ein Markov-Prozef§
ist. AuBlerdem ist v(¢) ein Gaufi’scher ProzeB, da v(¢) linear mit &(¢) verkniipft
ist [VK 81]. Aus demselben Grund stellt auch die Position des Brown’schen
Teilchens x(t) einen Gaufl’schen Prozef§ dar.

Da verschiedene Komponenten von &€(t) bzw. v(t) unkorreliert sind, redu-
ziert sich die Gleichung (3.24) auf ein eindimensionales Problem:

mo(t) +yv(t) = &(t) mit v(t =0) =vy. (3.25)

(3.25) kann auf verschiedene Weise analytisch gelost werden, z.B. durch die
Methode mit der Green’schen Funktion. Die Losung v(t) lautet:

1 rt /
o(t) = voe mt + —/ dt' e % ety (3.26)
m Jo
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wobei e /™ (=) die Green’sche Funktion G(t —t') zu v(t) darstellt. Aus (3.26)
erhalten wir den Mittelwert
2y

1 rt ,
< v(t) >:U0€_%t—|——/dt, eTm ) < ety >=wpem
m Jo

und die Korrelationsfunktion

t/

! ]. t ! ’
<v(t)(t) > = vZe m ) 4 W/o ds ; ds' e m (7 7w 9 < g(5)e(s") >

(g P rwn y D aen (3.27)
2myy 2my

Fiir hinreichend grofle Zeiten ¢ und ¢’ werden
D

und < o(t)u(t') >= o e [t=t'] (3.28)

invariant gegeniiber Zeitverschiebungen. Der Prozef} v(t) ist fiir grofles ¢ also
stationdr. Die Anfangsgeschwindigkeit v, ist zu diesem Zeitpunkt nicht mehr
in der Erinnerung des Brown’schen Teilchens. Das Teilchen steht nun im ther-
mischen Gleichgewicht mit der umgebenden Fliissigkeit.

Der stationdre Gaufl’sche Markov-ProzeB8 v(t), der die zeitliche Entwick-
lung der Geschwindigkeit eines Brown’schen Teilchens im thermischen Gleich-
gewicht beschreibt, wird als der Ornstein-Uhlenbeck Prozef$ [HL 84] bezeich-
net. Die Wahrscheinlichkeitsdichte P, (vq,11; ..., vy, t,) fiir eine sukzessive Be-
obachtung der Geschwindigkeit ist nach der Definition des Markov-Prozesses
durch die Wahrscheinlichkeitsdichte P;(v,t) und die Ubergangswahrscheinlich-
keit Py (v, #'|v,t) bestimmt, die nach (3.10) und (3.11) die folgende Form
haben:

1
D\ ? 1 v?
Pi(v,t) = | 2r— Ezxp |-—— U—-|
D
2my L 2 5m)
Py(v, t; 0", t
und P (v, t'|v, 1) Q(PU’(;Ut)’ )
1Y
-1 Lt ?
D o] 1 (v —vew!
= [27‘(’— (1—67;L|tt|)] Exp |—= ( 5 ),
2mry 2 % (1 — e~ -t \)

Befindet sich das Brown’sche Teilchen im thermischen Gleichgewicht, folgt
aus dem Gleichverteilungssatz
1 1

5m < V() >= 5 keT. (3.29)
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Ein Vergleich von (3.29) mit (3.28) fiir ¢ = ¢’ liefert daher

~
Diese Beziehung stellt einen Zusammenhang zwischen der makroskopischen
Grofle, dem Reibungskoeffizient v, und der mikroskopischen Grofle, der Stérke
der Langevin-Kraft D, bei gegebener Temperatur 7' dar. Sie wird als die
Nernst-Finstein Relation bezeichnet. Aus dieser Beziehung konnen wir er-
kldaren, warum die Brownsche Bewegung aktiver wird, wenn die Temperatur
der Fliissigkeit erhoht wird.

Bevor das Brown’sche Teilchen im thermischen Gleichgewicht steht, ist
der ProzeB8 v(t) keineswegs stationir. Die Dauer des Ubergangs vom Anfang
der Brown’schen Bewegung bis in das thermische Gleichgewicht beschreibt die
Thermalisierungsdauer. Aus (3.27) mit ¢t = ¢/, d.h.

D a2
2() >= — 2_ T ) e Zmt 3.30
< v(t) > 2m’y+ vg 2m e , ( )

erkennen wir, daf§ die Inverse von v/m die mittlere Dauer des Ubergangs dar-
stellt. Je leichter das Brown’sche Teichen ist und je grofler der Reibungskoeffi-
zient v ist, d.h. je dichter und viskoser die Fliissigkeit ist, desto schneller geht
das Brown’sche Teilchen in das thermische Gleichgewicht.

Zum Vergleich mit den analytischen Ergebnissen l6sen wir die eindimensio-
nale Langevin-Gleichung (3.25) numerisch durch das einfache Euler-Cauchy-
Verfahren [DH 92]. Zunéchst simulieren wir ein Ensemble von 1000 Ereignissen
des weilen Rauschens. Fiir jedes Ereignis berechnen wir die numerische Losung
v(t). Dadurch erhalten wir ein Ensemble von 1000 Realisierungen des Prozesses
v(t). Die numerischen Ergebnisse werden in Abb. 3.7, 3.8 und 3.9 dargestellt.
Bei der Berechnung haben wir die folgenden Parameter festgesetzt:

vp=0 , m=1 , kgT'=1 und ~y=25.

Abb. 3.7 zeigt die Geschwindigkeit eines Teilchens in einer realisierten Brown’schen
Bewegung. In Abb. 3.8 und 3.9 werden die mittlere kinetische Energie und die
Korrelationsfunktion < wv(¢)v(0) > (stationdrer Fall) sowohl nach den ana-
lytischen Formeln (3.30) und (3.28) durch die dickeren Linien als auch nach
numerischer Mittelung iiber dem Ensemble von 1000 Ereignissen dargestellt.
Wir sehen eine gute Ubereinstimmung der numerischen Resultate mit den ana-
lytischen Ergebnissen.

Als néichstes berechnen wir die Positionsverschiebung Ax(¢) des Brown’schen
Teilchens bzgl. der Anfangslage, die aus Integration von der Geschwindigkeit
v(t) erfolgt:

Ax(t) = 2(t) — 2(0) = | ‘o) dt
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Abbildung 3.7: Geschwindigkeit eines Brown’schen Teilchens

0,5F
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mittlere kinetische Energie

0,2
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Abbildung 3.8: Die mittlere kinetische Energie 5 m < v*(¢) > des Brown’schen
Teilchens. Die dickere Linie stellt die analytische Losung (3.30) dar.

Wie schon erwihnt ist A(¢) ein GauB8’scher Prozef}, welcher durch den Mittel-
wert,

t
< Ax(t) >:/ <o(t) > dif = "2 (1 - e )
0 v
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Abbildung 3.9: Mittelung von v(t)v(0) nach 1000 Realisierungen. Die dickere
Linie zeigt die analytische Kurve nach (3.28).

und die Korrelationsfunktion
t %

< Az(t)Az(t') > = /ds ds" < w(s)v(s') >
0 0

W (g 1) (R 1)+ 2T (g R

2 ~2
1 P 1 — X (t4t) Y ’ Yo ' >
e L B L — )+ L0 —t) —1) .
5 ¢ 5 ¢ +mt9(t t)+mt9(t t')
(3.31)
vollstindig bestimmt wird. Befindet sich das Brown’sche Teilchen im thermi-
schen Gleichgewicht, so ist fiir grofle ¢t und ¢’
< Ag(t) > =20 (3.32)
Y
2mkgT [ v ¥ 1 2y
d < Azt)Az(t') >= (—tet’—t — ot —t)— = m”>.
un z(t) Ax(t') = (=) + 0t —t) e
(3.33)

< Ax(t) > stellt die Weglinge dar, die das Brown’sche Teilchen wéhrend der
mittleren Dauer der Thermalisierung 2 zuriicklegte. Auflerdem deutet (3.32)
an, dafl das Brown’sche Teilchen sich im thermischen Gleichgewicht wie einen
Zufallswanderer verhélt. Der Prozefy des Zufallswanderers ist kein stationérer
Prozef. Wir erkennen das direkt an (3.33).
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Aus (3.31) erhalten wir speziell fiir vy = 0 das mittlere Verschiebungsqua-
drat

kaBT 7 1 o Y 3
< Az*(t) >= (2 ml— e ?mt —t——). 3.34
x”(t) - e 5 € Tty (3.34)
Fiir t — oo gilt < Az?(t) >— 2’“BTT75, wobei ’“BTT die Diffusionskonstante
[D 83] darstellt. Fiir t — 0 erhalten wir < Az?(t) > — 2 £871 43,

Die Position z(¢) des Brown’schen Teilchens 148t sich durch

mi(t) + i (t) = £(t)
mit  z(t=0)=1zy und v(t=0)=1w

numerisch 16sen. (Durch diese Gleichung losen wir x(t) und wv(t) gleichzei-
tig.) Analog zu der Berechnung von v(t) erhalten wir ein Ensemble von 1000
Verldufen des Brown’schen Teilchens. Zwei davon koénnen als zwei Komponen-
ten des Ortsvektors einer zweidimensionalen Brown’schen Bewegung angese-
hen werden. Ein solcher zweidimensionaler Verlauf wurde bereits in Abb. 3.6
dargestellt. In Abb. 3.10 ist das mittlere Verschiebungsquadrat < Ax?(t) >
dargestellt. Wir erkennen, da8 das numerische Resultat (durchgezogene Linie)

<aAXZ2>

Abbildung 3.10: Das mittlere Verschiebungsquadrat < Az?(¢) >

mit dem analytischen (gepunktete Linie) sehr gut iibereinstimmt.

Der Proze Az(t) ist kein Markov-Proze}, da die Geschwindigkeiten zu
nachfolgenden Zeiten korreliert sind. In der Form der Korrelationsfunktion der
Geschwindigkeit im thermischen Gleichgewicht

D 2

<wv(t)u(t') >= 2
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stellt m /v die Korrelationszeit dar. Falls sie so klein gegen die Zeitskala ist,
daB die Korrelation d-formig approximiert werden darf, wird Ax(t) ein appro-
ximativer Makrov-Prozef. In dhnlicher Weise ist der Prozefl v(t) selbst auch
ein approximativer Makrov-Prozef}, da die Korrelationszeit des Rauschens ver-
schwindend klein gegen die makroskopische Zeitskala ist. Wir widmen uns nun
der Frage, wie ein Prozefl behandelt werden soll, und welche Effekte auftreten,
wenn die Korrelationszeit des Rauschens in der Gréflenordnung der makrosko-
pischen Zeitskala liegt. Es ist die Aufgabe des nichsten Abschnittes, dies zu
beantworten.

3.4 Verallgemeinerte Langevin-Gleichung

In diesem Abschnitt wird die Theorie der Brown’schen Bewegung verallge-
meinert. Die ungeordnete Bewegung eines von einer Fliissigkeit umgebenen
Teilchens wird nach den Erkenntnissen des letzten Abschnittes durch die sto-
chastische Kraft aufgrund der St6fe mit den Fliissigkeitsmolekiilen verursacht.
Die stochastische Kraft, die das Teilchen erfihrt, besteht aus der Reibungs-
kraft F'(t) und der Langevin-Kraft £(¢). Im Gegensatz zum letzten Abschnitt
haben F'(t) und £(¢) nun die verallgemeinerten Darstellungen:

1) Die Langevin-Kréfte zu den verschiedenen Zeiten sind korreliert:
<EBEE) >=T(t—1).

Aufgrund des Zentralen Grenzwert Theorems wird der Prozef £(¢) durch das
farbige Rauschen beschrieben.

2) Die Reibungskraft F'(t), die das Teilchen zu einer bestimmten Zeit ¢
erfihrt, hingt auch von der Geschwindigkeit zu friitheren Zeiten ab. Dieser
Gedéachtniseffekt 148t sich dadurch erkldren, dafl das Teilchen aufgrund seiner
Bewegung eine Storung in seiner Umgebung verursacht, die zu spéterer Zeit
auf das Teilchen wieder zuriickwirkt. Folglich hat die Reibungskraft F'(¢) die
folgende Form:

_mnzzA%fnrﬁqmw.

Dabei haben wir die Anfangszeit Null gesetzt. ['(¢ — ') bezeichnen wir als den
Dissipationskernel, der nach dem Fluktuation-Dissipations-Theorem [HEER]
[R 87] mit der Korrelationsfunktion I(¢ — ¢') des Rauschens zusammenhéngt:

Lt—1t)= I(t—1t). (3.35)

2kgT

Aus der verallgemeinerten Form der stochastischen Kraft erhalten wir die
Bewegungsgleichung des Teilchens:

mMﬂ+2A%ﬂF@—ﬂﬁ@3:5@ (3.36)
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mit  v(t=0)=1vy.

(3.36) stellt eine verallgemeinerte Langevin-Gleichung dar. Wegen des Gedécht-
niseffektes ist der Proze v(¢) ein Nicht-Markov-Prozef}. In dem speziellen Fall
einer schnellen abfallenden Korrelationsfunktion koénnen wir ndherungswei-
se I(t —t') = D6(t — t') setzen. Wir erhalten dann wieder die gewthnliche
Langevin-Gleichung:

D
(t t) = E(t
mi(t) + 3 olt) = ().
wobei —ng = = nach der bekannten Nernst-Einstein Relation. Der Prozef v(¢)

ist entsprechend wieder markovsch.

Kennen wir die Korrelationsfunktion I(7) des Rauschens, so konnen wir,
wie in 3.2 abgeleitet, das dadurch diktierte farbige Rauschen simulieren, aus
dem v(t) numerisch gewonnen werden kann. Eine analytische Behandlung ist
nur in speziellen Fallen moglich, z.B. fiir

D _n
I = —e¢e T
(7) 27, ‘ ’
wobei 7. die Korrelationszeit darstellt. Die Eigenschaft, daf sich I(7) fiir den
Limes 7. — 0 durch D¢§(7) darstellen 1a8t, hilft uns zu untersuchen, in wieweit
sich die Evolution fiir den Nicht-Markov-Prozef} v(t) fiir grole 7. unterscheidet
im Vergleich zum Markov-Prozef fiir 7. — 0.

Zur analytischen Berechnung der verallgemeinerten Langevin-Gleichung
verwenden wir die Methode der Green’schen Funktion. Zunéchst setzen wir
v(t) und &(t) auBlerhalb des Zeitintervalls der Beobachtung [0,7};] mathema-
tisch fort:

) : tel0,Ty

0 D t<0
{ 0 : sonst.

or,(t) =< o) : te€[0,Ty] und &p(t):=
U(Tb) st > 1T,

Ferner nehmen wir an, dafl vy = 0, so daf vy, (t) stetig ist. Als néchstes defi-
nieren wir

Lre(t) :=T(2) 0(2) .
Mit den obigen Definitionen kénnen wir Gleichung (3.36) erweitern zu

mi, (£) + 2 [ T Tt — ) vr, () = En, (£) - (3.37)

Wir erkennen, daf (3.37) fiir ¢ € [0, T3] identisch mit (3.36) ist. Sei G,...(t) die
zu vr, (t) gehorige retardierte Green’sche Funktion, dann geniigt Ge(t) der
Gleichung

mGrar() + 2 / Tt Tyt — 1) Gra(t') = 6(t) fiir £ > 0. (3.38)
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Fiir t < 0 ist Gret(t) = 0. Greg(t) ist an ¢t = 0 nicht stetig: Gre(t — 07) = 1.
Aus der retardierten Green’schen Funktion folgt die Losung vr, (¢) durch

or, () = /_ Tt Gt — ) En (1) (3.39)

Fiir ¢ € [0, T}] erhalten wir

-/ " Gt — ) E(F)

Der Grund, daf} wir statt (3.36) die erweiterte Gleichung (3.37) 16sen, ist, dafl
die Green’sche Funktion von vr, () einfacher zu berechnen ist. Fiihren wir die
Fourier-Transformation von (3.38) aus, so erhalten wir

—ImwGrer (W) 4 2T et (W) Greg(w) = 1.

Es folgt
1
Gre — )
(@) 2T et (w) — imw
. 0o 1 .
wobei  Tyey(w) = / dt T(1) (t) e = /0 dt g 1) e
D 1
= / dt e~ 7 et = : )
2kBT 27'c 4kgT 1 —iwT,

Gret(t) folgt aus der Riicktransformation von G,e(w), die wir mit dem Resi-
duensatz auswerten konnen. Das Ergebnis ist

fiir  2QT7, <1, wobei () := mkiT
Gret(t) = Lt m e 1 - V1207 e_ilﬁ/;:ﬁt-
2m\/1—72Q7'c 2m+/1 — 2Q7, ’
fir 2Q7.>1
Gre(t) = % {_QWCTC sin(w.t) + cos(wct)} e
wobei  w, = @ )
c

Aus der Green’schen Funktion kénnen wir die Eigenschaften der verallge-
meinerten Brown’schen Bewegung erhalten. Zunéchst hat das Brown’sche Teil-
chen fiir den Fall einer groflen Korrelationszeit des Rauschens mit 2Q)7, > 1
ein oszillatorisches Verhalten, wobei w,. die charakteristische Frequenz darstellt.
Dieser Effekt tritt bei kleiner Korrelationszeit und dem markovschen Fall nicht
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auf. Zur expliziten Darstellung dieses Unterschieds betrachten wir die Spekt-
raldichte des Prozesses v(t) in den verschiedenen Féllen. Fiir den markovschen
Fall wird die Spektraldichte S (w) nach dem Theorem von Wiener und Khin-
chin durch die Fourier-Transformation von < v(¢)v(¢') > (3.28) bestimmt:

D 1

dt —— ——\t| zwt__ - -
/ 2m7 m? (l)2+w2

m

S7"(w) hat eine Lorentz-Form, die an w = 0 zentriert ist und die Breite = hat.
Fiir den nichtmarkovschen Fall folgt zunédchst aus der Fourier-Transformation
von (3.39) die Relation

v, (W) = Grer(w) &r, (W) -
Wir erhalten damit die Spektraldichte aus ihrer Definition (3.13):

1
Sy(w) = lim — < |UT,,(W)|2

>
Ty —00 Tb

= lim i |Gret(w)|2 < |€Tb(w)|2 > = |Gret(w)|2sf(w)'

Ty —00 Tb

Nach dem Theorem von Wiener und Khinchin und dem Fluktuation-Dissipations-
Theorem gilt
Se(w) = I(w) = 2kpTT (w) .

Auflerdem ist einfach zu zeigen, daf}
['(w) = Lret(w) + Iep(w) = 2 Re Ly (w)

gilt. Wir erhalten folglich

1
(2T et (w) — imw) (2%, (w) + imw)

So(w) = |Gret(w)| Se(w) =

= 2kpT Re Grer(w) .

2kpT 2 ReTpey(w)

In Abb. 3.11 sind die Spektraldichten fiir verschiedene 7. dargestellt, wobei
kgT =1, m = 0.2 und D = 2 festgelegt sind. Zunéchst erkennen wir aus der
Abbildung, daf alle Kurven S,(w) an w = 0 den gleichen Wert besitzen. Dies
folgt aus der Tatsache, daBl G,;(w = 0) von 7. unabhéngig ist. Das Maximum
von S,(w) fiir 7. = 2, 1 und 0.3 liegt ungefihr bei w.. Aulerdem erkennen
wir die klare Tendenz, daf} sich das Maximum von S, (w) fiir sinkende 7, nach
rechts verschiebt bei breiter werdender Kurve. Was wir in Abb. 3.11 nicht sehen
konnen ist, daf sich das Maximum von S, (w) fiir sinkende 7. nicht immer nach
rechts verschiebt, sondern fiir sehr kleine 7. nach links. Fiir 7. — 0 liegt das
Maximum an w = 0.
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0 2 4 6 8 10 12

Abbildung 3.11: Spektraldichte S, (w)

Die Dauer der Thermalisierung hiéngt im allgemeinen auch von der Korre-
lationszeit des Rauschens ab. Da die Green’sche Funktion keine reine Exponen-
tialfunktion ist, ist es wenig sinnvoll, die mittlere Dauer der Thermalisierung
zu definieren. Wir kénnen jedoch die Abhéngigkeit der Thermalisierung von
der Korrelationszeit 7. anhand der numerischen Simulation erkennen.

Die Losung v(t) mit v(t) = #(¢) und x(¢) der verallgemeinerten Langevin-
Gleichung

mi(t) + 2 /Otdt’ Lt —t)z(t") = &)
mit z(t=0)=0und v(t=0)=0

kann aus der numerischen Berechnung mit einem Mehr-Schritt Verfahren, dem
Adams-Bashforth-Verfahren mit der Konsistenzordnung 3 [DH 92], erfolgen.
Der numerische Rechenfehler mit diesem Verfahren ist in der Gréflenordnung
von (At)?, eine Ordnung niedriger als der mit dem Euler-Cauchy-Verfahren.
Wir legen folgende Parameter fest:

D

m=01 , kgT=1 , D=2 ,sodaBQ:kaT:

20.

Um die Zuverléssigkeit des numerischen Verfahrens zu verifizieren, vergleichen
wir die numerische Mittelung von v?(¢) iiber ein Ensemble von 1000 Ereignissen
mit dem analytischen Ergebnis:

<2(t)> = /Otds /Otds’ Groslt — 8) Goalt — 8') < E(5)E(S) >



3.4. Verallgemeinerte Langevin-Gleichung 95

w>1 kgl kT 1 ,
2021 7B- 1B Q7. +1/2Q7, — 1 sin(2w.t)

m m 2QT.
+(Qr. — 1)cos(2wet)] e 7 .

Fiir den Fall 7. = 2 konnen wir in Abb. 3.12 erkennen, dafl das numerische Re-
sultat mit dem analytischen Ergebnis relativ gut {ibereinstimmt. In Abb. 3.13

12 T T T T T T

10

numerisch
............ analytisch

< V3(t) >

0 5 10 15 20

Abbildung 3.12: Vergleich der numerischen Mittelung von v?(¢) nach 1000 Er-
eignissen (durchgezogene Linie) mit dem analytischen Ergebnis (gepunktete
Linie)

und 3.14 sind die Position (X,Y) und die Geschwindigkeit v(¢) einer verallge-
meinerten Brown’schen Bewegung geplottet. Im Vergleich zu der gew6éhnlichen
Brown’schen Bewegung sind die Trajektorien glatter. In Abb. 3.15, 3.16 und
3.17 werden die numerischen Resultate der mittleren kinetischen Energie, der
Korrelationsfunktion der Geschwindigkeit und des mittleren Verschiebungs-
quadrates fiir 7. = 2, 1 und 0.3 dargestellt. Fiir 7 — 0 haben wir in den
Abbildungen die analytischen Kurven verwendet, da die numerischen Kurven
wegen der kleinen aber dichten Fluktuation um % kgT fiir grofle t den Kontrast
der Kurven fiir verschiedene 7. storen wiirden. In Abb. 3.15, 3.16 und 3.17 ist
der oszillatorische Charakter fiir grofie 7. deutlich zu sehen. Auflerdem kénnen
wir erkennen, daf fiir kleine 7. die Thermalisierung in kiirzerer Zeit verlauft.
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Abbildung 3.13: Die verallgemeinerte Brown’sche Bewegung. Das Brown’sche
Teilchen wird durch eine Kugel symbolisiert. Die Bewegung beginnt am Punkt
(0,0), der mit dem Késtchen markiert ist.

0 5 10 15 20

Abbildung 3.14: Geschwindigkeit eines Brown’schen Teilchens

3.5 Die Bewegung eines Oszillators in einer
Fliissigkeit

Im letzten Abschnitt haben wir die verallgemeinerte Brown’sche Bewegung
behandelt. In diesem Abschnitt werden wir die Bewegung eines Oszillators in



3.5. Die Bewegung eines Oszillators in einer Fliissigkeit o7

0,6 T : T : . - . : .

0,4}

0,3r

mittlere kinetische Energie

0,0

Abbildung 3.15: Die mittlere kinetische Energie £ m < v%(¢) > des Brown’schen
Teilchens. Die Kurve fiir 7. = 2, 1 und 0.3 erhalten wir durch die numerische
Mittelung nach 1000 Realisierungen. Fiir 7. — 0 ist die analytische Kurve
dargestellt.

einer Fliissigkeit betrachten. Der Oszillator erfihrt nicht nur die stochastische
Kraft aus der Umgebung, sondern auch die innere Kraft —mw2z, wobei m
die Masse und wy die Eigenfrequenz des Oszillators darstellt. Wir erhalten die
folgende Bewegungsgleichung des Oszillators

mi(t)+2 [ " T — ) i)+ mele(t) = £(8) (3.40)
mit  x(t=0)=1z9 und Z(t=0)=1vy.

Eine analytische Behandlung von (3.40) ist im allgemeinen schwierig. Wir ana-
lysieren die Bewegung des Oszillators durch die numerische Rechnung. Dazu
verwenden wir wieder das Adams-Bashforth-Verfahren. Dabei sind folgende
Parameter festgesetzt:

ro=0 , vo=0 , m=02 , kgT=1 , D=1, wi=10.

Die K‘tcl)rrelationsfunktion des Rauschens wird wie im letzten Abschnitt als
% e 7 angenommen. In Abb. 3.18 und 3.19 sind die mittlere kinetische Ener-
gie und potentielle Energie fiir 7. = 1, 0.5, 0.1 und 0 dargestellt, wobei wir fiir
7. — 0 die analytische Losung und fiir die anderen die numerische Mittelung
nach 1000 Realisierungen gezeigt haben. Die numerischen Rechnungen zeigen,

daf} die folgende, zu erwartende, Equipartition

1 1 1
§m<v2(t) >:§mw§<x2(t)>:§kBT
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< V(t) V(0) >

1
a1
T

-10 1 . 1 . 1 . 1 . 1 . 1

Abbildung 3.16: Die Korrelationsfunktion < v(¢)v(0) > im thermischen Gleich-
gewicht. Die Kurve fiir 7, = 2, 1 und 0.3 erhalten wir durch die numerische
Mittelung nach 1000 Realisierungen. Fiir 7. — 0 ist die analytische Kurve

dargestellt.

<aX2>

Abbildung 3.17: Das mittlere Verschiebungsquadrat < Az?(¢) >. Die Kurve
fiir 7. = 2, 1 und 0.3 erhalten wir durch die numerische Mittelung nach 1000
Realisierungen. Fiir 7. — 0 ist die analytische Kurve dargestellt.
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o
o

0,5f

0,4}

0,2

mittlere kinetische Energie

0,0

Abbildung 3.18: Die mittlere kinetische Energie $m < v?(t) > eines Oszil-
lators. Die Kurve fiir 7. = 1, 0.5 und 0.1 erhalten wir durch die numerische
Mittelung nach 1000 Realisierungen. Fiir 7. — 0 ist die analytische Kurve

dargestellt.

erfiillt ist. Dies 148t sich auch analytisch beweisen. In Abb. 3.18 und 3.19 er-
kennen wir, dafl der Oszillator schneller equilibriert, wenn die Korrelationszeit
7. kiirzer ist. Die charakteristische Frequenz der Oszillation kénnen wir wie-
der durch die Berechnung der Spektraldichte erhalten. Analog zu dem letzten
Abschnitt ist

Sa(w) = |Gret(w)[* Se(w),
wobei G (t) die zu zr, (t) gehorige Green’sche Funktion ist:

mClya(t) + 2 / Tt Tyt — ) Grat(t) = (1) fiir t > 0. (3.41)

Durch die Fourier-Transformation von (3.41) erhalten wir
1

Y S o)
Es folgt
Se(w) = |Grer(w)]” 55(1w) 1
T om (w% —w?— 2 Fret(w)) m (w% —w? i F,"fet(w)) 2T 2 Be Lraw)
= 2kpT Im G (w) .

w
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o
o

0,5f

0,4}

0,2

mittlere potentielle Energie
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Abbildung 3.19: Die mittlere potentielle Energie 3 mwg < x%(t) > eines Oszil-
lators. Die Kurve fiir 7. = 1, 0.5 und 0.1 erhalten wir durch die numerische
Mittelung nach 1000 Realisierungen. Fiir 7. — 0 ist die analytische Kurve
dargestellt.

Die Spektraldichten fiir 7, = 1, 0.5, 0.1 und 0 sind in Abb. 3.20 dargestellt.
Wir erkennen, dafl die charakteristische Frequenz, bei der sich das Maximum

Sx(w)

Abbildung 3.20: Die Spektraldichte S, (w)
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der Spektraldichte befindet, fiir sinkende 7. zunfchst nach rechts und dann
nach links wandert. Die Kurve der Spektraldichte wird fiir sinkende 7. breiter
und ndhert sich der des markovschen Falls.

Die Methode der Green’schen Funktion beschrankt sich auf die linearen
Probleme. Fiir ein nichtlineares Potential, z.B.

1
Vi(z) = §mw§x2 +g* 2t

konnen wir keine analytische Spektraldichte erhalten. Dennoch 148t sie sich
numerisch durch die Fourier-Transformation der Korrelationsfunktion berech-
nen.

Wie schon in der Einleitung erwihnt, eine Untersuchung der Evolution ei-
ner DCC-Formation im Rahmen des Langevin-Szenarios wurde von Biro und
Greiner [BG 97] durchgefiihrt. Dort 16sten sie eine stochastische Bewegungs-
gleichung des chiralen Parameters, die eine markovsche Langevin-Gleichung
mit weilem Rauschen darstellt. Im néchsten Kapitel werden wir erfahren, dafl
die Bewegungsgleichung in [BG 97| nur eine markovsche Niherung einer ver-
allgemeinerten Langevin-Gleichung ist. Es stellt sich unmittelbar die Frage, ob
der nichtmarkovsche Effekt, der sogenannte Gedéchtniseffekt, in der Dynamik
einer DCC-Formation eine Rolle spielt. Um dies zu untersuchen, werden wir die
in diesem Kapitel entwickelte Verfahren zur Simulation des farbigen Rauschens
und zur Losung verallgemeinerter Langevin-Gleichung auf die Zeitentwicklung
einer DCC-Formation anwenden. Die numerischen Ergebnisse repriisentieren
wir in Kapilte 5.
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Kapitel 4

Die semiklassische
Bewegungsgleichung der
langwelligen Mode eines
selbstwechselwirkenden Systems

In diesem Kapitel werden wir die effektive semiklassische Bewegungsgleichung
der langwelligen Mode eines selbstwechselwirkenden Quantenfeldes in thermi-
schem Gleichgewicht mit der Lagrange-Dichte des linearen o-Modells herleiten.
Wir werden sehen, dafl die Bewegungsgleichung vom Langevin-Typ ist, und so-
mit einen Dissipations- und einen Rauschterm beinhaltet.

In Abschnitt 4.1 werden wir ein Quantensystem betrachten, das sich in
Wechselwirkung mit einem Wiarmebad befindet. Mit dem von Feynman ent-
wickelten Formalismus wird der Effekt, der durch das Warmebad auf das be-
trachtete System ausgeiibt wird, in ein Influenz-Funktional zusammengefafit.
Wir werden in Abschnitt 4.2 den klassischen Limes fiir das Quantensystem
des vorherigen Abschnittes betrachten. Die heraus resultierende klassische Be-
wegungsgleichung ist vom Langevin-Typ. In Abschnitt 4.3 werden wir die se-
miklassische Bewegungsgleichung der langwelligen Mode fiir ein selbstwechsel-
wirkendes skalares Quantenfeld herleiten. Schliefilich werden wir in Abschnitt
4.4 die Rechnungen von Abschnitt 4.3 fiir ein O(N') Quantenfeld wiederho-
len und die Bewegungsgleichung der langwelligen Mode des linearen o-Modells
herleiten.

Zu diesem Kapitel empfehlen wir die Literatur [GM 97].

63
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4.1 System in Wechselwirkung mit einem Wirme-
bad

In diesem Abschnitt werden wir ein System betrachten, das mit einem Wérme-
bad wechselwirkt. Bevor wir das tun, mochten wir an einige Begriffe der Quan-
tenmechanik erinnern.

4.1.1 Der Zeitentwicklungsoperator und die Zeitentwick-
lungsamplitude der Wellenfunktion

Die Quantenmechanik besagt: Die Welle-Teilchen-Dualitit ist eine allgemeine
Eigenschaft der mikroskopischen Objekte. Alle Beobachtungsgroflen werden
durch die Wellenfunktion ¥(x, t) bestimmt, die die Amplitude der Aufenthalts-
wahrscheinlichkeit des betrachteten Objekts beschreibt. Mit anderen Worten,
| U (x,t)[2d®z ist die Wahrscheinlichkeit, das Objekt zum Zeitpunkt t im Inter-
vall dx um x zu finden.

Die Wellenfunktion ist die Losung der Schridinger Gleichung,

m% — HU(x.1), (4.1)

mit dem Hamilton-Operator H. Wenn wir annehmen, dafl der Hamilton-Operator
nicht explizit zeitabhingig ist, konnen wir die Wellenfunktion separieren:

U(x,t) = f(t)p(x) .

Wiihrend f(t) proportional zu e~# 7+ ist, ist das Lésen von ¢(x) ein typisches
Eigenwertproblem:

Hn(x) = Enepp(x) . (4.2)
Wir erhalten die Eigenfunktionen

i

= e il (x) = e w-0) @, (x,1;) . (4.3)
Die zweite Zeile von (4.3) erhéilt man leicht, indem man e=# ¢ bzw. ¢~ #f(t=t)
in eine Reihe umschreibt und danach (4.2) anwendet.

Eine beliebige Wellenfunktion kénnen wir nun mit den ¥, (x, ¢) darstellen:
U(x,t) =D a,V,(x,1). (4.4)

Wir setzen (4.3) in (4.4) ein und erhalten

i

U(x, ty) = e w100 §(x, 1;) | (4.5)
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so daB wir e~ #H(t=%) als Zeitentwicklungsoperator bezeichnen kénnen.
Ein alternativer Zugang zur Quantenmechanik ist der von Feynman [FH 65]
entwickelte Pfadintegralformalismus. Die Zeitentwicklung der Wellenfunktion

kénnen wir nun mit der Hilfe der Pfadintegrale wie folgt formulieren:
U(xp 1) = /d?’xi K(xg, b7 %1 1) U (xi, 1) (4.6)

x ifty %x,x
wobei K (xf,t7;x;,1;) :/ fDX(t) en Sy e £, 28 (4.7)
Das Pfadintegral [/ Dx(t) - - - bedeutet eine Summe iiber alle méglichen Bah-
nen x(t) zwischen den Raumzeitpunkten (x;,%;) und (x,ty), wobei t; > t; ist.
Wir bezeichnen K (xy,ts; x;,t;) als die Zeitentwicklungsamplitude. Die Darstel-

lung (4.7) gilt allerdings nur fiir speziellen Fall, in dem die Hamiltonfunktion
die folgende Form hat [LR 85]:

p?
A=Y 1v(x).
5 TV
Wir werden die Darstellung (4.7) weiter anwenden. Dabei wird angenommen,

dafl die Hamiltonfunktion die obige Form besitzt.

Aus der Definition des Pfadintegrals folgt folgende Eigenschaft der Zeitent-
wicklungsamplitude:

K(xf,tpxi,t;) = /dxa K(xf,t5;Xa, ta) K(Xa, ta; Xi, 1) (4.8)

mit x, = x(t,).
(4.6) und (4.5) sind &dquivalent, denn (4.6) geniigt der Schrodinger Glei-
chung (4.1).

4.1.2 Dichtematrix

Die Wellenfunktion ist deswegen wichtig, weil sich alle Beobachtungsgrofien
aus ihr ergeben. Wir konnen den Erwartungswert einer Beobachtungsgréfie A
formal wie folgt berechnen:

~

<A> () =< U(x, )| A|U(x,t) >,

wobei A der entsprechende Operator von A ist.

In der Praxis kann ein System nicht durch solchen ,reinen* Zustand ¥(x, t)
beschrieben werden, da die vollstindige Information iiber das System fehlt.
Folglich befindet sich das System in ,,gemischtem“ Zustand, der als Ensemble
von den moglichen reinen Zustédnden, bezeichnet wird.
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Seien Ui(x,t) die reinen orthonormalen Zusénde. P' sei ferner die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, das System im Zustand W'(x,t) zu finden. Wir erhal-
ten dann den Mittelwert von A durch die Mittelung der Erwartungswerte in
U'(x,t) mit dem Gewichten P*:

<A>H) =P <AV > . (4.9)

Setzen wir die Vollstindigkeitsrelation,

1=> 0" >< ",

n

in (4.9) ein, erhalten wir
<A>H) =P <P >< I AT >
=3P < WU S>< AT > (4.10)
Die letzte Zeile der obigen Gleichung gilt, da die |¥? > orthonormiert sind.
Der Dichteoperator bzgl. der Basis |U* > ist definiert als

o= P U > < 0" (4.11)

Einsetzen dieser Definition in (4.10) liefert
<A>(1)=) <W[pA|V >=5p (24) = Sp ((8)(A)) .

Wir sehen, dafi der Mittelwert einer Beobachtungsgrofie A die Spur des Ma-

~

trixprodukts der Matrizen () und (A) ist. Die Matrix (9) bezeichnen wir als
die Dichtematiz, durch die ein System vollstdndig beschrieben wird.

Aquivalent zu dem Dichteoperator ¢ definieren wir die Ortsdarstellung der
Dichtematrix
o(x,x';t) ==Y PP U™ (x, 1) (¥*(xX, )" . (4.12)

Bzgl. dieser Definition 1483t sich der Mittelwert von A darstellen als

~

<A>(t)= /d3:v d*r' §(x —x') Ao(x,x';t), (4.13)

wobei wir vereinbaren, dafl A nur an x wirkt.
Aus (4.12) folgt direckt

o(x,x;t) = 0" (x,x";1). (4.14)



4.1. System in Wechselwirkung mit einem Wairmebad 67

Wir erhalten die Zeitentwicklung der Dichtematrix, indem wir (4.6) in
(4.12) einsetzen:

o(xy, X, ty) = /d?’xi APz K(xp,tp %, 6) K™ (X, 15X, ) 0%, X, ;). (4.15)

Die Abweichung des gemischten Zustands zu einem reinen Zustand, die
auch ein MaS fiir die fehlenden Informationen des Systems darstellt, ist gegeben
durch eine positive Zahl o, die man als Funktional von ¢ in der Form

olo] = —Sp(0in(0))

definiert. Als Beispiel betrachten wir das kanonische Ensemble, in dem o ma-
ximal wird und die mittlere Energie des Ensembles einen festen Wert besitzt.
Unter diesen Gegebenheiten:
do =0Sp(oln(p)) =0
und  Sp(@) =1,  Sp(¢H)=E,

ergibt sich der kanonische Dichteoperator zu

1 .5 1
@:Ee—/’f’ mit ﬁ:k—T, (4.16)

mit der Zustandssumme Z als Normierungsfaktor.

4.1.3 Das Influenz-Funktional

Wir betrachten nun das System X(z), das mit einem Wirmebad Q(q) wech-
selwirkt. Der Kiirze halber bezeichnen wir x und ¢ als die Koordinaten von X
und Q. Sie kénnen auch mehrdimensional sein.

Der Erwartungswert einer Beobachtungsgréfie A wird von der Dichtematrix
des Gesamtsystems X+Q bestimmt:

~

<A>(t)= /dxdx'dqdq' 5(x —2')0(q — ¢') A oxrolz, 2 q,¢;1) .

Héngt A nur von x, der Koordinate des betrachteten Systems, ab, so konnen
wir die Koordinate ¢ ausintegrieren:

~

<A>(t)= /dxdx' 5(x —2') A ox (x,2'; 1) (4.17)

wobei
ox(x,a'st) == /dqdq’ 0q—d) oxiq(x,2"5q,451) . (4.18)
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ox bezeichnen wir als die reduzierte Dichtematrix. Wir setzen die Zeitentwick-
lung von px.¢ anhand (4.15) in (4.18) ein und erhalten

ox(xp, s tp) = /dqqu} d(qr — q})/dxidxédqidqé K(wg,qy,ts; i, gi ti) ¥

wobei

o . £Slw.d]
K(xf7Qf7tf)x27QZJtZ) :/ Dl’(t)/ Dq(t) en 4

T qi

ty o
und Sz, q] = /t dt L(%,q;7,q,t) = Sx[z] + Sqlq] + Sint[z, q] -

Wihrend S;[z, ] die Wechselwirkung zwischen X und Q beschreibt, bestim-
men Sx[x] und Sp[q] die Bewegungen x(¢) und ¢(t) unabhiingig voneinander.

Wir nehmen an, dafl zur Anfangszeit ¢t =¢; X nicht mit QQ wechselwirkt,
d.h.

ox+o (i ok qi, 4 i) = ox (w4, 74 1) - 00(gis @35 i) -

Mit dieser Bedingung erhalten wir aus (4.19) die Zeitentwicklung von px:

Ty ! i ’ i ’
ox(wp, 7' tp) = /d:}:ldx;/ Dz /,f Da' er (Sxlel=8xlD) o7 Srlea) o (3 2l: ;)

(4.20)
wobei

i ’ qf q,
eESIF[I,I] = /dqqu}dqz-dqz'- 5((]f — q})/ 'Dq /,f’Dq/.
qi q;

e (S@lal=SQ[a'1+Sint[w,a] = Sint[z".q]) 00 (Qi, qg; ti)

qf ar i ’ ’or
qi q;
(4.21)

Srrlz, 2] bezeichnen wir als das Influenz-Funktional, welches den Einfluf} des
Wirmebads Q auf die Dynamik von x vollstéindig enthélt.

Bevor wir auf die explizite Berechnung des Influenz-Funktionals eingehen,
wollen wir zwei Eigenschaften von Syp[z, 2] zeigen, die sehr niitzlich fiir die
spéateren Rechnungen sind.

Eigenschaft 1 Sirl2', z] = =Sip[z, '] (4.22)
Eigenschaft 2 Sielz, 2| =0 fiir z(t) = 2'(t) (4.23)
Eigenschaft 1 folgt direkt aus (4.21) und (4.14). Um die Giiltigkeit Eigenschaft

2 zu zeigen, wihlen wir zuerst die festen Bahnen z(¢) und z'(t) mit z(¢) = 2'(¢),
dann kdnnen wir eine effektive Wirkung fiir QQ bilden:

SQ[(]] = SQ[q] + Sint[xv Q] .
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Wir benutzen diese Definition und erhalten aus (4.21), (4.15) und (4.13)

i q 4 QG & [t
enStrivtl — /dqqu}dqidqé 0(qr — CI})/ fDq/ "Dy’ e eld=5eltD (g, }; ;)
i q,
= /dqqu} 0(qr — qf) 0qlay, qf; ty)
=< i >Q= 1.
Da S;p|z, x] nicht von z(¢) abhéingig ist, gilt die obige Gleichung fiir beliebige

z(t). Daraus folgt Eigenschaft 2 bis zu einer Vielfachheit von 27h, fiir die wir
uns hier nicht interessieren.

4.1.4 Perturbative Auswertung des Influenz-Funktionals

Nun wollen wir die Berechnung des Influenz-Funktionals diskutieren. Wir schrei-
ben (4.21) nochmal auf:

i ’ ar ar i ’ . . o
erSirlza’] _ /dqquidqg /q. Dq /q{ Dy er Selal=Seldl+Sini[2,]=Sine[2".q) 00(qi, 45 1;).

Die obige Gleichung kann man nicht fiir beliebige Wechselwirkung exakt aus-
werten. Fiir einige Spezialfélle kénnen wir jedoch das Influenz-Funktional nihe-
rungsweise oder sogar exakt auswerten [FH 65] [FV 63]. Wir betrachten nun
den Fall, in dem S;,;[x, ¢] die folgende Form hat:

Sulrval = [t 1(5) Z(a)

mit reellen Funktionen f(z) und Z(q).

Falls die Systeme X und () schwach verbunden sind, kénnen wir ein per-
turbatives Verfahren einfithren: ~ Wir entwickeln e7 %t formal bis zur zweiten
Ordnung von f(x)

i Sint J L (0N

und vergleichen an spéiterer Stelle mit der entsprechenden formalen Entwick-

lung fiir die Influenzwirkung

Q%SIF ~ ]_-|-£S[F-|-l <£> SQ
A 2 \p) TH

Einsetzen von (4.24) in (4.21) liefert

; , q q i /
eiSiplea] /dqquidqz{/ fDQ/,fDq'65(5‘?["]_5@["])99(%,q;;ti) X
qi q;
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Z’ ! !
{1+ ﬁ(smt[xvd — Sine2",4')
1 i 2 S S I 17\ 2
+§ <ﬁ> ( int[xaQ] - int[x 7Q]) }
= F+F + 7. (4.25)

Die Indizes von F notieren hier die Ordnungszahl von f(z).

0-te Ordnung:

Es gilt offenbar
Fl=<1 >0 = 1.

1-te Ordnung:

Der erste Term von F! sieht folgendermafen aus:

ty i /
h dtf /dqququz/ Dq/ Dy’ Z(q) er Seld=5eldD o (g;, s 1),
qi

wobei ¢; die Koordinate ¢ zum Zeitpunkt ¢ ist.

Aus der Eigenschaft des Pfadintegrals (4.8) und der Zeitentwicklung der
Dichtematrix (4.15) folgt

q q 2 !
/dqquidqéf fDq/ "Dy’ Z(gp) e#Sel=54D oo (qu ol t,)
¢ q;

= /dqquidqé/dqtdqé K(qr,tr;qt) =(qr) K(gr, b5 qis i) X
K*(qr,tr5 a1, t) K™ (a1, t; 45 i) 00(ai, 435 1)
= /dqidqéqutdqi E(q) K(qe t; i ti) K™ (g1, 15 ¢4, 1) X
/dqf K(qp,tr;ait) K*(ap, ty; a5, 1) 0 453 1)
= /dqidqéqutdqi 0(qe — q;) Z(qe) K(ar, t; @is i) K (a5, 1 435 i) 0q(ai> a5 i)

= /dqtdqé 6(qr — a1) (1) 00(ar, q55 1)
= < E(q) >0=< E(q(t)) >0 - (4.26)

< E(q(t)) >¢q stellt den Mittelwert von =(¢) zum Zeitpunkt ¢ dar.
Mit der Notation von (4.26) hat F' einen einfachen Ausdruck:

tf _ _
Pl = [ {15) <2@) >0 /) <Z) >e} . (420
Aus (4.26) und (4.14) kénnen wir leicht zeigen, daf es gilt

(4) >q= (< E(g) >q)" (4.28)

(11

<
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Auflerdem gilt offenbar
<Z(¢) >o=<E(q) o= V(). (4.29)

Wegen der Eigenschaft (4.28) ist V(¢) reell und beschreibt eine verallgemeinerte
duflere Kraft zu X. Durch das Einsetzen von (4.29) in (4.27) erhalten wir

Flla, 2] = % /titfdt V) (f(z) - F(')) - (4.30)

Kontur-Schreibweise: [LW 87] [CSHY 85]

Wir fiihren nun eine intelligente Scheibweise ein, die unsere bisherige und
folgende Ausfiihrungen transparenter gestalten wird.

Wir definieren folgende Zeitentwicklung: Die Zeit entwickelt sich zuerst
vom Anfangszeitpunkt ¢; zu dem Endzeitpunkt ¢, wobei ¢; > ¢; ist, und kehrt
zuriick zu t;, wie in Abb.4.1 dargestellt. Wir bezeichnen C; als obere Kontur
von t; bis t; und C, als untere Kontur von #; bis %;.

X(t)
t i >

1/

> {

<
<

x' ()
Abbildung 4.1: Zeitkontur

Ferner definieren wir die entsprechenden Koordinaten von X und Q:

ZL’(t) : tGCl
re(t) = {x’(t) : ey

QC(t) _ {q/((tt)) t e

t € Cy

Beziiglich dieser Kontur-Schreibweise 148t sich F'[z, 2'] in (4.30) einfacher aus-
driicken:

Flla o] = %/Cdt V) f(ze(®). (4.31)

Jedt - - - symbolisiert den Integralweg von ¢; zu ¢y dann zuriick zu ¢;. Wenn wir
V*(t) bzw. V= (t) definieren als V (¢) fiir ¢t € C; bzw. t € Cy, dann folgt aus
(4.29), daBl V*(t) = V'~ (¢) ist.
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2-ter Ordnung:
Wir driicken F?[z, 2'] zuniichst in der alten Schreibweise aus:
1 N\ 2 i ’
i = 3 2 ot 0 [ 50t
(Sint[z, q] — Sine[2”, ql])Q
1 /a2t af af i PR
] (ﬁ) /t s daydgidy /q b /q< Dy er et g (g, gist:)
{f(w)2(q) = f(@)Z(g) [ (w5)2(gs) — () =(q5)}
1 /iN\?[tr ay ay i ity
a1 (1), et dosdu, [ g [["Df et S5 qfa st
{f (@) f(2:)Z(q0)E(gs) — f () f () E() 2(g5)
— [ (@) f(25)2(a) = (gs) + f () f () 2(q1)Z(dl) } -

Fiir den ersten Term von F? geben wir eine explizite Darstellung der Zeitent-
wicklung anhand der Zeitentwicklungsamplitude an und definieren anschlie-
Bend eine Notation, die auch die anderen Terme notieren kann.

Fiir ¢t > s ist

q q F ’
/dqquidqé/ fDq/ "Dy’ et Seldl=Seld) =(4,) Z(q,) 00(ai, ¢l t:)
qi q

X

X

!

= [dqgdaida] [dgudgidasdd, K (ap, 55 s t) (@) K ars 05, ) 2(00) K (5505,
K*(qp,ty; a1, t) K*(q5,t; 4, 5) K*(q, 55 45, 1) 0064, 435 )
~ [dadd; [dadadasda, 5(a ~ 4) Z(a) K (@t s 5) Za5) K (a5, 5 5, 1)
K*(qy,t5 4, 5) K*(q, 55 4, t) 004, 433 i)
= < E(@)2(e:) >0 =< Z(¢(t)Z(a(s)) >q - (4.32)

< Z(q(t)Z(q(s)) >¢ stellt die Zweizeitpunktekorrelation dar. Fiir ¢ < s
miissen jedoch ¢ und s in der obigen Gleichung vertauscht werden. Um dies
zu verallgemeinern, fithren wir einen sogenannten Zeitordnungsoperator T ein,
der die Reihenfolge von Z(¢(t)) und =(¢(s)) nach der normalen Zeitvorstellung
anordnet. Damit 148t sich der erste Term von F? schreiben als

5 () [ atds £0)f () < TEDEG) >0 -

Mit der oben eingefiihrten Notation stellen wir F? wie folgt dar:

A

Pl = (3) [ deds {a@)f(s) < TEG@)a() o



4.1. System in Wechselwirkung mit einem Wairmebad 73

—f(z() f(2'(s)) < E(a(t)2(d(5)) >0
—f(@' (1)) f(2(s)) < E(d ()= (a(s5)) >0
+HF(@' (D) f(@'(s) < T(E(d(1))2(d () >}

Bei dem vierten Term in (4.33) ist der Operator T wie bei dem ersten Term der
gebraucht. Bei dem zweiten und dritten Term in (4.33) ist ein Gebrauch von T
nicht mehr nétig, denn ¢ und ¢’ sind in Pfadintegral voneinander unabhéingig.

Wir notieren (4.33) in der Kontur-Schreibweise:

Floal) = o [dids f(ec(®)D(t,9)f(re(s))

mit der Definition

D¥(1,5) = + < TE@N)Z() o,

DH(t,5) = 1 < 2¢ (NZ(a0) o,

D H(t,5) = < 3¢ (1)2(a(s)) >o,

D () = 1 < TEWOEA()) g - (439
7% ist der Antizeitordnungsoperator. Das ,,+“ bzw. ,—“ Zeichen deutet an,

daf} die Zeit sich auf der oberen Kontur C; bzw. unteren Kontur Cy befindet.
Z.B. ist fiir Dt (¢, s) ¢t auf C; und s auf C,.

Die vier Pfad-Kontur geordneten Korrelationen sind nicht unabhéngig von-
einander. Wegen der Eigenschaft 1 (4.22) gilt offenbar

Fa' z]) = (F?x,2'])*.

Daraus folgt

D~*(t,s) = —(D*(t, 5))". (4.35)

Als néchst separieren wir DV (¢, s) in zwei Terme, ein Term fiir ¢ > s und
der andere fiir ¢ < s, d.h.

Dt (t,s) = 0(t — s)D”(t,s) + 0(s — t)D<(t, s) .
Es gilt wegen der Symmetrie

D<(t,s) = D" (s,t). (4.36)
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Ferner gilt fiir ¢ > s mit Hilfe der Darstellung (4.32)
D™ *(t,s) = D7 (t,s).

Analog gilt fiir t < s
Dt (t,s) = D<(t,s) .

Im Gegensatz zu D™t und D™~ behalten DT~ und D~ ihre Formen, egal ob
t > s oder t < s ist. Denn ¢ und s liegen auf den unterschiedlichen Konturen.
Aus der Relation (4.35) ergibt sich

D<(t,s) = —(D>(t,5))". (4.37)

Wir kénnen nun die vier Korrelationen durch D> und D< darstellen:

Dt (t,s) = 0(t — s)D~(t,s) + 0(s — t)D<(t, s)
Dt (t,s) = D<(t,s)
D~ (t,s) = D (t,s)
" (t,s) = 0(t — s)D<(t,s) + 0(s — t)D7(t,s) (4.38)

wobei ‘
G =
D(t,s) = = < =(a(t))

(11

(q(s)) >¢ fiirt>s.
Aufgrund (4.36) und (4.37) besteht zwischen D< und D~ folgende Relation:
D<(t,s) = D”(s,t) = —(D”(t,s))". (4.39)
Wir fassen die bisherigen Ergebnisse kurz zusammen:
e%S}F[x,x'} ~ fo[l‘,xl] 4 fl[x,x'] 4 f2[l‘,xl] (4.40)
mit
Flz,2'] = 1
Fllaa] = 5 [dt VO (re®),
c

Polo,a') = 5= [dtds Fae(®)D(t5)f (e(s))
c
Wir kénnen F° + F' + F? durch eine Exponentialfunktion approximieren:
FO 4 FL o F2 n o Jedt VO (@e®) o [dtds flze()D(ts)f (ze(s) (4.41)

wobei

D(t,s) = D(t,s) — —V(t)V(s).
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Wir wollen an der Stelle von D(t,s) D(t,s) schreiben. Deswegen miissen wir
die Formen von D(t, s) in (4.34) korrigieren und neue D~ und D< definieren.
Aus dem Vergleich der Exponenten von (4.40) und (4.41) folgt

Sirle, /) % [de VO f(relt)) + [deds f(re(t)) 5Dl 5)f(re(s) (4.42)
wobei

V(t) =<E(ge(t)) >¢ mit VT()=V"(1),

DV (t,5) = 1 (< Sac(5)3(ae(1)) >q — < Hae()) >o< Hac(s)) >o}

=: D<(t,s),

D ¥ (t,5) = 1< Zlae(0)(ac(5) ¢ — < Zac(t)) >< Hac(s)) >o)

=: D7 (t,s),

D¥H(t,5) = 1+ {< TE@H)Za(3)) > — < Haet) >o< Zac(s)) >q)
=0(t — s)D”(t,s) +0(s — t)D<(¢, s) ,

D" (t5) = + {< T*(E(()Z () >q — < Hae(t) >o< Z(ae(®)) >o}

=0(t — s)D<(t,s) + 0(s — t)D” (¢, s) .

Auflerdem gilt die Relation (4.39) fiir die korrigierten Darstellungen von D(¢, s).

Wir haben nun eine kompakte Form des Influenz-Funktionals S;p (4.42).
Um den physikalischen Gehalt zu erldutern, suchen wir den reellen und ima-
gindren Teil von S;r. Aus diesem Zweck definieren wir

Di(t, ) = D*(1,5) ~ D<(t,5) = + < [Elac(t)), Z(ae()] >a. (4.43)

Dyt s):= % (D>(t,s) + D<(t, s))

= (< 20ae(0)  lacls)} 2o 2 < Zlaelt)) >q - < Zacls)) >o}

(4.44)
Aus der Relation (4.39) folgt
DR(t, S) = —DR(S,t) = (DR(t, S) *,
Di(t,s) = +Dy(s,t) = (Dy(t, s))". (4.45)

Dpr und Dj sind daher reelle Funktionen. Wir driicken die Korrelationen durch
Dpr und D7 aus:

Dt (t5) = —% (Dn(t, s) — iDy(t, 5))
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D~ (t,5) = +% (Dg(t,s) +1iDs(t,s))
Dt (t,5) = +% (Dg(t,s)(0(t —s) —0(s —t)) +iD;(t, s))
D™ (t,s) = —% (Dr(t,s)(0(t —s) — 0(s —t)) —iDy(t,s)) . (4.46)

Wir setzen die Ausdriicke der D(¢, s) von (4.46) in (4.42) ein und erhalten nach
Sortieren

Sule ') [0V (0) (7 (0(0) — 1 0)
+ [Vinds (£a(6) - £ 0 3

w1 [Mards (1) - £ 0)

R(t,s) (f(2(s)) + f(2'(s)))
I(t,s) (f(x(s)) = f(2'(s)))

wobei
V(t) =<E(ge(t) >q,
R(t,s) = Dg(t,s)8(t — s),

I(ts) = %Df(t, 5. (4.47)

(4.47) liefert eine transparentere Form von Srp. Die ersten zwei Terme sind
reell, wihrend der letzte rein imaginér ist.

4.2 Der klassische Limes

In dem letzten Abschnitt haben wir herausgefunden, dafi die Zeitentwicklung
der reduzierten Dichtematrix oy folgende Form hat :

ZTf ! i ! ’
ox (v, 2y, ty) = /dxidx;/ Dx /,fDx’eE(SX[x]—Sx[x]JrSIF[x’xD ox (@, T, ;).
T; z

(4.48)
Das Kernel der obigen Gleichung ist ein Doppelpfadintegral, das die Summe
iiber alle moglichen Wege z(t) und z'(t) bedeutet. Jedes Paar der Wege x(t)
und 2/(t) trigt mehr oder weniger zu der Summe bei. In diesem Abschnitt
werden wir zeigen, welche Wege in dem klassischen Limes den Hauptbeitrag
zu dem Kernel liefern.

Wir bringen zuerst den Begriff des ,,Gaufl’schen Rauschen® in Erinnerung.

4.2.1 Das Gaufl’sche Rauschen

Wir betrachten die Wahrscheinlichkeit P[f(t)] einer gewiflen reellen Funktion
f(t), die ein Funktional darstellt. f(¢) interpretieren wir spéter als stochasti-
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sche Kraft. Fiir ein Funktional G[f(t)] konnen wir seinen Erwartungswert wie

folgt definieren:
_JDf() GIf (] PLF ()]
IDf@) PIF@)]

Die Funktional-Fourier-Transformierte von P[f ()] ist eine dquivalente Darstel-
lung zu P[f(t)]. Wir bezeichnen es als charakteristisches Funktional [FH 65]:

i [dtk(t)f(t)
ol = LI IO LW usiose
I'Df(t) P[f(2)]
k(t) ist auch reell. Falls das charakteristische Funktional folgende Form hat,
Dlk(1)] = e73 [ KOALIKE), (4.50)

wobei A(t, s) reell ist, bezeichnen wir solche Fluktuationen in f(¢) als Gauf’sches
Rauschen.

®[k(t)] ist ein niitzliches Funktional. Aus (4.49)und (4.50) ist leicht zu
zeigen, dafl

<G>

) > (4.49)

6P

< f(t) > = —zmk 0
62P

Ok (t) 6k(s)|,_,
Daher erkennen wir, dafl die Fluktuation von f(¢) im Mittel Null ist und

A(t, s) die Korrelation der Fluktuation darstellt. Wir nennen A(t, s) daher die
Korrelationsfunktion der stochastischen Kraft.

=0,

<ff(s)> = — = A(t, s).

4.2.2 Die Bewegungsgleichung im klassischen Limes
Das Kernel in (4.48) ist ein Doppelpfadintegral Das bezeichnen wir als

f((.’]?f,l’lf,tf;l’i,l’ / DZL’/ Do eF £(Sx[a]-Sx[x ']+ Srrlz.a'])
Wenn wir annehmen, dafl

ty _
Simila,q) = [ 't 23(q)

hat das Influenz-Funktional aus den Erkenntnissen des letzten Abschnittes die
folgende Form:

S,z 2] /dtV 2'(t))
+ /t dtds (x(t) — (t))%R(t, s)(x(t) + /(1))

i itfdtds (x(t) - :r’(t))%[(t, ) (@(t) — (1)
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Wir definieren ferner die effektive Wirkung als
Seff[x,x'] = Sx[!L‘] - S)([Qfl] + S[F[QS,IL‘,] .

Folglich ist das Kernel

- T z! )
K= / Dol 'Dat hSessloa]
;i x!

3

_ /l‘fm D! e RelSesyloal) 73 S s @O W) 2 @06 (4 5y

Der zweite Faktor von K kann als das charakteristische Funktional von einer
Fluktuation, die wir £(¢) nennen, angesehen werden. Daraus folgt

z z! ) i [t /
K :/ "Da Dy ok Re(Sesslna’]) < of J,Jdt &) ((t)=2' (1) S

. /’”fm "Dy phRe(Serslea’)) o F Ji €0 @O (1)
T; z!
mit

<&(t) >=0,

< E(t)E(s) >=nl(t,s).
Wir definieren die ,ungemittelte* effektive Wirkung als

Slie,a) = Re(Supslaa) + [t €0 (2() — /(1)

Dann ist das Kernel
ks s xlf 1 LS, ¢ ez,a']
K:</ Dz "Da’ ehSerslaa 5 (4.52)

Nun stellen wir die Frage, welche Wege im klassischen Limes den Haupt-
beitrag zu dem Kernel K liefern.

Aus (4.51) ist klar, daf} die Wegpaare mit x(t) = 2'(t) den grofiten Anteil
zu K liefern, denn fiir x(t) # 2'(t) fallen ihre Anteile exponentiell ab. D.h., in
(4.51) fiihrt der zweite Faktor von K zu sogenannter ,Dekohirenz“ [GM 97].

Wenn wir vom Dekohérenz-Faktor absehen, dann hat jedes Wegpaar glei-
chen Beitrag zu K, obwohl sie zu unterschiedlichen Phasen fiihren. Im klassi-
schen Limes sind die Phasen Re(S.ys[x,2']) normalerweise sehr grof. Daher
werden die Phasen sich rasch #ndern, wenn z(¢) oder 2'(¢) sich nur ein bifichen
indert. Folglich konnen nur die Wege zu K beitragen, welche in der Niihe von
den klassischen Weg liegen, bei dem Re(S.sf[x,«']) minimal wird, wihrend die
anderen Wege zu Null interferieren.
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Sowie in der klassischen Mechanik erhalten wir die Bewegungsgleichung
durch die Minimierungsvorschrift

6Seff[x,x’] -0 (453)
0 (1) 2(t)=2" (1)
und
é‘Seff [33, .’L’l] =0. (454)
o' (2) 2(t)=a' (t)

Wegen der Eigenschaft 1 (4.22) aus dem letzten Abschnitt ist

Seff[x,vx] = - (Seff[xax,])* .

Daraus folgt

656ff[xax,] _ <6seff[x,vx]>* =0
o' (t) 2(t)=2'(1) o' (t) 2(t)=2'(1)
(4.53) und (4.54) sind deswegen dquivalent.
Wir bilden nun die neuen Koordinaten
!/
2(t) = M und  A(f) = 2(t) — 2/(t) .
Bzgl. den neuen Koordinaten ist das Minimierungsprinzip
7, A
0Sesf[T, Al —0 (4.55)
SA() A
wobei
1 ot
Serslt, A] = Re(Sopslr, A)) + i3 / ‘dtds A1) I(t,5) A(s) (4.56)
t;
mit
_ _ A A ty _
Re(S.s (7, A]) = Sy {x 4 5] _ Sy {x _ 5] + (s A R(t, ) 7(5)
t;

_/tfdt (M V(t) + Vs R(t, s)x(s)) A1)

t;

+0(A?). (4.57)

Wir setzen (4.56) und (4.57) in (4.55) ein und erhalten die klassische Bewe-
gungsgleichung von z(t):

6SX[1;() I v+ tds R(t,s)(s) = 0. (4.58)
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Aus dem Vergleich zwischen (4.51) und (4.52) erkennen wir, dafi (4.58) ei-
ne gemittelte Bewegungsgleichung ist. Ohne die Mittelung erhalten wir eine
effektive Bewegung durch

6SerslT, Al

SA(t) =0,

A=0

wobei

Su/[7, Al = RSy, A]) + /t;fdt ) A().

Wir fiihren die Funktionalableitung aus und erhalten eine effektive Langevin-
Gleichung:
0Sx[x(t)] g
—_— t d t = —&(1) .
SRV [ Rits) o) =€)
Die stochastische Kraft £(¢) wird durch den Gaufl’schen Prozefi beschrieben,
V(t) ist die gemittelte duBere Kraft und R(t, s) fithrt zu Dissipation.

4.3 Influenz-Wirkung in der ®*-Theorie

In diesem Abschnitt betrachten wir ein selbstwechselwirkendes skalares Quan-
tenfeld in der ®*-Theorie. Die Fouriertransformierte des Quantenfeldes stellt
ein Kollektiv von qasi Teilchen mit gleichem Impuls dar. Ein solches Kollektiv
kennzeichnen wir als eine Mode.

Die Besetzungszahl einer Mode mit Impuls k und Energie wy, wobei wy =
VK2 +m* ist gegeben durch die Bose-Einstein Verteilung:

n(wk) = <eh% - 1)1 :

Falls die dynamische Masse m* viel kleiner als die Temperatur 7' ist, wird
die Besetzungszahl fiir die langwelligen Moden, d.h. kleines |k|, sehr grofl und
nihert sich dem klassischen Gleichverteilungssatz:

T
n(wg) - — > 1, fir k| = 0.
m*

Folglich ist eine klassische Behandlung der Dynamik der langwelligen Moden
in diesem Fall sehr effektiv.

Durch die Separation des Quantenfeldes in dem Fourierraum mit einem
Abschneideparameter k., der viel kleiner als die Temperatur ist, erhalten wir
eine effektive Theorie fiir die langwelligen Moden. Sie stehen in der Wechsel-
wirkung mit den kurzwelligen Moden, die als voll besetzt angenommen sind
und ein Wiarmebad darstellen. Die Dynamik der langwelligen Moden ist semi-
klassisch.
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Wir werden die Ergebnisse anwenden, die wir in den letzten beiden Ab-
schnitten erzielt haben, um das Influenz-Funktional zu berechnen und schlief}-
lich die semiklassische stochastische Bewegungsgleichung der langwelligen Mo-
den herleiten.

4.3.1 Selbstwechselwirkendes skalares Quantenfeld

Wir betrachten ein skalares Feld ®(z), x = z* = (ct, 7), mit der Wirkung

z 1 1 1
S[@] = / d'z [58,@ 00— Sm*0? — %" | (4.59)
Mit einem Abschneideparameter k. separieren wir das Feld ®(z) in seinem

Fourierraum
ok, t) = (k,t)0(k. — |k|) + P(k,t)0(|k|) — k) := o(k, t) + p(k, t).

o(k, t) bezeichnen wir als die langwelligen Moden und ¢(k, t) als die kurzwel-
ligen Moden. Wir transformieren ®(k,t) wieder zuriick in den Ortsraum und
erhalten

®(z) = ¢(z) + (),
o(z) = /klgkc (;’;3 Bk, 1) €T

po(x) = /k|>kc% d(k,t)e*r.

Wenn wir uns nur fiir die langwelligen Moden interessieren, kénnen wir
die kurzwelligen Moden ausintegrieren und den Sektor der Wechselwirkung
zwischen den lang- und kurzwelligen Moden analog der Vorscheinsweise im
Abschnitt 4.1 in das Influenz-Funktional zusammenfassen. ¢(z) reprisentiert
hierbei das System X und ¢(z) das Wiarmebad Q. Die gesamte Wirkung be-
steht wieder aus drei Teilen:

S[@] = S[e, ¢] = SO[g] + S [¢] + Sindlé, ] (4.60)

Aus (4.59) bestimmen wir die Formen der drei Terme in (4.60). Dabei beachten
wir, dafl die Mischterme ¢ und 0,¢0" ¢ keinen Beitrag zu der Wirkung haben.
Denn z.B. gilt

J&'r 6(@) o()

; d*k d’ky i (ki ko) v

_ /d T/k1|§kc(271')3 /k2|>lcc(271')3 (K, 1) Dk, 1) € (1H2)
Bk, R

ki |<ke(27)3 /k2|>kc(27r)3

= 0. (4.61)

Pk, t) Pk, t) (27m)° 5(k; + ky)
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Es gilt analog auch [ d*r 9,¢(z) 0" ¢(x) = 0. Daher haben die Wirkungen in
(4.60) die folgenden Formen:

g 1 1 1
S©g) = /z_d% [Qaﬂqﬁa"qﬁ— Sm’* — ag%ﬁ‘l} , (4.62)
S l¢] = /x.d“fr [5%08"@— §m2s02} : (4.63)
. _ :L‘4 2_i 4_1 3_122_13]
Suilo. o = [[a'a g | 530" = o0t = ;0% = o | (469

LE) (), £gh)(g0) und Lin (6, ) sind die entsprechenden Lagrange-Dichten. Wir
bemerken, daf S;,; proportional zu g2 ist.

4.3.2 Das Influenz-Funktional der ®*-Theorie

Wie im Abschnitt 4.1 eingefiahrt, lautet das Influenz-Funktional in der Kontur-
Schreibweise

i / ® ® i i
erortdl = /dSOdQOidSO;/ DGO/,D@' 50 ol o Simlbesel o) (4, o 1)
®i P
(4.65)
wobei
s8lpel = [tz £8(pc) = S°Le] - S,
S’int[¢0; QOC] = /Cd4-in Eint(¢C; QOC) = S’int[¢7 90] - Sint[¢la 90,] .

Unter der Annahme der schwachen Kopplung, d.h., ¢ < 1, entwickeln wir
ewdint in (4.65) bis zur zweiten Ordnung von g2, d.h., ¢*. Mit der analogen
Notation zu Abschnitt 4.1 erhalten wir

<%)2 < (Sintlee, we])” >n . (4.66)

Wir approximieren die ersten drei Ordnungsterme wieder durch eine Exponen-
tialfunktion, deren Entwicklung bis zur zweiten Ordnung das gleiche liefert wie
in (4.66). Aus dem Vergleich der Exponenten folgt

SIF[¢7 ¢,] ~ S}F[¢a ¢I] + S?F[gﬁa ¢,] )

wobei

Sipld. @] = < Simlde, vc] >n,
14
S?F[gﬁ’ ¢,] = 5% { < (Sint[¢c,80c])2 >p — < S’int[¢07900] >l21} .

i ! ‘ L
QESIF[(b’(b] ~ 1 —|—% < Sint[d)C7 (PC] >h +§

In dem Rest dieses Paragraphs werden wir Slm und S?%, berechnen. Dazu be-
merken wir zunéchst folgende Uberlegungen.
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A.) Wir nehmen an, dafl das System des Wirmebads durch ein kanonisches
Ensemble beschrieben wird. Der Dichteoperator vgl. (4.16) ist

]_ N
Ah) — — —BHM
o' = —e .

Da Egh) (o) die Lagrange-Dichte eines freien harmonischen Oszillators darstellt,
hat der Hamiltonoperator H® die Form

N 1
H(h): Z hwk (dfgak+§> .

|k|>kc
ay bzw. ay ist der Erzeugungs- bzw. Vernichtungsoperator mit der Relation
N
[akl, ak2] = 6k1k2 .

Fassen wir den Vakuum-Beitrag des Dichteoperators und die Zustandssumme
zusammen und definieren als 7, erhalten wir

o — %eﬂ ks ke el ) (4.67)

Mit dem Dichteoperator (4.67) konnen wir die folgende Erwartungswerte leicht
ausrechnen:

PTES _
< Gy, Qky >h = nk15k1k2 ,
< aklak; >p = (1 + nk1)5k1k2) ,

< 0y, >h = < g, >3= 0, (4.68)

Dabei geniigt die Teilchenzahl ny einer Mode der bekannten Bose-Einstein
Verteilung:
Ry -1
ng = (e B — 1) .

B.) Der Feldoperator sieht wie folgt aus:

1 1 i i
plx) = W—ka (&keﬁ(kr_”“t) +dfge_ﬁ(kr_”kt)) ) (4.69)
|k|>kc

C.) Wir definieren den Propagator als
D(w1,w3) := i < P (@e(w1)@e(2)) >n -

P ist der Zeitordnungsoperator entlang der Kontur. Wie im Abschnitt 4.1
erhalten wir

DY (21, m2) = i < @c(w2)@c (1) >p=: D<(x1, 7o)
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D™ (x1,20) = i < Qelx1)Pe(m2) >p=: D7 (11, z3)
D (w1, 25) = i < T (@e(w1)@e(ws)) >
= 0(t1 — t2)D” (z1, 23) + O(ty — 1) D= (w1, 22)
D™ (z1,32) =i < e (@c(1)de(w2)) >n
= 0(t, — t2) D (21, 22) + Oty — t1) D7 (21, 22) .
Analog zu (4.39) gilt die Relation
D<(z1,79) = D7 (x2,71) = —(D” (1, 72))*. (4.70)

Wir rechnen D~ aus, indem wir den Feldoperator ¢(x) einsetzen und hier
(4.68) anwenden:

1
Drlena) =i Y Y
) 2
|k1\>kc ka|>ke V 2V Wiy Wk

+ < ayf ak, >h € g (kiri—wiq 1) o (kora— ‘“kzh))

A A i _
(< akla;{; > eh(klrl wkltl)e h(k2r2 Wiy t2)

= Z l_ ((1 +nk)e%(k(rl_rZ)_wk(tl_t2)) + nke—%(k(rl—rz)—wk(tl—t2)))

: k1 ( ({1 ) —wre (b1 —12)) £ ({1 1) —wre(t1—12)
— Z/ N (1+nk)6ﬁ ri—ro)—wi(t1—t2 + nge ri—rz)—wy(ti—t2 )
|

Aus der Relation (4.70) folgt

D= (21, 22) = —(D” (w1, 72))"

PE 1 i ;
— . 7 (k(r1—r2)—wi(t1 —t2)) — 2 (k(r1—r2)—wk(t1 —t2))
=1 nker + (1 +ngle &
/|k>kc(271')3 2wy ( k ( k) )

= D<(Q?1 - IL'Q) .

Insbesondere ist

k1
D7 (z,x) = D<(x,x) = z/

2y + 1
k|>ke(27)3 ka( et 1)

D(xz, z) ist nicht von den Koordinaten abhéibgig und rein imaginér.
Da D~ und D< Funktionen von z; — 5 sind, definieren wir neue Koordi-

naten
R=r —r und T =t —ty.

Wir beachten, dal D~ und D< symmetrisch in R sind:

D”(-R,7)=D"(R,7) und D<(-R,7) = D<(R, 7). (4.71)
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Fourier-Transformation von (R,7) nach (k,w) ergibt
D~ (k,w) = 0(|k| — kc)iwwik{(l + ny)d(w — wk) + nd(w + wi) }, (4.72)
D= (k, w) = O(|k| - kc)iwwik{nka(w ) 4 (14 )0 (@ + @)} (4.73)
Dabei beachten wir, dafl D~ und D< symmetrisch in k sind:
D7 (—k,w) = D7 (k,w) und D<(—k,w) = D(k,w).
Zwischen den Fouriertransformierten von D> und D< besteht folgende Rela-

tion:

D<(k,w) = D" (k, —w).

D.) Die Erwartungswerte von Operatoren, die aus einem Produkt von Fel-
doperator ¢(z) mit ungerader Anzahl besteht, verschwinden.
£.) Fiir eine Dichtematrix der Form
0= ezk Are (0 inc) , A <0
gilt die Wick-Zerlegung;:
< g, o, - gl g Gy -+ - G, > o= II < ag i >, -

allePermutationen

Daraus folgt, daf fiir eine gerade Anzahl von Feldoperatoren gilt:

< p(r1)p(wa) -+ Plan) >n= I1 < ple)ples) >n - (4.74)

allePermutationen

Nun berechnen wir S}, und S7, mit der Hilfe der obigen Uberlegungen

A) — &),
1.) Sip

S}F[¢a ¢,] =< Sznt d)CaSOC] >h
1 ) 1 ) 1 A
=g /d4 { < Q¢ >h+6¢0<80?2 >h+1¢(22<80(22 >h+6¢2<906 >h}
1 .
= —g /d4 { <¢C>h+1¢g<¢g>h}
1 1
— _ 4 - ~4 o 14 - 2 ~2 2 12
= g/xidx{24(<<ﬂ >p — < @ >h)+4(¢ QP > -0 <P >)}

Da ¢ und ¢ selbe Form haben, gilt

<Pt =< @ >y,
< P> =< PP >p=—iD” (1, 7).
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Daraus folgt

Sielo ) = [0 0,0 (P - @) (4T)

iD> (z,z) ist reell, da D~ (z, z) rein imaginir ist. Das S} entsprechende Feynman-
Diagramm ist: (,,tadpole“-Graph)

O

2.) Stp

S2e06.0 = 57 { < (Simlde, 9] 51— < Sinlde g] 57}

( int ¢Ca QOC])

= ¢t [ata's < ([5080) + Z6c@)gba) + 3@ + 62 pe(a)]
[5794(0) + 50e() (@) + AR ) + 2 @il ) )
= ¢ /Cd4xd4x i <P (@é(x)@é(f)) >
bop < P(pHD)RD) >0 62(3) + 5 64(a) < P (RR(0)0D) >
+s0e(o) < P (0)(@) >1 6e(o)
bope(w) < P (£8(0)0c(n)) 51 68() + 50 04(r) < P (£c(0)22(2)) >n del
Focdd(n) < P (GRa)R(@) =1 3(2)
+3508(0) < P (ge()ge(n)) =1 db(a) )

Bei dem letzten Rechenschritt haben wir die Aussage in D) benutzt. Wir
iiberzeugen uns leicht, daB das Integral iiber < P (¢4(2)@4(z)) >) Null ist,
indem wir das Integral in der normalen Schreibweise darstellen und die gleiche
Relationen zwischen den vier Termen wie bei dem Propagator beriicksichtigen.
Auflerdem ist es auch leicht zu sehen, daf} gilt

[d'ad's < PA@)B@) >, = [d'ad's < P(B@)A()) >

= /Cd4xd4f < f’(B(x)A(:E)) >p o
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Folglich ist

< (Sintlde, vc))? >n

=" [ded's { 2 < P(£4)E) >0 6)
+3_16¢C(x) < P (}(2)03(2)) >n de()
+1_18¢c(x> < P(pk(@)pe()) >n 62(3)
+1_16 2(2) < P (43(2)83(2)) > 02(2)
b 0hw) < P (gela)ge(®) >n ¢d@) ) . (476)

Wir setzen (4.76) und (4.75) in S7j ein und teilen sie in die einzelnen Beitréige
auf:

Stp =1 STk + SIF + S1f + Si + S

mit
Siplo.o) = S [dtads < P (G)E(E) >0 630
S16.6) = L1 [12a's elx) < P (G)H(E) >1 de(a)
53206.6) = L1 [d's dela) < P (8()ee(®)) > 62(2)
Slo.6) = L1 [d2a's 63() < P ($2w)8(m)) >,
- <) > G >0 } A

S0, ) = L2 [dnd's 6}(a) < P (pe(e)oc(®)) =1 02(2).

Nun berechnen wir die einzelnen Beitrdge nacheinander.
oL) S22

Nach der Aussage in £) (4.74) und der Definition des Propagators erhalten
wir

< P(28(x)@3(7)) >n= (—i)* (3D*(z,2) D(%,7) + 12D(,2) D*(x, 7)) .
Offensichtlich ist [, d'xd'z D*(z,z)D(z,7)p2(x) = 0. Folglich ist
S24[p, @] = —g—4/d4xd4x D(x,x)D?*(x, %)% (T)
1P 8h Je ’ e

=~ [dtad's D> (2.2 { (D (@.2)°0(t — D6(@) + (D(@. 200 — )6*(2)
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—(D<(x,7))*¢"(7) — (D (v, ))*¢*(7)
+(D=(w,7))%0(t — 1) (2) + (D (x,2))*0( — t)¢"(7) }
- _g_h /d‘*xd“j D>(:z;_, 7) [(D<(z,7))? = (D (,7))?] 0(F — 1) (¢*(z) — ¢”(2)
_ /d4:7: {—g—h /d% / it D> (z,7) (D= (2,2))* - (D>(x,:1‘:))2]} (¢*@) - 6”(@)).
Wegen der Relation (4.70) gilt (D<(z, %))* = [(D>(:1:, E))Z]* Folglich ist (D<(z, 7))*—

(D> (x,))” rein imaginiir. Da D> (z,z) auch rein imaginir ist, ist S2¢ reell.
Das S%, entsprechende Feynman-Diagramm ist

a.

Wir bemerken, daf§ S7% dhnliche Struktur wie S} hat. Sie fiihren gemein-
sam zu einer dynamischen Massenverschiebung, die wir als Am(x) bezeichnen:

Siel, )+ 53510, = ['s (—5am2(0) (@) - 0°())

mit
Am?(z) == — Zg D> (x ——/d3 /dt D*(z,7) [(D>(z,2))’ - (D*(z,2))"].
(4.77)
2I.) S2h

< P (8(@)@(®)) >n= (=i)’ (9D(x,2)D(x, 2)D(Z,7) + 6D°(x, 7))

Aus dem selben Grund wie in (4.61) verschwindet das Integral [, d*zd*z .
dc(x)D(x,T)de(x). Daraus folgt

4

1
g ¢ = [dird's L 3 _
71601 = [dtaa's seta)y (~ 8 D00)) delo)
Das S7o! entsprechende Feynman-Diagramm ist: (,sunset“-Graph)

S7% hat die dhnliche Form wie die des zweiten Terms in (4.42). Wir kénnen
5201 auf die Form in (4.47) bringen, wenn —g%D3(x, 7) die gleiche Relation wie
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D(t,s) in (4.39) hat. Aufgrund (4.70) ist die Voraussetzung in der Tat erfiillt.
Folglich ist

1

Sile. ¢ = /d493d4i‘ (¢(2) = ¢'(2)) 5 B, (6(7) + ¢'(7))

4 [dtad's (6() = $ ()3T (6(7) - 8(2)),
wobei
Ruy (2. ) = ~ &2 [(D7 (. — (D 2)"] o2 - D).
I (@.7) =~ (D7 (.9 + (D (2. )]
2II.) S2%

< P (£8(#)¢c(2)) >n= (~i)* (3D(,2)D(x, 7))
Ebenso wie in 21 verschwindet auch das Integral [, d*zd'z ¢c(x)D(z,7)p3(T).
Folglich ist S2% (4, ¢'] =0
oIV.) SPs
< P(@3(x)@2 (7)) >n — < G(x) >n< Go(T) >n= (=i)*2D"(x, 7)
Daraus ergibt

SHRl0.0) = [d'ed's 63 )2( 9D )) B3)

Das S2% entsprechende Feynman-Diagramm ist: (,fish“-Graph)
P
—%DQ(Z’, ) erfiillt die Relation (4.39). Folglich ist

SH16,0) = [ahd's (8(x) — 67 (@) 5 Roy (67(2) + 6°(2)

b [t (8() - 67(0) 3 hu(8(7) - 67(2)
wobei
) — Zg > = < —\\2
Ry (2, 7) = —o |(D”(2,2))" — (D%(2,2))°] 6t — 1),

4

I, 7) = — 0 (D7 (2,2))" + (D<(,7))"]
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2V.) St
< P (¢c(x)¢ce(z)) >p= (—i)D(z, )
Daraus ergibt

4

SH0.0) = [d'ed's 6}(@)3 (3%hD( f)) o).

Das S entsprechende Feynman-Diagramm ist:

o= D(r,7) erfiillt die Relation (4.39). Folglich ist
SHl6.0) = [d'ad's (6'(2) — 6 (@) 3 Bun (@) + 0°(2))
i [dad's (%) — (@) 51 (@) ~ (@)

wobei
Ruy (2. ) = 2 (D% (2. 2) — (D@ 2)] 01— ),
In(2,8) = =2 (D> (2,8) + (D<(z, 2))]

Wir fassen das Influenz-Funktional zusammen:
Sir = S}y + S7 4+ ST+ S7he 4o S

Dabei sind S}, und S?% reell und fiihren zu einer Masseverschiebung. Hingegen
sind die anderen komplex. Wie wir spéter zeigen werden, fithren die Realteile
zu einer Dissipation, wihrend die Imaginérteile geméss der vorherigen Inter-
pretation ein Gauf3’sches Rauschen andeuten.

4.3.3 Der klassische Limes in der ®*-Theorie

Ebenso wie im Abschnitt 4.2 definieren wir die effektive Wirkung:

Sersle, @] = SO[e] — SO[Y] + Sir(e, ¢']
S[] — SO+ S ule, ¢'] + Strle, &)

und

Se116,9') = e (Supsl, 8)) + [d' &, () (6(2) - ¢'(2))
+ [d'n 6, (2) (67(@) = 92(2) + [d's (@) (6(2)} = 6"(@))

wobei

< & (0)8, (%) >= Dy, (z, 7).
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Wir fithren die neuen Felder ein

_ + &'
d)::d)Qd) und da = — .
Durch das Minimierungsprinzip bzgl. der neuen Felder,
5geff[$a ¢A] -0
0Py

erhalten wir die semiklassische Bewegungsgleichung fiir ¢(z) unter Einflufl des
thermischen Ensemble kurzwelliger Moden

(e) + (17 + Am?)o(x) + L 6 /d 7 Ry, (2,7) ()
—2¢(x) /d%z Ry, (,7) ¢>2(5:) 3¢ (x /d45: Ry, (2, 7) 6°()
= &, (2) + 20(2)&, (1) + 3% ()&, (l‘) :

m? und ¢? notieren die entsprechenden Werte nach der iiblichen Vakuums-
Renormierung.
Durch die folgende Substitution

Rl - _Rb1 ) R2 = _2Rb3 ) R3 — _3Rb4 )
Il = _thl y IQ = —4:th3 ) I3 = _9h1b4 )
51 - _5171 ) 52 - _2§b3 ) 53 = _3§b4 )

konnen wir die Bewegungsgleichung noch formaler schreiben:

06(z) + m* ¢(x) + & ¢3 )+ S BN [d'T R(@,7) (6(2)"

= Nz_:l En () (o(x)" 1, (4.78)
wobei
m* = m? + Am?(z),
<5N ZL’) >=0 , <5N( )fN( )> IN(J? ZL’)

Als néchste werden wir die semiklassische Bewegungsgleichung fiir einzelne
langwellige Mode ¢(k,t) herleiten. Bevor wir (4.78) Fourier transformieren,
rechnen wir zuerst die Fouriertransformierten der Dissipationskernels Ry und
der Korrelationsfunktionen I aus.

Die Ry und Iy haben folgende Gestalt:

4

Ri(2,7) = % (D> (2,7))* — (D(2,7))*) O(t — ) := M (2, 7)0(t — 1)
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Ry(z, %) = % ((D>(2,2))? = (D<(2,))?) Ot — 1) := Ma(, 2)0(t — T)

4

Ry(z,Z) = _% (D> (z,%) — D<(2,7)) 0(t — ) := Ms(z,2)0(t — ) (4.79)
und
he.5) = L (07 @.0)) + (D<(2.7)))

Iy, #) = = ((D”(2,)) + (D<(2.)))

Ii(z,7) = _% (D> (z,7) + D<(,7)) . (4.80)

Die §(t —t) in(4.79) zeigt die Kausalitiit: Das Feld (¢(7))" in (4.78) aus der
Vergangenheit hat Einfluf} auf die Gegenwart.

Ry und Iy sind Funktionen von z — #, da D> und D< nur von z — T
abhidngen. Wir definieren deswegen die neuen Koordinaten

R:=r—tr und 7:=t—1t.

Aus der Relation zwischen D~ und D< (4.70) und ihrer Symmetrieeigenschaft
(4.71) folgt

My (R,7) = My(-R,7) = —My(R, —7) = (My(R,7))",
IN(R,T) = IN(—R,T) = IN(R, —7') = (IN(R,T))*

My und Iy sind daher reell. My ist eine gerade Funktion in R und ungerade
Funktion in 7, wihrend I eine gerade Funktion in R als auch in 7 ist. Folglich
sind die My (k,w) rein imaginér, gerade in k und ungerade in w. Dagegen ist
Iny(k,w) reell, gerade in k und in w.

Mit der expliziten Form von D~ (k,w) und D<(k,w) in (4.72) und (4.73)
erhalten wir die Fouriertransformierte von M y:

e d 1
M (K, w —z—g/ it Bk — qi — qo| — ko) X

Wi1WaWs

ning(1 4+ n3) — (14 nq)(1 + ng)ns)d

(14+n1)(1 + ng)ng — nyne(1 + n3

(1 4+ nq)nong — ny (1 + n2)(1 + n3

ni(1 4 ny)nz — (1 4 ny)na(1l + ng
(

ningng — (]. + nl)(l + TLQ) 1+ ns3

[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]

{
_|_
+
_|_
_|_
+
_|_
+

— N e

(2m

(1 +n1)(1 +n2)(1 4+ n3) — nyneng|d(w — wy —wy — ws
(1 +n1)n2(1 +n3) — n1(1 +n2) ns3 O(w — W1 + Wy — Wy
n1 (1 + ng)(l +TL3) (1 +n1)n2n3 O(w + Wi — wy — w3

)
(
(
(
(W4 w +wy —ws
(w— wy; — ws + ws
§(w — wy + we + w3
(w+ wy — we + ws
(

5w+w1+wQ+uJ3

)
)
)
)
)
)
)
)
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. _ _ _ o N1
wobel W) =wq, , Wi =Wq , W3=Wkeq-q s i =n(w;)= 7T

und wq folgende formale Darstellung hat:

Wq =/q* +m2,

my, ist hier identisch mit der dynamischen Masse m*;

d*¢ 1

(27)3 wiws
{ 1@+ n)(1 +ng) —ninyd
+ [n1(1+n2) — (L4 n1)neld
+ [(1 4+ n1)ng — ni (1 + na)]o
+ [ning — (1 +n1)(1 + ny)]o

My (k,w) = —igf/k O(|k —q| — k.) X

W — W — Wy
W+ w; — wo

w— wi + wy

—~

w+ w4+ wo

Y

wobeli w) =wq , Wy =wk_q und n;=nw;);

Ma(k,w) = —i5g wik O(k| — k) { [(1+ n(wk)) — n(wi)]d(w — wi)
+ [n(wk) — (1 + n(wk))]d(w + wi) }-

Wir fassen die Terme in den geschweiften Klammern der obigen Gleichungen
jeweils in zwei Terme zusammen, so dafl die einzelnen Terme nach ihrem Vor-
zeichen sortiert sind. Folglich ist

iMy(k,w) = Cuy (T (k,w) — TH(k,w)) |

wobei Cy, Th(k,w) und T¥ (k,w) alle positiv sind. Wir bezeichnen T% als
den ,loss* Term und 7%, als den ,,gain“ Term. Aus der Relation 1+n; = nieT
und der Energieerhaltung, die die -Funktion andeutet, folgt

Ty (k, w)
T} (k,w)

SHie

=€

Daher haben iM y(k,w) und w gleiches Vorzeichen.
Analog erhalten wir die Fouriertransformierte von Iy (R, 7)

IN(kaw) = CIN (Tj{f(kvw) + T]%(kaw)) )

wobei C7, positiv ist. Wir beachten, dafl die Verhiltnisse zwischen %C My und
Cry gleich wie die zwischen den Koeffizienten der Ry (x,Z) und Iy(z,Z) in
(4.79) und (4.80), z.B. ist

1
iOm
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Folglich ist Cpy, /Cy, = 2.
Wir transformieren die Bewegungsgleichung (4.78) von dem r-Raum in den

k-Raum. Dabei soll der Einfachheit halber nur der N = 1 Beitrag betrachtet
werden.

~2 3 3
o(k, 1) + K2p(k, t) + m*2¢(k, t) + ‘% /%% O(k. — |k — ki — ko) X
Bllr, (ke Dok — ki — ko, t) + [ dr ol = T)Mi(l,7) + -
= & (k,t) + - (4.82)
mit
< en(k, En (K, 1) >= (2m)30% (k + K') Ty (k, t —t')
oder

< 5N(k, t)fN(—k, tl) >= VIN(k,t — tl) .

Wir bemerken, daf§ |k| < k. ist.

Um die Dissipation noch mehr zu verdeutlichen, definieren wir die Dissi-
pationskernels 'y (k, 7) durch

d 1—‘N(ka T)

1
= s Ma(k, ). (4.83)

Fiir die Fouriertransformierten T'y(k, w) gilt

iMN(k, w)

2w

I'yk,w) = fiirw #0 (4.84)

Wir setzen (4.83) in dem Dissipationsterm in (4.82) ein und erhalten

| dr ol t = Mulk ) = [ ot - 7) zw

— 2 [p(k, —00)Ty (k, 7 — 00) — d(k, )T (k, 7 = 0] + 2 /_t 4t Ty (k. £ — ) (k, ).

Fiir verniinftige Funktion ist T'; (k, 7 — 0o0) = 0. Wir schreiben die Bewegungs-
gleichung (4.82) in die Darstellung um, die die Dissipationskernels enthélt:

. 2 G (ke d*kdk
Bk, t) + [k +m* = Ty (k, 0)] Bk, £) + E/ W B(k, — |k — k; — ko) x
001, )60k, )60~k o )2 [ a0t = 1) 9k 1) -
=&k 1)+ (4.85)

mit

<Envk, )én(=k,t') >=VIy(k,t —t').
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Diese Gleichung stellt eine typische Langevin-Gleichung mit einem Dissipati-
onskernel und einer stochastischen Kraft dar. Zwischen den Dissipationskernels
I'y(k,7) und den Korrelationsfunktionen Iy (k, 7) bestehen folgende Relation:

In(k,7) = [ ZdT' Kn(r — ) Tn(k, 7). (4.86)

(4.86) stellt das allgemeine Fluktuation-Dissipations-Theorem dar. Durch die
Fourier-Transformation der (4.86) erhalten wir
IN(kaw) 92 IN(kaw) CIN T]%(kaw) +Tl%(kaw)

= 2w = 2w .
FN(k,w) iMN(k,w) CMN T]{f(k,w) - Ty (k,w)

ICN(UJ) =

Fiir w<T ist

C[ 6%4-1 C[
Ky(w) = 2w—=—" — — AT,
w(@) Cray €7 — 1 Cin

Z.B. ist fiir N=1 Ky (w) — 2T.

Die Zeitentwicklung von ¢(k, t) konnen wir als eine Mischung der gedampf-
ten Oszillationen aller Frequenzen ansehen. Im Hinblich auf (4.85) erkennen
wir, daf} Oszillationen mit den Frequenzen, die in der Nahr der Eigenfrequenz
wk = Vk2 + m** liegen, den Hauptbeitrag zu ¢(k,t) liefern. Da die dynami-
sche Masse m* im Limes der hohen Temperatur propotional zu ¢7' [GM 97|
ist, ist sie fiir eine schwache Wechselwirkung, d.h. ¢ < 1, sehr kleiner als die
Temperatur. Folglich wird die Eigenfrequenz auch viel kleiner als die Tempe-
ratur, wenn der Abschneideparameter k. viel kleiner als die Temperatur 7" ist.
In diesem Fall ist das Fluktuation-Dissipations-Theorem nidherungsweise

Li(k,7)=2TTy(k,7). (4.87)

Wir betrachten nun die Korrelationsfunktion des Rausches. Falls die Kor-
relationszeit klein gegen die Zeitskala fiir ¢(k,t) ist, nidhert die Korrelations-
funktion bzgl. dieser Zeitskala eine 6-Funktion. Diese Art von Rauschen haben
wir als weiles Rauschen bezeichnet. Aus (4.87) folgt, dafi das Dissipationsker-
nel auch eine §-Funktion ist. Deswegen hingt der Wert ¢(k,¢) nur von dem
Wert des letzten Zeitschrittes ab. Solcher Prozef} ist nach den Erkenntnissen
in Kapitel 3 ein Markov-ProzeS.

Wir erhalten den geeigneten Markov-Limes [GM 97|, indem wir die Néhe-
rung

. 1
d(k,t — 1) = d(k, t) cos(wT) — Pk, t) — sin(wiT) (4.88)
Wk
in (4.82) einsetzen und das Integral approximativ auswerten:

do iMi(kw)] | /kc Bk d3k2
%

Wk — W

b(k,t) + [kZ +m* +P/
O(k.—k—ki —ks|)p(ki, t)p(ko, t)p(k — ki — ko, t) + Ty (k, wk) ¢(ka t) +
=& (k,t) +



96 Kapitel 4. Die semiklassische Bewegungsgleichung

Wir sehen, dafl dann
[(k,7) =Ty(k,wyk) d(7)

und
<&k )& (=k,t") >=VIi(k,t —t") =2TV T (k,wy) §(t — t')

den Prozef} in der Markov-N#herung approximativ beschreibt.

Im Falle k. — 0 erhalten wir speziell die Bewegungsgleichung der Null-
Mode:

o) + (m* T = 0)) dult) + L3t +2 [ ar Dt~ 1) o) =
mit <E)EM) >=2TVT(t—1). (4.89)

Dabei ist nur der N=1 Beitrag beriicksichtigt und I'(¢) :=I';(k = 0,1).
Der Markov-Limes von (4.89) ist

du(0) + (0 + 2 [52 2D g0 4 L 30) 4 D) ) = €00

Wk — W

mit < EBEW) >= 2TV D(wio)d(t —t'). (4.90)

4.3.4 Dissipationskernel, dynamische Massenverschiebung

Bei der Berechnung der Dissipationskernels I'y(k,w) konzentrieren wir uns
auf den N=1 Beitrag unter dem Limes k., — 0. Wegen (4.84) ist die explizite
Berechnung von I'y(0,w) auf die Auswertung von iM;(0,w) zuriickzufiihren.
Wir wissen ferner aus dem letzten Paragraph, dafl

iMi(0,w) = Cy, (e — 1) T(0,w) .

Daher brauchen wir nur 77 (0,w) zu berechnen. Die Auswertung der kinema-
tischen Grenzen ist miihselig und wird im Anhang detailliert ausgefiihrt. Wir
erhalten:

1.) Fiir w — 0 ist 7¥(k = 0,w = 0) = 0. Daraus folgt

Ti(lke = 0,0 =0) = lim Oug, Tf (k = 0,0) ——

4+ O(W?)

- 9 (1 — T _
—il{)l’(l)CMlTl (k =0,w) =0.

2w

2.) Die Null-Mode wechselwirkt mit dem Wérmebad durch den Austausch der
Quasiteilchen. Der ,gain“ Term T (0,w) bzw. der ,loss* Term TY(0,w) stellt
die Produktionsrate bzw. die Zerfallsrate der Null-Mode mit der Energie w
dar. Daher ist iM;(0,w) propotional zu der Nettoverlustrate der Null-Mode.
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Wir definieren den reduzierten Dissipationskernel I' durch

4
9T S (w my
[(0,w) = 1927T3F<f’7> '

r (%, %) stellt das Verhiltnis zwischen der Nettoverlustsrate und der Energie

der Null-Mode dar. In Abb.4.2 sind T (%, %) fiir 72 = 0.1 und 72 = 1 darge-
stellt. Die durchgezogenen Linien zeigen den Verlauf von ' (%, %), wahrend
die gestrichelten und gepunkteten Linien zwei Anteile von I' zeigen: 7, ent-
spricht dem Nettoverlust der Null-Mode durch den Prozef}, in dem drei kurz-
wellige Moden in eine langwellige Mode zerfalle und dem entsprechenden Um-
kehrprozefl. v, entspricht dem Nettoverlust der Null-Mode durch den Prozef,
in dem zwei kurzwellige Moden in eine langwellige Mode und eine kurzwellige
gestreut werden, und dem entsprechenden Umkehrprozef3.

25 T T T T T T T T T 1.0

r | o8l m,/ T=1

[
o

I (w/T, mp/T)
I (W/T, mp/T))

(53]

0.6

=
(53]

m,/ T=0.1

© 04}

0.2

0 S S 0.0 N . . . . ,
00 0.2 04 06 08 10 1.2 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16
w/T w/T

Abbildung 4.2: Das reduzirte Dissipationskernel.

Wegen Energieerhaltung verschwindet <, in beiden Féllen fiir w < 3m,,.
Bei % = 0.1 ist 7; klein und bleibt fast konstant, wiahrend ~; bei % =1
eine dominante Grofle fiir groe w/T ist. Da die dynamische Masse fiir eine
schwache Wechselwirkung viel kleiner als die Temperatur ist, hat der reduzierte
Dissipationskernel einen dhnlichen Verlauf wie bei % = 0.1. Wir werden ferner
bei der Untersuchung des disorientierten chiralen Kondensats den ~v;-Beitrag

von I subtrahieren und nur den Streuprozef beriicksichtigen.

3.) I'1(0,w = m,) kann analytisch gerechnet werden. Das Ergebnis ist

g4T2 _mp
D00 =mp) = e for (1-e%),
z Int
wobei fy, die Spence-Funktion ist, fs,(z) = — / dt tn T
L _

Die Massenverschiebung Am? ist gegeben durch (4.77). Bei einer Betrach-
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tung des g2?-Beitrag fiir k. — 0 ergibt sich

g 2 3k 1 g° ¥k ny
" (z,2) 2 Jikj=0(27)3 ka( et 1) Ik
ko 9% o

g Am /00
T2l b1 247

wobei der Vakuum-Beitrag subtrahiert worden ist.

4.4 Die ®*-Theorie fiir den O(N)-Fall

In diesem Abschnitt werden wir auf der Basis der Erkenntnisse des vorherigen
Abschnittes die semiklassische Bewegungsgleichung fiir die langwelligen Moden
eines selbstwechselwirkenden Vektorfeldes herleiten. Das heifit, wir betrachten
ein Vektorfeld ®(x) = (®;(z))Y, mit der Wirkung

2

1 1
S[®] = /d4:1: baﬂ@aawa — 5mgcbacw — %(cbacbaf] : (4.91)

Ebenso wie im letzten Abschnitt separieren wir das Feld in die langwelligen
und kurzwelligen Moden im Impulsraum und transformieren sie zuriick in den
Ortsraum:

b(z) = ¢(2) + p(z).

Um die semiklassische Bewegungsgleichung fiir eine Komponente einer lang-
welligen Mode ¢; zu erhalten, suchen wir das Influenz-Funktional S7r[¢;, ¢}].
Dafiir fassen wir alle Terme in (4.91), die ¢; und ¢; enthalten, in der Wirkung
S[¢;] zusammen, die wiederum in drei Terme separiert wird:

Slei] = S(s)[¢i] + Séh) [0i] + Sint| @i, il -

SG)[¢;] und S(()h) [¢i] hiingen nur von ¢; bzw. ¢; ab und haben die gleiche Form
wie die fiir ein skalares Feld (4.62) und (4.63), wihrend S;,,;[¢;, ¢;] wegen dem
Quadrat die gemischten Terme enthalten mufl. Wir separieren S;,; in zwei Teile

g0

int

Struktur

hat die gleiche Form wie fiir ein skalares Feld (4.64), und S;

int

hat die

Sintl 1> 1] = /d“:v {_Z_T2(¢i +@i)* > (¢ + %)2} :
' J#i
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Analog zum letzten Abschnitt bilden wir das Influenz-Funktional

wobei
S}F[¢la ¢] =< Smt[¢zCa (po] >hy
172 .
Strldi 6] = 55{ (Simtldic, Bic))? >n — < Simtldic, Gic] >1} -

Die Berechnungen von S} und S? erfolgen nun analog zu frithen. Die Ergeb-
nisse fiir St und S7% ( Der Beitrag von S7% entspricht dem ,,sunset* Graph.)
lauten:

Stelon o) = [dts (—58m2) ((6:(0) = (61()?)

mit
2\ 2+ N q° 2+ N g
Am? = (=2 9 V2T o> _ 7 2 2
mi = )[<Z4> o TP L e s Tel Z¢
J7#i ];éz
und
N +2
S — T+ (S%’% im Abschnitt 4.3) .

Daraus folgt die semiklassische Bewegungsgleichung der Null-Mode im Limes
k.—0:

Bot) + (mi* (¢ = 0)) dult) + Loty +2 [ a1t~ ) dolt) = &0

mit m = mp + Am;
und <&GW&E) >=V It —t)=2VTT(t-1t), (4.92)
wobei [w) = N;- 2 ZMl(l;w: 0,) :

Im Markov-Limes ergibt sich

B(t)+ (mi” = P+ 60(t) + L 65(1) + D) dalt) = &(0)
mit <&GM&E) >=V It —t) =2VT T (wkeo) 6(t — '), (4.93)

N + 2 §4T2 7‘”1{:0
(11— 22
3 18w p(1=e )

wobei [Nwik=o) =

Als weiteres Beispiel fiir unsere spitere Anwendung betrachten wir zum
Abschlufl kurz das lineare o-Modell. In diesem Modell ist die Lagrange-Dichte
gegeben zu

1 A 2\ 2
L(D) = 50,809 — 7 ((I)aq)“ — 2y %) + fmid, .
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Im Vergleich zu (4.91) ist nun N = 4, m2 = A (—fﬁ + ﬂ/{ﬁ), g? = 6.
Diese Konstanten setzen wir in (4.92) und (4.93) ein und lassen I'(¢ = 0) aufer
Betracht. Dadurch erhalten wir die semiklassischen Bewegungsgleichungen der
Null-Mode im Limes k. — 0 fiir das raumgemittelte 0 und 7 Feld:

Bilt) + m2, i(t) +2 /_t AT ) Bt = &(0) + famion

1 2
mit  mZ; = A <<I>a<1>“ +5T7 = fr+ %)
’ T !
und < 5Z(t)§](t ) >= QV F(t —1 ) 51']' , (494)
ZMl(k = 0,(,())

wobei [w) = 5

0y ist der Einheitsvektor in der ¢ Richtung.
Analog ist fiir den Markov-Limes

Gi(t) + meppoi(t) + T (wiemo) i(t) = &i(t) + famzoo (4.95)

mit < fl(t)fj (t,) >= 2% F(szo) 6(t - tl) 6ij )

wobei T'(wk—p) =

Die Gleichungen (4.94) und (4.95) werden wir im folgenden Kapitel losen.



Kapitel 5

Numerische Resultate im
Langevin-Szenario

Das Phénomen der disorientierten chiralen Kondensate (DCC) in ultrarela-
tivistischen Schwerionenkollisionen ist ein mdéglicher Kandidat fiir die Verifi-
zierung des chiralen Phaseniibergangs. Wenn wir annehmen, dafl der chira-
le Phaseniibergang, wie in Kapitel 1 vorgestellt, in einer hochenergetischen
Schwerionenkollision stattfinden sollte, dann besteht die Moglichkeit, dafl ein
DCC, also eine Raum-Zeit-Konfiguration mit einer willkiirlichen Ausrichtung
des chiralen Ordnungsparameters < ® >= (< 0 >, < 7 >), in der Kollisi-
on produziert wird. Man kann ein DCC als eine Blase des heiflen Vakuums
bezeichnen, die mit der sinkenden Temperatur in das QCD-Vakuum (f,0)
(ausgedriickt im linearen o-Modell) zerfallen wird. Der DCC-Zerfall fiihrt zu
einer Pion-Produktion, bei der ein anormales Verhiltnis zwischen der Anzahl
der neutralen Pionen und der Anzahl der gesamten Pionen gebildet wird. Fiir
eine ideale DCC-Formation ist die Verteilung dieses Verhiltnises f in der Form
von P(f) =1/(2+/f). Sie unterscheidet sich grundsiitzlich von einer Binomial-
verteilung, die man aufgrund der Isospinsymmetrie erwartet. Deswegen kénnte
die Verteilung P(f) ein direktes Signal fiir die Existenz einer DCC-Formation
sein. Zur Zeit gibt es zwei Experimente zur Untersuchung der DCC-Formation.
Aus der Datenanalyse mit verschiedenen Methoden kann man das Signal bis-
her leider nicht identifizieren. Die theoretischen Modell zur Untersuchung der
DCC-Formation, die in letzten zehn Jahren entwickelt worden sind, richten
sich in der ersten Linie auf das quantitative Verstandnis der DCC-Produktion.
Auflerdem kann man die quantitativen Groflen, z.B. die Doménengrofie und
die Stirke der Pionen, durch Modellrechnungen abschétzen.

Im Rahmen dieser Arbeit konzentrieren wir uns mit Hilfe des Langevin-
Szenarios auf die Zeitentwicklung einer DCC-Formation und die Statistik in
der Pionen-Anzahl. Das Langevin-Szenario basiert, wie schon in Kapitel 2 vor-
gestellt, auf dem linearen o-Modell. Die gesamten Moden des chiralen Feldes

101
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® = (0, m) werden mittels eines ,cutoff k. separiert. Es wird im Langevin-
Szenario angenommen, daf} sich alle kurzwelligen Moden (k > k.) wéhrend
ihren Zeitentwicklungen stets im lokalen thermischen Gleichgewicht befinden.
Diese Annahme ist in einer realen Schwerionenkollision nicht realisierbar. So-
wohl die langwelligen Moden (k < k.) als auch die kurzwelligen Moden kénnen
sich wiahrend einer schnellen Expansion nach der Kollision nicht im lokalen
thermischen Gleichgewicht befinden. Da nach der Arbeit von Rajagopal und
Wilczek die Fluktuation einer kurzwelligen Mode viel kleiner als die einer lang-
welligen Mode ist, erscheint unsere Annahme als sinnvoll. Unter dieser Annah-
me bilden die kurzwelligen Moden ein Wéarmebad und wechselwirken mit den
langwelligen Moden, die nach den fritheren Arbeiten wesentlich zum Signal der
DCC-Formation beitragen sollen.

Betrachten wir die langwelligen Moden von @ als klassische Felder, so
konnen wir mittels des Formalismus des Influenz-Funktionals die klassischen
Bewegungsgleichungen der langwelligen Moden ndherungsweise erhalten. Die
Herleitung hierzu wurden in Kapitel 4 detailliert durchgefiihrt. Wir erhielten
langevinartige stochastische Bewegungsgleichungen der langwelligen Moden.

Dariiberhinaus betrachten wir nur die Bewegung der Null-Mode

& (t) = (00, m0) = % /d?’x D (x,1).

Da die Null-Mode gegen eine etwaige Instabilitdt am stirksten anwéchst, ist
sie dominant in der Dynamik einer DCC-Formation. Folglich bezeichnen wir
die Null-Mode des chiralen Feldes als den Ordnungsparameter und setzen den
ycutoff* k. als Null an, so daf§ die anderen Moden mit £ > 0 gemeinsam ein
Wirmebad bilden. Die klassische Bewegungsgleichung der Null-Mode lautet in
diesem Fall:

Bolt) + = boft) +2 [t T(t— 1) $o(t) + 2y, dolt) = E() + Fom? 6

: 2 2, Lo ), My

mit meff:)\<¢0+§T _f”+T> : (5.1)
wobei ¢ den Einheitsvektor (1,0) darstellt. Mit der Annahme der Bjorken-
Scaling-Expansion in D-Dimension erhalten wir einen Dadmpfungsterm % (ﬁo(t)
in der obigen Bewegungsgleichung [R 97] [BG 97]. ¢ stellt die Eigenzeit dar.
Die Korrelationsfunktion des farbigen Rauschens &;(t) ist mit dem Dissipati-
onskernel T'(s — ') iiber die semiklassische Fluktuation-Dissipations-Relation
verkniipft:

< () &5(5) > =2 % D(s — ) b (5.2)

wobei V das Volumen und 7 die Temperatur des Wirmebades sind. Die Uber-
gangstemperatur des chiralen Phaseniibergangs wird wie folgt definiert:

T, = \/2(f2 —m2/)),
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so daf
1 1
2 2 2 2

meff =\ <¢0+§T — §Tc>
erst negativ sein kann, wenn die Temperatur unter 7, ist. Folglich tritt die
spontane Brechung der chiralen Symmetrie fiir 7' < T, auf. Fiir T > T, ist
mgff stets positiv. Das System befindet sich in der symmetrischen Phase. Mit
den Standardparametern ergibt sich 7, = 123.85 MeV.

Im Markov-Limes reduziert sich die Gleichung (5.1) durch die markovsche
N#herung (4.88) auf folgende einfachere Gleichung:

Bot) + (2 +2(0)) dolt) + 2y d0(0) = £0) + fom2 5, (53)

mit <EE&() > =2 HAT0) 65— ) 5y (5.4)
v(T'(t)) stellt hierbei einen temperatur-(zeit)abhingigen Reibungskoeffizienten
dar, und £(t) ist in diesem Fall weif. In der friiheren Untersuchung der DCC-
Formation von Biro und Greiner mit dem Langevin-Szenario [BG 97] ist der
Reibungskoeffizient als konastant, v(T'(t)) = ~(T.), angesetzt. Wir werden
(5.3) mit dem temperaturabhéngigen Reibungskoeffizienten 16sen.

Im folgenden werden wir zunéchst erldutern, mit welcher Methode wir die
Bewegungsgleichungen (5.1) und (5.3) 16sen. Dann werden wir die numerischen
Resultate mit ausgewéhlten Anfangsparametern darstellen, wobei wir als Be-
obachtungsgrofien die Zeitentwicklung einer signifikanten DCC-Formation, die
Verteilung der Anzahl der aus dem DCC emittierten Pionen und die Verteilung
des Verhéltnisses zwischen der Anzahl der neutralen Pionen und der Anzahl
der gesamten Pionen betrachten werden. Aus Vergleich der Ergebnissen, die
mit und ohne markovscher Naherung erhalten werden, konnen wir feststellen,
dal der sogenannte Gedéchtniseffekt in der Dynamik einer DCC-Formation
eine Rolle spielt. Schlieflich diskutieren wir die Abhéngigkeit der Ergebnisse
von den Anfangsparametrisierungen.

5.1 Losungsmethode

In Kapitel 3 haben wir ein Verfahren zur Losung der verallgemeinerten Langevin-
Gleichung entwickelt. Darin simulieren wir zunéchst das farbige Rauschen iiber
einem Zeitintervall [t,,t,]. Dann l6sen wir die Langevin-Gleichung in diesem
Zeitintervall durch ein Mehrschrittverfahren, das Adams-Bashforth-Verfahren.
Das farbige Rauschen simulieren wir mit der in Kapitel 3 entwickelten Metho-
de:

cy= [t Glt—t)En), it € toty] C [To Ty

Ta
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In diesem Ausdruck ist G(7) die Fouriertransformierte von /.S (w), wobei S(w)
die Fouriertransformierte der Korrelationsfunktion des farbigen Rauschens dar-
stellt. &, (t) beschreibt ein auf eins normiertes weies Rauschen. Das Zeitinter-
vall [T,,T;] wird so gewiahlt, dafl das farbige Rauschen £(t) fiir ¢t € [t,, 1)
stationdr ist.

Im Fall der Zeitentwicklung einer DCC-Formation sind die Temperatur und
das Volumen des Wirmebades zeitabhéngig. Aufgrund der D-dimensionalen
Expansion dndern sie sich mit der Zeit gemafl

to\ D/3 i\D

T() =Ty <?> and V(1) = Vq (%) , (5.5)
wobei Ty die Anfangstemperatur und V; das Anfangsvolumen zur Zeit t = tq
darstellt. Folglich ist die Korrelationsfunktion des Rauschens nach (5.2) und
(5.4) auch zeitabhéingig. Um das farbige Rauschen zu simulieren, braucht man
G,j(7) zu allen Zeitpunkten t.

Aus (5.2) erhélt man die Fouriertransformierte der Korrelationsfunktion
des farbigen Rauschens

2T
Sl(w) = 7 F(w) 51']',
, 3NT - w m
wobei  T(w) = 2 (f’ ?p)

I'(£,72) ist der in Kapitel 3 definierte reduzierte Dissipationskernel. Hier
beriicksichtigen wir nur seinen 7,-Beitrag aus den thermischen Streuprozes-
sen. Der reduzierte Dissipationskernel hingt von % ab, wobei m, = < mgzs >
die dynamische Masse der Null-Mode im thermischen Gleichgewicht darstellt.
my, hingt von der Temperatur T ab. Da 72 zeitabhéingig ist, dndert sich der
reduzierte Dissipationskernel auch mit der Zeit. Zur Simulation des farbigen
Rauschens iiber einem Zeitintervall [¢,, ty] miiite zunéchst der reduzierte Dis-

sipationskernel zu jedem Zeitpunkt ¢ € [t,,t,] berechnet werden. Dann erhélt
man durch eine Fouriertransformation von I'(w) und /S;;(w) den Dissipations-
kernel I'(7) und G;;(7) zu jedem Zeitpunkt im Intervall [¢,,?,]. Um Rechenzeit
zu sparen, berechnen wir nur einige reduzierte Dissipationskernel mit groflem
Zeitabstand. Die Funktion I'(7) und G;;(7) zu anderen Zeitpunkten ¢ lassen
sich durch die berechneten I'(7) und G;;(7) interpolieren. Somit erhilt man das
farbige Rauschen &;(t) und den Dissipationskernel I'(7,t) fiir das Zeitintervall
[to, ).

Gegeniiber dem farbigen Rauschen ist ein weifles Rauschen in (5.3) einfa-
cher zu simulieren. Man braucht nur den Reibungskoeffizienten

IN2T(t) wk_=om> (5.6)

70 = Fennolt) = g fr (178
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zu berechnen, wobei f,(x) die Spence-Funktion darstellt. Hier gilt wx—o = m,,.
Die differentiellen Gleichungen (5.1) und (5.3) 16sen wir durch das Adams-
Bashforth-Verfahren.

Bisher haben wir die Rechenmethode fiir die Generierung der Zeitentwick-
lung einer DCC-Formation erldutert. Es fehlt allerdings noch Gestalt der dy-
namisch generierten Plasmonmasse m,(t). Diese berechnen wir im néchsten
Anschnitt.

5.2 Der Ordnungsparameter und die effekti-
ve Pion- und Sigma-Masse im thermischen
Gleichgewicht

Setzt man D = 0 in (5.1) und (5.3) ein und hélt man die Temperatur und das
Volumen konstant, so erhiilt man die Bewegungsgleichungen der Null-Mode im
thermischen Gleichgewicht. Durch diese Gleichungen 148t sich das Ensemble-
Mittel des Ordnungsparameters < ¢, > und der effektiven Pion- und Sigma-
Masse berechnen, deren Quadrate wir definieren als

1 m2
=iy = (914 57 - 24 )

und g2 = g2+ 204,

was analog zu den Definitionen der effektiven Massen der Quasiteilchen in
der Hartree-Approximation des linearen o-Modells ist. In Abb. 5.1 ist das
Ensemble-Mittel der Sigma-Komponente < oy > als Funktion der Temperatur
fiir verschiedene Volumen dargestellt. Die Rechnung wurde mittels (5.3) mit
D = 0 durchgefiihrt, wobei zunéchst m,, festgelegt ist. Hier betrachten wir zwei
Félle mit m, = 140 MeV = m, und m, = 0 MeV. Das Ensemble-Mittel der
Pion-Komponente ist verschwindend klein. (< gy >, 0) stellt die Stelle dar, um
die das chirale Feld ¢, im thermischen Gleichgewicht bei einer Temperatur und
einem Volumen zentrieren wird. Im Fall des chiralen Limes zeigt das Modell
einen Phaseniibergang 2-ter Ordnung. Die effektive pion-Masse bleibt bis T' <
T. exakt 0, in Ubereinstimmung mit dem Goldstone-Theorem. Fiir my, # 0
zeigt der Phaseniibergang ein ,,crossover“-Verhalten.

Abb. 5.2 zeigt die Ergebnisse fiir < u, > und < p, > aus derselber Rech-
nung mit m, = 140 MeV = m,. In Abb. 5.2 spiegelt sich die Vorstellung
wider, da} das Pion- und das Sigma-Meson eine grofle Massendifferenz bei
niedriger Temperatur und die gleiche Masse bei hoher Temperatur haben. Das
ist die Konsequenz, daf§ sich das System bei niedriger Temperatur und bei
hoher Temperatur in verschiedenen Phasen, der spontan gebrochenen Phase
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Abbildung 5.1: Das Ensemble-Mittel der Sigma-Komponente des Ordnungspa-
rameters < oo > in Abhéngigkeit der Temperatur bei verschiedenen Volumen.
m,, wird zunéchst festgelegt. Hier werden zwei Félle mit m, = 140 MeV = m,
und der exakte chirale Grenzfall m, = 0 MeV betrachtet.

1000 T T T T T T T T T T
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Abbildung 5.2: Das Ensemble-Mittel der effektiven Pion- und Sigma-Masse
in Abhéngigkeit der Temperatur bei verschiedenen Volumen, wobei m, =
140 M eV = m, zunichst in der Bewegungsgleichung festgesetzt ist.

und der symmetrischen Phase, befindet. Die Spaltung der effektiven Pion- und
Sigma-Masse in Abb. 5.2 deutet den ,,crossover“-Phaseniibergang an.

5.3 Der reduzierte Dissipationskernel und der
Reibungskoeffizient
Um die Gleichung (5.1) zu lésen, mufl man zunéchst einige reduzierte Dissipa-

tionskernel mit groflem Zeit-(Temperatur)abstand berechnen, mit denen wir
durch Interpolation den Dissipationskernel zu jedem Zeitpunkt und das far-
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bige Rauschen erhalten werden. Bei der Losung der markovschen Gleichung
(5.3) braucht man zun#chst nur den zeitabhéngigen Reibungskoeffizieten zu
berechnen.

In Kapitel 4 und in Anhang haben wir schon gezeigt, wie der reduzierte
Dissipationskernel I'(%, 72) berechnet wird. Die Rechenergebnisse fiir m,, /T =
1 und m,/T = 0.1 wurden bereits in Abb. 4.2 dargestellt. Abb. 5.3 zeigt
die Rechenergebnisse des reduzierten Dissipationskernels (nur ,-Beitrag) und
seine Fouriertransformierte fiir 7' = 120 MeV. Die dynamische Masse m,, 148t
sich in Abb. 5.2 fiir V' — oo ablesen. Fiir 7" = 120 MeV ist m, = 194 MeV.

0.25 : : : : 1.0
08}
- 0% T =120 MeV
= m,= 194 MeV  osr
€ o015f =
- o
[ E o4} B
o -
3 o010 =
N—r Rt 02 L 4
= =
0.05 - | ool
0.00 . . . L 02 . . . .
10 20 30 40 50 0 2 4 6 8 10
w/T tT

Abbildung 5.3: Der reduzierte Dissipationskernel und seine Fouriertransfor-
mierte fiir 7= 120 MeV.

Der Reibungskoeffizient «(t) 1a8t sich iiber (5.6) und (5.5) berechnen. Die
Temperaturabhéngigkeit des Reibungskoeffizienten (7') kann man allein aus
(5.6) erhalten. In beiden Fallen muf§ m,,(7") aus Abb. 5.2 fiir die entsprechende
Temperatur T abgelesen werden. In Abb. 5.4 sind der Verlauf von (7)) und
der von 7(¢) fiir ¢y = 7 fm und T, = 400 MeV dargestellt. Aus Abb. 5.4 erkennt

120 120
100 100
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Q 80
80 [}
é E‘ 60
60 -
> > 40
40+
20+
20+
0 .
0 100 200 300 400 0 20 40 60 80 100
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Abbildung 5.4: Der Reibungskoeffizient v in Abhéngigkeit von der Temperatur
T und von der Zeit .

man, daB an der Ubergangstemperatur v(7,.) und ~(t = t.) ihren maximalen
Wert besitzten.
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5.4 Anfangsparameter und Anfangsbedingun-
gen

Bei der Berechnung der Zeitentwicklung einer DCC-Formation setzen wir zunéchst
die folgenden Anfangsparameter fest:

Anfangstemperatur Ty =T,
Anfangsvolumen Vo = 100 fm?
Anfangseigenzeit to="7fm
Expansionsdimension D=3.

Die Anfangsparameter sind anhand den Parametrisierungen von [GM 94] und
[MCL 98] gewéhlt.

Ein Ensemble der Anfangsbedingungen ¢(t = ty) und ¢(t = t,) erhalten
wir durch Vorheizen bei der Anfangstemperatur 7. Die Gleichungen (5.1) und
(5.3) werden also ohne Expansion (D = 0) mit konstanter Anfangstempera-
tur und konstantem Anfangsvolumen fiir hinreichend lange Zeit propagiert. In
Abb. 5.5 und 5.6 sind die Verteilungen der Anfangskonfigurationen oo(t = to),
ao(t = ty), ma(t = to) und 74 (t = ty) dargestellt. Das Vorheizen wurde sowohl

Die Verteilung Die Verteilung
0.08 B 0.08 -
P(0) ()

P S S S S R S
-100 -80 -60 -40 -20 O 20 40 60 80 100 -100 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80 100
0 (to) [MeV] T[é (to) [MeV]

0.10 T T T T T T T T T 0.10

Die Verteilung . Die Verteilung

P(6) P(Ts)

L L L L L L L L L L L L L L L L L L
-100 -80 -60 -40 -20 0O 20 40 60 80 100 -100 -80 -60 -40 -20 0O 20 40 60 80 100

O (t) [MeV/fm] TG (t) [MeV / fm]

Abbildung 5.5: Verteilungen der Anfangskonfigurationen oo (t = t), do(t = to),
o (t = to) und 7} (t = to) bei T = T,, ermittelt mit Hilfe von Gleichung (5.1).

mittels (5.1) als auch mittels der markovschen Gleichung (5.3) durchgefiihrt.

Die Verteilungen der Anfangsbedingungen fiir 73 und 7 sind der fiir 7} #hn-

lich. Es ist deutlich zu erkennen, dafl die Anfangskonfigurationen in Abb. 5.5
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Abbildung 5.6: Verteilungen der Anfangskonfigurationen, ermittelt mit Hilfe
der markovschen Gleichung (5.3).

und 5.6 identisch sind. (%) ist zentriert um ungefihr 40 MeV, und P(oy) hat
eine schmale Breite, wihrend ) (t) mit groBerer Breite von P(m)) um Null
zentriert ist. P(6p) und P(7y) sind fast identisch. Beide Verteilungen sind
breiter als P(og) und P(7}). Die Breite aller Verteilungen ist umgekehrt pro-
portional zu /Vy [MCL 98]. Wenn das Anfangsvolumen kleiner wird, wird die
Anfangsfluktuation stérker. (Dies folgt aus (5.2) und (5.4).) Folglich werden
die Verteilungen der Anfangskonfiguration breiter.

5.5 Numerische Resultate

Wir simulieren mit den im letzten Abschnitt angegebenen Anfangsparametern
zunédchst das Rauschen und ermitteln die Anfangsbedingungen. Dann l6sen
wir die Bewegungsgleichung (5.1) und die korrespondierende markovsche Glei-
chung (5.3) durch das Adams-Bashforth-Verfahren, so dafi wir eine Zeitent-
wicklung der Null-Mode des chiralen Feldes, ¢,(t) = (0¢(t), wo(t)), erhalten.
Daraus kénnen wir die Zeitentwicklung der effektiven Pion-Masse und der im
koharenten Kondensat effektiv enthaltenen Pion-Anzahl bestimmen, die gege-
ben sind zu:

pelt) = sign(u2) VI, nalt) = S V(D) ms (r%(t>+*;—§”>-

™
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Da p? identisch mit mZ; ist, deutet eine negative ;2 die Instabilitit fiir die
Null-Mode und ein folgendes Anwachsen des chiralen Feldes der Null-Mode
an. Die Zeitentwicklung der oben definierten effektiven Masse i, kann analog
zu 2 zeigen, in welchen Zeitintervallen die Null-Mode instabil sein wird. Der
Ausdruck von n, ist einfach zu verstehen, da die Energiedichte der Null-Mode
1/2 (m2 w3 (t) + 75 (t)) betrigt.

Da w3 im Limes eines grofien Volumens proportional zu 1/V ist [BG 97],
wird n,(t) fiir spitere Zeiten niherungsweise konstant bleiben. Wir spezifizie-
ren die resultierende Pion-Anzahl durch eine Mittelung von n,(t) iiber einem
spiteren Zeitintervall. Ferner bezeichnen wir eine signifikante DCC-Formation
von einem Ensemble dadurch, dafl die resultierte Pion-Anzahl am grofiten ist.

In Abb. 5.7 ist die Zeitentwicklung der effektiven Pion-Masse, der Pion-
Anzahl und der Feldkonfiguration fiir eine signifikante DCC-Formation darge-
stellt, die aus einem Ensemble von 1000 DCC-Formationen ausgesucht worden
ist. Die Resultate mit und ohne markovscher Ndherung sind parallel aufgetra-
gen, so daf} ein direkter Vergleich moglich ist.

In Abb. 5.7 erkennen wir zunéchst fiir eine spétere Zeit einige gemein-
same Figenschaften: Die effektive Pion-Masse relaxiert zum Vakuumwert 140
MeV, die definierte zeitabhédngige Pion-Anzahl bleibt ndherungsweise konstant,
und die Feldkonfiguration oszilliert mit immer schwicherer Amplitude um die
Vakuum-Konfiguration (f;,0). Auflerdem erkennen wir in Abb. 5.7, daf die
effektive Pion-Masse im markovschen Fall (mit markovscher Ndherung) am
Anfang iiber einem Zeitintervall von ungefahr 2 fm negativ ist. Dagegen bleibt
die effektive Pion-Masse im normalen Fall (ohne markovsche Niherung) stets
positiv. Man wiirde erwarten, dafl im markovschen Fall mehr Pionen produ-
ziert werden als im normalen Fall, da aus unserer qualitativen Vorstellung der
DCC-Formation eine negative effektive Pion-Masse zum Anwachsen des Pion-
Feldes fiihrt. Es ist aber deutlich zu erkennen, dafl diese Vermutung nicht
erfiillt wird. Die Pion-Anzahl zu einem spéteren Zeitpunkt liegt im normalen
Fall bei ungefdhr 9, wihrend sie im markovschen Fall bei knapp 7 liegt. Man
sieht jedoch im markovschen Fall einen abrupten Anstieg von n, am Anfang.
Das bedeutet, dafl die Instabilitdt der Null-Mode doch zum Anwachsen des
Pion-Feldes fiihrt. Nur dieser grofle Wert von ,,n,“ ist nicht erhalten. Anhand
der Zeitentwicklungen der Feldkonfiguration kann man erkennen, daf} das Feld
im markovschen Fall schneller geddmpft wird als im normalen Fall.

Da diese signifikante DCC-Formation nur ein statistisches Ereignis dar-
stellt, konnen wir aus dem obigen Vergleich nicht schlieflen, daf} der ,Gedécht-
niseffekt* in der Dissipation hier wichtig ist. Wir miissen den (Ensemble-
Jgemittelten Wert von n, betrachten und herausfinden, ob es bei < n, >
einen groflen Unterschied zwischen den beiden Féllen gibt.

In Abb. 5.8 sind die iiber dem Ensemble der 1000 DCC-Formationen ge-
mittelten Zeitentwicklungen der effektiven Pion-Masse < p, > und der Pion-
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mit markovscher Naherung ohne markovsche Naherung
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Abbildung 5.7: Zeitentwicklung der effektiven Pion-Masse p.(t), der Pion-
Anzahl n,(¢) und der Feldkonfiguration (oo(t),mo(t)) bei der signifikanten
DCC-Formation eines Ensembles von 1000 DCC-Formationen. Die senkrecht
zu der Zeitachse stehende gepunktete Linie markiert die Anfangseigenzeit
t =ty = 7 fm. Vor ¢y, entwickelt sich das Feld im thermischen Gleichgewicht
bei fester Temperatur (Vorheizen). Bei der Feldkonfiguration sind jeweils drei
Kurven (oo(t),74(t)), i = 1,2,3, dargestellt. Diese Kurven starten zur An-
fangseigenzeit ¢t = ty. Das Zeitintervall zwischen den Symbolen auf den Kurven
betrigt At = 0.21 fm.
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Anzahl < n, > dargestellt. Die Verldufe der gemittelten effektiven Pion-Masse

mit der markovschen Néherung ohne die markovsche Naherung
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Abbildung 5.8: Zeitentwicklung der gemittelten effektiven Pion-Masse <, >
(t) und der gemittelten Pion-Anzahl < n, > (t) iiber dem Ensemble der 1000
DCC-Formationen.

sind in beiden Fillen fast identisch. Die Zeitentwicklungen von < n, > sind
hingegen in beiden Fillen sehr unterschiedlich. Nach dem Vorheizen steigt die
gemittelte Pion-Anzahl zunéchst in beiden Féllen. Dann bleibt sie im nor-
malen Fall nahezu konstant bei 2.6, wihrend sie im markovschen Fall auf
1.67 sinkt. Das bedeutet, daf3 der ,,Gedéchtniseffekt” in der Dynamik einer
DCC-Formation eine gewifle Rolle spielen wird. Dieser Effekt fiihrt zu einer
Verringerung der Dampfung von dem Warmebad.

Trotz des ,,Gedéchtniseffekts® erhalten wir eine relativ kleine Pion-Anzahl
aus der signifikanten DCC-Formation. Dies ist durchaus verstindlich, da we-
gen der expliziten Brechung der chiralen Symmetrie die Anfangsfeldkonfigu-
ration um (o, 0) zentriert sein mufl. In unserem Fall betrégt oy ungefihr 40
MeV. Deswegen ist es fiir die meisten DCC-Formationen unmoglich, eine In-
stabilitdt {iber ldngere Zeit durchzuhalten. Folglich produzieren die meisten
DCC-Formationen sehr wenige Pionen. Die Wahrscheinlichkeit fiir eine DCC-
Formation mit grofler Pion-Anzahl ist sehr klein.

Die Verteilung der Pion-Anzahl ist in Abb. 5.9 fiir beide Fille gezeigt. Sie
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wird mit einer Poisson-Verteilung

;"
P(n)=e )
verglichen, wobei wir den Mittelwert 7 = 1.67 fiir den markovschen Fall und
fn = 2.6 fiir den normalen Fall eingesetzt haben. Wir wollen herausfinden, ob
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Abbildung 5.9: Verteilung der Pion-Anzahl im markovschen und normalen Fall

die Verteilung der Pion-Anzahl einer Poisson-Verteilung entspricht. Man sieht,
da3 die Verteilung der Pion-Anzahl im markovschen Fall mit der Poisson-
Verteilung recht gut iibereinstimmt, jedoch im normalen Fall bei grofieren n,
von der Poisson-Verteilung leicht abweicht.

In Abb. 5.10 ist die Verteilung des Verhéltnisses f = ng,/(ng, + N, ) fiir
beide Félle dargestellt, wobei die Anzahl der neutralen Pionen mit Nq1 be-
zeichnet wird. Die Verteilung p(f) weicht deutlich von der des idealen Falls,
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Abbildung 5.10: Verteilung von f = ng,/(ng, + nr.)

p(f) = 1/(2V/f) (2.6), ab und fluktuiert um die Linie p(f) = 2 — 2f. Sie
unterscheidet sich jedoch von der Binomialverteilung. Wenn wir annehmen,
daB die Verteilungen von ngi, i=1,2,3, proportioal zu e:rp(—nwé/ < Ngi >)
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und voneinander unabhéngig sind [R 97], konnen wir durch eine Monte Carlo
Simulation zeigen, dafl die Verteilung p(f) genau durch die Funktion 2 — 2f
dargestellt wird. Das heift, die Felder 7 scheinen wegen ihrer kleinen Ampli-
tude unkorreliert vorzuliegen.

5.6 Variation der Anfangsparameter und der
Expansionsdynamik

Im letzten Abschnitt haben wir die numerischen Loésungen der Bewegungs-
gleichungen (5.1) und (5.3) mit in Abschnitt 5.4 festgesetzten Anfangspara-
metern gezeigt. Man erkennt, dafl der Gedéchtniseffekt in der Dynamik einer
DCC-Formation eine gewisse Rolle spielt. Wir erhielten aber eine kleine mitt-
lere Pion-Anzahl (2 ~ 3). Die Pion-Anzahl der signifikanten DCC-Formation
aus einem Ensemble von 1000 DCC-Formationen ist nur 8 ~ 10. Wenn die
Anfangsparameter so wie in Abschnitt 5.4 gew#hlt wiirden, wiirde die Pion-
Produktion aus dem DCC-Zerfall keinen erhofften dominanten Effekt darstel-
len. Folglich wiirde das Signal einer DCC-Formation experimentell nicht identi-
fiziert werden kénnen. D.h. aber auch, dafl von Miiller und Gavin vorgeschlage-
nem sogenannten ,annealing“-Szenario mit thermischen Anfangsbedingungen
nicht zu signifikanter DCC-Doméine fiihren kann.

In diesem Abschnitt werden wir diskutieren, wie sich die numerischen Re-
sultate dndern, wenn sich die Anfangsparameter und die Expansionsdimension
dndern. Wir betrachten nur die Zeitentwicklung der Null-Mode des chiralen
Feldes beziiglich der markovschen Bewegungsgleichung (5.3).

Zunéchst nehmen wir an, dafl beim Vorheizen m, gleich Null ist. Ansonsten
bleiben die anderen in Abschnitt 5.4 angegebenen Parameter unveréindert. In
diesem Fall beriicksichtigen wir keine explizite Brechung der chiralen Symme-
trie. Folglich ist die Anfangsfeldkonfiguration um (0, 0) zentriert. Wir erwarten,
daB in diesem Fall mehr Pionen emittiert werden.

In Abb. 5.11 bis Abb. 5.17 sind alle Beobachtungsgrofien, die im letzten
Abschnitt betrachtet wurden, fiir das Langevin-Szenario, das quench Szenario
und ihre modifizierten Szenarien (m, = 0 beim Vorheizen) dargestellt. Das
quench Szenario wird hier wie folgt simuliert: Die Bestimmung der Anfangsbe-
dingungen ist dieselbe wie beim Langevin-Szenario, und bei der anschliefen-
den Zeitentwicklung der Null-Mode wird die Temperatur zu Null angesetzt.
(Der Reibungskoeffizient ist auch Null.) Die Rechnungen werden jeweils fiir
ein Ensemble von 1000 DCC-Formationen durchgefiihrt, aus dem die signifi-
kante DCC-Formation ausgesucht wird.

Die Zeitentwicklung der effektiven Pion-Masse der signifikanten DCC-Formation
und der gemittelten sind in Abb. 5.11 und 5.12 fiir vier Szenarien dargestellt.
Man erkennt aus den Abbildungen, dafl die effektive Pion-Masse im quench
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Abbildung 5.11: Zeitentwicklung der effektiven Pion-Masse der signifikanten
DCC-Formation fiir das Langevin-Szenario, das quench Szenario und ihre mo-
difizierten Szenarien.
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Abbildung 5.12: Zeitentwicklung der gemittelten effektiven Pion-Masse iiber
einem Ensemble von 1000 DCC-Formationen.
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Szenario iiber mehreren Zeitintervallen negativ ist. Dies bedeutet, da} unter
der drastischen Annahme im quench Szenario mehr Instabilitat der Null-Mode
hergestellt wird. Im Ensemblemittel fillt die effektive Pion-Masse im modi-
fizierten Langevin-Szenario in den negativen Bereich. Das zeigt, dal die so
modifizierten Anfangsbedingungen zu mehr Instabilitéit der Null-Mode fiihren
sollten.

In Abb. 5.13 und 5.14 sind die Zeitentwicklung der Pion-Anzahl sowohl fiir
die signifikante DCC-Formation als auch fiir den Ensemblemittel dargestellt.
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Abbildung 5.13: Zeitentwicklung der Pion-Anzahl der signifikanten DCC-
Formation fiir vier Szenarien.

Es ist sowohl bei der signifikanten DCC-Formation als auch bei der Ensemble-
mittelung deutlich zu erkennen, dafl das quench Szenario mehr Pionen liefert
als das Langevin-Szenario und das modifizierte Szenario mehr Pionen liefert
als das urspriingliche Szenario.

Die Zeitentwicklung der Feldkonfiguration zeigt die Abb. 5.15. Man sieht,
dal die Pion-Felder im quench Szenario deutlich wachsen als im Langevin-
Szenario. Dies bestétigt wieder die Vorstellung: Je gréfier die Instabilitéit der
langwelligen Moden wird, desto stédrker wachsen die Pion-Felder der langwel-
ligen Moden an, und desto mehr Pionen werden emittiert.

Die Verteilungen der Pion-Anzahl der vier Szenarien sind in Abb. 5.16 so-
wohl logarithmisch als auch normal dargestellt. Im Vergleich dazu sind die ent-
sprechenden Poisson-Verteilungen aufgetragen. Wéhrend die beiden Verteilun-
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Abbildung 5.14: Zeitentwicklung der gemittelten Pion-Anzahl.
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Abbildung 5.15: Zeitentwicklung der Feldkonfiguration (oo (t), 7o (t))-

gen im Langevin- und seinen modifizierten Szenario recht gut iibereinstimmen,
weichen die Verteilungen der Pion-Anzahl im quench und seinen modifizierten
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Abbildung 5.16: Verteilung der Pion-Anzahl. Im Vergleich dazu werden die ent-
sprechenden Poisson-Verteilungen aufgetragen. Die Verteilungen sind sowohl
logarithmisch (oben) als auch in normaler Form (unten) dargestellt.
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Szenario stark von den entsprechenden Poisson-Verteilungen ab.

In Abb. 5.17 sind die Verteilungen von f, dem Verhéltnis der Anzahl der
neutralen Pionen mit der Anzahl der gesamten Pionen, dargestellt. Die gepunk-
teten Linien zeigen die Verteilungen im idealen Fall, d.h. p(f) = 1/(2V/f). In
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Abbildung 5.17: Verteilung P(f) fiir vier Szenarien. Die gepunkteten Linien
stellen die Verteilungen des idealen Falls dar.

der Reihenfolge Langevin-Szenario, modifiziertes Langevin-Szenario, quench
Szenario und modifiziertes quench Szenario erkennt man eine klare Tendenz,
daB die Verteilung P(f) mit der des idealen Falls iibereinstimmt. Im modifi-
zierten quench Szenario erhilt man wirklich kohdrente Pion-Felder, wihrend
in den anderen Szenarien die Oszillationen der Pion-Felder noch mehr oder
weniger unabhéngig scheinen.

Zum mehr quantitativen Verstindnis der Dynamik einer DCC-Formation
im Langevin-Szenario betrachten wir die Pion-Anzahl, wenn wir die Anfangspa-
rameter und die Expansionsdimension variieren. In folgenden Tabellen sind
die Pion-Anzahl einer signifikanten DCC-Formation und die gemittelten Pion-
Anzahl iiber einem Ensemble von 2000 DCC-Formationen fiir verschiedene An-
fangsparametrisierungen aufgetragen. Die Rechnungen sind mittels (5.3) ohne
Modifikation beim Vorheizen durchgefiirt. Die Anfangstemperatur 7Ty ist vor-
gegeben. Die Anfangseigenzeit und das Anfangsvolumen werden mittels (5.5)
durch V(T,) und ¢(T.) ermittelt.
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1.) D=3 und Ty =T,

V(T.)\ t(T.) 3 fm 5 fm 7fm 10 fm
10 fm® | 33.2/2.9 | 13.6/1.8 || 6.5/1.5 || 7.2/14
25 fm® || 62.8/3.7 | 13.4/2.0 | 7.0/1.6 || 5.3/14
100 fm® | 30.0/38 | 13.6/2.1 || 6.7/1.6 || 6.4/1.4
200 fm® | 25.0/3.7 | 11.1/2.0 | 7.4/1.7 || 5.5/14

2.) D =3 und Ty = 200 MeV

V(T.) \ t(T.) 3fm 5 fm 7fm 10 fm
10 fm® || 58.0/2.6 | 9.2/1.7 | 7.9/1.5 | 6.6/1.3
95 fm® || 62.2/4.0 | 15.1/1.9 | 11.0/1.6 || 6.0/1.4
100 fm? || 67.0/5.4 | 11.0/2.1 || 6.2/1.6 | 5.7/1.4
200 fm® || 78.4/5.5 | 11.4/2.1 || 6.5/1.6 || 5.9/1.4

3.) D =3 und T, = 300 MeV

V(T.)\ t(T.) 3 fm 5 fm 7fm 10 fm
10 fm® | 25.0/2.6 | 13.3/1.7 || 10.7/1.5 | 5.9/1.4
25 fm? || 41.2/3.6 | 14.1/1.9 || 8.1/1.5 || 5.7/14
100 fm® | 38.1/5.0 || 16.0/2.0 | 7.2/1.6 | 6.2/1.4
200 fm® | 62.2/5.4 | 10.0/2.1 || 7.3/1.6 | 6.8/1.4

4) D=1 und Ty = 400 MeV

Vo \ to

0.3fm

0.6 fm

1.0fm

25 fm?

2.9/0.8

3.2/0.9

3.9/1.1

100 fm?

3.3/0.8

3.5/0.9

10/1.1

200 fm?

2.9/0.8

3.9/0.9

13/1.0

Aus den obigen Tabellen erkennen wir, daf fiir D=3 Expansion sowohl die
Pion-Anzahl der signifikanten DCC-Formation als auch die gemittelte Pion-
Anzahl gréBer werden, wenn die Eigenzeit #(T,) kleiner wird. Die Eigenzeit
t(T:) (order die Anfangseigenzeit t) bestimmt die Stirke der Expansion. Eine
schnelle Expansion entspricht in der Philosophie dem quench Szenario eines
sehr schnellen Kiihlens. Auflerdem fiihrt die Variation der Anfangstempera-
tur zu keiner groBen Anderungen der Ergebnisse. Das bedeutet, wenn die Ei-
genzeit bei der Ubergangstemperatur festgelegt ist, hiingt die Zeitentwicklung
der DCC-Formation kaum davon ab, von welcher Anfangstemperatur in der
Simulation ausgegangen worden ist. Der Grund dafiir ist, dal der Reibungs-
koeffizient v(T') bei hoher Temperatur grof ist, so daf§ sich das chirale Feld
der Null-Mode n&herungsweise im thermischen Gleichgewicht entwickelt. Bei
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der D=1 Expansion erhalten wir eine verschwindend kleine Pion-Anzahl. Dies
stimmt mit der Berechnung von Randrup [R 97] iiberein. D=1 Expansion fiihrt
zu keiner ausreichenden Instabilitdt der Null-Mode, um Pionen mit groflerer
Anzahl zu produzieren.

Wenn wir jede Spalte der obigen Tabellen betrachten, erkennen wir, daf} die
gemittelte Pion-Anzahl zu einem festen #(7,) nahezu unabhéngig von V(T¢)
ist. Dies kann man qualitativ wie folgt verstehen: Fiir keines V(T ist die Fluk-
tuation der Anfangskonfiguration stark. Folglich zentriert die Verteilungen der
Anfangskonfiguration mit einer grofen Breite um (o # 0, 0). Es gibt fiir kleines
V(T.) mehr Wahrscheinlichkeit als fiir grofies V' (7}) dafiir, eine Anfangskonfi-
guration um (o = 0, 0) zu finden. Solche Anfangskonfiguration fiihrt allerdings
zu einer groflen Pion-Anzahl. Deswegen ist die mittlere Pion-Anzahl nahezu
unabhéngig von V(T.). Die Situation ist anders, wenn wir das modifizierte
Langevin-Szenario betrachten. Da die Anfangskonfiguration in diesem Fall um
(0 = 0,0) zentriert, erwarten wir eine steigende mittlere Pion-Anzahl mit
wachsenden Volumen. In Abb. 5.18 ist die volumenabhéngige mittlere Pion-
Anzahl fiir das modifizierte Langevin-Szenario dargestellt, wobei wir Ty = T¢,
to = 5 fm und D = 3 angesetzt haben. Abb. 5.18 spiegelt unsere Vorstellung
wider.
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Abbildung 5.18: Volumenabhéngigkeit der mittleren Pion-Anzahl im modifi-
zierte Langevin-Szenario. Die Anfangsparameter sind wie folgt gewahlt: Ty =
T., to=5fmund D = 3.
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Kapitel 6

Zusammenfassung

Im ersten Teil dieser Arbeit (Kapitel 1 und Kapitel 2) haben wir gezeigt, dafl
das Phanomen der DCC-Formation in ultralrelativistischen Schwerionenkolli-
sionen ein Signal des chiralen Phaseniibergang sein kénnte. Ein DCC ist ein
temporéres heiles Vakuum. Mit der Expansion des ganzen Systems zerfillt das
DCC in das QCD-Vakuum. Dabei werden Pionen emittiert. Die Verteilung des
Verhéltnisses zwischen der Anzahl der neutralen Pionen und der Anzahl der
gesamten Pionen hat fiir eine ideale DCC-Formation eine eigenartige Gestalt,
die sich grundsétzlich von einer Binomialverteilung unterscheidet. Durch die
experimentelle Identifizierung dieser Verteilung kann man die Existenz einer
DCC-Formation verifizieren. Experimente in ultralrelativistischen Schwerio-
nenkollisionen und in Hadron-Hadron-Kollisionen zur Untersuchung der DCC-
Formation sind zwar durchgefiihrt, aber die Datenanalyse auf ,,event by event“
Basis zeigt bisher keine Anzeichen der Existenz einer DCC-Formation.

Die theoretische Untersuchung einer DCC-Formation mit dem linearen o-
Modell sind vielseitig durchgefiihrt worden. Alle DCC-Szenarien, die wir in
Kapitel 2 vorgestellt haben, beinhalten die Instabilitdt der langwelligen Moden
am Anfang einer dynamischen Entwicklung. Es zeigt sich qualitativ, dafi je
grofler die Instabilitdt ist, desto stirker wachsen die langwelligen Moden an.
Dieses Anwachsen fiihrt zu einer moéglichen groffen DCC-Doméne, welche eine
grofle Anzahl von Pionen zu einem spiteren Zeitpunkt emittieren wird. Die
Grofle einer DCC-Doméne wird durch die Korrelationslénge des Pion-Feldes
charakterisiert. Die Korrelationsldnge betrigt in verschiedenen Szenarien 2 ~ 7
fm.

In dieser Arbeit haben wir uns auf die Zeitentwicklung einer signifikanten
DCC-Formation, die Verteilung der Gesamtzahl der Pionen und die Verteilung
des Verhiltnisses zwischen der Anzahl der neutralen Pionen und der Anzahl der
gesamten Pionen aus dem DCC-Zerfall konzentriert. Das Langevin-Szenario er-
laubt uns, die statistischen Grofien zu berechnen. Da aus der qualitativen Vor-
stellung die langwelligen Moden des chiralen Feldes wesentlich zum Signal der
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DCC-Formation beitragen, haben wir im Langevin-Szenario angenommen, dafl
die kurzwelligen Moden bei der Zeitentwicklung wéihrend der Expansion des
Systems stets im lokalen thermischen Gleichgewicht stehen und ein Wirmebad
bilden. Die langwelligen Moden wechselwirken mit dem Wirmebad.

Mittels einem von Feynman entwickelten Formalismus haben wir im drit-
ten Teil dieser Arbeit, Kapitel 4, die semiklassische Bewegungsgleichung fiir
die langwelligen Moden formal hergeleitet. Die Bewegungsgleichung ist stocha-
stisch und vom Langevin-Typ.

Die Langevin-Gleichung ist eine stochastische Differentialgleichung. Sie bein-
haltet unter anderem einen Rauschterm, der die stochastische Kraft aus der
Umgebung darstellt, und einen Dissipationsterm, der zu einer Dadmpfung des
betrachteten Teilchen fiihrt. Im zweiten Teil dieser Arbeit (Kapitel 3) wur-
den die Langevin-Gleichung und ihre verallgemeinerte Form anhand der Bei-
spiele der Brown’schen Bewegung und der Bewegung eines Oszillators in ei-
ner Fliissigkeit betrachtet. Wir haben dabei ein eigenstédndiges Verfahren zur
Simulation des farbigen Rauschens und zur Lésung der Langevin-Gleichung
entwickelt. Der sogenannte Gedéchtniseffekt in nichtmarkovschen Prozessen
wurde diskutiert. Es ist bei unseren Simulationen deutlich zu erkennen, dafl
der Gedéachtniseffekt zu einer Verringerung der Didmpfung fiithrt, wenn man
diese Dadmpfung mit der des markovschen Falls vergleicht.

Im letzten Teil dieser Arbeit ist das in Kapitel 3 entwickelte Verfahren
auf die Losung der in Kapitel 4 hergeleiteten langevinartigen Bewegungsglei-
chung der Null-Mode und der korrespondierenden markovschen Gleichung an-
gewandt. Als Anfangsparameter haben wir Ty = T, = 123 MeV, V, = 100 fm?,
to = 7 fm und D = 3 angesetzt. Wir berechneten die Losungen fiir ein Ensem-
ble von 1000 DCC-Formationen, aus dem die signifikante DCC-Formation mit
grofiter Pion-Anzahl ausgesucht wurde. Dabei haben wir die Zeitentwicklung
der effektiven Pion-Masse, der Pion-Anzahl und der Feldkonfiguration sowohl
fiir die signifikante DCC-Formation als auch fiir das Ensemble-Mittel berech-
net. Aus dem Vergleich des markovschen und nichtmarkovschen Falls erkennen
wir, dafl die gemittelte Pion-Anzahl im nichtmarkovschen Fall etwas grofier als
die im markovschen Fall ist. Das bedeutet aber auch, dal der Gedéchtniseffekt
in der Dynamik einer DCC-Formation nur eine unwesentliche Rolle spielt.

Die mittlere Pion-Anzahl in der oben erlduterten Rechnung ist sehr klein
(2 ~ 3). Bei der signifikanten DCC-Formation ist die Pion-Anzahl nur un-
gefihr 10. Eine derart kleine Anzahl aus einem Doménenzerfall resultierender
langwelliger Pionen kann aber experimentell im Hintergrund der thermischen
Pionen nicht sondiert werden. Wenn die angegebenen Anfangsparameter die
reale Schwerionenkollsion beschreiben wiirden, kénnte das Signal der Existenz
einer DCC-Formation experimentell nicht identifiziert werden.

Wir modifizierten das Langevin-Szenario weiterhin, indem wir beim Vor-
heizen den Term, der die explizite Brechung der chiralen Symmetrie modelliert,
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weggelassen haben. Durch diese Modifizierung zentrieren die Verteilungen der
Anfangskonfiguration um (o0 =0, =0), so daf eine grofere Instabilitéit der
Null-Mode hergestellt ist. Im modifizierten Langevin-Szenario erhielten wir
mehr Pionen (maximale Anzahl ungeféihr 15). Wir haben auch das sogenann-
te quench Szenario betrachtet. Die Pion-Anzahl ist in der gleichen Grofen-
ordnung wie die im modifizierten Langevin-Szenario. Im modifizierten quench
Szenario ist die Pion-Anzahl der signifikanten DCC-Formation sehr grof§ (un-
gefihr 80). Die Verteilung der gesamten Pion-Anzahl fiir das quench Szenario
weicht deutlich von einer Poisson-Verteilung ab. Falls eine signifikante DCC-
Prodution doch auftreten kann, dann ist die Verteilung der gesamten Pion-
Anzahl nicht durch eine Poisson-Verteilung beschrieben. Unter Verdnderung
der Anfangsparameter stellten wir fest, dafl grofe DCC-Doménen nur unter
sehr schneller Expansion produziert werden kénnen.

Wir haben im Langevin-Szenario nur die Bewegungsgleichung der Null-
Mode betrachtet. Die anderen Moden bilden das Wéarmebad. Unser Formalis-
mus erlaubt explizite Beriicksichtigung mehrerer langwelligen Moden. Aufer-
dem wurden die Reibungskoeffizienten von 7§ und von o in unseren Berechnun-
gen als gleich angenommen. Die Arbeit von Rischke [R 98] zeigt jedoch, daf}
der Reibungskoeffizient in radialer Richtung von o aufgrund des Zerfallspro-
zesses o — 7w deutlich hoher als den von 7, ist. In dieser Hinsicht 148t sich
das Langevin-Szenario verallgemeinern, indem wir die Bewegungsgleichungen
meherer Moden 16sen und die verschiedenen Reibungskoeffizienten von 7 und
von o beriicksichtigen.
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Anhang A

Zur Berechnung des Kernels

Mk, w)

Aus den Erkenntnissen von Kapitel3, Abschnitt 3, hat M (k,w) folgende Form
iMy(k,w) = Cpy, (e = 1) T (k,w)

wobei

™ 1
=T d
24 (2rys? M

O(lk — a1 — az| — k) x
c W1Waws

{ninens §(w — wy; — wy — w;3)

+ (1 4+ nq)nong §(w + wy — we — ws)

+n1(1 4+ n2)nzd(w —wy + wy — ws)

+ ning(l + n3) §(w — wy — wy + ws)

+ (1 4+n1)(1 4+ ng)nz §(w + w1 + we — w3)

+ (14 n1)na(l +n3) §(w + w; — wy + ws)

+n1(1 4+ ng)(1 4+ n3) §(w — wy + we + w3)

+ (T 4+n1)(1 4+ n2)(1 4+ n3) §(w + wi + ws +ws)} (A1)

|k| S kc ) CMl

mit
q =k —qi —qo,

Wi = Wq; = \/df +m2, i1=1,2,3,

1
i=1,2,3.

ni = n(wi) = o

Der ,gain“ Term T7(k,w) ist identifiziert mit der Produktionsrate der lan-
welligen Moden, die Impuls k und Energie w besitzen, aus dem Zerfall der
kurzwelligen Moden.
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Das Integral wie (A.1) mit k. = 0 wurde bereits von Wang und Heinz
[WH 96] bei der Untersuchung des 2-loop resummierten Propagator in der
®* Theorie ausgewertet. An dieser Stelle geben wir nun eine eigenstiindige
Auswertung des Integrals an. Wir werden auch bemerken, daf§ die Berechnung
in [WH 96] an einigen Stellen nicht korrekt sind.

Aus Symmetriegriinden sind der 2., 3. und 4. Term sowie der 5., 6. und 7.
Term in (A.1) identisch. Wegen der Eigenschaft, dafl M (k,w) eine ungerade
Funktion bzgl. w ist, werden wir 77 (k, w) nur fiir positives w auswerten. Daher
entfillt der 8. Term. Die Gleichung (A.1) reduziert sich auf

T(k, w) = /k Py ——— 0| ~ k) x
{ninanz §(w — wy — wy — w3)
+3(1 + nl)ngng (5((.4) + W) — Wy — u)g)
+3(1 +n1)(L+no)ng d(w +wy +ws —ws3)}.  (A.2)

Wire
wy + we > ws fiir alle q; und q , (A.3)

so wiirde der letzte Term von (A.2) wegfallen. Wang und Heinz haben dies in
ihrer Publikation angenommen. Wir weisen aber darauf hin, da die Aussage
(A.3) nur fiir den Fall k. = 0 gilt, denn in diesem Fall ist k = 0, und es folgt
direkt

wy =@ +m)= (a1 +q)*+m =q + ¢+ 2q192 + m

= Wi + W) +2q1q2 — M) < Wi + Wi + 2wiws = (W +ws)?.

Fiir den Fall k. # 0 geben wir ein Gegenbeispiel an, das zum Widerspruch
von (A.3) fiihrt: Fiir q; = o und ein k, das antiparallel zu q; steht, gilt
g3 = 2q; + k. Es folgt

w; — (w1 +w2)” = (2q1 + k)* + m) — 4(q; +m2) = k* + 4kq — 3m_..

Wir sehen, daf} die obige Gleichung gréfler als Null wird, wenn zu gegebenem
|k| # 0 ¢; hinreichend grof} ist. Dann ist w; + wy < ws.

Da die explizite Berechnung fiir k. # 0 sich als zu komplex erweist, be-
schrianken wir uns auf den Fall k. = 0, so da§ wir nur 77 (k=0,w) berechnen.

Wir fithren nun die Rechnung fiir den ersten Term von (A.2) aus; diesen
definieren wir als

g1(w) == [Pade

ningnz d(w — wy — wy — ws) (A.4)
W1WoWs

Das obige Integral werden wir auf ein eindimensionales Integral reduzieren, so
dafl das Integral numerisch einfach zu berechnen ist.
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Im Kugelkoordinatensystem ist

[eo) T 27 00 T 27
/d3q1d3q2 R / dqq q% / df sinf, / dpy / dgs q% / dfs sinfds dpg -
0 0 0 0 0 0

wobei #; der Winkel zwischen einer ausgezeichneten Richtung und q;, 6y der
Winkel zwischen q; und q» ist.

Da w; und wy nur von ¢; bzw. ¢, abhingen und ws; wegen der Definition
von g3 von ¢, ¢ und cosfly abhingt, kénnen wir die Integrale iiber ¢, ¢5 und
f, ausfiihren:

00 1 1
g1(w) = 87r2/ dqldqQ/ dt ¢? g3 ———— ningnz 0(w — wy — wy — ws), (A.5)
0 -1 W1z

wobei t = cosfs.

Die § Funktion in (A.5) zeigt uns, da§ w mindestens 3m, sein muf, an-
sonsten sind die Beitrédge zum Integral Null. Das Problem besteht nur darin,
die kinematische geforderte Energieerhaltung auszuwerten. Die ¢, g2 und t, die
dazu fiihren, da§ die entsprechenden Integranden von (A.5) nicht gleich Null
sind, gegiigen dem Energiesatz

w=w; +wy+ ws. (A.6)

Durch das Einsetzen von g3 = |q1 + qa| in (A.6) eliminieren wir wj:

wy=w—w —wy = /(@ + Q)2 +md =/ + B+ 2t +ml. (A7)

Unsere Strategie zur Integration in (A.5) ist die folgende: ~ Wir l6sen (A.7)
fiir ein vorgegebenes w nach ¢i,¢; und ¢ und summieren die den Losungen
entsprechenden Integranden von (A.5). Dafiir halten wir zuerst q; fest und
16sen (A.7) nach ¢, und t. Da w — w; mindestens 2m,, sein muf, ist (A.7) nur
fiir q; 16sbar, die

@ < gt = (W —2m,)? —m2 = \/(w — m,)(w — 3m,)
erfiillen. Durch Quadrieren von (A.7) erhalten wir

(W—wi)? —2(w—w)\/¢3 + m2 = @+ 2q1¢ot .

Da q; so gew#hlt ist, dafl w—w; positiv sein soll, diirfen wir die obige Gleichung
durch 2(w — wy) teilen. Daraus folgt

(w—w)?— ¢} @ 5
- tgo =/ 2 A8
2(w — wy) W 2 @ Emy (4-8)

1

Statt (A.7) 16sen wir (A.8). Aber wir miissen nachher iiberpriifen, ob die Losun-
gen von (A.8) auch (A.7) geniigen. Dies ist der Fall, wenn (w — wy)? > w2,
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Wenn wir definieren

Ww—w)—a @

Fla,?) := 2(w — wy) w—w

tq?,
1

dann sind die Losungen ¢ fiir jedes t die Schnittpunkten der Kurven F'(gs,1)
und wy(qz).
Wir beachten folgende Punkte. Erstens ist F'(0,¢) eine Konstante, da wir
q; festgelegt haben. Zweitens ist die partielle Ableitung von F(g,t) bzgl. g,
OF (q2,1) 1

= — t
0¢> W —w

)

eine Funktion von ¢ aber nicht mehr von ¢. Folglich ist F'(gq,t) fiir ein festes
t eine Gerade, und die Kurven F(qy,t) fiir alle ¢ bilden ein Biindel, das eine
Quelle an ¢ = 0 hat. Die duBeren Hiillen entsprechen F'(go, +1). Als drittes

erkennen wir, daf3 d“’z—(;p) mit anwachsendem ¢, von Null bis gegen eins lduft.

dq
Wir diskutieren die Losungen in drei Féllen, die sich nach der Lage von

F(0,t) unterscheiden:

L) F(0,t)> w2(0) = m,,
In diesem Fall ist w —w; > ¢; und deswegen der Betrag von %Z;’t) kleiner
als eins. Daraus folgt, dafl jede Kurve F(go,t) fiir ein ¢t € [—1,1] die Kurve

wa(q2) schneidet und zwar nur einmal. In Abb. A.1 sind wy(q2) und F(qs, 1)
fiir t = —1,0, 1 skizziert. Die Abb. A.1 zeigt uns, daf§ (A.8) fiir jedes ¢ aus dem

w,(@,)
Fall | Fa,.-1)
mp, ?
NE i F(q,,0)
0 H
qs q; a,
F(a,.1)

Abbildung A.1: die Losungen im Fall I

Intervall [—1, 1] genau eine Losung ¢, hat. Die Losungen liegen kontinuierlich
in dem Intervall [g3, ¢5], wobei ¢5 und ¢4 die Losungen von (A.8) fiir t = 1 bzw.
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t = —1 sind. Wir kénnen ¢5 und ¢5 erhalten, indem wir die durch weiteres
Quadrieren von (A.8) erhaltene lineare Gleichung 2.Ordnung losen. Es ergibt
sich

1
QS - 5 ( A(wa(h) - QI> )
1
G =3 (\/A(w,q1)+q1> :
wobei
(w—w)? [(w—wi)?— ¢ — 4m?
Alw,q1) = | )

(w—w1)?— a

Aus der Skizze und der daraus notwendigen Existenz der zwei Losungen ist
ersichtlich, dal A(w, ¢;) positiv ist und ¢5 > 0 sein muf} . Folglich gelten neben
¢1 < w — wy noch die Ungleichungen

¢ < (w—w)® —4m)

und Alw, q1) < (w—wp)?.
Daraus folgt
wi = g5 +my < (g)* +my

1 2 1
=7 < A(w, q1) + ql) +ml = 1 (A(w,ql) +q7 + 2\/A(w,ql)q1> +m;

< i ((w —w)? (W —w)?— 4m12, + 2w —w)(w— wl)) + mf, = (w—w)?,

so daf die eben erhaltenen Losungspaare (go,t) (A.7) geniigen.

Nun kommen wir zuriick zur Bestimmung der Grenzen von ¢; mit Hilfe der
Ungleichung F'(0,t) > m,, die den Fall I kennzeichnet. Genauso wie bei der
Bestimmung der ¢5 und ¢4 quadrieren wir die Ungleichung, dann I6sen wir die
gewohnliche lineare Ungleichung 2.0rdnung. Das dadurch erhaltene Ergebnis
ist ¢; € [0, ¢j] mit

. 1
q; = 5\/(w —mp)? —4m2.

Es ist leicht zu zeigen, daf ¢; < ¢} ist.
Wir setzen die Grenzen in (A.5) ein und erhalten

a @ 1
g1(w) = 0(w — 3m,) 872 {/0 dql/qs dq2/_1dt--- +} : (A.9)

IL)0< F(0,t) <m,
In diesem Fall gilt immer noch w—w; > ¢;. Der Betrag von %Z;’t)

als eins. Das bedeutet, daf§ die Kurve F'(go, ) fiir ein festes ¢ die Kurve wy(gs)

ist kleiner
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,(a,)
Fall Il F(a,,-1)

F( qz ’ tkr)

mp

/

: F(d,.0)

0 b

q2 q2 q2

F(ag,,1)

Abbildung A.2: die Losungen im Fall II

zweimal schneiden kann, sofern die beiden Kurven sich iiberhaupt schneiden.
Dies ist in Abb. A.2 darstellt. Das Tangieren der Kurven F'(gs,t) und wo(qs)
stellt den Grenzfall dar. Diese Kurve kennzeichnen wir mit F'(qq, tx,). Wir
erhalten ¢3* und ¢5* analog wie im Fall T (nur mit ¢t = —1):

i =5 (~/Aew+a)
¢ = % (\/A(wa(h) +q1> :

Wang und Heinz [WH 96] haben bei ihrer Berechnung ¢} als Null gesetzt,
was aus der Skizze offensichtlich positiv sein mu$.

Es ist aber noch fraglich, ob sich die Kurven F'(¢z, —1) und w(gs) schneiden.
Um das zu sichern, miissen wir fordern, dafl A(w,¢;) nicht negativ sein soll.
Daraus folgt die Ungleichung

(w—w)? =g —4m; >0

die gemeinsam mit der Ungleichung 0 < F'(0,¢) < m, zur Bestimmung der
[

Grenzen von ¢; fiihrt. Das Ergebnis ist ¢; € [q}, ¢¥"] mit
k?‘_i (w? — m2)(w? — 9Im2)
@ = 5oy (W = mp)(w m2).

Es 148t sich leicht zeigen, daB fiir w > 3m, ¢f < ¢ < ¢ ist. Ebenso wie
im Fall T konnen wir beweisen, daf§ die Losungen (gq,t) der Gleichung (A.7)
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geniigen. Wir fiigen das Teilintegral fiir den Fall T in (A.9) ein und erhalten

o o | [ a3 1 at" ab* b
g1 (W) = 9(&) 3m,,) & . dqq dgs 1dt —+ dqq dqo 1 dt -+ 4%
a3 - @ a3 -

m.) F(0,t) <0

Im Gegensatz zu den ersten beiden Féllen ist hier w — w; < ¢q. Das fiihrt
dazu, daf die maximale Steigung der F(go,t) grofler als eins ist. Daraus folgt,
daf sich die Kurven F(g,t) und wy(g2) nur einmal schneiden, wenn iiberhaupt.

Die AbbA.3 zeigt uns, dafl ¢» € [¢5**, 0] ist, wobei

1
g = 3 <\/A(w,q1) + Q1> :

Fall 111 F(a,,-1)
mz(qz)

F(q,,0)

dq,

F(q,,.1)

Abbildung A.3: die Losungen im Fall I

Aus
Aw,q1) > (w—w)? und G > w—w
folgt

wy = ¢ +m2 > (¢3) +m)

1 2 1
=72 ( Alw, q1) + q1> +m; = 1 (A(w,ql) +q + 2\/A(w,ql)q1> +m?

1
4

> — ((w — W)+ (w—w)? 2w — w)(w —wl)) +m2 > (w—w)’.

2

Das bedeutet aber, da§ die im Fall Il erhaltenen (gq,t) keine Losungen von

(A.7) sind.
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SchlieBlich reduziert sich das Integral (A.5) auf

B B . a @ 1 qkr a5 thor
g1(w) = O(w — 3m,) 87 ; dq, | dgo 1dt + dg, dqs 1 dt
0 - @ 75" -

2 o MiNaN3
1

2 oo d(w—w) —wsy w::,)} . (A.10)
Die obige Gleichung scheint auf den ersten Blick nicht iibereinstimmend mit
den vorherigen Diskussionen zu sein, in denen wir festgestellt haben, dafl unter
dem Energiesatz jedes ¢o nur ein ¢ abbildet. Jedoch ist die Darstellung (A.10)
sicher richtig, da wegen der § Funktion nach der Integration iiber ¢ nur ein Term
iibrigbleiben wird, der genau der Losungsgruppe (¢1, g2, t) von (A.7) entspricht.

Anhand der Relation, wie aus (A.7) folgt,
dt =~ du,
a1 42

substituieren wir d¢ durch dw; und integrieren in (A.10) zuerst {iber ws. Es
folgt

4 s
g1(w) = 6(w — 3m,) 872 { (/0 dql/ dqo
q

s
2

a" a3 T 42
+ dg, / dq2> —ny —ngn(w—wy —ws) P -
q; q5* W Wa

Durch weitere Substitutionen,
dw, = q—ldql und dwy = @dqQ ,
w1 Wa

erhalten wir

kr

wi wh w} wh*
g1(w) = O(w—3m,) 872 {/ dw1/ dwo +/ dwl/ dwy nyngn(w — wy — wg)} )

* 8%
myp w3 wy wj

Ferner definieren wir
g .
U:=eT fiir i=1,2.

Daraus folgen die Relationen

1
dwi = —TEdUl fiir i:]_,2,
Uy
ng =
1 1— U—1 )

1 1 U
und -y n(w—wr—wp) = U (UQ -5 - 1) 0 — U,

mit
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Wir substituieren dw;, n; durch dU;, U; und erhalten

U* U‘b Ukr U.b*
7 (w) = 0(w — 3m,) 87r2T2{ | av [ Cavy+ [ Cavy [ o,
Us Uy Us~

Uy

1 U, 1
1-U, Uy — U, U2—g—u; Uy—1 '

Nach der Integration iiber U, erreichen wir das Endergebnis

g1(w) = O(w — 3m,) 87TV, x

Ui 1 1 (1 - U3 (UUs - U,)
dU, In 2
Unny 1-0,U,-U, (1-03)(U.U35 - U,)
U 1 1 1-Uy* bx — U,
+/ adu In [( Ui*)(UlUi* U )H
Uy 1—U1 U1 —Uw (1—U2 )(U1U2 —Uw)
Aufgrund der Impuls- und Energieerhaltung, d.h.,
A +g+qs=k=0 ; W +ws +ws =w,

stellt g, (w) die Produktionsrate fiir den Vorgang dar, in dem ein langwellige
Mode aus dem Zerfall von drei kurzwelligen Moden produziert wird.

Die Berechnung des zweiten Terms von T7(0,w), der als gs(w) bezeichnet
ist, wird ebenso wie bei ¢;(w) ausgefiihrt. Aus der Energieerhaltung ws + w3 =
w + wy stellt go(w) die Produktionsrate des Vorgangs dar, in dem zwei kurz-
wellige Moden in eine langwellige Mode und eine kurzwellige Mode gestreut
werden.

Wir geben nun das Ergebnis von iM;(k = 0,w) an. Um die Formel iiber-
sichtlicher machen, fithren wir drei Definitionen ein:

U(s) :=exp (—7“3—'-7%) ,

T

| o 1 (1= U(s))(UU(s3) — U,
Gl(U, 31,82) = 1— U U= Uw In l(]. — U(SQ))(UU(Sl) — Uw)]
| 1 1 (1—=U(s1))(U(s2) — UUL)
und - Ga(Us s sa) = 7 g, [(1 = U(52))(U(s1) = UUw)] ’

wobei U =U(q).
Folglich ist

) 4T2
iMi(k=0,w) = 199%3 (1-U,)x

Ua) s by, [V s
0w —3m,) | [ U Gi(Us g5, +/U(q*) dU Gy (U; 5", ¢b)

U(0)
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U(gt") ¢
+ 360(m, — w)/o AU G2(U; a3, 43)
U(0)
+ 30(w —m,,)/0 dU GQ(U;qE*,qS*)} - (A.11)

Wihrend ¢, ¢*", ¢35, 45, ¢3* und ¢4* schon bekannt sind, haben ¢, ¢5, ¢ und ¢§*
die folgende Gestalt:

0 = % (x/B(w,ql) +q1> , = % (—\/B(w,ql) +q1> ,

* 1 cx 1
7 = 5( B(w,ql)+ql> , G5 =§< B(w,ql)—q1> ,
wHw)? ((w+w)?— ¢ —4m?
wobei B(w,q) = ( Y (( ) ! p)

(w+w)?—¢f
und G = \/(T InU)? —m2 |, w =-TInU.

g5 war in der Publikation von Wang und Heinz [WH 96] Null, was auch falsch
ist.

Den Dissipationskernel I'y (k=0,w) erhalten wir durch

iMi(k=0,w)  ¢'T <w m,,)

Nik=0.w) == =1 7T

T T
Der dabei definierte reduzierte Dissipationskernel I' kann numerisch ausgewer-

tet werden. Er héngt nur von £ und %2 ab.

Fiir w — 07 erhalten wir
U(qhm) ;
T/ (0,w — 07) / dU Go(U; g3, ¢5) -
0

Da

1
= o \/(u)2 —m2) (w? —9m2) — oo fiir w — 0F
w
und folglich U(gf™) — 0, gilt T{(0,w — 0%) — 0.
Zum Schluf} berechnen wir iM; (0, w) fiir w = m,:

4 2
. g*T
ZMI(O,mp) = m

Dabei ist es leicht zu zeigen, daf§ ¢i* = ¢; und ¢5* = 0. Es folgt somit

| LT uo 1 —U(0) U(0) (1 - U)2
M0 my) = T | dUcbwna—UUm»m[Uu—UmDJ

U(O) tx Ck
U—U@DA dU Go(U; ¢, 45") -

Durch weitere Substitution y := ﬁ vereinfacht sich die obige Gleichung zu

42
. g'T /yo 1 yo(yo — 1)
= d [ A.12
iM1(0,m,) o5 ), W PE— n oy — 1) ( )
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mit yo 1= ﬁ. Wir konnen zeigen, dafi das Integral in (A.12) die Spence
Funktion darste[)lt, die wir definieren als
fpla) =~ [y "2
(1) == — :
P 1 Y y—1

Dafiir wenden wir den folgenden Trick an:

Yo 1 yoyo—l Yo 1 Yo 1
/dy in¥ol )z/dyi/dl/w
1 Tyt -1 yly—1) 1 Tyt —1Jy Y — i1

/yod yod . 1 /yod , 1 /y,d 1
= [dy | dy = [ dy Yy ————r
0y Tyl =)y =1 Ty —yeh Ty YD

Y —yo

Y ]_ / Zj::y_ L l U m
- /1 Odyl lny_ =0 - yodg ~ny = fSp (1 o eiTp) ’

Y=Y Yo 1 y—1
Es folgt
42
q T _mp
ZMl(O, mp) mfsp (]_ e T ) und
iM1(0,m,) gtT? _mp
'y (0 = = s (1 — . A.13
1( ,mp) 2mp 1287r3mpfp( e T ) ( )

', (0, m,) ist verkniipft mit der Plasma-on-shell Dampfungsrate v(0, m,) [HS 84]
[P 92] [J 95] [WH 96| durch

I'1(0,my,) = 2v(0,m,) .
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