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Abstract

We investigate the response of QCD-matter in the quark-gluon plasma phase
to constant electromagnetic fields for temperatures 170 MeV < T' < 250 MeV
and finite quark-chemical potential p, < 100 MeV. The plasma is simulated
using the Parton-Hadron-String-Dynamics transport approach, which is ba-
sed on the Kadanoff-Baym equations for non-equilibrium Green’s functions.
The equilibrium properties are fixed within the Dynamical-QuasiParticle-
Model. We find the spin degrees to be paramagnetic and the angular mo-
mentum degrees to be diamagnetic and a critical magnetic field B, for which
the magnetic contributions cancel each other. In all terrestrial heavy-ion col-
lisions the quark-gluon plasma thus should behave diamagneticly. We find
the electromagnetic properties for finite quark-chemical potential to scale
like the quark density, i.e. ~ ,ug.






1 Einleitung und Motivation

In hochenergetischen Schwerionenkollisionen wurden Phénomene gefunden, die die Exis-
tenz einer fliissigkeitsartigen Phase nahelegen [I}, 2], [3, [4]. Dieser neue Zustand der Ma-
terie entsteht, wenn die Protonen und Neutronen in den Kollisionen so stark verdichtet
werden, dass sich die Nukleonen gegenseitig {iberlappen und sich die darin gebundenen
Quarks und Gluonen quasifrei bewegen koénnen. Man nennt diesen Zustand in Analogie
zur Tonisation von Atomen bei hohen Temperaturen ein Quark-Gluon-Plasma (QGP).
Es wird gegenwirtig am Relativistic Heavy Ion Collider (RHIC) am Brookhaven Na-
tional Laboratory auf Long Island und am Large Hadron Collider (LHC) am CERN in
Genf in hochrelativistischen Schwerionenkollisionen untersucht. Da die nétigen Bedin-
gungen fiir ein QGP im Experiment nur fiir sehr kurze Zeit hergestellt werden konnen,
kann es nur indirekt untersucht werden. Experimentelle Hinweise sind das vermehrte
Auftreten von Kaonen und ¢-Mesonen nach der Kollision [5] [6], die Unterdriickung von
hochenergetischen Jets [7], sowie Anomalien im elliptischen Fluss [8]. Auf theoretischer
Seite werden Gitter-QCD Simulationen [9] [10], Transportansitze [1I] und hydrodyna-
mische Modelle [12] eingesetzt.

Das QGP kann nicht nur bei sehr hohen Temperaturen, sondern auch bei sehr hoher Ba-
ryonendichte erzeugt werden. Es gibt Uberlegungen, wonach im Inneren von Neutronen-
sternen unter bestimmten Bedingungen ebenfalls ein QGP vorkommen kann [I3]. Wah-
rend es fiir seine Entstehung bei hohen Temperaturen viele Hinweise gibt, ist der Uber-
gang bei hoher baryonischer Dichte weitestgehend unerforscht. Diese Liicke soll mit dem
neuen Beschleunigerzentrum FAIR an der GSI in Darmstadt geschlossen werden.
Gitter-QCD-Rechnungen zum QGP zeigen thermodynamische Eigenschaften, die sehr
nahe am Stefan-Boltzmann-Limes fiir ein nicht wechselwirkendes, ideales masseloses Gas
liegen [14]. Man dachte daher zunéchst, dass das QGP aus einem schwach wechselwir-
kenden Gas aus Quarks und Gluonen besteht. Die experimentellen Daten weisen jedoch
auf eine nahezu perfekte Fliissigkeit hin. Das Plasma scheint wesentlich stérker zu wech-
selwirken als ein vergleichbares System aus hadronischen Teilchen und erst fiir sehr viel
hohere Temperaturen in ein ideales Gas liberzugehen. Man bezeichent das stark wech-
selwirkende QGP auch als strong-QGP (sQGP) [15].

Eine weitere offene Frage ist die Natur des Phaseniibergangs zwischen hadronischer und
partonischer Materie. Gitter-QCD-Daten sagen fiir hohe Temperaturen einen Crossover
voraus. Das heiftt beide Phasen gehen, anders als bei einem Phaseniibergang 1. oder 2.
Ordnung, schnell aber stetig ineinander iiber. Leider sind bei endlicher Baryonendich-
te bisher keine Gitter-QCD-Rechnungen méoglich. Man muss in diesen Bereichen andere
Methoden, wie Dyson-Schwinger-Gleichungen [16] oder Modelle wie das NJL-Modell [13]
anwenden. Diese sagen bei 7" = 0 und hohem chemischen Potential p, einen Phasen-
iibergang 1. Ordnung voraus. Wenn dies tatsédchlich zutrifft, muss es einen kritischen
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Endpunkt geben, an dem beide Ubergiinge ineinander iibergehen und der Phaseniiber-
gang von 2. Ordnung ist. Der Nachweis des kritischen Endpunkts ist eines der Hauptziele
des FAIR-Experiments CBM [17].

In dieser Arbeit wollen wir die Response des QGP auf elektrische und magnetische Fel-
der untersuchen, die zwangsldufig in Schwerionenkollisionen entstehen [I8]. Diese Fra-
gestellung ist auch von aktuellem Interesse in der Gitter-QCD [19]. Wir werden dazu
Quarks und Gluonen in einer Box mit periodischen Randbedingunen simulieren, auf die
ein konstantes elektromagnetisches Feld wirkt. Wir verwenden dazu das Parton-Hadron-
String-Dynamics Modell (PHSD). Das Modell wurde urspriinglich zur Untersuchung von
Schwerionenkollisionen entwickelt. Es ist jedoch auch in der Lage ,unendlich* ausgedehn-
te hadronische und partonische Materie zu simulieren und wurde schon dazu verwendet
Transportkoeffizienten, wie die Viskositdt und die elektrische Leitfdhigkeit partonischer
Materie, zu bestimmen [20].

Das PHSD Modell basiert auf der Methode der Nichtgleichgewichts-Greensfunktionen.
Mit ihrer Hilfe ist es moglich auch stark wechselwirkende Systeme weit abseits des ther-
modynamischen Gleichgewichts zu simulieren. Sie haben weiterhin den Vorteil, dass sie
nicht wie Gitter-QCD-Rechnungen auf verschwindendes Quark-chemisches Potential be-
schrankt sind und damit einen Zugang zum gesammten QCD-Phasendiagramm liefern,
sowie eine dynamische Simulation des Phaseniibergangs ermdoglichen.

Die Arbeit ist folgendermafen aufgebaut: Zunéachst beleuchten wir einige Aspekte der
Quantenchromodynamik (QCD). Danach geben wir einen kurzen Uberblick {iber klassi-
sche Transporttheorien, bevor wir die Methode der Nichtgleichgewichts-Greensfunktionen
vorstellen. Dazu werden wir den Schwinger-Keldysh-Formalismus und die Kadanoff-
Baym-Gleichungen einfiihren und anschliefend eine vollstandig relativistische Trans-
porttheorie vorstellen, mit deren Hilfe wir das QGP simulieren kénnen. Anschliefsend
besprechen wir das Dynamical-QuasiParticle-Model (DQPM), welches den Gleichge-
wichtszustand unseres Systems beschreibt. Im thermodynamischen Gleichgewicht muss
unser Transportmodell dem DQPM entsprechen. Danach gehen wir genauer auf das ver-
wendete Modell, das Parton-Hadron-String-Dynamics Modell (PHSD) ein. Im Abschnitt
prasentieren wir schliefslich erste vorbereitende Simulationen des QGP im thermo-
dynamischen Gleichgewicht. Danach gehen wir kurz auf die Probleme ein, die es zu
16sen gilt, bevor Simulationen am QCD-Phaseniibergang durchgefiithren werden kénnen.
Schlieflich kommen wir zum Hauptaspekt dieser Arbeit und berechnen die elektrische
Leitfahigkeit und das magnetische Moment des QGP. Im finalen Abschnitt werden die
Ergebnisse der Arbeit zusammengefasst und weitere Projekte aufgefiihrt, die an diese
Arbeit ankniipfen. Wir werden in der gesamten Arbeit natiirliche Einheiten (h = ¢ = 1)
verwenden.



2 Theoretische Einfiihrung

2.1 Quantenchromodynamik

Alle fundamentallen Wechselwirkungen aufer der Gravitation werden heutzutage als
Quantenfeldtheorie (QFT) formuliert. Da wir an dieser Stelle nur einen kurzen Uber-
blick tiber die QFT der starken Wechselwirkung geben wollen, verweisen wir fiir eine
ausfithrliche Einfiihrung auf Ref. [22].

Die grundlegende Theorie zur Beschreibung des Quark-Gluon-Plasmas ist die Quanten-
chromodynamik (QCD). Sie beschreibt die Wechselwirkung zwischen Quarks durch den
Austausch von Gluonen. Quarks sind Spin-1/2-Teilchen, die durch die Dirac-Gleichung
beschrieben werden. Es gibt sechs unterschiedliche Quarkflavor, die sich in Masse und
elektrischer Ladung unterscheiden. Anstelle der elektrischen Ladung der Quantenelek-

up down strange charm bottom top
Symbol u d s ¢ b t
Ladung +§e —%e —%e +§e —%e +§e
Masse | 2.3 MeV | 4.8 MeV | 95 MeV | 1.275 GeV | 4.18 GeV | 173.07 GeV

Tabelle 2.1: Eigenschaften der unterschiedlichen Quarkflavor, Stand 15. Januar 2013 par-
ticle data group [22].

trodynamik (QED) tritt in der QCD die Farbladung. Sie wirkt auf alle Partonen gleich
stark. Es gibt drei unterschiedliche Ladungszustéinde, die “rot”, “blau” und “griin” ge-
nannt werden. Die drei Ladungszustinde ergeben in der Summe einen “weilen”; also
beziiglich der Farbladung ungeladenen, Zustand. Da es drei Ladungszustédnde gibt, kann
die QCD nicht durch eine abelsche Eichfeldtheorie beschrieben werden. Dies hat zur
Folge, dass die Gluonen, anders als die Photonen, ebenfalls eine Ladung tragen und
untereinander wechselwirken. Gluonen sind masselos und tragen jeweils eine Farbe und
eine Antifarbe. Zwar gibt es neun mogliche Kombinationen, aus gruppentheoretischen
Griinden ([3] ® [3] = [8] @ [1]) tragen aber nur die Freiheitsgrade des Oktetts bei. Zwei
Kombinationen des Oktetts sind farbneutral. Die Gluonen werden durch eine nicht-
abelsche Yang-Mills-Theorie beschrieben. Die Lagrangedichte der QCD besteht aus der
Dirac- und der Yang-Mills-Lagrangedichte sowie einem Wechselwirkungsterm:

. 1
Locp =V (iv" (9, — igT*A%) — 1ng) ¥ — LG G (2.1)
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Sie ist vollstandig kovariant, invariant unter lokalen Phasentransformationen und renor-
malisierbar. Der gluonische Feldstarketensor ist durch

G, = 0,4, — 0, A7, + gf“bcAZAi (2.2)

gegeben. Die f%¢ sind die Strukturkonstanten der SU(3)-Gruppe. Sie verschwinden im
Fall einer abelschen Theorie und erzeugen die Wechselwirkung der Gluonen unterein-
ander. Die QCD enthélt drei elementare Vertices, einen Quark-Gluon-Vertex, einen 3-
Gluon-Vertex und einen 4-Gluon-Vertex.

Die Kopplungskonstanten in Quantenfeldtheorien sind keine Konstanten, sondern hén-
gen von der verwendeten Energieskala ab. Man nennt dieses Phéanomen “laufende Kopp-
lung”. In der QCD ist die Kopplung auf kleinen Energieskalen sehr stark g > 1 und nimmt
fiir grokere Energien logarithmisch ab [23], 24]. Daher kann Stoérungstheorie (pQCD) nur
bei sehr hochenergetischen Prozessen angewendet werden. Da das Quark-Gluon-Plasma
trotz hoher Temperaturen immer noch stark wechselwirkt, miissen wir es nichtpertubativ
beschreiben. Erst fiir extrem hohe Temperaturen verhalten sich die Quarks asymptotisch
frei und storungstheoretische Methoden kénnen angewendet werden.

Bei niedrigen Energien sind die Quarks/Antiquarks in Hadronen gebunden. Es gibt Ba-
ryonen, die aus drei Quarks bestehen, und Mesonen, die aus einem Quark-Antiquark-
Paar aufgebaut sind. Hadronen sind immer farblos. Aus diesem Grund spielt die Farb-
ladung in der makroskopischen Welt keine Rolle. Theoretisch konnte es auch Hadronen
geben, die komplett (Gluebélle) oder teilweise (Hybride) aus Gluonen oder aus mehr als
drei Quarks (Tetraquarks, Pentaquarks) aufgebaut sind. Es konnte bisher noch keines
dieser exotischen Hadronen iiberzeugend experimentell nachgewiesen werden.

Anstelle der vollen QCD werden im Niederenergiebereich oft effektive Modelle wie chirale
Storungstheorie oder das Nambu-Jona-Lasinio Modell angewendet. Ein anderer Ansatz
sind Gitter-QCD-Simulationen. Mit ihnen kann die volle QCD bei endlicher Temperatur
berechnet werden. Leider sind die Rechnungen sehr zeitaufwéndig und kénnen nur bei
sehr geringem chemischen Potential durchgefiihrt werden. In solchen Gitterrechnungen
wurde das Potential fiir ein Quark-Antiquark-Paar berechnet. Bei kleinen Abstdnden
verhélt es sich wie ein Coulombpotential. Bei grofsen Energien bildet sich ein Farbstring
zwischen den Quarks und das Potential steigt linear mit dem Abstand an. Ist geniigend
Energie in dem String gespeichert, bricht er und es entsteht ein zusatzliches Quark-
Antiquark-Paar. Aus diesem Grund kénnen Quarks niemals einzeln vorkommen. Erst
wenn die Energiedichte im Medium einen kritischen Wert iiberschreitet, 16sen sich die
Hadronen auf und die Quarks konnen sich iiber grofsere Distanzen bewegen. Es bildet
sich ein QGP. Dies kann sowohl durch hohe Temperaturen als auch durch hohe Bary-
onendichten erreicht werden.

2.2 Transporttheorie

Das QGP ist ein stark wechselwirkendes Vielteilchensystem aus relativisitischen quanten-
mechanischen Teilchen. Wir werden zur Beschreibung einen Transportansatz auf Basis
der Nichtgleichgewichts-Greensfunktionen verwenden. Transporttheorien finden in vielen



KAPITEL 2. THEORETISCHE EINFUHRUNG 5

unterschiedlichen Bereichen Anwendung. Sie werden in Astronomie und Kosmologie, in
der Festkorperphysik und in Schwerionensimulationen verwendet. Sie haben den Vorteil,
dass sie im Gegensatz zur Thermodynamik auch stark wechselwirkede Systeme weit ab
vom thermodynamischen Gleichgewicht beschreiben kénnen. Zunéchst werden wir die
grundlegenden Ideen anhand einer klassischen Theorie erlautern. Anschliefend stellen
wir eine quantenmechanische Theorie vor und verallgemeinern sie auf eine vollstandig
relativistische Quantentransporttheorie.

2.2.1 Klassische Transporttheorie

Die entscheidende Grofse in klassischen Transporttheorien ist die Einteilchen-Verteilungs-
funktion oder Einteilchen-Phasenraumdichte f(r, p,t). Sie steht fiir die Wahrscheinlich-
keit zum Zeitpunkt £ am Ort r ein Teilchen mit dem Impuls p zu finden. Sie ist auf die
Teilchenzahl des Systems normiert:

N = /d3r/d3p f(r,p,t). (2.3)

Die Aufgabe der Transporttheorie ist es die zeitliche Entwicklung der Phasenraumdichte
zu berechnen. Die Zeitentwicklung wird durch die Mastergleichung [25] vorgegeben:

df (r,p, 1)

dt = /d?’p/ (Byop f(r,P,t) = Ppsy f(r, 1)) (2.4)

Die P’s stehen fiir die Wahrscheinlichkeit, dass die Phasenraumverteilung in einen an-
deren Impulszustand iibergeht. Die linke Seite der Mastergleichung besteht aus dem
totalen zeitlichen Differential der Phasenraumverteilung:

df o . :
— == r P, t). 2.5
i (aﬁrv +pr)f(rp ) (2.5)
Da wir klassische Teilchen beschreiben, kénnen wir die hamiltonschen Bewegungsglei-
chungen

P==, p=-V.U() (2.6)

m

verwenden. Vernachlissigen wir die Ubergéinge in andere Zustéinde (rechte Seite von
(2.4)), erhalten wir die Vlasov-Gleichung. Zusammen mit einem selbstkonsistent be-
rechneten Potential U(r) kann sie auf Systeme mit langreichweitigen Wechselwirkungen
angewendet werden,

(% + % V.-V, U(r) Vp) f(r,p,t) =0, Ur) = /dgpd37” Ve —1)f(r',p,t).
(2.7)

Die Transportgleichung beschreibt die zeitliche Anderung der Phasenraumvertei-

lung aufgrund der Bewegung der Teilchen im mittleren Einteilchen-Potential U (r).

Als néchstes betrachten wir den rechten Teil der Mastergleichung . Die Ubergin-

ge werden durch Stofe der Teilchen untereinander hervorgerufen. Wir beschrinken uns
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dabei auf diinne Systeme, sodass wir nur 2-Teilchenkollisionen beriicksichtigen miissen.
Weiter betrachten wir der Einfachheit halber nur elastische Stofse. Es gibt dann zwei
mogliche Prozesse. Das Teilchen kann entweder in den Zustand p hinein oder aus ihm
hinaus gestreut werden. Wir bezeichnen mit /¢,y (r, p, t) die Wahrscheinlichkeit fiir die
Stofprozesse pro Zeitschritt. Die Transportgleichung mit Stofsen lautet dann:

df
= Ic, 2.
o7 — Leou- (2.8)

Icoy ist zum einen proportional zur Wahrscheinlichkeit, dass sich am Ort r zwei Teil-
chen befinden, und zum anderen proportional zur Wahrscheinlichkeit, dass diese beiden
Teilchen einen Stofs durchfithren. Der Kollisionsterm ist in der betrachteten Ordnung
durch

3 g
lewa (:0.0) = [ 25 [ 40 G012 2 (F 12/ (0 1)
_f (r7p17t)f(r7p27t))

gegeben. Dabei entspricht der erste Term Stofsprozessen der Art 3 +4 — 1+ 2 und der
zweite Term Stofsen der Art 142 — 3+4. Sie werden als ,Gain“- und ,,Loss*“-Term bezeich-
net. dg ist der differentielle Wirkungsquerschnitt fiir die Stofe, v, die Relativgeschwin-
digkeit der beiden Teilchen und g der Entartungsgrad der Teilchen. In allen Stéfsen muss
die Energie-Impuls-Erhaltung erfiillt sein. Die Kombination der Vlasov-Gleichung[2.7mit
diesem Stofterm wird als Boltzmann-Uhling-Uhlenbeck-Gleichung (BUU-Gleichung) be-
zeichnet. Man kann diese Gleichung leicht auf quantenmechanische Teilchen erweitern.
Dazu muss man im Kollisionsterm Fermi-Blockingfaktoren (1 — f (r, p, t)) fiir Fermionen
bzw. Bose-Enhancementfaktoren (14 f (r,p,t)) fiir Bosonen fiir die Endzustdnde der
Kollisionen einfiigen. Diese semiklassische Gleichung wird als Vlasov-Uhling-Uhlenbeck-
Gleichung (VUU-Gleichung) bezeichnet.
Mit Hilfe der Transportgleichungen kann man, ausgehend von einer bekannten Ein-
gangsverteilung, die zeitliche Entwicklung der Phasenraumdichte berechnen. Eine sehr
intuitive Losung der Transportgleichung ist die Testteilchenmethode. Hierzu wird die
Phasenraumdichte durch die Distribution

(2.9)

f(r,p,t) = lim — 2361‘—1'Z d(p —pi(t)) (2.10)

n—oo M,

approximiert. Jedes Summenglied steht fiir ein simuliertes Testteilchen. Die Distribution
ist eine Losung der Transportgleichung, wenn die Testteilchen die klassischen Bewegungs-
gleichungen erfiillen. Um den Stofterm zu beriicksichtigen, fithren die Teilchen, so-
bald sie einen Minimalabstand unterschritten haben, einen Stofs aus. Die Kinematik nach
dem Stof wird durch den differentiellen Wirkungsquerschnitt 5 49 yorgegeben. Der Mini-
malabstand hangt vom totalen Wirkungsquerschnitt o ab und 1st durch Ry, = /0o /7
gegeben. Die Wahrscheinlichkeit eines Stofes ist damit automatisch proportional zur
Wahrscheinlichkeit zwei Teilchen mit passendem Ort und Impuls zu finden. Mit dieser
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Methode konnen die Transportgleichungen sehr einfach gelost werden.
Die Erwartungswerte von Observablen werden durch Integrale iiber die Verteilungsfunk-
tion berechnet. Die Verteilung der Teilchen im Orts- oder Impulsraum ist durch

fr.t) = / &p f(r.p.1)

(2.11)
f(p.1t) Z/dsr f(x,p,t)

gegeben. Den Erwartungswert einer allgemeinen Einteilchen-Observablen erhélt man aus
< A(t) > = /d3pd3r A(r,p,t)f(r,p,t). (2.12)

Setzen wir die Phasenraumdichte in der Testteilchendarstellung ein, so berechnen sich
die Erwartungswerte iiber die Formel:

Nn

< AW) > = JLIEO%ZA(ri(t),pi(t),t). (2.13)

Man muss also lediglich die gewiinschte Observable fiir jedes Testteilchen ausrechnen
und aufaddieren, anstatt ein kompliziertes Mehrfachintegral zu 16sen.
Damit beenden wir die kurze Einfithrung in klassische Transportmodelle und gehen zu
einer quantenmechanischen Beschreibung tiber. Unser Ziel besteht in einer Testteilchen-
methode fiir relativistische quantenmechanische Teilchen bzw. Felder.

2.2.2 Nicht-Relativistische Quanten-Transporttheorie

Nachdem wir uns im vorherigen Abschnitt mit einer klassischen Theorie beschéftigt
haben, wollen wir nun zu einer quantenmechanischen Theorie iibergehen. Zuvor wie-
derholen wir kurz einige grundlegende Prinzipien im Umgang mit quantenmechanischen
Systemen.

Die zeitliche Entwicklung eines quantenmechanischen Zustands ist durch den Zeitent-
wicklungsoperator U(t,t") gegeben:

Utt) =1, (e*ifff dt ff@) . (2.14)

Mit ihm kann man einen Zustand von einem Anfangszeitpunkt zu einem beliebigen
spateren Zeitpunkt entwickeln:

(1) >= UL O)|(E) > . (2.15)

Wendet man den Operator erneut an, erhdlt man den Zustand zu einer noch spéteren
Zeit. Der Zeitentwicklungsoperator erfiillt die Relation U(t,t") = U(¢t,t)U(t,t').
Diese Darstellung der Quantenmechanik wird “Schrodingerbild” genannt. Die zeitliche
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Information wird von den Zustédnden getragen, die Operatoren sind zeitunabhingig.
Eine alternative Formulierung ist das “Heisenberghild”. Hier wird die Zeitabhangigkeit
auf die Operatoren transformiert, wihrend die Zusténde zeitlich konstant bleiben. Die
Operatoren im “Heisenbergbild” haben die Form

Ap(t) = Ut to) AsU(t, 1), (2.16)

wobei Ag fiir den entsprechenden Operator im “Schrodingerbild” steht. Wie man leicht
an der Berechnung des Erwartungswertes des Operators A sehen kann, sind beide Dar-
stellungen dquivalent:

< A(t) > =< (t)| Asli(t) >
=< 1)(to)|UT(t, to) AsU (¢, to) 1 (to) > (2.17)
=< P(to)| Ar(1) 1 (to) > .

Die Bewegungsgleichung fiir einen beliebigen Operator im Heisenbergbild lautet:
iAy = [AH,F[} . (2.18)

Bei der Behandlung quantenmechanischer Vielteilchensysteme ist es iiblich in der Teil-
chenzahldarstellung zu arbeiten. In dieser Darstellung werden anstelle der aus der Schro-
dingergleichung bekannten Wellenfunktionen abstrakte Zustéinde konstanter Teilchen-
zahl verwendet. Der Erzeugungsopertor aL fiigt ein Teilchen in das System ein, der
Vernichtungsoperator a; entfernt es wieder aus dem System. Falls dies nicht mdoglich ist,
verschwindet der Zustand. Von besonderem Interesse ist der Operator alak. Er iiberpriift,
wie oft der Zustand mit dem Impuls k£ im System besetzt ist. Ein n-Teilchenoperator in

der Teilchenzahldarstellung hat die Form
- 1 .
A= m Z <A>1---nn’-..1f aJ{ ce aLCLn/ ce Ay, (219>

wobei die Summe iiber alle méglichen Zusténde des Systems lauft. <121> ist das

Leemn! -1/
Matrixelement des Operators A beziiglich der Endzustédnde 1---n und der Anfangszu-
stande n' - - - 1. Operatoren in der Teilchenzahldarstellung haben eine sehr anschauliche
Interpretation. Mittels der Vernichter wird iiberpriift, wie oft ein moglicher Anfangszu-
stand im System vorkommt, wiahrend die Erzeuger iiberpriifen, wie oft ein Endzustand
vom System eingenomen werden kann. Anschliefend werden die Erwartungswerte der
moglichen Zustdnde aufsummiert. Auf diese Art konnen sehr einfach Prozesse mit wech-
selnder Teilchenzahl beschrieben werden. Operatoren, die denselben Anfangs- und End-
zustand haben, werden als diagonal bezeichnet. Beispiele sind der Teilchenzahloperator
oder der Operator der kinetischen Energie.
Anstelle der iiblichen Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren werden wir die Feldope-
ratoren W' (r,¢) und W (r,t) verwenden, die am Ort r zum Zeitpunkt ¢ ein Teilchen in
das System einfiigen bzw. entfernen. Bei der Berechnung von Erwartungswerten wird
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die Summation iiber alle Zustdnde durch ein Integral iiber die Ortskoordinate ersetzt.
Die Feldoperatoren erfiillen die Vertauschungsrelationen:

U(r,t)U(r',t) = V(' t)¥(r,t)
Ul (r, t)UT(r ) £ T (r 1)U (r, t)
(r, )W (', t) £ Ui(x £)U(r, 1)

2.20)
2.21)
2.22)

(r—1').

(

(

(
Auf diese Weise ist automatisch die korrekte Quantenstatistik fiir Fermionen (4) und
Bosonen (—) erfiillt. Weiter folgt daraus automatisch das Pauliprinzip ¥? = ¥T 2 = 0
fiir Fermionen, das besagt, dass ein Zustand von maximal einem Fermion besetzt sein
kann.
Im klassischen System haben wir Gleichungen zur Bestimmung der zeitlichen Entwick-
lung der Einteilchen-Phasenraumdichte f (r,p,t) bestimmt. Im Fall der quantenmecha-
nischen Beschreibung sind die entscheidenden Grofsen die Nichtgleichgewichts-Greens-

funktionen. Die 1-Teilchen-Greensfunktion ist der zeitgeordnete Erwartungswert des
Operators W(r, t)¥i(r/, '):

0
0
)

1 /4
Gty t) = - <Tc(\I!(r,t)\IJT(r’,t’))> . (2.23)
i
T. ist der Zeitordnungsoperator, der die Operatoren beziiglich ihres Zeitarguments an-

ordnet:
T.(A(t)B(t") = ©(t —t)A(t)B(t') T O — t)B(t')A(t). (2.24)

Fiir t > t' beschreibt die Funktion den Erwartungswert der Propagation eines Teilchens,
das zum Zeitpunkt ¢ am Ort r’ in das System gebracht und zum Zeitpunkt ¢ am Ort r
wieder entfernt wird. Im Fall ¢ > ¢ wird die umgekehrte Propagation eines Antiteilchens
beschrieben. Fiir gleiche Zeiten entspricht die Greensfunktion der Verteilungsfunktion
iG (r,t;x',t) = f(r,r',t). Betrachtet man noch gleiche Orte, erhdlt man die Teilchen-
dichte n(r,t).

Analog zu den 1-Teilchen-Greensfunktionen gibt es noch hohere Greensfunktionen. Die
n-Teilchen-Greensfunktion ist durch

Gu(1--m, 1) = (%) (T(w (1) w()w() - wi(1)) ) (2.25)
definiert, mit der Notation 1 = (ry,¢;). Sie beschreibt die Propagation aller dieser Teil-
chen inklusive aller Wechselwirkungen. Wir beschrianken uns zunéchst auf die zeitliche
Entwicklung der 1-Teilchen-Greensfunktionen. Da es sich bei ihnen um Operatoren han-
delt, miissen wir im Heisenbergbild arbeiten.

Wir widmen uns zunéchst noch einmal genauer der Berechnung der Erwartungswerte.
In der statistischen Physik wird ein System iiber eine Dichtematrix p = >, pil1; >< 1]
beschrieben. Dabei steht p; fiir die Wahrscheinlichkeit, dass sich das System im Zu-
stand [¢); > befindet. Der Erwartungswert eines Operators fiir ein solches System ist
die Spur des Operators iiber die Dichtematrix. Wir betrachten nun ein System, welches
ab dem Zeitpunkt t; = 0 durch eine externe Quelle gestort wird. Fiir ¢ < 0 ist das
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System im thermodynamischen Gleichgewicht und alle Erwartungswerte sind zeitlich
konstant. In diesem Fall ist die Dichtematrix fiir ein grofkanonisches Ensemble durch
Po = exp(—ﬂ(ﬁo — uN))/Tr{- -+ } gegeben. Die Spur sorgt fiir die korrekte Normierung.
Man kann diesen Operator durch einen Zeitentwicklungsoperator mit komplexem Zeit-
argument ausdriicken jy = exp(—B(Hy — uN)) = exp(BuN)U(—if3,0).

Schalten wir nun die Stérung ein, kénnen wir das System nicht mehr durch den einfachen
Gleichgewichtsansatz beschreiben. Betrachten wir die Situation aber im Heisenbergbild,
bleibt die Dichtematrix zeitlich konstant und die Storung wirkt nur auf den Operator.
Der zeitabhéngige Erwartungswert des Operators ist dann durch

Tr{exp(BuN)U(—ip, 0)U 7(0,4)AU(t,0)}
Tr{exp(BuN)U(—if,0)}

gegeben. Man kann diesen Ausdruck so interpretieren, dass der Operator auf einer spe-
ziellen Zeitkontur liegt, die chronologisch von ¢y = 0 bis co, dann antichronologisch von
oo zuriick bis ¢ty = 0 entlang der reellen Zeitachse verlduft und anschliesend in die kom-
plexe Zeitebene iibergeht. Man nennt diese Kontur die Keldysh-Kontur [26] (siehe
Abbildung . Wenn wir nun z als eine Zeit auf der Kontur definieren, konnen wir den
zeitabhéngigen Erwartungswert als Pfadintegral entlang der Kontur umschreiben:

Tr{exp(ﬂuN)Tc (efiﬁ, dz H(z)A(z)> }
= Tr{exp(ﬁ,uN>Tc (6—1’ [, dz ﬁ(2)>} .

A(t) =< A(t) >= Tr{poA(t)} = (2.26)

(2.27)

Dabei ist zu beachten, dass A(z) nicht zeitabhéngig ist, sondern nur den Zeitpunkt fest-
legt, zu dem der Erwartungswert gebildet wird. Fiir den Fall, dass z auf dem imaginéren
Pfad liegt, liefert der reelle Pfad keinen Beitrag und der Erwartungswert entspricht dem
zeitunabhéngigen thermischen Erwartungswert. Eine gute Einfithrung in den Keldysh-
Formalismus findet sich in Ref. [2§)].

Die Einfiihrung der Keldysh-Kontur hat bedeutende Konsequenzen fiir die Greensfunk-
tionen. Da der antichronologische Ast der Kontur zeitlich immer spéter als der chrono-
logische Ast liegt, erhalten wir, abhéngig von den Positionen der Zeitargumente auf der
Kontur, vier unterschiedliche Greensfunktionen. Liegen beide Zeiten auf demselben Ast,
muss man die Zeitordnung explizit durchfithren. Da auf dem antichronologischen Ast
der Weg von oo bis 0 verlauft, miissen die Argumente hier antichronologisch geordnet
werden. Liegen die Zeiten auf unterschiedlichen Asten entfiillt der Zeitordnungsoperator:

G (2, ) = G (,y) = (T, (V@)W (1)) (2.28)
iG” (x,y) = ZG_+(LE,y) = (U(x) (y)> (2.29)
iG=(z,y) =iGT (2,y) = F (¥ (y)¥(z)) (2.30)
iG(w,y) =G~ (2,y) = (T, (V@)W (W) ). (2.31)

Von besonderem Interesse sind die beiden Korrelationsfunktionen mit Zeitargumenten
auf unterschiedlichen Asten G=. Sie beschreiben explizit die Propagation von Teilchen,
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J
v

t, L t

Abbildung 2.1: Die Zeitkontur des Keldysh-Formalismus. Die Zeit t; liegt auf dem chro-
nologischen (+), die Zeit to auf dem antichronologischem (-) Ast. Die
Abbildung wurde aus Ref. [27] entnommen.

bzw. Antiteilchen sowie deren Eigenschaften. Da wir in diesem Abschnitt noch an den
grundlegenden Konzepten und nicht an der Anwendung interesiert sind, verzichten wir
im folgenden auf eine Unterscheidung der vier Funktionen und verwenden stattdessen
die allgemeine Definition:

Gleoy) =+ (T (W)W (1)) = 0w — yo)G” (2,9) + O (3o — 10)G(z,3). (232)

Sie unterscheidet sich von der urspriinglichen Definition, da die Stufenfunktion © auch
die Position der Zeiten auf der Keldysh-Kontur beriicksichtigt.

Betrachten wir nun ein System mit einem externen Potential V' (r) und einer 2-Teilchen-
Wechselwirkung W (r,r’). Der Hamiltonoperator fiir ein solches System in Teilchen-
zahldarstellung lautet (nicht-relativistisch):

A = /dr Wi(r, 1) (— QVT; 4 V(r)) U(r, 1)

! (2.33)
+ é/drdr’ (e, )W (e, )W (e, )W (), £) U (r, 1)

Wir berechnen nun die Zeitentwicklung des Vernichtungsoperators ¥ fiir diesen Hamil-
tonoperator. Unter Ausnutzung der Kommutatorrelationen ([2.20)-(2.22)) erhalten wir:

i) = (‘Zﬁ + V<I‘>> (r,t) + / dry W (r, 1)U (v, ) U (e, ) U(r, 1), (2.34)

Um eine Bewegungsgleichung fiir die Greensfunktionen zu erhalten, multiplizieren wir
die Gleichung von links mit dem Erzeugungsopertor U (r’,#'), wenden den Zeitordnungs-
operator 7. an und mitteln die Gleichung iiber eine beliebige, aber zeitlich konstante
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Dichtematrix. Zuséatzlich nutzen wir noch die Relation

QTC (U(r, )i (', 1)) = 9 (Ot =) U(r, ) ¥ (', ) F O — t) U (', ¢')U(r, 1))

ot ot
=5t —t)e (U(r, )W, ) £ U/, ¢)U(r,t) + 1. (%\P(r, HWH(r, t’))
=0t —to(r —1') + T, (%\P(r, )i (r, t’))
(2.35)

und erhalten die Bewegungsgleichung;:

O\ Gl ) ot (e o
(za+2m v( ))G(,t, ) = det — #)d(x — ') -

+/dr2 W(I‘,I‘Q)GQ(I‘,rg,t,tg;r/,rg,t/,tg).

Im Wechselwirkungsintegral taucht die hohere Greensfunktion Ga(r,ro, ¢, to;r o, t' t5)
auf, die der zeitgeordnete Erwartungswert von vier Feldoperatoren ist. Die zeitliche
Delta-Distribution ist auf der Keldysh-Kontur defniert. Sie verschwindet wenn die Zei-
ten auf unterschiedlichen Asten liegen. Liegen beide Zeiten auf dem antichronologischen
Ast, muss die Delta-Distribution zusétzlich mit einem Faktor —1 multipliziert werden,
damit die Relation [, f(x)dc(z — 20) = f(xo) erfiillt ist.

Um Gleichung 16sen zu konnen, miissen wir eine Bewegungsgleichung fiir die ho-
here Greensfunktion aufstellen. In dieser wiirde jedoch zwangslaufig wieder eine noch ho-
here Greensfunktion vorkommen [29], sodass man ein unendlich grofses Gleichungssystem
erhilt. Um dennoch Rechnungen durchfithren zu kénnen, fiihren wir die Selbstenergie
Y(r,t; ' 1) ein:

/dI‘g W(I‘,I‘Q)GQ(I’,I'Q,t,tg;rl,rg,t/,tg) :/drgdtg E(r,t;rQ,tQ)G(FQ,tQ;r/,t/). (237)

Die Effekte der 2-Teilchenwechselwirkung (in beliebiger Ordnung) werden so auf die
Selbstenergie ¥ iibertragen. Ersetzen wir die hohere Greensfunktion durch die Selbst-
energie nach ([2.37)), so erhalten wir die Bewegungsgleichung fiir die Greensfunktion, die
Kadanoff-Baym-Gleichung [30]:

9 Vf_ r r,t,r’,t)=6(t —tcd(r — 1’
(Z§+2m V( ))G(,t, A =06(t —t")ed( ) 25

+/dr2dt2 E(I',t;I'Q,tQ)G(I‘Q,tQ;I'I,tI>.

Wiederholen wir die gesamte Herleitung fiir den Erzeugungsoperator W', erhalten wir
die adjungierte Kadanoff-Baym-Gleichung;:

0 V3 ) o / /
_z%+2 — V(') | Gr,t, e’ t") = 6(t — t')co(r — ')
" (2.39)

+ [ dradty G(r,t;1e,t9) (10, ;1 1).
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Die Schwierigkeit besteht nun in der Bestimmung der Selbstenergie. Sobald wir jedoch fiir
ein physikalisches System die “passende” Selbstenergie (in geeigneter Ordnung) gefunden
habe, konnen wir mit den beiden Kadanoff-Baym-Gleichungen die Zeitentwicklung der
Greensfunktionen berechnen.

Eine alternative Strategie besteht in der Approximation der hoheren Greensfunktion
durch Produkte von 1-Teilchen-Greensfunktionen. Wir beenden die Diskussion nicht-
relativistischer Vielteilchensysteme indem wir einige géngige Approximationen fiir die
hohere Greensfunktion vorstellen. Zu diesem Zweck fithren wir die Notation 1 = (ry, ;)
und d1 = d3r,dt; ein.

Die Greensfunktion G5(1,2;1’,2") beschreibt zwei Teilchen, die zum Zeitpunkt ¢; und ¢,
am Ort r; und ry ins System eingefligt werden und zum Zeitpunkt ¢} und ¢, am Ort
r} und r), wieder aus dem System entfernt werden, sowie alle méglichen Prozesse, die
zwischen diesen beiden Teilchen stattfinden kénnen. Die einfachste mogliche Naherung
ist die Hartree-Naherung. Sie geht davon aus, dass sich die beiden Teilchen vollig
unabhéngig voneinander bewegen. Die 2-Teilchen-Greensfunktion Go wird durch das
Produkt von 1-Teilchen-Greensfunktionen angenéhert:

Go(1,2;1,2)y = G(1; 1) G(2;2). (2.40)

In dieser Naherung erhélt man fiir die Selbstenergie ein rdaumlich und zeitlich lokales
Potential Uy (r,t):

Y(r,t;r' t") = Uy(r,t)d(r —')o(t —t') = /drz W(r,ry)G(ra, t;re, t)d(r — ') (t — ).

(2.41)
Die Greensfunktion fiir gleiche Zeiten und Orte entspricht der Teilchendichte. Das Poten-
tial ist ein Mean-Field-Potential, das durch die Wechselwirkung aller anderen Teilchen
im System am Ort r zur Zeit ¢ erzeugt wird. Da in diesem Potential immer die aktuel-
le Teilchendichte zum Zeitpunkt ¢ eingeht, muss sie standig selbstkonsistent berechnet
werden.
Fiir ein Ensemble von quantenmechanischen Teilchen ist die Hartree-Naherung nicht
ausreichend, da sie mogliche Austauschprozesse der Teilchen vernachlassigt und so die
Quantenstatistik verletzt. Eine Verbesserung ist die Hartree-Fock-Approximation.
Hierbei wird die Hartree-Naherung zusétzlich um einen Austauschterm erweitert,

G(1,2:1, 2 = G(1;1) G(2;2) F G(1;2) G(2;1'), (2.42)

sodass Gy die korrekte Austauschsymmetrie erhélt. Das so erzeugte Potential besteht
zum einen aus dem lokalen Hartree-Anteil und zum anderen aus einem rdumlich nicht-
lokalen Potential, welches den Austausch-Term enthélt:

/dr2 W(r,ry)Go(r,ra,t, to; v’ o, t' 1) =Ug(r,t)G(r, ;1 t)

:F/dr2 W(r,re)G(r,t;19,t)G(ro, 51", ).
(2.43)



14 KAPITEL 2. THEORETISCHE EINFUHRUNG

Im Hartree-Fock-Ansatz werden die 2-Teilchen-Greensfunktionen durch einfache 1-Teil-
chen-Greensfunktionen dargestellt. Die Wechselwirkung der Teilchen findet nur iiber
die selbstkonsistenten Potentiale statt. Die héhere Greensfunktion beschreibt jedoch
alle moglichen Wechselwirkungen zwischen den Teilchen, also auch Kollisionen, die bis-
her vernachléssigt wurden. Die einfachste Behandlung der Stofe erfolgt in der ersten
Born’schen Niherung. Hierbei beschrankt man sich auf Einfachkollisionen und igno-
riert Mehrfachstreuungen. Die Greensfunktion beschreibt dann zum einen zwei Teilchen,
die ungestort propagiern, sowie zwei Teilchen, die zu einem bestimmten Raumzeitpunkt
propagieren, dort einen Stofs durchfithren und anschlieffend weiterpropagieren. Die Kol-
lision erfolgt durch die 2-Teilchenwechselwirkung W (r,r’). Der Kollisionsanteil der 2-
Teilchen-Greensfunktion ist durch

G(1,21,2)c =i/dr1dr2dfl W(r1, £2)[G(L, DG(L, 3)G(2,2)G(2, 4) (2.44)

T G2, 1)G(1,3)G(1,2)G(2, 4]l =r,

gegeben. Die genédherte 2-Teilchen-Greensfunktion in der Born-Naherung ergibt sich aus
der Kombination der Kollisions-Greensfunktion und der Hartree-Fock-Greensfunktion.

G(17 2) 1/) 2/>BO7‘n = G(]-) 2) 1/7 2/>HF+C = G(17 27 ]-,7 2,)HF + G(17 2; 1/7 2/>C (245)

Durch die Einfiihrung von Stofen erhalten die Teilchen eine endliche Breite I'. Daher
kénnen wir auch Systeme mit endlicher Lebensdauer 7 ~ I'"! beschreiben. Die Niherung
ist natiirlich nur auf Systeme anwendbar, in denen approximativ nur Einfachkollisionen
vorkommen. Dies ist fiir schwache Wechselwirkungen oder fiir Systeme mit sehr geringer
Dichte erfiillt.

Aus den vorgestellten Naherungen lassen sich leicht dquivalente Selbstenergien konstruie-
ren. In diese gehen nur noch 1-Teilchen-Greensfunktionen ein. Damit sind die Kadanoff-
Baym-Gleichungen und in sich geschlossen und konnen exakt gelost werden.
Probleme ergeben sich jedoch bei der Behandlung von stark wechselwirkenden Syste-
men, da in diesen verstirkt Mehrfachkollisionen stattfinden. Die Approximation
lasst sich verbessern, indem man in der 2-Teilchen-Greensfunktion Mehrfachstofse be-
riicksichtigt, d.h. die Wechselwirkung resummiert. Dies wird jedoch mit hoéherer Kol-
lisionsordnung zunehmend aufwéndiger. Wir werden stattdessen mit dem Dynamical-
QuasiParticle-Model (DQPM) [27, 31, 32] eine Modell vorstellen, mit dem wir die re-
summierten Selbstenergien fiir das starkwechselwirkde QGP annéhern kénnen.

2.2.3 Relativistische Quanten-Transporttheorie

Bei der Behandlung von sehr heifsen Systemen kénnen wir nicht mehr von nichtrelati-
vistischen Teilchen sprechen. Wir werden in diesem Abschnitt ausgehend von den relati-
vistischen Kadanoff-Baym-Gleichungen eine relativistische Transportgleichung im Pha-
senraum herleiten. Dabei orientieren wir uns stark an Ref. [27].

Anders als im vorherigen Abschnitt werden wir jetzt wieder die unterschiedlichen Greens-
funktionen auf der Keldysh-Kontur unterscheiden. Prinzipiell kann jede Funktion auf der
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Keldysh-Kontur entsprechend
K(z,y) = do(xo0 — yo) K°(x) + O(z0 — yo) K~ (2,y) + O(yo — w0) K= (2,y)  (2.46)

zerlegt werden [28]. Zusétzlich zu den Greensfunktionen miissen wir auch die Selbst-
energien auf der Keldysh-Kontur definieren. Sie sind mit den Greensfunktionen iiber die
Dyson-Schwinger-Gleichung

G (2,y) = Gy (a,y) — Sla,y) (2.47)

verbunden, wobei GGy die freie ungestorte Greensfunktion ist. Diese Gleichung kann nur
erfiillt sein, wenn sich die Selbstenergien dhnlich den Greensfunktionen nach zer-
legen lassen.

Wir interessieren uns hauptsichlich fiir die Korrelationsfunktionen G=. In den nicht-
relativistischen Kadanoff-Baym-Gleichungen und steht auf der linken Sei-
te der nichtrelativistische Hamiltonoperator. In den relativisitschen Gleichungen muss
man stattdessen die entsprechenden relativistischen Feldgleichungen verwenden. Wir
prasentieren die weitere Herleitung am Beispiel der Klein-Gordon-Felder. Die Delta-
Distribution in den Kadanoff-Baym-Gleichungen kann vernachléssigt werden, da die bei-
den Zeiten auf unterschiedlichen Asten der Keldysh-Kontur liegen und somit nie gleich
sind.

Auf den linken Seiten der Kadanoff-Baym-Gleichungen steht eine Faltung von zwei auf
der Kontur definierten Funktionen ¢(t,t') = [ a(t,t)b(t,t")dt. Das Ergebniss muss eben-
falls auf der Kontur definert sein. Eine solche Faltung lasst sich nach [28] entsprechend

(1) = a” (t, ) + a® ()b (t, 1) — /t/ dt o™ (¢, 1) [b” (£,t') — b=(£,1)]

t (2.48)
+/ di [0 (4.1) — a=(t, Db (£, 1)

umschreiben. In den Selbstenergien steht der -Anteil fiir lokale Potentiale wie z.B. dem
Hartree-Potential. Der §-Anteil der Greensfunktion ist nicht definiert. Die relativistischen
Kadanoff-Baym-Gleichungen ergeben sich damit nach [27] in d-rdumlichen Dimensionen
zu

— [020 +m?] GZ(z,y) = ¥ (2)GZ(x, y)
“f, ]
/ /
— [0 + m?) G (x,y) = ()G (2, )
[ o]
-], )

dzy | diz [27(z,2) — B<(z,2)] GZ(2,v)

dz | d%2 $3(z,2) [G7 (2, 2) — G=(x,2)],
(2.49)
dz [G”(z,2) — G=(z,2)] X5(2,y)

+ dZO

dzo | d%2 GZ(x,2)[Y7 (x,2) — X%(z, 2)].
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Zusitzlich zu den bisherigen Greensfunktionen G= definieren wir noch die retardierten
und avancierten Greensfunktionen. In ihnen sind keine statistischen, sondern nur noch
spektrale Informationen enthalten:

G"(x,y) = O(x0 — yo) [G7 (x,y) — G=(x,y)]

= O(z0 — yo) ([¢(x), d(y)]_)

= G(z,y) — G~ (z,y) = G”(v,y) — G*(2,y),
GA(z,y) = —O(yo — 0) [G” (x,y) — G=(z,y)]

= —O(yo — x0) ([¢(z), ¥(y)]_)
= G(2,y) — G7(z,y) = G~ (z,y) — G*(z,y).

(2.50)

Ihre Zeitentwicklung ist ebenfalls durch Kadanoff-Baym-Gleichungen gegeben. Im Ge-
gensatz zu den Korrelationsfunktionen sind die retardierten und avancierten Gleichungen
nur von retardierten und avancierten Grofen abhingig:

— (0501 +m? + X0(2)] GR(x,y) =6z —y) + /dde Y (2, 2)GR(2,y)
(2.51)
— [on0k +m? + ¥ (z)] Gz, y) =5 (z —y) + /dde YAz, 2)GA(2,v).

Mit Hilfe dieser Greenfunktionen kénnen wir den Kollisionsanteil der Kadanoff-Baym-
Gleichungen ([2.49) umschreiben. Wenn wir zusétzlich den Anfangszeitpunkt auf —oo
setzen, erhalten wir ein Faltungsintegral, dass iiber den gesamten Minkowski-Raum in
D = d + 1 Dimensionen verlduft. Die Gleichung erhélt dann die Form:

(050 +m? +5°(2)] G=(,y) =IF (z,y)
_ —/ 4Pz SRz, )G (2, y) + 55 (, 2)GA (=, 1),
- (2.52)

Bisher haben wir alle Gleichungen im doppelten Ortsraum formuliert. Fiir praktische
Rechnungen ist es anschaulicher im Phasenraum mit Orts- und Impulskoordinate zu
arbeiten. Wir ersetzen dazu die beiden Orte durch eine Relativ- und eine Schwerpunkts-
koordinate. Die Schwerpunktskoordinate beschreibt den Ort und die Zeit, die Relativko-
ordinate wird mittels Fouriertransformation auf 4-Impulskoordianten transformiert. Die
Fourier-transformierte Relativzeit fiihrt dann zur Energie. Der Ubergang zwischen den
beiden Darstellungen erfolgt durch eine Wignertransformation:
oo

F(p,x) = / dP Az e F(1) = x4+ Ar/2, 19 = 2 — A /2). (2.53)

o0

Die daraus entstandenen Greensfunktionen G=(r, p, ¢, E) haben eine #hnliche Interpreta-
tion wie die klassische Phasenraumdichte f(r, p,t), nur dass zusétzlich noch die Energie
E als weiterer Freiheitsgrad enthalten ist. Im Fall von klassischen Teilchen ist die Ener-
gie durch die Energie-Impuls-Beziehung E? = p? + m? (bei freien Teilchen) festgelegt.
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Im Folgenden werden wir die Wigner-transformierten Grofen mit einem Balken kenn-
zeichnen.

Neben der einfach zu transformierenden linken Seite von (2.52) miissen wir auch den
Kollisionsanteil transformieren. Dieser ist durch ein Faltungsintegral gegeben:

H(zy,29) = /OO dPz F(x1,2)G(2,29). (2.54)

oo

Die Wignertransformation einer Faltung erhélt man aus der Formel

H(p, ) :/ dP Az P H(2q, x5)

—00
o0 oo

= / dP Az etAor” / dP2F (21, 2)G(2, 9) (2.55)

—00 —oQ

i(ataz _auap — =
= 62(81)3“ axau) [F(p’ x)G(p’,x')} |I’:$,P,:P .
Wir gehen davon aus, dass sich die Gréflen nur langsam dndern und entwicklen die Ex-
ponentialfunktion bis zur ersten Ordnung. Damit erhalten wir die Wignertransformation
in erster Gradientenordnung;:

A(p,z) ~ F(p,2)C(p, ) + % (F(p,),G(p,2)} + O(?). (2.56)

Die geschweiften Klammern stehen fiir die relativistisch generalisierten Poisson-Klam-
mern:

{F(p,x),G(p,x)} = 8ﬁF(p, 1)0"G(p,x) — 0" F(p, a:)@ﬁ@(p, x). (2.57)

Das weitere Vorgehen besteht nun darin, die Kadanoff-Baym-Gleichungen zu transfor-
mieren und auf diese Weise Transportgleichungen fiir die Wigner-transformierten Greens-
funktionen G= zu finden. Zunéchst widmen wir uns aber noch einmal den retardierten
und avancierten Greensfunktionen. Die Transformation hat die wichtige Konsequenz,
dass die retardierten und avancierten Groflen im Phasenraum komplex konjugiert zu-
einander sind. Wir driicken sie daher durch rein reelle Gréfsen aus. Der Imaginérteil der
Greensfunktion ist proportional zur Spektraldichte A, der Imaginirteil der Selbstenergie
proportional zur Breite I' der Teilchen:

GP/A = ReGE T iA/2

_ _ _ 2.58
SRMA = RexE Fil'/2. (2:58)
Folgen wir weiter der Argumentation aus [27] erhalten wir fiir die Spektralfunktion das

wichtige Ergebnis (in erster Gradientenordnung),

r r

A: — — — = — —
[pd — p? —m? —3% —ReXE]2+T2/4  M?+4T12/4’

(2.59)

mit der Massenfunktion M (p,z) = pz — p?> — m? — ¥°(z) — ReSf(p, 2). Die Spektral-
funktion zeigt zumindest in erster Gradientenordnung die Form einer relativistischen
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Breit-Wigner-Funktion.
Fiir die Korrelationsfunktionen erhalten wir nach der Transformation eine generalisierte

Transportgleichung,
2p19%iG= — {5° + ReSF,iG=} — {iT% ReG"} = iX%iG~ — iS”iG™ (2:60)
{M,iG=} — {iZ% ReG"} = iLiG~ — iT7iG<, '

sowie eine generalisierte Massenschalengleichung:
_ _ _ _ 1. - 1. -
[p> —m® — £° — ReSF] iG> = iS5ReGH + 7 157067 = L {ims,iG7 ) (261)

Als weitere Konsequenz der Transformation sind die beiden Funktionen G5 im Phasen-
raum rein imagindar. Wir werden daher von nun an immer mit den rein reellen Gréfsen
iG> arbeiten. Gleiches gilt fiir die Selbstenergien 5.

Die generalisierte Transportgleichung ist von der Struktur her der klassischen Boltzmann-
Gleichung sehr &hnlich (siche Abschnitt [2.2.1). Die Poissonklammer zwischen Massen-
funktion und Greensfunktion reprasentiert die freie Teilchenbewegung in lokalen Po-
tentialen. Der rechte Teil der Gleichung entspricht dem Kollisionsanteil. Er beschreibt
Streuungen in den Phasenraumzustand hinein oder hinaus und hat die typische ,gain®
und loss“ Struktur, die wir auch aus der Boltzmann-Gleichung kennen (2.9)). Proble-
matisch ist hingegen der {i%>, ReG®} Term. Er beschreibt die Off-Shell-Dynamik des
Systems und verschwindet bei der Behandlung von On-Shell-Teilchen. Da er nicht direkt
die Greensfunktion G enthélt, verhindert er eine Losung iiber die Testteilchenmethode.
Als weiteres Problem sind die beiden Gleichungen ([2.60) und nicht dquivalent.
Wir wissen nicht, welche der beiden Gleichungen die hohere Prioritét hat. Bevor wir ei-
ne Losung mit der Testteilchenmethode angehen konnen, miissen wir zuvor diese beiden
Probleme l6sen.

2.2.4 Testteilchenmethode

Um die Diskrepanz zwischen den Gleichungen und aufzulosen, folgen wir
der Argumentation von Botermans und Malfliet [33]. Dazu fithren wir zunéchst Ver-
teilungsfunktionen fiir die Selbstenergien 5 und Greensfunktionen G= beziiglich der
Spektralfunktion und der Breite ein:

iG=(p,z) = N(p,x)A(p, z), iG” (p,x) = [1+ N(p, 2)]A(p, x),

- . _ - s e (2.62)
iX<(p,x) = N*(p,x)l(p,x), X7 (p,x) = [+ N*(p, )]l (p

Im thermodynamischen Gleichgewicht miissen die Verteilungsfunktionen N und N*
identisch sein, damit der Kollisionsterm in (2.60)) verschwindet. Auferhalb des Gleich-
gewichts konnen die Funktionen jedoch voneinander abweichen. Wir ersetzen die Vertei-
lungsfunktion in der Selbstenergie durch die Verteilungsfunktion der Greensfunktion und

einen Korrekturterm %< = [N 4+ X]|I". Dieser Term ist proportional zum Kollisionsanteil
der generalisierten Transportgleichung (22.60)):

XT ~ iS5G~ —iS7iG< = {M,iG=} — {i¥%, ReG"} . (2.63)
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Der Korrekturterm ist also bereits von erster Gradientenordnung. Wenn nun die Selbst-
energie in einer Poissonklammer vorkommt, ist der Korrekturterm automatisch von zwei-
ter Ordnung. Da wir die Transportgleichungen aber nur in erster Ordnung betrachten,
konnen wir fiir eine konsistente Theorie den Korrekturterm vernachléssigen. Damit sind
die Verteilungsfunktionen auch auferhalb des Gleichgewichts identisch. Wir kénnen nun
die Selbstenergie im Off-Shell-Term durch die Greensfunktion ausdriicken:

iYS = iG>~ (2.64)

N

Somit taucht in in allen Termen die Greensfunktion G5 auf, was eine Losung iiber
die Testteilchenmethode ermdglicht. Zuséatzlich entfernt diese Ersetzung auch die Unter-
schiede zwischen den beiden Transportgleichungen (2.60)) und (2.61)), sodass wir nun eine
eindeutige, in erster Gradientenordnung konsistente Transportgleichung erhalten:

%AF {M,iG<} — % {0, M iG=}| =iS%iG~ —iX7iG~. (2.65)

Es ist zunéchst noch nicht klar, inwieweit diese Gleichung dieselben Losungen wie die
urspriinglichen Kadanoff-Baym-Gleichungen liefert. In Ref. [27] wurde ein Ver-
gleich der beiden Gleichungen in der ¢*-Theorie durchgefiihrt. Die Selbstenergien wur-
den selbstkonsitent durch funktionale Ableitungen der effektiven Wirkung in 3-Loop-
Ordnung bestimmt. Es wurde eine gute Ubereinstimmung der Ergebnisse gefunden, die
nur im Fall sehr kleiner Impulse leicht voneinander abweichen.

Wir haben nun eine Gleichung, welche die volle Kadanoff-Baym-Dynamik reprodu-
ziert und eine Losung iiber die Testteilchenmethode erlaubt. Im Gegensatz zur klassi-
schen oder On-Shell-Testteilchenmethode miissen wir bei der Behandlung von Off-Shell-
Teilchen auch den Emergie-Freiheitsgrad propagieren. Dazu erweitern wir die Testteil-
chendistribution um eine Delta-Distribution fiir die Energie:

Fxp = iG<(X,P) ~ i SB(X = X (1)6B (P — Py(1))5(Py — &(2)). (2.66)

i=1

Die Bewegungsgleichungen der Testteilchen lauten nach Ref. [27]:

X 1 &= P Rexyy
dPl 1 ret 612 - Pl2 - Mg o Rez?(nl)t
dGi 1 1

(2.69)

a1 Cpoa | ot T at

OReX§ € — P} — Mg — ReX(f 8%] |
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Der Vorfaktor 1/(1 — C(;)) hat die Bedeutung eines “Gammafaktors” und transformiert
die Zeit in die Eigenzeit des wechselwirkenden Teilchens. Er wird wichtig bei der Ab-
schétzung von Zeitskalen. Wenn wir die Ableitungen beziiglich der Eigenzeit betrachten,
muss man auf den Vorfaktor verzichten:

1[0 e — P} — Mi —ReX( 9
0= 5 | ae, o 9e L@

ReX(f + = 0. (2.70)

Fiir den Fall, dass die Breite I';;) nicht vom Impuls abhéngt, wéhlen wir anstelle der
Energie E; das Massenquadrat M? als zusitzlichen Freiheitsgrad. Die Energie ergibt
sich dann aus der normalen Energie-Impuls-Beziehung:

E? = P? = P? + M? + ReXh . (2.71)
Die Bewegungsgleichung fiir das Massenquadrat mit AM? = M? — M¢ lautet

dAM2  AM2dly  d (AME) 0

&S —1
dt Ty dt dt °\ T

(2.72)

Mit Hilfe dieser Gleichungen sind wir nun auch in der Lage wechselwirkende relativis-
tische Teilchen mit endlicher Lebensdauer zu beschreiben. Damit wir die Gleichungen auf
das Quark-Gluon-Plasma anwenden kénnen, bendtigen wir abschliefend noch belastbare
Niherungen fiir die Selbstenergien ¥5 fiir Quarks und Gluonen.

2.3 Dynamical-QuasiParticle-Model

Mit Hilfe der Kadanoff-Baym-Gleichungen haben wir eine generalisierte Transportglei-
chung fiir die Korrelationsfunktionen G=(z, p) bestimmt und anschlieRend eine Losung
mittels der Testteilchenmethode angegeben. Was uns nun noch fehlt ist eine sinnvolle
Niherung fiir die komplexen Selbstenergien ¥5(z, p). Zu diesem Zweck stellen wir das
Dynamical-QuasiParticle-Model (DQPM) vor. Es reproduziert die Thermodynamik des
QGP im Gleichgewicht und ermdéglicht es gute Naherungen fiir die Selbstenergien zu
finden.

Der grofe Vorteil der Quasiteilchenmodelle liegt in der Entropie S des Systems. Es lésst
sich zeigen, dass sich die 2-Loop-Beitridge zur Entropie gegenseitig in S aufheben. Die
gesamte Thermodynamik lasst sich also schon durch 1-Loop-Beitriage ausreichend gut
beschreiben. Fiir die QCD ist dies approximativ erfiillt, fiir die QED und die skalare
¢*-Theorie wurde es exakt bewiesen [34, 35]. Die Entropiedichte s fiir ein System aus
Quarks und Gluonen ist in Quasiteilchen-Naherung durch

dw d®
gdar — _ dg/ w dp Ons (Imlog(—A™") + ImIT ReA)

27 (2m) 0T
- q/ Z_:(Z:) anF((wa_Tuq)/T) (Imlog(—S; ") + ImX, ReS,) (2.73)

3
- q/ dw d’p Onp((w + pg)/T) (Imlog(—S; ) + ImX,; ReS,)

2 (2m) T
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gegeben [32]. np und np stehen fiir die Bose- und Fermiverteilungen, A = (P? — 1)~}
und S, ; = (P* — %, ;)" fiir die vollen skalaren Propagatoren fiir Gluonen und Quarks.
Die Entropiedichte kann in zwei Teile zerlegt werden,

SDQPM _ (0) + As

- 3 —wi /T

- /d —Tlog(1 Y+ wen(wy)) (2.74)
dn A

As = /d4k a7 (arctan)\— 1+)\2)

mit A = ImA/ReA bzw. A = ImS/ReS. Der erste Anteil s(°) ist die Entropiedichte eines
idealen Gases mit einer festen Energie-Impuls-Relation. Der zweite Anteil As entsteht
durch die endliche Breite der Quasiteilchen und spiegelt den Einfluss der Wechselwir-
kung wieder.

Im DQPM wird die explizite Lorentzstruktur der Selbstenergien II und ¥ zunéchst ver-
nachléssigt und nur die skalaren Beitrige verwendet. Die Selbstenergien fiir Quarks und
Antiquarks werden als gleich angenommen (bei Quark-chemischem Potential j, = 0).
Im vorherigen Abschnitt haben wir gezeigt, dass die Spektralfunktion die Form einer
Breit-Wigner-Funktion hat. Anstatt die Selbstenergien explizit auszurechnen, néa-
hern wir die Spektralfunktion durch eine Breit—Wigner—VerteilungE

r 1 1
p(w):E((w—E)z—l—Fz_(w+E)2—|—F2)’ (2.75)

mit £? = p?+ M2 —T?. Die Selbstenergien ergeben sich dann aus den jeweiligen Massen
und Breiten der Quasiteilchen II = M, 2 —2iTyw, ¥ = m — 2t qw.
Die Massen und Breiten der Quarks und Gluonen ergeben sich nach Ref. [20, 31} 32] zu

2y =2 (N4 1N T2+%ZM—Z (2.76)
g 6 ¢t 2 &2 '

N2 -1 T
m2 . (T) = STf (T2 + W—g) (2.77)
g*T 2c
I',(T)= N, —l - Se 2.
W0 =NE T (14%) s (279)
N2 —1¢*T 2c
I,z (T =—1 — |- 2.
‘LQ( ) 2N 87T H( + 92) SC ( 79)

'Man beachte, dass der Parameter I' [GeV] nicht mit dem Imaginérteil der Selbstenergie I'(; [GeV?]
in - - zu verwechseln ist. Es besteht jedoch die Beziehung I'(;) = 2¢(;)T.
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Abbildung 2.2: Massen und Breiten der Quarks (violett) und Gluonen (orange). Die
Abbildung wurde aus Ref. [36] entnommen.

[GeV]

mit der laufenden Kopplung

9 B 4872 ‘

@ (T/T,) = (AN, 23, (2 (@ T /)’ T>AT, (2.80)
) B 487 A TN\ _

g* (T/T,) = (11Nc—2Nf)ln(AQ((A-TC—TS)/TC)2) ( T ) , T <A-T,.

(2.81)

Bei endlichem Quark-chemischem Potential p, muss noch zusatzlich die Temperatur in

der laufenden Kopplung durch die effektive Temperatur 7% = | /T? + pi2 /2, ¢*(T/T.) —

g*(T*/T.) ersetzt werden.

Das Modell kommt mit nur vier Parametern aus, die an Gitter-QCD-Resultate gefittet
wurden. Man erhalt A = 242, T, = 0.56 T,., ¢ = 14.4 und S, = 0.33. Im urspriing-
lichen DQPM gehen die Breiten der Teilchen gegen null, wenn die Temperatur gegen
die kritische Temperatur 7, lauft. Durch die Modifikation der laufenden Kopplung fiir
kleine Temperaturen T' < A - T, in Gleichung reproduziert das Modell auch die
Thermodynamik unterhalb des Phaseniibergangs und das Verhéltnis von Scherviskositét
zu Entropiedichte n/s [20]. Dazu setzen wir A = 1.19. In Abbildung sind die Mas-
sen und Breiten gegen die Temperatur T'/T, aufgetragen. Der Knick bei T/T, = 1.19
entsteht durch die Anpassung der laufenden Kopplung fiir niedrigere Temperaturen.
Bei verschwindendem Quark-chemischem Potential 1, sind die Massen und die Breiten
proportional zueinander und es gelten die Relationen M, = %Mg und I'y = %Fg.
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Abbildung 2.3: Vergleich der effektiven Energiedichte €¢/7* und Entropiedichte s/T aus
DQPM-Rechnungen mit Gitter-QCD-Resultaten aus Ref. [9] (Kugeln
und Dreiecke). Die Abbildung wurde aus Ref. [36] entnommen.

Die Thermodynamik des DQPM ist mit der Entropiedichte ([2.73]) vollsténdig beschrie-

ben. Aus dem grofkanonischen Potential
Q)V =e—-Ts—pun=—-P (2.82)

ergibt sich die Entropiedichte s als Ableitung des Drucks P nach der Temperatur 7.
Integriert man die Quasiteilchenentropie iiber T' erhélt man daraus den Druck:

oP g
§= o5 P—/O dr s(T). (2.83)

Die Energie (fiir verschwindendes Quark-chemisches Potential y,) ergibt sich direkt aus
dem thermodynamischen Potential:

T
e:Ts—P:Ts—/ dT s(T). (2.84)
0

Abbildung zeigt die Entropie und Energiedichte aus Gitter-QCD-Rechnungen und
aus dem DQPM. Das Modell kann die Gitter-QCD-Resultate mit nur geringen Abwei-
chungen reproduzieren.

Eine weitere wichtige Grofe ist die Spuranomalie W = e—3P. Sie entspricht der Spur des
Energie-Impuls-Tensors und verschwindet fiir ein wechselwirkungsfreies masseloses Sys-
tem. In wechselwirkenden Systemen ist es ein Mass fiir die Stéarke der Wechselwirkung,
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weshalb es auch als ,,\Nechselw1rkungsmass“ bezeichnet wird. In Gitter-QCD-Rechnungen
(siehe Abbildung [2.4) hat sich gezeigt, dass das Wechselwirkungsmass W= 3P etwas
oberhalb von T, maxunal wird und fiir grofse Temperaturen langsam Verschwmdet. Dies
weist auf ein stark wechselwirkendes System fiir mittlere Temperaturen und ein fast
freies System fiir sehr hohe Temperaturen hin. Mit den Massen und den Breiten fiir
die Quarks und Gluonen haben wir mit die Spektralfunktionen fiir das QGP im
thermodynamischen Gleichgewicht gefunden. Die Verteilungsfunktionen np und ng im
Gleichgewicht sind mit Fermi- und Boseverteilungen ebenfalls bekannt. Damit haben wir
nun Zugriff auf die Gleichgewichts-Greensfunktionen i(_}g,% DQPM = Pg,q - Np/r und kon-
nen erste Rechnungen im thermodynamischen Gleichgewicht durchfiihren. Observable
werden wie im klassischen Fall durch Integration der Observablen iiber die Verteilungs-
funktion berechnet. Allerdings muss nun statt iiber die Verteilungsfunktion iiber die
Greensfunktion, also noch zusétzlich {iber die Spektraldichte, integriert werden. Wenn
die Enerige nicht iiber eine Dispersionsrelation festgelegt ist und die Spektralfunktion
keine Delta-Distribution ist, muss noch zusétzlich iiber die Energie integriert werden.
Aufgrund der grofen Breiten trigt nicht nur der zeitartige Anteil P? > 0, sondern auch
der raumartige Anteil P? < 0 der Spektralfunktion zu den Erwartungswerten bei. Wir
werden daher diese beiden Anteile explizit unterscheiden. Wir fithren nun die Notation

Tr;...:dg/‘;;’ (‘;T) 200y ()O () (o) T)O(£P?) - -

Try oo = dq/g—:% 2wpy(w)O(W)np((w — g) /T)O(EP?) - - (2.85)

Tof oo = dy [ Go 2 2om()One((w+ 1) TIO(EP?) -

ein. Die Theta-Funktion ©(+P?) sorgt fiir die Unterscheidung in zeitartige und raum-
artige Bereiche. Tr+ beschreibt zeitartige, Tr- raumartige Grofen. Da der Ortsraum im
Gleichgewicht homogen besetzt ist, wiirde die Integration {iber den Ort lediglich einen
Volumenfaktor erzeugen und kann hier vernachléssigt werden. Die Erwartungswerte sind
daher als Dichten zu interpretieren. Die Teilchen- und Energiedichten fiir die einzelnen
Teilchensorten erhéalt man aus:

= TrE(1), e =TrE(w), mit * = ¢, ¢, q. (2.86)

Die Gesamtenergiedichte ergibt sich als Summe {iber alle sechs Energiedichten. Sie muss
nicht mit der aus der Entropie berechneten Energiedichte iibereinstimmen, da die Ver-
teilungsfunktionen fiir wechselwirkende Systeme nicht exakt durch Fermi- und Bosever-
teilungen geben sind. Die Approximation wird mit steigender Temperatur besser, da,
wie im Wechselwirkungsmass angedeutet, das System fiir grofse Temperaturen schwé-
cher wechselwirkt als am Phasentibergang.

Wiéhrend die zeitartigen Grofen eine klare Interpretation als Quasiteilchendichte und
Energiedichte dieser Quasiteilchen haben und im Transportmodell einfach behandelt
werden konnen, sind die raumartigen Grofen nicht so einfach zu berticksichtigen. Die
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Abbildung 2.4: Vergleich des Wechselwirkungsmasses W = G}QQP aus DQPM-Rechnun-
gen mit Gitter-QCD-Resultaten aus Ref. [9]. Die Abbildung wurde aus
Ref. [36] entnommen.

,Jaumartige Dichte” steht fiir die Dichte der Quasiteilchen, die sich auch ,aufserhalb des
Lichtkegels bewegen. Diese , Teilchen konnen nicht propagiert werden, ohne die Kau-
salitdt zu verletzen. Sie konnen aber als ,,Austauschteilchen” in t- und u-Kanal-Stéfen
interpretiert werden. Die raumartige Energie gehort ebenfalls zu diesen , Teilchen®. Um
sie zu berticksichtigen und vor allem um die korrekten Energien zu reproduzieren, be-
trachten wir die raumartige Energie als potentielle Energiedichte.
Mit Hilfe der potentiellen Energiedichte konnen wir zudem den Plasmaparameter I,
bestimmen, der als Verhéltnis zwischen potentieller und kinetischer Energie definiert
ist. Ist I'y < 1, ist das System in der Gasphase, ist I', > 2, befindet sich das System
in der fliissigen Phase. Fiir Quarks und Gluonen steigt I', nach dem Phaseniibergang
schnell an, bevor er anschliefend langsam mit der Temperatur abféllt. Dabei bleibt bis
zu Temperaturen von 10 7T, der Plasmafaktor grofser als 2 I', > 2, im Fall der Gluonen
sogar I'g > 4,
Ve Tr; (w)
Eying  Tr(w—/p?)
Zusatzlich zur potentiellen Energiedichte bendtigt man noch die Mean-Field-Potentiale.
Sie sind als die Anderung der potentiellen Energiedichte bei Anderung der Teilchen-
dichte definiert. Sie miissen in inelastischen Prozessen beriicksichtigt werden, um die
Energieerhaltung zu gewahrleisten:

Iy

(2.87)

Us(pp) = e (2.88)
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Vergleicht man die so berechneten Mean-Field-Potentiale von Quarks und Gluonen, fallt
auf, dass das gluonische Feld etwa doppelt so grof ist, wie das fiir die Quarks U, ~ 2U,, 4.
Das bedeutet, dass die potentielle Energiedichte annéhernd invariant unter den Prozessen
q+q — gund g — ¢ + ¢ ist. Abbildung zeigt das skalare (Lorentz-invariante)
Mean-Field als Funktion der skalaren (Lorentz-invarianten) Dichte. Mit den Mean-Field-
Potentialen beenden wir die Diskussion des DQPM. Es liefert eine gute Approximation
fiir den Gleichgewichtszustand des QGP und legt die komplexen Selbstenergien fiir die
Partonen im Gleichgewicht fest. Fiir eine vollstdndige Beschreibung bendtigen wir noch
passende Ausdriicke aufterhalb des Gleichgewichts. Wir werden dazu die Massen und
Breiten als Funktion der Energiedichte € parametrisieren, die eine monotone Funktion der
Temperatur T ist. Die Nichtgleichgewichtseigenschaften bestimmen wir sodann aus der
lokalen Energiedichte e. Gemeinsam mit den Gleichungen fiir die Testteilchenpropagation
und den Selbstenergien haben wir nun alle nétigen Informationen um mit den QGP-
Simulationen zu beginnen.
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Abbildung 2.5: Skalares Mean-Field-Potential als Funktion der skalaren Dichte. Die Ab-

bildung wurde aus Ref. [36] entnommen.




3 Parton-Hadron-String-Dynamics

In diesem Abschnitt stellen wir das Parton-Hadron-String-Dynamics (PHSD) Modell
vor. Es ist ein Transportmodell, dass auf den Transportgleichungen fiir die Testteil-
chen (2.6742.69) und den DQPM Massen und Breiten (2.7612.79) beruht. Es ist eine
Erweiterung des Hadron-String-Dynamics (HSD) Transportmodells [37, B8] um parto-
nische Freiheitsgrade. Liegt die lokale Energiedichte € iiber der kritischen Energiedichte
€., losen sich die Hadronen auf und es werden Partonen weiterpropagiert. Wir verwen-
den 7T, = 158 MeV als kritische Temperatur, was einer kritischen Energiedichte von
e(T.) = 495 MeV /fm® entspricht (in Ubereinstimmung mit den Gitter-QCD-Rechnungen
[9] in Abbildung und [2.4). Wihrend die Massen und Breiten der hadronischen Teil-
chen relativ gut bekannt sind, benotigen wir belastbare Naherungen fiir die Quarks und
Gluonen. Dazu verwenden wir das DQPM. Anstelle von nackten Quarks und Gluonen
propagieren wir im PHSD Modell vollstandig “gedresste” Partonen. Das Modell liefert
die Moglichkeit den QCD-Phaseniibergang zu simulieren und die dynamischen Eigen-
schaften des QGP zu untersuchen.

3.1 Hadronische Freiheitsgrade

Von allen Hadronen sind in der Natur nur die Protonen stabil. Alle anderen zerfallen ent-
weder unter der starken, der schwachen oder der elektromagnetischen Wechselwirkung.
Da wir aber hadronische und partonische Materie auf Zeitskalen von Schwerionenkol-
lisionen < 1000 fm/c betrachten, konnen wir die Effekte der elektromagnetischen und
der schwachen Wechselwirkung vernachliassigen. An Mesonen sind explizit die pseudo-
skalaren und die Vektormesonen sowie das a;-Meson, der axiale Partner des p-Mesons,
enthalten. Im baryonischen Sektor sind das 1/27-Oktett, das 3/27-Dekuplett sowie die
N(1440) und N(1535) Baryonen integriert. In Tabelle ist eine Liste mit den Eigen-
schaften der verwendeten Mesonen, in Tabelle|3.2/mit den Eigenschaften der verwendeten
Baryonen aufgefiithrt. Von den Mesonen sind die Pionen, das Eta und die pseudoskalaren
Kaonen stabil. An Baryonen sind das Proton, das Neutron, sowie die Hyperonen A, X,
= und 2 stabil unter der starken Wechselwirkung. Alle anderen Hadronen kénnen auf
den betrachteten Zeitskalen zerfallen.

Niederenergetische Reaktionen werden iiber Resonanzstreuung behandelt. Dabei bilden
die Hadronen eine Resonanz, die anschliefsend wieder zerfallt. Hochenergetische Streu-
ung wird tiber das Lund-String-Modell [39] beschrieben. Dabei stofen zwei Quarks in
den Hadronen miteinander. Es bildet sich zwischen ihnen durch die starke Wechselwir-
kung der Gluonen ein “String”, der an unterschiedlichen Stellen aufbricht und weitere
Hadronen produziert. Da die neu erzeugten Hadronen erst nach der eigentlichen Kollisi-

27
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on durch den Stringbruch entstehen, werden sie bis zum Zeitpunkt ihrer Produktion als

normale Teilchen ohne Wechselwirkung behandelt.

Masse el. Ladung | Spin | Quarkzusammensetzung
/= 138 MeV +1 0 ud/da
70 138 MeV 0 0 dd/ui
n 550 MeV 0 0 dd /uti
K+~ | 498 MeV +1 0 us /st
K°/K° | 498 MeV 0 0 ds/sd
n 958 MeV 0 0 dd /uti
pt/- 770 MeV +1 1 ud/di
P° 770 MeV 0 1 dd /uti
K= | 892 MeV +1 1 us /st
K*/K*0 | 892 MeV 0 1 ds/st
w 782 MeV 0 1 dd /uti
o) 1020 MeV 0 1 ss
ay 1260 MeV 0 0 dd /uti
Tabelle 3.1: Eigenschaften der Mesonen im PHSD.
Masse el. Ladung Spin | Quarkzusammensetzung
p 938 MeV +1 1/2 uud
n 938 MeV 0 1/2 udd
A 1115 MeV 0 1/2 uds
N0/~ 11189 MeV +1/0/ —1 1/2 uus/uds/dds
=0/- 1315 MeV 0/—1 1/2 uss/dss
AFH/H/0/= 11232 MeV | +2/+1/0/ — 1| 3/2 uuu/uud/udd/ddd
Y+/0/= 11385 MeV +1/0/ -1 3/2 uss/uds/dds
=*0/- 1530 MeV 0/ —1 3/2 uss,/dss
Q 1672 MeV -1 3/2 sss
N(1440) | 1440 MeV +1/0 1/2 uud/udd
N(1535) | 1535 MeV +1/0 1/2 uud/udd

Tabelle 3.2: Eigenschaften der Baryonen im PHSD.
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3.2 Partonische Freiheitsgrade

Im partonischen Sektor enthélt das Modell Quarks und Gluonen. Die Gluonen entspre-
chen den zeitartigen Austauschteilchen im s-Kanal-Prozess ¢ + ¢ — g — ¢+ q¢. Wir
beriicksichtigen im Quarksektor nur die drei leichten Quarks u, d, s. Die Energiedichten,
bei denen wir arbeiten, sind nicht ausreichend um Charm-, Bottom- oder Top-Quarks
zu erzeugen, weshalb sie hier vernachlassigt werden. Da das strange Quark schwerer als
die up und down Quarks sind, erhohen wir ihre Massen in den Rechnungen um 50 MeV
beziiglich der DQPM-Quark-Masse.

Wir betrachten explizit die elastischen Reaktionen ¢ +¢ — ¢+ q, ¢+ q¢ — q+ ¢,
+q¢—>q+q 9+9 —>9+9g,¢q+9g > q+gund §+ g — ¢+ g, sowie die inelasti-
schen Reaktionen ¢ + ¢ <+ g und g <> g + ¢. In die DQPM-Breiten gehen zusétzlich die
Bremsstrahlungsprozesse ¢ <+ ¢ + g und ¢ <> ¢ + g ein.

Fiir die elastischen Reaktionen und die Gluonfusion gibt es keine Beschrankungen. Sie
konnen immer stattfinden. Der Gluonenzerfall kann stattfinden, wenn die Energie der
Gluonen ausreichend grof ist. Fiir die Quark-Antiquark-Fusion in ein Gluon ist es al-
lerdings notwendig, dass das Paar elektrisch und flavor neutral ist. Falls das Paar noch
zusatzlich farbneutral ist, kann die Fusion nur in einem Drittel aller Fille stattfinden,
da nur zwei der drei moglichen farblosen Gluonen in der QCD existieren.

In normalen elastischen Reaktionen sind die Massen Erhaltungsgrofen und die Ener-
gieerhaltung ist an die Impulserhaltung gekoppelt. Dies dndert sich jedoch, wenn wir
Off-Shell-Teilchen betrachten. In diesem Fall kénnen sich die Massen in der Kollision
verdndern und wir miissen zusétzlich explizit die Energicerhaltung erfiillen. Die neuen
Massen werden per Monte-Carlo beziiglich der Spektralfunktion der Partonen (2.59)
gewahlt. Die Wirkungsquerschnitte wurden aus DQPM-Rechnungen bestimmt und als
Funktion der Energiedichte ¢ in GeV/fm® parametrisiert [40]:

oa(e) = C - (10.11 /™ 4+ 141.56 e /"% + 2.25 /4™ 4 0.41) [mB. (3.1)

Der Korrekturfaktor C' hingt von den an der Streuung beteiligten Teilchen ab. Er ist
3/4 fir Gluon-Gluon-Streung und 4/9 fiir Gluon-Quark-Streuung. Im Fall von Quark-
Quark-Streuung ist er eine Funktion der globalen Temperatur 7" in MeV:

C(T) = 4.35 ¢~ T/765:37 1. (.28, (3.2)

Der Wirkungsquerschnitt fiir die Fusion in ein Gluon ist in beiden Félle ein resonanter
Breit-Wigner-Wirkungsquerschnitt. Die Wahrscheinlichkeit fiir den Zerfall eines Gluons
wird durch seine Breite bestimmt. Die Zerfallswahrscheinlichkeit in einem Zeitintervall
[t,t + dt] ist durch W = exp(—%F) gegeben, wobei v der relativistische Gamma-Faktor
des Gluons ist. Alle Streuungen und Zerfille werden als s-Wellen-Prozesse behandelt.

Fiir die Reaktionen werden jeweils die Massen, die Breiten und die Wirkungsquerschnit-
te bendtigt. Diese wurden im DQPM fiir den Gleichgewichtszustand berechnet und als
Funktion der Energiedichte € parametrisiert. Auf diese Weise erhélt man automatisch
den korrekten Gleichgewichtszustand und damit die korrekte Thermodynamik. Auch
auflerhalb des Gleichgewichts nehmen wir die Reaktionen als Funktion der lokalen Ener-
giedichte € an. Um diese zu bestimmen wird der Ortsraum in einzelne Zellen aufgeteilt
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und die Energie aller Teilchen in einer Zelle aufsummiert. Die potentielle Energiedichte
ergibt sich als Funktion der modifizierten partonischen Dichte n, = 2n, + n, + n; in
fm~—3:

V(n,) =13 (o.z n2%% 4 S n1-42> [GLV] : (3.3)

7o fm3
Das Mean-Field-Potential fiir Quarks ist die Ableitung der potentiellen Energiedichte
nach der Quarkdichte U = 3_1‘1/[1 = gTV*, das Mean-Field fiir Gluonen ist das doppelte

Quark-Mean-Field U, = 2U,. Die Dichte n, hat den Vorteil, dass sie invariant unter den
Prozessen q + q < g ist.

3.3 ,Unendliche” partonische Materie

In diesem Abschnitt stellen wir die Besonderheiten vor, die es zu beachten gilt, wenn
wir partonische Materie simulieren. Wir betrachten das System in einer Box mit peri-
odischen Randbedingungen. Auf diese Weise kénnen wir, bei einer ausreichend grofsen
Box, die Eigenschaften eines ,unendlich ausgedehnten“ QGP bestimmen. Um Effekte
durch das endliche Volumen zu vermeiden, muss die Box so grofs gewdhlt werden, dass
eine weitere Vergroferung keine oder nur geringe Auswirkungen auf die berechneten Er-
wartungswerte hat. Andererseits sollte die Box nicht zu groft gewéhlt werden, um die
Rechenzeit nicht unnétig zu vergrofern. Wir werden in dieser Arbeit eine Box mit einem
Volumen von V = 729 fm?® verwenden. Sollte ein Teilchen aus dieser Box herauslaufen,
wird es an der gegeniiberliegenden Seite mit dem gleichen Impuls wieder eingefiigt.
Eine andere wichtige Grofe ist die Zeitschrittweite dt, mit der die Testteilchen propa-
giert werden. Sie muss moglichst klein gewéhlt werden, sodass man Kontinuumsphysik
extrahiert und keine unerwiinschten Effekte aufgrund von Diskretisierungsfehlern erhalt.
Andererseits sollte sie aus CPU-Zeitgriinden moglichst grofs gewéhlt werden. Eine gute
Observable um die richtige Schrittweite fiir ein System zu finden, ist die Stofrate. Sie
ist als die Anzahl der Stofse pro Zeitschritt geteilt durch die Zeitschrittweite definiert:

#Stolse
dt

Ioon = (3.4)
Sie ist fiir grofte Schrittweiten klein und steigt fiir kleiner werdende Schrittweiten an, bis
sie ab einem bestimmten Wert ihren konstanten Kontinuumswert annimmt. Die optima-
le Zeitschrittweite sollte so gewéhlt werden, dass sie gerade noch den Kontinuumswert
reproduziert. Als weitere Einschréankung muss die Schrittweite so klein gewahlt werden,
dass jedes Teilchen pro Zeitschritt maximal einen Stofs ausfithrt. Andernfalls kann die
Kausalitdt verletzt werden. Wir werden eine Schrittweite von dt = 0.2 fm/c verwenden.
Das entspricht einem 1/9 der Zeit, die ein Teilchen mit Lichtgeschwindigkeit (¢ = 1)
bendétigt, um ein Proton zu durchqueren.

Eine andere Besonderheit in den Boxrechnungen ist die Form, die die Transportgleichun-
gen (2.67H2.69) annehmen. Die retardierten Selbstenergien und Breiten héngen weder
vom Impuls noch von der Zeit ab. Sie sind lediglich eine Funktion der lokalen Energie-
dichte. Dartiber hinaus bekommen sie eine Ortsabhéngigkeit, die dazu fiihrt, dass die
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Teilchen beschleunigt werden, wenn sie in ein diinneres Medium iibergehen. In den Box-
rechnungen ist die Dichte jedoch annihernd konstant. Daher sind Anderungen in der
lokalen Energiedichte vernachlassigbar klein und koénnen ignoriert werden. Das fithrt auf
die folgenden vereinfachten Gleichungen fiir die Testteilchenpropagation:

X;(t+ dt) = X;(t) + Py(t) /ei(t)dt
P;(t+dt) = P;(t) (3.5)
€ (t+ dt) = €(t).

Wir 16sen sie durch das simple Euler-Verfahren. Die Energie und der Impuls, und damit
auch die Masse, bleiben wahrend der Propagation erhalten. Lediglich die Ortskoordinate
verdndert sich. Die Gleichungen entsprechen den Bewegungsgleichungen eines relativisti-
schen Teilchens mit verschwindender Breite. Sie gelten jedoch nur, solange die Teilchen
im Ortsraum moglichst homogen verteilt sind. Wir miissen daher darauf achten, den
Ortsraum bei der Initialisierung des Anfangszustandes gleichméssig zu besetzten. Um
die Schwankungen in der lokalen Energiedichte moglichst gering zu halten, werden wir
nicht nur eine einzelne Box simulieren, sondern mehrere. Die lokalen Energiedichten
und die potentiellen Energiedichten werden iiber alle Simulationen gemittelt. Ansons-
ten werden sie aber unabhéngig voneinander durchgefiithrt. Diese Methode wird Die
Erwartungswerte ergeben sich dann wie im klassischen Fall (siche Gleichung (2.13)) als
Mittelwert iiber alle Teilchen in allen Boxen. parallel Ensemble genannt. Da wir an
den Gleichgewichtseigenschaften des System interessiert sind, propagieren wir es solange,
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Abbildung 3.1: Stofraten fiir T = 190 MeV und verschwindendes Quark-chemisches Po-
tential 4.
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bis sich ein stationdrer Zustand eingestellt hat. Anschliefiend propagieren wir es weiter in
der Zeit und bestimmen den statistischen Erwartungswert aus dem zeitlichen Mittelwert
des Systems. Diese sind nach der Ergodenhypothese gleich. Als Fehler des Erwartungs-
wertes verwenden wir die Standartabweichung der zeitlichen Mittelung.

Abschliefsend bendtigen wir noch eine Vorschrift, um den 4-Impulsraum zu initialisie-
ren. Theoretisch knnen wir die Teilchen darin beliebig verteilen. Wenn wir das System
lange genug propagieren, wird es nach einiger Zeit zwangslaufig seinen Gleichgewichts-
zustand einnehmen. Geschickter ist es hingegen, das System direkt oder moglichst nahe
am Gleichgewichtszustand zu initialisieren. Da wir diesen jedoch nicht kennen, werden
wir den DQPM-Gleichgewichtszustand verwenden. Dieser stimmt zwar nicht mit dem
exakten iiberein, ist aber eine sehr gute Approximation:

W F

7o) plw,p,T). (3.6)

foapm(w,P) = np/p(

Fiir die Teilchendichten verwenden wir ebenfalls die DQPM-Resultate. Da wir die Teil-
chen beziiglich der DQPM-Impulsverteilung initialisieren, reproduzieren wir automatisch
die DQPM-Energiedichte, die eine gute Approximation der Gitter-QCD-Resultate ist.

Zunachst tiberpriifen wir, wie lange das System bendétigt, um in den Gleichgewichtszu-
stand iiberzugehen. Dazu betrachten wir die Haufigkeit der unterschiedlichen Prozesse.
Im Gleichgewicht miissen sich die Reaktionen g <+ g + g und g <> ¢ + ¢ gegenseitig
ausgleichen und die Haufigkeit der elastischen Kollisionen muss zeitlich konstant sein.
In Abbildung sind die Stofraten fiir die einzelnen Reaktionen in einer Box mit der
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Abbildung 3.2: Stofraten fiir die Prozesse ¢ — ¢+ ¢ und ¢ + ¢ — ¢ fiir T = 190 MeV
und verschwindes Quark-chemisches Potential f,.
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Temperatur 7" = 190 MeV und verschwindendem Quark-chemischen Potential 1, abge-
bildet. Die Reaktionen g <+ ¢ + ¢ sind im Vergleich mit den elastischen Kollisionen um
jeweils 96% unterdriickt. Die Prozesse g <+ ¢ + ¢ sind noch einmal um einen weiteren
Faktor 100 unterdriickt. Wir werden sie daher vernachlassigen. Das hat den Vorteil, dass
die modifizierte Dichte n, = 2n4 4+ n, + nz; und damit die potentielle Energiedichte (3.3)
invariant in allen Reaktion sind.

In Abbildung sind die Kollisionsraten fiir die Prozesse g <> ¢ + ¢ ohne die rein
gluonische Prozesse abgebildet. Die Reaktionen benotigen etwa 20 fm/c um ins Gleich-
gewicht iiberzugehen. Abbildung zeigt die zeitliche Entwicklung der einzelnen Quark-
flavor und der Gluonen. Quarks und Antiquarks kommen fiir verschwindendes Quark-
chemisches Potential p, exakt gleich oft vor. Die grofiten Verdnderungen finden in den
ersten 20 fm/c statt. Die weiteren Anderungen sind vergleichsweise gering. Die stran-
ge Quarks werden wegen der héheren Masse von 50 MeV gegeniiber den up und down
Quarks leicht unterdriickt. Dieser Effekt wird fiir grofsere Temperaturen und damit gro-
fsere effektive Massen immer schwécher.

Da der Gleichgewichtszustand sehr schnell erreicht wird und nur geringe Abweichun-
gen vom DQPM-Grundzustand aufweist, werden wir die elektromagnetischen Felder fiir
t > 0 beriicksichtigen und nicht erst abwarten, bis das System vollstandig dquilibriert
ist.
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Abbildung 3.3: Zeitliche Entwicklung der Dichten fiir die unterschiedlichen Quarkflavor
und Gluonen fiir 7" = 190 MeV und verschwindendes Quark-chemisches
Potential 1.



34 KAPITEL 3. PARTON-HADRON-STRING-DYNAMICS

3.4 QCD-Phaseniibergang

Nachdem wir erste Simulationen in der partonischen Phase durchgefiihrt haben, werden
wir sie nun mit der hadronischen Phase kombinieren um QCD-Materie am Phaseniiber-
gang zu beschreiben. Die entscheidende Grofe fiir den Phaseniibergang ist die lokale
Energiedichte. Liegt sie iiber der kritischen Energiedichte ¢(7.) = ¢, = 0.495 GeV /fm?,
l6sen sich die Hadronen in ihre Konstituentenquarks auf, liegt die Energiedichte unter
diesem Wert, formen sich aus den Quarks wieder Hadronen. Eine besondere Rolle neh-
men dabei die Vektormesonen ein. Die leichten pseudoskalaren Mesonen, allen voran das
Pion mit einer Masse von nur 138 MeV, sind zu leicht um in zwei “gedresste” Quarks zu
zerfallen. Daher miissen zunéchst zwei von ihnen ein schwereres Vektormeson formen.
Das Vektormeson hat dann geniigend Masse, um in seine Konstituentenquarks zu zerfal-
len. Auf der anderen Seite haben die neu entstandenen Mesonen durch die partonischen
Mean-Field-Potentiale soviel Energie zur Verfiigung, dass sie fast ausschlieflich in die
schweren Vektormesonen hadronisieren, die dann wieder in die leichten pseudoskalaren
Teilchen zerfallen. Gleiches gilt auch fiir die Baryonen.

Die Hadronen werden wie die Partonen durch die vereinfachten Transportgleichungen
fiir die Testteilchen propagiert. Wir benutzen fiir die Impulsverteilung der Ha-
dronen im Gleichgewicht ebenfalls Fermi- und Boseverteilungen. Diese Néaherung ist
fiir Hadronen noch besser als fiir Partonen, da die hadronischen Teilchen schwécher
wechselwirken. Da die Hadronen in der Regel vergleichsweise geringe Breiten haben,
verwenden wir die Quasiteilchen-Néherung und ersetzen die Spektralfunktionen durch
Delta-Distribution. Die Zustandsgleichung entspricht damit der eines nichtwechselwir-
kenden Gases massiver Teilchen.

Vergleichen wir die Energiedichte des hadronsichen Systems mit der DQPM-Energie-
dichte, fallt auf, dass die hadronische Energiedichte bis weit {iber die kritische Tempera-
tur 7, unterhalb der partonischen liegt. Dies hat zur Folge, dass das System auch noch
oberhalb der kritischen Energiedichte €. in der hadronsichen Phase verbleibt. In der
Transportsimulation wird dieses Verhalten reproduziert, da den Hadronen die Energie
fehlt, um neben den Quarkmassen noch die Mean-Field-Potentiale zu generieren. Die
Hadronen kénnen nicht mehr in Quarks zerfallen, wihrend die Riickreaktion problemlos
stattfinden kann. Dadurch geht das System unweigerlich in die hadronische Phase iiber.
Die fehlende hadronische Energie ist die Wechselwirkungsenergie, die wir in der Zu-
standsgleichung bisher vernachléssigt haben. In der partonischen Phase haben wir sie
als die raumartigen Anteile der Energiedichte berticksichtigt. Wir fiihren die Wechsel-
wirkungsenergie der Hadronen ebenso wie die Wechselwirkungsenergie der Partonen als
eine potentielle Energiedichte ein. Diese bestimmen wir, in dem wir die gesamte hadro-
nische Energiedichte an Gitter-QCD-Resultate knapp unter- und oberhalb der kritischen
Temperatur 7, anfitten. Die dazu verwendeten Daten stammen aus Ref. [9].

Abbildung zeigt die hadronische, die Gitter-QCD-Energiedichte sowie das gefittete
Potential und die daraus resultierende hadronische Gesamtenergiedichte. Fiir die poten-
tielle Energiedichte verwenden wir die Funktion

(3.7)

Viaa(T) = 619.729 - (T — 0.129)7/3 . ¢=208.17-(T-0.129)* [GLV] ,

fm?
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Abbildung 3.4: Hadronische Energiedichte (blau), Fit der hadronischen potentiellen
Energiedichte (orange), totale hadronische Energiedichte (rot) und
Gitter-QCD Resultate fiir die totale Energiedichte (Kreise) aus Ref. [9]
mit jeweils 1/7* skaliert um dimensionslose Gréfen zu erhalten.

fiir die Temperatur 7" in MeV. Die totale hadronische Energiedichte inklusive potentieller
Energie kann die Gitter-QCD-Daten sehr gut reproduzieren. Das gefittete Potential pa-
rametrisieren wir anschliefsend wieder als Funktion der Energiedichte €. Die niedrigsten
Datenpunkte liegen bei einer Temperatur von 7" = 100 MeV. Die Wechselwirkungs-
energie wird erst ab einer Temperatur von T = 130 MeV relevant. Bis dahin lasst sich
die Energiedichte allein mit der kinetischen Energie reproduzieren. Uber die potentielle
Energie fiihren wir auch automatisch ein hadronisches Mean-Field-Potential ein, dass
dem partonischem entgegenwirkt und dafiir sorgt, dass die Hadronen die notige Energie
haben, um in Quarks zerfallen zu konnen.

In der partonischen Phase hat sich gezeigt, dass die Gluonen etwa das doppelte Mean-
Field-Potential der Quarks tragen. Wir konnen es daher fiir die partonische Dynamik
weitestgehend vernachlassigen. Dasselbe gilt in der hadronischen Phase nicht. Um die
Mean-Field-Potentiale zu bestimmen, miissten wir eine selbstkonsistente Berechnung
mit allen 23 im PHSD vorkommenden Hadronen durchfiihren. Wir werden daher an
dieser Stelle nur die prinzipielle Machbarkeit demonstrieren, indem wir ein vereinfachtes
Modell fiir die hadronische Phase vorstellen, anstatt die volle HSD-Dynamik zu verwen-
den. Zunéchst vernachléssigen wir alle Baryonen und beschrinken uns auf den mesoni-
schen Sektor. Diese Nidherung ist noch vertretbar, solange man sich auf verschwindendes
Quark-chemisches Potential ji, beschrankt. Die zweite Vereinfachung besteht darin, alle
Vektormesonen zu vernachléssigen, die nur in drei oder mehr stabile Mesonen zerfal-
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len und den anderen Mesonen alle Zerfille, aufser denen in zwei stabile Mesonen, zu
verbieten. Weiter ordnen wir allen instabilen Mesonen das doppelte hadronische Mean-
Field-Potential wie den stabilen Mesonen zu. Auf diese Weise erhélt man eine Dynamik,
die stark der partonischen dhnelt. Wir kénnen nun ebenfalls die Mean-Field-Potentiale
in der rein hadronischen Dynamik vernachldssigen.

Als néchstes miissen wir die potentiellen Energiedichten in der gemischten Phase festle-
gen. Bisher hatten wir die Potentiale nur fiir ein rein hadronisches oder rein partonisches
System bestimmt. Wir fiihren dazu die Skalierungsfaktoren xg und xp ein, die beschrei-
ben, wie sich die potentiellen Energiedichten in der gemischten Phase gegeniiber der
reinen Phase verhalten. Die totale Energiedichte ergibt sich damit aus

Eiot = Eyin.p + Eging + 2V (Eiwt) + 2pVp(Erot), (3.8)

wobei die Potentiale denen in einer reinen Phase entsprechen. Die Abweichungen werden
allein durch die Skalierungsfaktoren xy und zp beschrieben. Sie miissen die Randbedin-
gungen

Iim zyg=1, lim xy =0,
Ekin,p—0 Elin,m—0
. . (3.9)
lim xp =0, lim xp=1,
Egin,p—0 Egin,g—0

erfiillen, um die reinen Phasen reproduzieren zu kénnen und sie miissen die Gesamtener-
gie unter Ubergéingen zwischen den beiden Phasen invariant lassen. Da die Potentiale von
der Gesamtenergie abhéngen, muss die Gleichung zudem iterativ gelosen werden.
Zunéachst miissen wir aber erstmal die Skalierungsfaktoren festlegen. Dazu parametrisie-
ren wir das Potential linear in der Dichte mit einem temperaturabhédngigen Vorfaktor,
der dem Mean-Field-Potential entspricht, Vp g = Upu(T) - po pu. Die Skalierungsfak-
toren sind dann durch das Verhéltnis zwischen der aktuellen lokalen Dichte und der
Dichte im Gleichgewicht gegeben xpy = ppu/po pu. In den Dichten miissen Gluonen
und instabile Mesonen doppelt gezahlt werden. Man erhélt nun fiir die Gesamtenergie:

Eiot = Ekin.p + Einy + puUn(T) + ppUp(T). (3.10)

Da die Potentiale nicht mehr von der lokalen Energiedichte €, sondern von der globalen
Temperatur 7" abhédngen, verlieren wir einen Teil der Dynamik und zwingen die poten-
tielle Energie in den Gleichgewichtszustand. Dafiir miissen wir die Energie nicht mehr
iterativ bestimmen. Sie ist damit automatisch invariant unter allen Hadronisierungs-
und Zerfallsprozessen.

Abbildung zeigt die Gesamtenergie und wie sie sich aus den einzelnen Beitrégen zu-
sammensetzt, aus der Simulation des vereinfachten Modells. Als Anfangszustand wurde
eine komplett partonische Box mit einer Temperatur von 7' = T, = 158 MeV und ver-
schwindendem Quark-chemischen Potential i, verwendet. Zu Beginn finden sehr viele
Hadronisierungsprozesse statt. Allein im ersten Zeitschritt wird 20% der Energie in die
hadronische Phase transferiert. Nach etwa 20 fm/c verdndert sich die Energiezusammen-
setzung nur noch langsam. Es finden aber noch immer etwas mehr Hadronisierungen als
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Abbildung 3.5: Zeitlicher Verlauf der einzelnen Energiebeitrage und der Gesamtenergie
fiir die kritische Temperatur T' = T, = 158 MeV und verschwindendes
Quark-chemisches Potential /4.

Zerfélle statt, da immer noch Energie von der partonischen in die hadronische Phase
iibergeht. Das liegt daran, dass durch die fehlende Mean-Field-Dynamik die hadroni-
sche Phase immer noch leicht bevorzugt wird. Die Anteile der kinetischen Energien
und der potentiellen Energien sind in beiden Phasen nach etwa 120 fm/c gleich grof
und der Energieiibertrag verlangsamt sich. Das liegt daran, dass sich die Anzahl der
Hadronisierungen und Zerfille nach 120 fm/c nur noch langsam verédndern, wie in Ab-
bildung 3.6/ zu sehen ist. Die meisten Prozesse finden jedoch in den ersten 40 fm/c statt.
Dabei iiberwiegen leicht die Hadronisierungen. Spéter gleicht es sich etwas aus, aller-
dings fluktuiert die Anzahl der Hadronisierungen stérker als die der Zerfélle. Sobald die
Mean-Field-Potentiale fiir die volle HSD-Dynamik bekannt sind, sollte das Modell auch
am Phaseniibergang stabile Simulationen mit der vollen Dynamik erlauben. Auf diese
Weise konnen Transportkoeffizienten auch nahe an der Phasengrenze bestimmt werden,
was mit den bisherigen Modellen noch nicht méglich ist.
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Abbildung 3.6: Stofraten fiir die Hadronisierung und den Hadronenzerfall fiir die kri-
tische Temperatur T' = T, = 158 MeV und verschwindendes Quark-
chemisches Potential .



4 Elektrische und magnetische
Eigenschaften des
Quark-Gluon-Plasmas

Nachdem wir bisher nur ungestorte Simulationen durchgefiihrt haben, werden wir nun
die Wirkung der elektromagnetischen Felder untersuchen. Dazu lassen wir ein konstantes
elektrisches Feld in z-Richtung beziehungsweise ein konstantes magnetisches Feld in y-
Richtung auf die gesamte Box wirken. Zunéchst beschréanken wir uns auf verschwindendes
Quark-chemisches Potential /4.

4.1 Elektrische Leitfahigkeit

Um das elektrische Feld zu integrieren, miissen wir nur den zusétzlichen Term

o qeE (4.1)
in die Testteilchenpropagation einfiigen. ¢ ist die Ladung des Teilchens und e die Ele-
mentarladung. Das Feld wirkt nur auf die Quarks und nicht auf die Gluonen. Es sorgt
dafiir, dass die unterschiedlich geladenen Quarks entgegengesetzt beschleunigt werden.
Sie werden dann durch Kollisionen untereinander wieder abgebremst, sodass sich nach
einiger Zeit ein konstanter Strom einstellt. Die entsprechende Observable ist die elektri-

sche Flussdichte: .
. p;
I= v Z e (4.2)

Fiir nicht zu grofse Felder ist sie proportional zum elektrischen Feld E. Die Proportio-
nalitdtskonstante ist die elektrische Leitfahigkeit oy:

j=ooE. (4.3)

In der Transportsimulation konnen wir die Flussdichte einfach ausrechnen und so die
Leitfahigkeit bestimmen. Dazu darf das elektrische Feld aber nicht zu stark sein, da an-
dernfalls die Teilchen nicht mehr durch Stofe abgebremst werden kénnen und der Fluss
mit der Zeit divergiert. Zusétzlich muss das System dicht genug sein, damit {iberhaupt
geniigend Stofse stattfinden kdnnen. Es muss auch darauf geachtet werden, dass durch
das Feld die Energie in der Box nicht zu stark erhéht wird und sich die Temperatur
T nur geringfiigig verdandert. Wir werden daher nur Felder verwenden, die die Energie

39
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Abbildung 4.1: Zeitlicher Verlauf der elektrischen Flussdichte fiir unterschiedliche kon-
stante elektrische Felder fiir 7" = 190 MeV. Die Abbildung wurde aus
Ref. [41] entnommen.

um maximal 1% erhéhren. In Ref. [4I] wurde diese Methode bereits verwendet um die
clektrische Leitfahigkeit des QGP bei verschwindendem Quark-chemischem Potential 1,
zu berechnen. Dabei zeigte sich, dass die geforderten Bedingungen in der partonischen
Phase erfiillt sind. Abbildung [.1] zeigt die elektrische Flussdichte j, aus dieser Arbeit.
Sie hat nach etwa 10 fm/c ihren Gleichgewichtszustand erreicht und bleibt dann die wei-
tere Rechnung tiber, bis auf statistische Fluktuationen, stabil. Man kann an Abbildung
schon die Proportionalitit des Flusses zum elektrische Feld erahnen. Dies bestétigte
sich in Ref. [4] fiir Feldstérken bis zu eE = 50 MeV /fm (siehe Abbildung [4.2)). Obwohl
die geforderten Bedingungen in der partonischen Phase erfiillt sind, gilt dies nicht fiir
die hadronische Phase. Hier ist das System so diinn, dass die Teilchen nicht geniigend
abgebremst werden konnen und der Fluss divergiert, sodass man auf diese Weise nicht
die Leitfahigkeit bestimmen kann. Wir benétigen daher eine andere Methode.

Dazu verwenden wir das Drude-Modell. Es wurde urspriinglich entwickelt um die Leitfa-
higkeit von Metallen zu erklaren, scheitert aber daran, dass es davon ausgeht, dass alle
Elekronen zum Ladungstransport beitragen und dass die Quantenstatistik vernachlés-
sigt wird. Damit ist es allerdings ideal auf das QGP anwendbar, da hier tatséchlich alle
(geladenen) Teilchen beitragen. Weiter ist die Temperatur so hoch, dass die Einfliisse
der Quantenstatistik ohne Probleme vernachléssigt werden konnen. Das Drude-Modell
geht von der Bewegungsgleichung

mo + @UD = —el (4.4)
T
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Abbildung 4.2: Elektrische Leitfahigkeit iiber der Temperatur fiir 7 = 190 MeV als
Funktion der externen Feldstidrke. Die Abbildung wurde aus Ref. [41]
entnommen.

aus. Der Reibungsterm ist inverse proportional zur mittleren Stofszeit 7 und proportional
zur Driftgeschwindigkeit vp. Je mehr Kollisionen stattfinden, desto starker wird das Teil-
chen abgebremst. Das Drude-Modell liefert fiir die Leitfahigkeit o eines Elektronengases
den Ausdruck

e’n.T

(4.5)

0o = ;
me
mit der Elektronendichte n, und der effektiven Elektronenmasse m;}. Die Drude-Leitfahig-
keit l&sst sich leicht im DQPM ausrechnen. Die Dichten und die Massen der Quarks sind
gegeben und die Stofirate entspricht der inversen Breite 77! = I'. Man erhilt fiir die
Leitfahigkeit:

2 €? n,

o = — .
0,DQPM 0 M,T,

(4.6)

Der Vorfaktor 2/9 ist das durchschnittliche Ladungsquadrat der Quarks. Obwohl das
Drude-Modell in der partonischen Phase eine etwas kleinere Leitfahigkeit als der Trans-
portansatz voraussagt, ist es dennoch sehr niitzlich um das qualitative Verhalten der
Leitfahigkeit zu erkléren. Fiir die weitere Diskussion betrachten wir anstelle der Leitfa-
higkeit das dimensionslose Verhéltnis oo /T, welches sich leichter mit anderen Rechnung-
en vergleichen lésst. Abbildung zeigt einen Vergleich der PHSD und der DQPM
Leitfahigkeit fiir unterschiedliche Temperaturen aus Ref [41]. Das Verhéltnis oo/T
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Abbildung 4.3: Elektrische Leitfahigkeit iiber der Temperatur als Funktion des Verhélt-
nisses T'/T.. Die schwarzen Symbole zeigen die PHSD-Resultate. Sie kon-
nen durch einen linearen Fit beschrieben werden (blaue Linie). Die rote
Linie zeigt die DQPM-Resultate. Die anderen Symbole sind Ergebnis-
se unterschiedlicher Gitter-QCD-Rechnungen. Die Abbildung wurde aus
Ref. [42] entnommen.

steigt oberhalb der kritischen Temperatur T, linear an und kann durch den Fit

oo(T) T-T,
) 0.01+0.16 ——=< 47
T = 001+016 — (4.7)

beschrieben werden. Das DQPM liefert eine etwas kleinere Leitfahigkeit als das PHSD
Modell. Unterhalb der kritischen Temperatur fallt oy /7T mit steigender Temperatur leicht
ab. Fiir sehr hohe Temperaturen wird o¢/7" konstant. Das liegt daran, dass fiir hohe
Temperaturen die Masse und die Breite proportional zur Temperatur 7' sind und die
Teilchendichte mit 7 skaliert. Die Temperaturabhingigkeit fillt dann in oo.popm/T
(4.6) weg. In Abschnitt werden wir die Leitfahigkeit fiir endliches Quark-chemisches
Potential ji, untersuchen.

4.2 Magnetisches Moment

Wie das elektrische Feld wirkt auch das Magnetfeld nur auf die Quarks. Um die Wirkung
des Feldes zu untersuchen starten wir mit der Dirac-Gleichung fiir ein freies Teilchen in
einem externen Feld A,:

(’YMDM - m)@/J(p) =0, Du =DPp — quu- (4'8)
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Ohne elektrisches Feld verschwindet die zeitliche Komponente des Viererpotentials und
die rdumlichen Komponenten konnen fiir ein konstantes Magnetfeld als A = %B X X
geschrieben werden.

Zunéchst bringen wir die Dirac-Gleichung in die Schrodingerform:

(HQE 02 )zb(p) = Hpiract)(p) = 7° (hm _UD>¢(p). (4.9)

02 I]_QE oD :ﬂ_gm

Anschliefiend adjungieren wir die Gleichung und multiplizieren beide miteinander. Of-
fensichtlich verhalten sich Fermionen und Antifermionen in einem Magnetfeld gleich.
Dadurch erhalten wir eine Gleichung mit einem nur noch 2 x 2-dimensionalem Opera-
tor, der gleichzeitig Fermionen und Antifermionen beschreibt. Der Zustand v, ist jetzt
ein 2-komponentiger Vektor anstelle des vollen 4-komponentigen Dirac-Spinors.

205 (p) E*a(p) = 205 (p) (Lam? + (6 D)?)eba(p). (4.10)

Wir gehen nun von kleinen Magnetfeldern aus und kénnen damit den Impulsanteil unter
Vernachléssigung quadratischer Terme in B wie folgt umschreiben:

(6D)* =D’ —gecB,  D?=(p—qeA)’ = p’ — ¢eLB. (4.11)

Damit erhélt man fiir den nun 2 x 2-dimensionalen Hamiltonoperator die genéherte Form

Hpirae = /P2 +m2 —qe(L+ 0)B ~ E — %(L +o)B=FE— %(L +29)B, (4.12)
wobei wir wieder die geringe Magnetfeldstéirke ausgenutzt haben. S = /2 ist der Spin-
operator, der die beiden Komponenten der Wellenfunlgtion 1o unterscheidet, L ist der
Drehimpulsoperator. Im Fall kleiner Energien E — - 4 m geht die Gleichung in die
nicht-relativistische Pauligleichung tiber:

2
p qe

Hppui = — — —(L B. 4.13

Paul 2m Qm( +J) ( )

Der Einfluss des Magnetfeldes auf die Energie des System wird durch das magnetische
Moment g bestimmt: e
2F
Es besteht aus zwei Beitrdagen: Der eine entsteht durch den Drehimpuls des Teilchens, der
andere durch den Spin. Wir werden beide Anteile separat auswerten, um die vollstandige
magnetische Response des Systems zu erhalten.

p=p,+pg=-——(L+28). (4.14)

4.2.1 Drehimpuls

Der Drehimpuls ist das Resultat der Lorentzkraft, die im Magnetfeld auf das Teilchen
wirkt. Sie sorgt dafiir, dass elektrisch geladene Teilchen im konstanten Magnetfeld auf
Kreisbahnen laufen. In relativistischer Form lautet sie:

F, = q—;(p % B). (4.15)
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Ebenso wie die Wirkung des elektrischen Feldes miissen wir die Lorentzkraft in die
Propagation der Testteilchen integrieren. Der Drehimpuls L ist durch das Kreuzprodukt
aus Ort und Impuls gegeben. Dabei ist zu beachten, dass wir die Ortskoordinate in
Abhéangigkeit das Mittelpunktes der Kreisbahn ry, angeben miissen, da wir sonst den
Drehimpuls beziiglich des Koordinatenursprungs berechnen:

L=(r—rg) xXp. (4.16)

Da die Lorentzkraft immer zum Zentrum der Rotation hin zeigt, kann sie durch ry =

r + R-EL bestimmt werden. Der Radius der Kreisbahn ist mit der Prizessionsfrequenz

[Frl
w = £5 verkniipft. Fiir die Rotation im Magnetfeld lautet sie w = %, wobei p; der

zum Magnetfeld transversale Impulsanteil ist. Setzen wir alles in den Drehimpuls ein
erhalten wir:

~ Rqe
FL|E
p(pB) ist die Projektion des Impulses auf die Richtung des Magnetfelds. Zieht man

dies von Bp? ab, erhilt man den zum Magnetfeld transversalen Anteil des Impulses
multipliziert mit dem Magnetfeld. Ersetzen wir nun noch den Radius erhélt man

(p(pB) — Bp?). (4.17)

3

—D .
’FL| ESZ n(q) B, ( )

wobei ep der Einheitsvektor in Richtung des Magnetfeldes ist. Betrachten wir ein Mag-
netfeld, dass nur in der y-Richtung liegt, wird eg zu sign(B). Der Betrag der Lo-

rentzkraft ist durch |Fp| = @p 1 gegeben. Damit lautet der Drehimpuls, bzw. dessen
y-Komponente:
'l
L, = . 4.19
Y qeB ( )

Fiir das magnetische Moment des Drehimpulses py erhélt man:

—p?

= . 4.2
2BE (4:20)

1295
Da durch die Lorentzkraft nur die Richtung des Impulses und nicht sein Betrag gedndert
wird, sind Impulsbetrag und Energie unabhéngig vom Magnetfeld. Das bedeutet, dass
der Energiebeitrag der Lorentzkraft unabhéngig von der Feldstérke ist:

Pl Pl

ABnagr = —mB=—55pB =55

(4.21)
Theoretisch kénnten wir ihn ohne externes Magnetfeld berechnen. Wir haben allerdings
in (4.20) die Drehimpulsquantisierung vernachlissigt. Wir konnen daher nicht mit Si-
cherheit sagen, ob das magnetische Moment invers vom Magnetfeld abhédngt oder doch
ein anderes komplexeres Verhalten zeigt. Stattdessen berechnen wir den Drehimpuls L,

(4.19), quantisieren ihn und bekommen mit (4.14)) das magnetische Moment ..



KAPITEL 4. ELEKTRISCHE UND MAGNETISCHE EIGENSCHAFTEN DES
QUARK-GLUON-PLASMAS 45

4.2.2 Spin

Die andere Komponente, die zum magnetischen Moment beitragt, entsteht aus dem Spin
der Quarks, den wir bisher komplett vernachléssigt haben. Um ihn zu beriicksichtigen
fliihren wir den Spin S als weiteren Freiheitsgrad in unsere Testteilchenfunktion ([2.66))
ein:

N
Fxps = iG=(X,P,5) ~ Y 68X = X;(t))8® (P — Pi(t))6(Po — e:(1))5* (S = Si(t)).
i=1
(4.22)
Da alle Reaktionen im PHSD spinunabhéngig sind, erfolgt die einzige Wechselwirkung
des Spins iiber das Magnetfeld. Wir kénne daher den Spinanteil von der restlichen Wel-
lenfunktion abseparieren. Auf die Spinwellenfunktion wirkt nur der Anteil des Hamil-
tonoperators (4.12), der den Spinoperator enthélt:

qe
Hs =~ -0B. (4.23)

Die Spinwellenfunktion fiir ein Fermion mit Spin 1/2 ist ein 2-komponentiger komplexer

Vektor:
Ix >= T : (4.24)
i

Dabei steht <1 | 1> fiir die Wahrscheinlichkeit, dass der Spin in z-Richtung parallel
zum Magnetfeld, und <J | {> fiir die Wahrscheinlichkeit, dass der Spin in z-Richtung
antiparallel zum Magnetfeld ausgerichtet ist. Die Spinwellenfunktion ist auf 1 normiert
< x|x >=<1 | > + <! | I>= 1. Die Spinprojektionen auf die Koordinatenachsen
ergeben sich aus:

Si=5 < xlolx > (4.25)
Wir benétigen insbesondere die Projektion auf die y-Achse. Mit Hilfe des Hamilton-
operators konnen wir nun die Bewegungsgleichung fiir die Spinwellenfunktion herleiten.
Die Zeitentwicklung eines quantenmechanischen Zustandes mit einem zeitunabhéngigen
Hamiltonoperator ist durch

(1) >= U(t, to) [t (to) >= e )|y (1) > (4.26)

gegeben. Mit

(eB)*" = (B*1y + B,B, {0.,0,} + B,B.{0,,0.} + B,B. {0,,0.})" = B™1,

4.27
(¢B)*"+! = B?¢B = B?n+1|a-T§ (4.27)
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konnen wir die Exponentialfunktion in Sinus und Cosinus zerlegen und erhalten fiir den
Zeitentwicklungsoperator:

R ge <1 qe

Ult, ty) = 1*°B(t*t0):§ —(i—oB(t—t

(t,tg) = e'2m 2 n‘(ZQEU ( 0))"
S )" qe on , OB~ ()" ge on+1 (4.28)
Z o))"+ B (2n+1)!(2E (t =)

=0

B(t —t)) + zﬁ sin( = B(t — to)).

qe
—1
20s(5 B "MaE

2F
Wir verwenden diesen Operator um die Spinwellenfunktion der Quarks zu propagieren.
Ausgehend vom momentanen Zustand |y > berechnen wir dann, ob der Spin im aktu-
ellen Zeitschritt parallel oder antiparallel zum Magnetfeld ausgerichtet ist. Die zeitliche
Entwicklung der Spinprojektionen S; berechnet sich aus der Bewegungsgleichung fiir
Operatoren im Heisenbergbild . Die zum Magnetfeld parallele Komponente bleibt
konstant, wiahrend die senkrechten Komponenten um die Magnetfeldachse préazessiert.
Damit wir dennoch eine Magnetisierung im QGP erhalten, miissen wir zusétzlich Spin-
umklappprozesse einfithren. Dazu interpretieren wir 1/3 aller elastischen Kollisionen als
p-Wellen-Streuung, die mit einem Spinflip einhergeht. Um einen entsprechenden Me-
chanismus zu erhalten, betrachten wir ein einfaches nichtwechselwirkendes Spinsystem.
Im Gleichgewicht muss die Magnetisierung, also das magnetische Moment pro Volumen,
konstant sein. Daher muss auch die Anzahl an Umklappprozessen in beide Richtungen
gleich grof sein:

PT»L ny qu

= —~ =exp(—(E, — E})/T) = exp (_ﬁ) . (4.29)

mbPy =n Py = Py mr

Dabei beschreibt P die Wahrscheinlichkeit eines Spinflips und n die Besetzungswahr-
scheinlichkeit der jeweiligen Spinausrichtung. Die beiden Zustédnde sind im Gleichgewicht
beziiglich der Boltzmann-Statistik verteilt und ihr Verhéltnis ist durch die Energiediffe-
renz der beiden Ausrichtungen gegeben. Wir wéihlen unsere Spinflip-Wahrscheinlichkeiten
so, dass sie fiir ein nichtwechselwirkendes System die Gleichgewichtsbedingung re-
produzieren:

qeB

Fiir eine konstante Spinflip-Wahrscheinlichkeit P | konnte der entsprechende Gleich-
gewichtszustand numerisch reproduziert werden. Allerdings mussten dazu die Prozesse
g+ q < g vernachlassigt werden, da diese fiir etwa 10% — 20% Abweichung vom Gleich-
gewichtszustand verantwortlich waren. In der vollen Simulation wird das System noch
durch die stindige Anderung der Energie in den elastischen Kollisionen gestort.

In einem idealen Spin-System erhélt man fiir die Magnetisierung aus dem statistischen
Operator:

< g > e% — e*gﬁ
M= = =y (4.31)

€2ET -+ € 2ET
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Fiir geringe Magnetfelder verlauft die Magnetisierung proportional zum Magnetfeld. Die
Proportionalitétskonstante ist die magnetische Suszeptibilitat yg:

M = xsB. (4.32)

Da wir uns sowieso auf kleine Magnetfelder beschranken miissen, ist die Suszeptibilitéit
eine ideale Grofse um den Einfluss des Magnetfelds auf die Messung zu untersuchen.

4.2.3 Vorbereitende Simulationen im externen Magnetfeld

In diesem Abschnitt geht es um die Frage, welche Magnetfeldstarken wir in den Si-
mulationen verwenden kénnen. Wahrend das vom Drehimpuls induzierte magnetische
Moment i, unabhéngig vom Magnetfeld bestimmt werden kann, benétigen wir fiir das
Spin-induzierte magnetische Moment ;g moglichst grofe Felder, damit wir eine endli-
che Magnetisierung mit ausreichend guter Statistik erhalten. Dabei treten jedoch zwei
Probleme auf. Zum einen kénnen wir nicht zu beliebig grofen Magnetfeldern iiberge-
hen, da die gesamte Herleitung des magnetischen Moments auf der Annahme beruht,
dass die Felder klein sind. Zum anderen wird durch die Diskretisierung der Zeit dem

100'5 ‘ Energy change AE I 0,0 & 1104 o—o-04_, Spinflips
] - ~Q
103 /0/ .qé \0
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Abbildung 4.4: Prozentualer Anstieg der Energie (linke Seite) und Anzahl der Spinflips
pro Zeitschritt (rechte Seite) als Funktion der Magnetfeldstérke fiir 7' =
190 MeV und verschwindendes Quark-chemisches Potential .

System durch das Magnetfeld Energie zugefiihrt. Eigentlich verrichtet ein Magnetfeld
keine Arbeit am System, da die Lorentzkraft nur die Impulsrichtung und nicht den Be-
trag dndert. Dies kann aber mit einer diskreten Zeit nur ndherungsweise erfiillt werden,
sodass dem System in jedem Zeitschritt etwas Energie zugefiihrt wird. Die linke Seite
von Abbildung zeigt den prozentualen Anstieg der Energie iiber einen Zeitraum von
200 fm/c als Funktion des Magnetfeldes. Der Effekt potenziert sich mit steigender Feld-
stiarke. Die rechte Seite von Abbildung zeigt die Anzahl der Spinflips pro Zeitschritt
ebenfalls als Funktion der Feldstérke. Der Abfall der Kurve hat nichts mit der Anderung
der Energie zu tun. Er entsteht allein aus dem starkeren Magnetfeld und der dadurch
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Abbildung 4.5: Magnetische Suszeptibilitdt xg als Funktion der externen Magnetfeld-
starke fiir 7' = 190 MeV und verschwindendes Quark-chemisches Poten-
tial pg.

verringerten Spinflip-Wahrscheinlichkeit .

Um die Energie in der Box nicht zu stark zu verletzen, miissen wir daher kleine Felder
wahlen. Dies fiihrt allerdings zu sehr starken Schwankungen in der magnetischen Sus-
zeptibilitdt xs und zu groflen statistischen Fehlern, wie Abbildung zeigt. Hier ist die
Suszeptibilitdt ys als Funktion der Magnetfeldstérke abgebildet. Es zeigt sich allerdings
auch, dass die Suszeptibilitat, wie vermutet, anndhernd unabhéngig vom Magnetfeld ist.
Das bedeutet, der Betrag des Energiebeitrags des Spins AE,,,, ¢ steigt quadratisch mit
dem Magnetfeld an. Insgesamt ist der Energiebeitrag des Spins negativ:

AEmag,S = —XsBQ. (433)

Fiir noch kleinere Feldstdarken als in Abbildung gezeigt, steigt der Fehler auf iiber
100% an. Wir benotigen einen guten Kompromiss zwischen Energieerhaltung und ge-
ringem statistischem Fehler. Daher verwenden wir Magnetfelder zwischen eB = 25
MeV/fm und eB = 50 MeV /fm. Fiir diese Felder ist die Energie um maximal 0.4%
verletzt und die statistischen Fehler liegen in der Grofenordnung von 10%. Weiter wer-
den fiir diese Felder auch die Kontinuumswerte des durch den Drehimpuls-induzierten
magnetischen Moments p;, und der Anzahl der Spinflips reproduziert. Die Abhingig-
keit des magnetischen Moments vom Magnetfeld ist in Abbildung mit und ohne
Drehimpulsquantisierung zu sehen. Die Abbildung zeigt den Energiebeitrag durch den
Drehimpuls AE,,q.1, der auch mit quantisiertem Drehimpuls L unabhéngig vom Ma-
gnetfeld ist. Beide Kurven steigen nur gering mit der Feldstédrke an, was am Anstieg der
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Abbildung 4.6: Beitrag des Drehimpulses zur Energie AE,,,, = —urB als Funktion
der externen Magnetfeldstarke fiir 7' = 190 MeV und verschwindendes
Quark-chemisches Potential j1,. Der statistische Fehler ist so gering, dass
die Fehlerbalken innerhalb der Symbole liegen.

Energie mit der Zeit liegt. Der Beitrag des Drehimpulses ist im Gegensatz zu dem des
Spins positiv. Das filhrt dazu, dass fiir geringe Felder der Gesamtbeitrag zur Energie
AFE zunéchst positiv ist und mit steigendem Feld abfallt, bis er schlieflich negativ wird.
Insbesondere gibt es eine Feldstidrke B,, bei der sich die beiden Beitrige gegenseitig auf-
heben. Auf die Suszeptibilitdten angewendet bedeutet dies, dass die Spin-Suszeptibilitéit
positiv xg > 0 und die Drehimpuls-Suszeptibilitdt negativ y, < 0 ist. Oberhalb der
kritischen Magnetfeldstarke ist das QGP paramagnetisch, unterhalb diamagnetisch.
Abbildung zeigt den Beitrag des Drehimpulses zu Energie AE,,,, = —prB als
Funktion der Temperatur 7. Der statistische Fehler des Beitrags ist zu klein, als dass
man ihn unter den Symbolen der Messwerte noch erkennen kann. Er nimmt maximal
einen Wert von 0.1% an. Der Energiebeitrag steigt mit der Temperatur an und kann
durch die Funktion

AFE4g.1(T) = 0.29816 - (T — 95.8592)*1977 [MeV] (4.34)

mit der Temperatur T in MeV beschrieben werden. Der Beitrag des Spins bzw. die Sus-
zeptibilitat yg zeigen ein anderes Verhalten. Zwar steigen sie auch mit der Temperatur
an, allerdings nimmt der Anstieg mit der Temperatur ab, anstatt grofser zu werden. In
Abbildung ist die Suszeptibilitat xg als Funktion der Temperatur 7" zu sehen. Die
Messwerte konnen durch die Funktion
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Abbildung 4.7: Energiebeitrag des Drehimpulses AE,,q, 1 als Funktion der Tempera-

tur fiir verschwindendes Quark-chemisches Potential p,. Der statistische
Fehler ist so gering, dass die Fehlerbalken innerhalb der Symbole liegen.
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Abbildung 4.8: Suszeptibilitit yg als Funktion der Temperatur T fiir verschwindendes
Quark-chemisches Potential f4,.
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2.38671
vs(T) = 0.01736 —

(4.35)

mit der Temperatur 7" in MeV beschrieben werden. Auf die Gesamtenergie betrachtet
nimmt der prozentuale Beitrag des Spins mit der Temperatur sogar ab, wihrend der
Beitrag des Drehimpulses zunimmt. Der Zuwachs wird aber mit der Temperatur geringer.
Obwohl die beiden Funktionen die Daten im untersuchten Bereich 170 MeV < T < 250
MeV gut beschreiben, bleibt unklar, bis zu welchen Temperaturen T° > 250 MeV sie
extrapoliert werden konnen.

Der Gesamtbeitrag des Magnetfelds zur Energie des Systems (inklusive Drehimpuls und
Spin) ergibt sich aus:

AE(T,B) = AE 49.1.(T) — xs(T)B%. (4.36)

Er ist eine Funktion der Temperatur und iiber den Spin auch des externen Magnetfeldes.
Das kritische Magnetfeld B.(T"), bei dem die Wirkung des Magnetfeldes verschwindet,

ergibt sich aus AFE(T, B,) =0,
AFE,
B.(T) = | =2l (4.37)
Xs

und hat ein Minimum in der Néhe von T, bei T = 156.3 MeV (siehe Abbildung[£.9). Der
Minimalwert ist eB. pin = 0.397 GeV?. Fiir hohe Temperaturen steigt es mit eB, ~ T°/3

0,8 | ’ 1 ’ 1 ’ 1 ’ 1 ’ |
Critical magnetic field I
0,7 -
% 0,6-
9
S 051
0,4 -

- T T "~ T * T * T
140 160 180 200 220 240 260
T [MeV]

Abbildung 4.9: Kritisches Magnetfeld eB.(7T") als Funktion der Temperatur 7'
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an. Sein Wert fiir T = 250 MeV betrigt eB, = 0.769 GeV?. Das Minimum am Phasen-

ibergang entsteht aus der Abhangigkeit von AFE,,.4 1, ~ %. Die funktionale Abhéngig-
keit ist der Scherviskositét 7 ~ %g—z sehr dhnlich [20]. Auch sie zeigt ein Minimum nahe
der kritischen Temperatur, was dadurch entsteht, dass das Verhéltnis zwischen Impuls
und Energie klein wird.

Wir vergleichen nun die Stéarke des kritischen Magnetfeldes e B, mit denen in Schwerio-
nenkollisionen. In Ref. [43] wurden die maximal erreichbaren Feldstérken fiir Gold-Gold
Kollsionen bei RHIC-Energien berechnet. Fiir Energien von /s = 200 GeV erhélt man
ein maximales Feld von eB = 8.7-102 GeV?. Dies ist nicht einmal ein viertel des mini-
malen kritschen Magnetfeldes. Wir konnen daher schliefsen, dass sich das QGP in allen
bisher durchfiihrbaren Schwerionenkollisionen diamagnetisch verhalt. Dieses Ergebnis ist
konsistent mit Gitter-QCD-Simulationen [19].

4.3 Endliches chemisches Potential

Bisher haben wir alle Rechnungen bei verschwindendem Quark-chemischen Potential
ftq durchgefiihrt. Wir werden nun den Einfluss eines endlichen Quark-chemischen Po-
tentials j1, untersuchen. In der PHSD Simulation miissen wir nichts verdndern, da alle
entscheidenden Grofen iiber die lokale Energiedichte parametriert sind. Es dndert sich
nur die Initialisierung. Um das Potential zu beriicksichtigen miissen in der laufenden

Kopplung (2.80) die Temperatur durch die effektive Temperatur 7% = /T2 4 p2/n?

140 T———1——1—
1,38 - Quarkdensity I

1,36 1 @ DQPM
1,344 — Fit

1,321
1,301
1,28-
1,26 -
1,244
1,221

3
n .. [fm’]

T=200 MeV I

0 | 2I0 | 4I0 | 6I0 | 8I0 | 1(I)0
u, [MeV]

Abbildung 4.10: Quark+Antiquark-Dichte als Funktion des Quark-chemischen Poten-
tials p, fiir 7' = 200 MeV.
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ersetzt und in (2.76|- das Potential beriicksichtigt werden. Dadurch wird die Masse
der Teilchen leicht erhoht. Fiir T' = 170 MeV steigt die Masse fiir p, = 100 MeV um
1.8% im Vergleich zu verschwindendem Quark-chemischem Potential an. Viel wichtiger
ist hingegen das chemische Potential in (2.85). Hier sorgt es dafiir, dass mehr Quarks
als Antiquarks im System vorhanden sind. Fiir die elektromagnetischen Observablen ist
jedoch die Unterscheidung zwischen Teilchen und Antiteilchen nicht wichtig, wenn das
Gesamtsystem ladungsneutral ist. Die Gesamtladung des Systems dndert sich durch das
Quark-chemische Potential nicht, lediglich die Gesamtanzahl der geladenen Teilchen im
System. Diese steigt mit dem Quark-chemischen Potenial an. Abbildung zeigt die
totale Quarkdichte als Funktion des Quark-chemischen Potentials y, fiir 7' = 200 MeV.
Der Anstieg der Dichte lédsst sich sehr gut mit einer Parabel beschreiben:

Ngrq(Ty 1) = ngrq(T) - (1 + ap). (4.38)

Wenn mehr Teilchen im System sind, hat dies auch einen Einfluss auf die Obervablen.
Wir erwarten daher, dass sie auch mit der Teilchenzahl anwachsen. In Abbildung
ist der Einfluss des Quark-chemischen Potenials auf die Leitfdhigkeit, bzw. oo/T), fiir
T = 200 MeV dargestellt. Die Werte konnen ebenfalls mit einer Parabel beschrieben
werden. Auch bei allen anderen Temperaturen lésst sich der Anstieg sehr gut durch einen

T T T X T X T X T T T
0,058 Electric conductivity I
0,056 -
0,054 -
fo
~
b 0,052
0,050 -
0,048 - T=200 MeV I
| ! | ! | ! | ! | ! |
0 20 40 60 80 100
K, [MeV]

Abbildung 4.11: 0(/T als Funktion des Quark-chemischen Potentials p, fiir 7' = 200
MeV.

Korrekturfaktor (1+a,ug) beschreiben. Dasselbe Verhalten zeigt sich auch fiir die magne-
tischen Momente p;, und pg. Abbildung zeigt den Energiebeitrag des Drehimpulses
AFE,q¢,r, und Abbildung die Suszeptibilitat xg als Funktion des Quark-chemischen
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Potentials 1i,. Auch hier lassen sich die Daten gut durch eine Parabel beschreiben. In
beiden Abbildungen wurde der statistische Fehler vernachlassigt. Im Beitrag des Dreh-
impulses ist er zu gering, als dass man ihn noch unter den Symbolen erkennen konnte, in
der Suszeptibilitiit ist er hingegen grofer als die Anderung mit dem Quark-chemischen
Potential. Die Datenpunkte weisen aber trotzdem auf eine quadratische Abhangigkeit

hin.
170 1 L] 1 L] I T T T T T T
Energy change AE L I
> @ PHSD
% 160 Fit
o
=
&
LﬂE
150 -
<
T=200 MeV I
140 T T T T T T 1
0 20 40 60 80 100
u, [MeV]

Abbildung 4.12: Energiebeitrag des Drehimpulses AE,,,,; als Funktion des Quark-
chemischen Potentials p, fir 7' = 200 MeV. Der statistische Fehler
ist so gering, dass die Fehlerbalken innerhalb der Symbole liegen.

Wir kénnen aus der Skalierung der einzelnen Grofen schlieffen, dass sich der Einfluss des
endlichen Quark-chemischen Potentials hauptséchlich aus dem Anstieg der Quarkdichte
erkléren lasst. Wir beschreiben die j1,-Abhéngigkeit der drei untersuchten Grofen jeweils
durch einen Korrekturfaktor (1 + a,(7T)p2). Die Gréhen a,(T') sind dabei wiederum eine
Funktion der Temperatur. Sie fallen mit der Temperatur ab, da bei steigender Tempe-
ratur der Einfluss des Quark-chemischen Potentials auf die Quarkdichte geringer wird.
Im Fall der Leitfihigkeit kann diese Temperaturabhingigkeit durch a,,(T) = ¢y /T?
beschrieben werden. In Abbildung ist ¢,, in Abhéngigkeit der Temperatur 7" dar-
gestellt. Der beste Fit ergibt c¢,, = 0.46. Auf die gleiche Art und Weise verfahren wir
auch bei den drehimpulsabhédngigen Grofen. Hier ldsst sich diese Naherung allerdings
erst fiir Temperaturen 7" > 190 MeV anwenden. Fiir kleinere Temperaturen féllt c,
ab und ist keine Konstante mehr. Abbildung zeigt ¢y, fiir den Temperaturbereich
190 MeV < T < 250 MeV. Der beste Fit liefert ¢;, = 0.57. Verfahren wir genauso fiir
die spinabhéngigen Groften, erhalten wir cg = 0.49. Dieser Wert ist allerdings aufgrund
der grofsen statistischen Fehler der Suszeptibilitidt y s nur unter Vorbehalt zu betrachten.



KAPITEL 4. ELEKTRISCHE UND MAGNETISCHE EIGENSCHAFTEN DES

QUARK-GLUON-PLASMAS 55
0,011 | ' | ' | ' | ' | ' |
Susceptibility I
0,010
@ PHSD
—— Fit
0,009 -
n
=
0,008 -
0,007 -
T=250 MeV I
03006 | ! | ! | ! | ! | ! |
0 20 40 60 80 100
K, [MeV]

Abbildung 4.13: Suszeptibilitdt xg als Funktion des Quark-chemischen Potentials y, fiir
T = 250 MeV.

Auch er wurde nur in dem Temperaturbereich 190 MeV < T' < 250 MeV bestimmt, da
der Korrekturfaktor cg fiir 7 < 190 MeV nicht durch eine 7~2-Abhéngigkeit beschrieben
werden kann.

Wir haben die magnetischen Momente pg und pp, bzw. die magnetfeldunabhéngigen
Grofen xg und AE,,q, 1, und die elektrische Leitfahigkeit oy fiir den Temperaturbereich
170 MeV < T < 250 MeV und endliches Quark-chemisches Potential p, < 100 MeV
bestimmt. Die spinabhéngigen Grofsen zeigen ein paramagnetisches, die drehimpulsab-
hédngigen Grofen ein diamagnetisches Verhalten. Es gibt ein kritisches Magnetfeld B.,
fiir das sich die beiden Beitrdge gegenseitig aufheben. Die dafiir notigen Feldstarken
kénnen aber in den heutigen Experimenten noch nicht hergestellt werden. Fiir endliches
Quark-chemisches Potential skalieren die drei Gréfen wie die Quarkdichte.
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Abbildung 4.14: Korrekturfaktor ¢, fir oo/7 fiir endliches Quark-chemisches Potential
ttq als Funktion der Temperatur 7.
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Abbildung 4.15: Korrekturfaktor c;, fiir AE,,,4 1, fiir endliches Quark-chemisches Poten-
tial p4 als Funktion der Temperatur 7.



5 Zusammenfassung und Ausblick

Wir haben in dieser Arbeit die Wirkung von konstanten elektromagnetischen Feldern
auf das Quark-Gluon-Plasma mit dem Parton-Hadron-String-Dynamics Modell unter-
sucht. Zunéchst haben wir die Methode der Nichtgleichgewichts-Greensfunktionen vor-
gestellt und daraus Transportgleichungen abgeleitet, die es erlauben, Teilchen mit endli-
cher Breite durch die Testteilchenmethode zu propagieren. Anschliefsend haben wir das
Dynamical-QuasiParticle-Model vorgestellt um das QGP im Gleichgewicht zu untersu-
chen, da thermodynamische Grofen wie Entropiedichte, Energiedichte und Druck an
Resultate aus Gitter-QCD-Rechnungen gefittet wurden (siehe Abbildung und [2.4).
Die Kombination der Testteilchenmethode mit dem DQPM liefert schlieflich die partoni-
sche Dynamik des PHSD Modells. Dieses Transportmodell ermdglicht die Untersuchung
des QGP auch auferhalb des thermodynamischen Gleichgewichts und ist in den letz-
ten Jahren erfolgreich fiir relativistische Schwerionenreaktionen und die Berechnung von
Transportkoeffizienten eingesetzt worden [11], 18] 20} 27, 4T, 42].

In Kapitel [3] haben wir kurz die praktische Durchfiihrung von Transportsimulationen
besprochen und sind auf die Besonderheiten in der Simulation von ,junendlicher par-
tonischer Materie eingegangen. Weiter haben wir ein vereinfachtes Modell fiir die ha-
dronische Dynamik vorgestellt, welches stabile Simulationen an der QCD-Phasengrenze
ermoglicht. Zu diesem Zweck haben wir ein hadronisches Wechselwirkungspotential aus
Gitter-QCD-Daten bestimmt. Fiir die Zukunft planen wir eine selbstkonsistente Berech-
nung der hadronischen Potentiale um das Modell weiter zu verbessern und belastbare
Simulationen an der Phasengrenze durchfiihren zu kénnen.

Der Hauptaspekt dieser Arbeit liegt auf der Response des QGP auf elektromagnetische
Felder. Um die Wirkung von Magnetfeldern zu untersuchen, haben wir zunéchst das
PHSD Modell um Spinfreiheitsgrade erweitert. Dann haben wir die elektrische Leitfa-
higkeit og, die Spin-Suszeptibilitdt ys und den Beitrag des Drehimpulses zur Energie des
Systems AE,,q4 1, untersucht. Diese Grofen sind, zumindest fiir kleine Felder, von deren
Starke unabhéngig. Wir haben die Abhéngigkeit dieser Grofen von der Temperatur T
und dem Quark-chemischen Potential j, im Bereich von 170 MeV < T' < 250 MeV und
g < 100 MeV untersucht. Es hat sich gezeigt, dass alle drei Grofen mit der Temperatur
anwachsen. Wihrend der Ansteig der Suszeptibilitat mit der Temperatur schwéicher wird,
steigt er fiir die anderen beiden Grofen an. Die Leitfahigkeit skaliert im untersuchten
Bereich mit 72, die Suszeptibilitit mit 7! und der Energiebeitrag des Drehimpulses mit
T?82 Es hat sich weiter gezeigt, dass das QGP in allen gegenwiirtigen Schwerionenkolli-
sionen diamagnetisch sein sollte. Erst ab Magnetfeldern von mindestens eB > 0.4 GeV?
wird es paramagnetisch.

Die Auswirkung von endlichem Quark-chemischem Potential p, ist fiir alle drei Gréfen
dhnlich. Sein Einfluss kann immer durch einen Korrekturfaktor (1 + c,u7/T?) beschrie-
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ben werden. Dies liegt priméar am Anstieg der Teilchenzahl, die ebenfalls quadratisch
mit dem Quark-chemischen Potential anwéchst.

Da man das QGP im Experiment nicht in hohen konstanten Feldern erzeugen kann,
besteht der néchste Schritt in der Untersuchung der Response des Systems auf zeitab-
hangige elektromagnetische Felder. Von besonderem Interesse sind dabei Felder, die mit
denen in Schwerionenkollisionen vergleichbar sind.
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