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Kapitel 1

Zahlen und Rechenregeln

1.1 Der Aufbau des Zahlensystems

1.1.1 Die Menge der natiirlichen Zahlen N

Die natiirlichen Zahlen werden zum Zé&hlen benutzt. Die Menge der natiirlichen Zahlen wird mit N
bezeichnet:

N=1{1,2,3,4,...}.
Die natiirlichen Zahlen lassen sich auf einem Zahlenstrahl anordnen:

| | | | |
I I I I I

1 2 3 4 )

Manchmal betrachtet man auch die Menge der natiirlichen Zahlen zusammen mit der Zahl Null:
Nu{0} ={0,1,2,3,4,...}.

Wir listen nun die wichtigsten Eigenschaften der Menge N auf.

Eigenschaften:

1) Die Menge der natiirlichen Zahlen N enthélt unendlich viele Elemente.

2) Auf der Menge N hat man die Operationen Addition und Multiplikation. Addiert oder multipli-
ziert man zwei natiirliche Zahlen, so ist das Ergebnis wieder eine natiirliche Zahl. Man sagt: N
ist abgeschlossen beziiglich der Addition und der Multiplikation.

3) Auf der Menge N hat man eine Ordnung a < b, welche der Anordnung am Zahlenstrahl entspricht.
Wir schreiben weiter:

a < b, wenn a < b oder a = b,
a>b, wenn b < a,

a > b, wenn a > b oder a = b.

1.1.2 Die Menge der ganzen Zahlen Z

Betrachten wir eine Gleichung der Form
a+xr=>b mit a,beN.

Eine solche Gleichung ist nicht immer in der Menge N losbar. Zum Beispiel gibt es fiir a = 5, b = 2
kein z € N mit 5 + x = 2. Damit jede solche Gleichung lésbar ist, brauchen wir eine Erweiterung der
Menge der natiirlichen Zahlen, ndmlich die negativen ganzen Zahlen und die Zahl Null.



Die durch diese Erweiterung entstandene Menge ist die Menge der ganzen Zahlen. Diese wird mit
Z bezeichnet:
Z={...,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,...}.

Der Zahlenstrahl wird durch die Hinzunahme der negativen Zahlen und der Zahl Null zur Zahlengeraden
erweitert:

Die Menge Z erfiillt folgende Eigenschaften.

Eigenschaften:

1) NC Z.

2) Addiert, subtrahiert oder multipliziert man zwei ganze Zahlen, so ist das Ergebnis wieder eine
ganze Zahl. Die Menge Z ist also beziiglich der Addition, der Subtraktion und der Multiplikation
abgeschlossen.

3) Auf der Menge Z hat man die ,,<“~Relation, welche der Anordnung an der Zahlengeraden ent-
spricht.

Fiir die Multiplikation positiver und negativer Zahlen gelten folgende Rechenregeln.

Rechenregeln:
1) (—a)-b=a-(-b) = —ab.
2) (—a)-(=b) = ab.

1.1.3 Die Menge der rationalen Zahlen Q

Betrachten wir eine Gleichung der Form
a-r=5b mit a,beZ, a#0.

Eine solche Gleichung ist nicht immer in der Menge Z l6sbar. Zum Beispiel gibt es fiir a =2, b =5
kein x € Z mit 2 - x = 5. Damit jede solche Gleichung losbar ist, brauchen wir eine Erweiterung der
Menge der ganzen Zahlen: Briiche, d.h. Quotienten der ganzen Zahlen.

Die durch diese Erweiterung entstandene Menge nennt man die Menge der rationalen Zahlen und
bezeichnet sie mit Q. Die Menge Q besteht aus Quotienten zweier ganzen Zahlen:

@Z{Z:nqeﬂ q#O}-

Insbesondere ist Z C Q, d.h. jede ganze Zahl ist auch eine rationale Zahl, da wir eine ganze Zahl n € Z
als Bruch n = 7 darstellen konnen.

Es ist anzumerken, dass jede rationale Zahl viele verschiedene Darstellungen hat (sogar unendlich
viele). So gilt zum Beispiel % = % = % = :—2 USwW., %3 = _%1 = %6 usw., 2 = % = % usw. Wir miissen
also entscheiden kénnen, welche Briiche dieselbe rationale Zahl darstellen.

Zwei Briiche % und ‘Z—; mit aq, ao, b1, bo € Z,b1,bs # 0, sind gleich, wenn
a1b2 = (Igbl.

Ein Ubergang zwischen verschiedenen Darstellungen der gleichen Bruchzahl kann durch Erweitern oder
Kiirzen realisiert werden:



. a a-k
Erweitern: Tk (a,b,k € Z, b,k #0).
Kirzen: K% (b keZ bk £0)
tlirzen: o @b , b, .

Bemerkung: Bei der Darstellung rationaler Zahlen geniigt es, die Nenner ¢ € N zu betrachten. D.h.
Q:{]q):pEZ, qu}.

Fiir die Menge Q gelten folgende Eigenschaften.

Eigenschaften:
1) NCczZcQ.

2) Die Menge Q ist abgeschlossen beziiglich der Grundrechenarten (Addition, Subtraktion, Multi-
plikation, Division). Dabei ist die Division durch Null nicht erlaubt.

3) Auf der Menge Q gilt die ,,<“~Relation:

a a
bil < b727 wenn  ai1by < agby (al,agez,bl,bgeN).

1 2
4) Zwischen zwei verschiedenen rationalen Zahlen liegen unendlich viele weitere rationale Zahlen.

Rechenregeln fiir Briiche:

Fiir beliebige Briiche %’ ‘;—; mit a1, a9, by,bs € Z, by, by # 0, gilt:

1) —+ =
) by b by
ar |, az  aibs £asby S . . .
2) ™ + . = B ST S Dabei heifit der Ausdruck b;by ein gemeinsamer Nenner der Briiche.
1 2 102
al a9 ai1an
3) —.—= .
) b1 by 1)

a; a2 a; by )
4) —: =2 =—.=2=_—"—=f3ll 0.
) by by by ay  biay’ alls az #

Wir betrachten nun einige Beispiele hierzu.

Beispiele:
1)2 i:2~2—|—5:g.
7 14 14 14
2.6 _ 20 0
7T 14 7-14 49
2,0 2 20 2
7T 14 7.6 3 3
4) 1-— uu (mit u # —1)
I-aa
- - 4 —1- =l-u-(u+1)=1—-u*—u.




5) (mit @ # —3)
a+%
:b(a+%)—%(a+%) _ (b—23)(a+3) 1
a—i—% a—i—% 2

1.1.4 Die Menge der reellen Zahlen R

Auf der Zahlengeraden konnen Zahlen konstruiert werden, die keine rationalen Zahlen sind. Zum
Beispiel ist die Lange der Diagonale eines Quadrates mit der Seitenlédnge 1 nicht rational, d.h. sie lasst
sich nicht in der Form % mit p,q € Z, q # 0, darstellen. (Diese Zahl kann man als v/2 schreiben, was
aus dem Satz des Pythagoras folgt.) Ein weiteres Beispiel ist die Kreiszahl 7, der Halbumfang des
Kreises mit Radius 1. Auch diese Zahl ldsst sich nicht in Form eines Bruches schreiben.

Die Tatsache, dass die Menge der rationalen Zahlen nicht die gesamte Zahlengerade ausfiillt, kann
man mathematisch so ausdriicken: Die Menge der rationalen Zahlen ist nicht vollstindig.

Alle auf der Zahlengeraden darstellbaren Zahlen heifen reelle Zahlen. Die Menge aller reellen Zahlen
bezeichnet man mit R.

Die genaue Konstruktion der Menge R ist sehr kompliziert, man bendtigt Methoden der Analysis,
welche nicht zum Schulstoff gehoren. Auf diese Konstruktion wird hier verzichtet.

Eine reelle Zahl, welche nicht rational ist, heifst irrational.

Alle reellen Zahlen lassen sich als (endliche oder unendliche) Dezimalbriiche darstellen. Unter einem
Dezimalbruch verstehen wir eine mit einem Vorzeichen + oder — versehene endliche oder unendliche
Folge von Dezimalziffern 0,1, ...,9. Rationale Zahlen sind genau endliche oder unendliche periodische
Dezimalbriiche (wobei man einen endlichen Dezimalbruch als einen unendlichen periodischen Dezi-
malbruch mit der Periode 0 auffassen kann). Irrationale Zahlen sind unendliche, nicht periodische
Dezimalbriiche.

Darstellung von rationalen Zahlen als Dezimalbriiche

Der Ubergang von einem Bruch zu einem Dezimalbruch wird durch schriftliche Division realisiert. Wir
erlautern das Vorgehen anhand von Beispielen.

1) % = 0,25 = 0,250
1 :4=025
0
10
8
20
20
0



W

1 :3=0,333...

10
9
10 — Beginn der Periode
9
1

3 __
3) = 0,27
3 :11=0,2727...
0
30
22
80
urd
3 — Beginn der Periode

Der Ubergang von einem Dezimalbruch zu einem Bruch wird durch den folgenden Trick realisiert,
welchen wir hier anhand von Beispielen vorstellen.

1) 0,7 =7
x = 0,77777...
10z = 7,77777...
9 = 7
L T
9
2) 0,4536 = ?
x = 0,45363636...
100x = 45,36363636...
99z = 44,91
9900z = 4491
Lo 4491 499
9900 1100
3) 0,9 =7
z = 0,9999...
10z = 9,9999...
92 = 9
9
= —=1
v 9



Bemerkung:

Wir haben oben gesehen, dass die Zahl 1 zwei verschiedene Darstellungen als Dezimalbruch besitzt:
1 =0,9. Das gilt fiir alle endlichen Dezimalbriiche. So ist z.B. 0,3 = 0,29. In der Tat,

r = 0,29999...
10z = 2,99999...
9r = 2,7
90x = 27
27 3

Eigenschaften der reellen Zahlen:

)

5)

6)

NCcZcQcCR

Die Menge R fiillt die gesamte Zahlengerade aus. Die Menge R kann nicht in aufzdhlender Form
dargestellt werden.

Zwischen zwei verschiedenen reellen Zahlen liegen unendlich viele weitere reelle Zahlen.

Jede irrationale Zahl ldsst sich durch rationale Zahlen beliebig gut approximieren (annéhern).
So gilt beispielsweise fiir die Zahl 7

3<m <4
3,1 <m<3,2
3,14 <7 < 3,15
3,141 < 7w < 3,142

und so weiter.

Die Menge R ist abgeschlossen beziiglich der Grundrechenarten (Addition, Subtraktion, Multi-
plikation und Division).

Auf der Menge R gilt die ,<“~ Relation.

Rechnen mit reellen Zahlen

Fiir alle reellen Zahlen a, b, ¢ € R und die Operationen Addition und Multiplikation gelten die folgenden
Grundregeln:

1

)
2)
)
)

a+b="b+ a (Kommutativitdt der Addition).
(a+b)+c=a+ (b+c) (Assoziativitdt der Addition).
Fiir die Zahl 0 € R und jede reelle Zahl a € R gilt 0 + a = a (Nullelement).

Zu jeder Zahl a € R gibt es eine Zahl —a € R (die Gegenzahl), so dass a + (—a) = 0 (inverses
Element bzgl. der Addition).

ab = ba (Kommutativitat der Multiplikation).
(ab)e = a(be) (Assoziativitdt der Multiplikation).
Fiir die Zahl 1 € R und jede reelle Zahl a € R gilt 1a = a (Einselement).

Zu jeder Zahl a € R, a # 0, gibt es eine Zahl a=! = 1 (den Kehrwert) mit aa™' = 1 (inverses
Element bzgl. der Multiplikation).

a(b+ ¢) = ab+ ac (Distributivitét).



Diese Grundregeln heifen die Korperaziome fiir den Zahlenkiorper der reellen Zahlen.

Alle weiteren Rechenregeln lassen sich aus diesen Kérperaxiomen herleiten. So gilt beispielsweise
das zweite Distributivgesetz. Zur Herleitung werden das Distributivgesetz wie in 9) sowie dreimal die
Kommutativitidt der Multiplikation benutzt:

(a+b)c=c(a+b) =ca+cb=ac+ bc.
Die Subtraktion ist definiert als die Addition der Gegenzahl:
a—b=a+(-b), abeR.

Die Division ist definiert als die Multiplikation mit dem Kehrwert:

%:aw% a,beR, b#£0.

Im Zahlensystem der reellen Zahlen sind die beiden Gleichungen
a+x=>b, a,beR,

und
ar=>5b, a,beR, a#0,

16sbar.

Beispiele fiir das Rechnen mit Termen:
1) 21la(—4b) + (—9b)(—2a) = —84ab + 18ab = —66ab.
2) Sl +2x—y—3(x—y) +4(x —y) — 2z]
= 5[z + 2z — 2y — 6x + 6y + 4z — 4y — 2]
= 5[—z 4 Oy] = —bx.

2 +y)+3r+4y—y 2x+2y+3x+3y  Sr+5y Sz +y)
5 - 5 5 5

3) =z+y.

Sehr niitzlich sind die sogenannten binomischen Formeln:
1) (a+0b)? = a%+ 2ab+ >
2) (a—b)? = a? —2ab+ b2
3) (a+b)(a—0b)=a®—-0b>

Diese kénnen insbesondere beim Faktorisieren niitzlich sein, wie das unten angegebene Beispiel
zeigt.

Beispiel:

(a? — b*)2(a + b)3
(a —b)2(ab+ b2)

lla=b)(a+b)P(a+b)?  (a—b*(a+b)® (a+b)*

(mit b # 0,a # +b)

(a —0)2b(a+b) (a —b)?b(a + b) b

1.2 Elemente der Mengenlehre

1.2.1 Der Mengenbegriff

Unter einer Menge verstehen wir eine Zusammenfassung von wohlunterscheidbaren, bestimmten Ob-
jekten (Elementen) unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen.



Beispiele:
1) Die Menge aller im Hoérsaal anwesenden Personen.
2) Die Menge aller natiirlichen Zahlen.

3) Die Menge der Buchstaben des Wortes ,Mathematik*.

Das Wort ,wohlunterscheidbar” bedeutet, dass geklért wird, was als gleich und was als verschieden
anzusehen ist. So sind z.B. 0,5 und % gleich als Zahlen, aber unterschiedlich, wenn man Schreibweisen
betrachtet. Ein anderes Beispiel ist die Beachtung bzw. die Nichtbeachtung der Grofs- und Kleinschrei-
bung: So sind M und m im ersten Fall verschieden und im zweiten Fall gleich.

Das Wort ,bestimmt” bedeutet, dass bei jedem Element eindeutig entscheidbar ist, ob es zur Menge
gehort oder nicht.

Schreibweise:

Ist « ein Element der Menge M, so schreibt man: x € M.

Ist « kein Element der Menge M, so schreibt man: x ¢ M.
Die Menge, die keine Elemente enthélt, heift leere Menge. Die leere Menge wird als () oder {} bezeichnet.

Man kann Mengen in aufzihlender Form oder in beschreibender Form angeben. Dies erldutern wir
anhand von folgenden Beispielen.

Beispiele:
1) Beschreibend: N = {z : x ist eine natiirliche Zahl}. Aufzdhlend: N = {1, 2, 3, 4,... }.

2) Beschreibend: M = {z : z ist ein Buchstabe im Wort ,Mathematik*}.
Aufzidhlend: M = {m, a, t, h, e, i, k}.

3) Beschreibend: A = {n € Z : n ist gerade} = {2n: n € Z}.
Aufzéhlend: A ={...,—4,-2,0,2,4,6,...}.

Im letzten Beispiel ist Z die sog. Grundmenge. Eine Menge in beschreibender Form wird oft angegeben
als die Menge aller Elemente einer Grundmenge, fiir die bestimmte Eigenschaften gelten.

1.2.2 Mengenrelationen

Zwei Mengen A und B heifsen gleich, wenn jedes Element von A auch Element von B ist und jedes
Element von B auch Element von A ist. Sind zwei Mengen A und B gleich, so schreiben wir A = B.

Beispiel:
{1,7,4,3} ={1,3,4,7}.

Eine Menge A heifit Teilmenge einer Menge B, wenn jedes Element von A auch Element von B ist.
In diesem Fall werden die Schreibweise A C B oder manchmal auch die Schreibweise A C B verwendet.

Ist dabei A # B, so heilt A echte Teilmenge von B . Die Bezeichnung A C B wird oft nur fiir
echte Teilmengen verwendet.

Die leere Menge ist eine Teilmenge jeder Menge: ) C M. Jede Menge ist eine Teilmenge seiner
selbst: M C M.



Beispiele:
1) {1,2,3} € {1,2,3,5,7}, das ist auch eine echte Teilmenge: {1,2,3} C {1,2,3,5,7}.
2) {1,2,3} C {1,2,3}.
3) {1,2,4} ¢ {1,2,3,5,7}.
1) 0 c{1,2,3}.

1.2.3 Mengenoperationen

Die Schnittmenge A N B zweier Mengen A, B besteht aus allen Elementen, die sowohl in A als auch
in B liegen:
ANB={z:2z€ Aund z € B}.

Die Vereinigungsmenge bzw. die Vereinigung AU B zweier Mengen A, B besteht aus allen Elemen-
ten, die in A oder in B liegen:

AUB ={z:2 € Aoder x € B}.

Dabei ist ,oder” ein einschliefendes Oder in dem Sinne, dass x in A oder in B oder auch in beiden
Mengen liegt.

Die Komplementirmenge bzw. das Komplement A einer Menge A bzgl. einer Grundmenge G ist
die Menge aller Elemente der Grundmenge G, die nicht in A liegen:

A={zeG:x¢ A}

Die Differenzmenge bzw. die Differenz A\ B der Mengen A, B besteht aus allen Elementen, die
in A, aber nicht in B liegen:
A\B={z:xz € Aund x ¢ B}.
Mengen werden oft anhand von sog. Venn-Diagrammen veranschaulicht. Die Venn-Diagramme
unten zeigen die vier oben besprochenen Mengenoperationen.

Abbildung 1.1: Von links nach rechts: AU B, AN B, A\B.



G

Abbildung 1.2: Komplementmenge A mit zugehdriger Grundmenge G.

Beispiel:

Wir betrachten die Mengen A = {1,4,7,8} und B = {1,2,7,9} in der Grundmenge G = {1,2,...,9}.
Es gilt:

ANB={1,7}, AUB=1{1,2,4,7,8,9},
A=1{23,5,6,9}, B ={3,4,5,6,8},
A\ B = {4,8}, B\ A={29}.

1.3 Intervalle

Intervalle sind spezielle Teilmengen der Menge der reellen Zahlen R.
Seien a,b € R. Erst definieren wir endliche Intervalle. Diese haben verschiedene Typen:

abgeschlossen: [a,b] = {z € R:a <z < b},
offen: (a,b) =Ja,b[={r € R:a < x < b},
halboffen: (a,b] =la,b] = {x € R: a <z < b} sowie
[a,b) = [a,b[={z € R:a <z < b}.
Ahnlich definiert man unendliche Intervalle:

(—00,a) ={z €R: 2 < a},
(—00,a] = {z €R:z < a},
(a,00) = {z €R: 2 > a},
[a,00) = {z €R: 2 > a},
(—o0,00) = R.

Dabei sind ,,(—oo* und ,,00)*“ Symbole, die bedeuten, dass die Menge nach links bzw. nach rechts
unbeschrankt ist.
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Beispiele:
1) 2,3|={zeR:2<x<3}, [2,2]={2}, [3,2]=0.
2) (—2,4)={reR:-2<x<4}

3) [-1,3)={reR:-1<uz <3}

4) (—00,3]={zeR:2<3}, (-2,0)={zeR:z> -2}

Folgende Beispiele illustrieren Mengenoperationen, angewendet auf Intervalle.

Beispiele:

1) (1,5)N(4,6) = (4,5),

2) (1,5)N[4,6] = [4,5),

3) (1,5)N{4,6} = {4},

4) (1,5)U (4,6) = (1,6),

5) (1,5)\ (4,6) = (1,4],

6) (1,5)\1[3,7] = (1,3),

7) (1,5) = (—o0,1] U [5,00),

8) (1,5) NN =1{2,3,4},

9) IR\ (_1700) = (—OO, —1]7
10) (—o00,3)U[2,00) =R
1.4 Betrag

Der Absolutbetrag bzw. der Betrag einer Zahl a € R ist definiert durch die Formel

al a, falls a > 0,
al| =
—a, falls a<0.

Beispiele:

2/=2, | -7 =17, [0]=o0.

Geometrische Interpretation des Betrags

Der Betrag |a — b| ist der Abstand zwischen den Punkten a und b auf der Zahlengeraden:

|a — 0|

Insbesondere ist |a| der Abstand des Punktes a vom Nullpunkt:

lal |al

11



Eigenschaften des Betrags:
Fir a,b € R gilt:

1) la| >0 und (Ja| =0 < a=0).

2 _
lab| = [a] - [b].

)
) | —al=lal
3)
)

4) |a+0b| < |a| + |b| (Dreiecksungleichung).

Die ersten drei Regeln diirfen klar sein. Wir erlautern nun die vierte Regel (die Dreiecksunglei-
chung). Wir unterscheiden zwischen zwei Fillen.

1. Fall: Haben a und b das gleiche Vorzeichen, so gilt |a + b| = |a| + [b],
zB. |24+3| =12+ [3|und | —2-3| =] —2|+ |- 3]
Das folgende Bild illustriert diese Situation:

+a +b

o+ -
S+ ¥
IS
+
S

2. Fall: Haben a und b verschiedene Vorzeichen, so gilt |a + b| < |a| + |b],
2B. |23/ =|-1=1<[2/+|3| =5.

Diese Situation wird auf folgendem Bild veranschaulicht:

+b

|
I
a+b 0 a

Die Menge M = {z € R : |z — a|] < d} besteht aus allen Zahlen x € R, die von Punkt a héchstens
den Abstand d haben:

a—d a a+d
Es gilt also
M={zeR:|x—a|<d}=]a—d,a+d.

Ungleichungen dieser Form kommen oft in den Naturwissenschaften und in der Statistik vor. Unglei-
chungen mit den Ungleichhietszeichen <, > und > konnen &hnlich betrachtet werden.

In folgenden Beispielen bezeichnet L jeweils die Losungsmenge der jeweiligen Ungleichung.
Beispiele:

) el <2, L=[-22]

2) |lx—3] <1, L=]2.4].
3) |z+4| <2. Wir schreiben diese Ungleichung um als |z — (—4)| < 2. Es gilt also L = (-6, —2).
"

|t —3|>7, L= (—o00,—4]U][10,00).
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1.5 Das Summenzeichen

Das Summenzeichen ist eine Abkiirzung fiir lange Summen oder eine Schreibweise fiir Summen, in
denen die Anzahl der Summanden von Parametern abhéngig ist. Als erstes Beispiel betrachten wir die
Summe

142434 4+10=>) k.

k heift hier der Summationsindexr. Auch andere Buchstaben wie z.B. i, j, £, n, m usw. werden oft in
der Rolle des Summationsindexes verwendet. Im unseren Beispiel sind 1 die untere Summationsgrenze
und 10 die obere Summationsgrenze. Der Summationsindex k lauft {iber alle ganzen Zahlen beginnend
mit der unteren Summationsrgenze bis zur oberen Summationsgrenze.

Beispiele:
n
1) Y j=14+2+3+..+n
j=1

3
2 3 1 2 3
2 420
)Z 1 1+1+2+1+3+1 273" :

n:l
k

3) Zai:a0+a1+...+ak.
=0
4

4) > (2n)=2+4+6+8.
n=1

5) Die Summenzeichen kann man aneinander reihen:

DI ZWZWZMZ?]

1=0 j=—1 j=-1 j=—2 j=-3
:20+(2*1+20+22)+(2*2+2*1+20+21+22)+(2*3+2*2+2*1+20+21+22+23).

1kl

1 0 1
6) Z Zsin(kj Zsm )+ Zbln )+ Z(:)sin(j)

k=—1j=0 —
= sin(0) + sin(—1) + sin(0) + sin(0) + sin(1) = 0.

n
7) Es kann auch passieren, dass alle Summanden gleich sind: Z 1=14+14---4+1=n.
k=1

n
8) Allgemein gilt Z c=cn.
i=1

Rechenregeln fiir Summen:

n n n

1) Z(aﬁ—bi) = Zai—i—Zbi.

=m =m i=m

2) Zc a;) chaZ
i=m

Diese Rechenregeln folgen aus den Rechenregeln fiir reelle Zahlen, insbesondere aus der Kommuta-
tivitdt und der Assoziativitdt der Addition sowie der Distributivitdt. Wir beweisen sie nun.

13



n

1) (ai + bz) = (am + bm) + (aerl + bm+1) +...+ (an + bn)

=m
n n
=m a1+t Gt b bt b= ait+ Y b
i=m i=m

n

n
2) ani:cam—i—cam_,_l—l—-"—}—can:c(am+am+1—|—---+an):cZa,—.

i=m

Eine weitere niitzliche Regel ist die Indexverschiebung:

n n+k
E Ai+k = E a;.
=m i=m+k
Diese kann man wie folgt nachweisen:
n n+k
g Qitk = Om+k + Omt1+4k + oo T Apgk = E a;.
=m i=m-+k

Beispiele:
n . 2n
n+i k
1 —_— = —_—
PR D
5 10
2) Z sin(5+n) = Zsin(n).
n=->5 n=0
Bemerkung:

Analog zu dem Summenzeichen wird auch das Produktzeichen verwendet:

n
Hai:al.az.....an‘
i=1

Beispiel:

m

[[t=1-2-3-- m =m!
k=1

1.6 Quadratwurzel

Unter einer Quadratwurzel bzw. einer Wurzel \/a einer nichtnegativen reellen Zahl a > 0 versteht man
die nichtnegative Losung der Gleichung x? = a.

Beispiele:
Vi=2  0=0, +/—2ist nicht definiert.
Die Definitionsmenge eines Ausdrucks ist die Menge aller reellen Zahlen, die in die einzelnen Va-

riablen eingesetzt werden kénnen. In den Beispielen unten bestimmen wir die Definitionsmengen von
Termen, die Wurzeln enthalten.
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Beispiele:

1) Vx+2.

Die Definitionsmenge ist D ={xr e R: 2 +2>0} ={r e R: 2z > -2} = [-2,00).
2) va

Va—3

Die Definitionsmenge ist D ={a € R:a >0, a —3 >0, a # 3} = (3,00).

Rechenregeln fiir Wurzeln:
1) Va-vb=+ab, a,b>0.

va _ fa
) =y

3) Va2 =la|, a€R.

a>0,0>0.

Bemerkung:
Im Allgemeinen gilt \/a &+ v/b # Va % b.

Wir beweisen hier beispielsweise die erste Rechenregel. Seien # = y/a und y = v/b. Das bedeutet,
dass 22 = a, y?> = b sowie zusitzlich z > 0, y > 0 gilt. Nun gilt aber 2232 = (zy)? = ab und auch ist
xy > 0. Daraus folgt, dass zy die Wurzel aus ab ist, also vab = zy = \/av/b.

Folgende zwei Beispiele illustrieren Rechnen mit Termen, welche Wurzeln enthalten.

Beispiele:
1) Wir betrachten den Term (2y/z — \/y)(\/y — 2y/x) mit =,y > 0. Es gilt
2VE = Vo) (VY = 2vE) = = (2T = i)* = —(4(V2)* = 2- 2V/2 /5 + (V)?)
= —(4r — 4\ /Yy +y) = —dx +4,/Ty — y.
V1+2z

2) Nun betrachten wir den Term >

= Als erstes bestimmen wir die Definitionsmenge dieses
— 4z
Terms. Es gilt

D={zcR:1+2z>0und 1— 42 > 0}.

Die Losungsmenge der ersten Ungleichung 1 + 2z > 0 ist =z > —%. Die zweite Ungleichung kann
man z.B. wie folgt 16sen:

1—42>>0
422 < 1

2 1
JI<Z

x| < 3

1 1

Fiir x € (—%, %) ist die erste Bedingung x > —% aber offensichtlich auch erfiillt. Die Definitions-

menge ist also D = (—%7 %)

Jetzt kann der Ausdruck folgendermafen vereinfacht werden:

Vit2r i+ _\/ 1+ 2z 1

Vi-42 I+ -20) \(Q+20)(1-22) Vi-2z

Beachten Sie, dass sich die Definitionsmenge durch die Umformung veréndert hat!
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1.7

Potenzen

In diesem Abschnitt werden wir Potenzen sowie die entsprechenden Rechenregeln betrachten. Die
Einfiihrung von Potenzen erfolgt schrittweise.

1.7.1 Potenzen mit ganzzahligem Exponenten

Auch diese werden schrittweise definiert: erst fiir den Exponenten n € N als wiederholte Addition,
dann fiir negative ganze n und schlieflich fiir n = 0.

2)

3)

a heilt Basis, n heilst Ezponent.
Beispiele: 2> =2-2-2=8 (-3)2=(-3).-(-3)=09.

1
Seien a # 0, n € N. Man definiert a™" = —.
a

1 1 1 1 1
Beispiele: 1072=-—=—=001, 2%*=—-=_———  — —|
erspiele 102 100 0 91 92.2.2.2 16

Sei a # 0. Man definiert a® = 1.

Wichtige Basen:

1)

Basis 10.

Die Zehnerpotenzen entsprechen der Dezimaldarstellung der Zahlen. Sie werden oft verwendet,
um sehr grofse oder sehr kleine Zahlen {ibersichtlich darstellen zu kénnen.

Beispiele: 106 = 1000000, 4,3 -10~* = 0,00043.

Der Durchmesser eines HoO-Molekiils ist 2,5 - 10710 m.

Der Abstand der Erde zur Sonne ist 1,496 - 108 km.

Basis (—1).

Diese Basis wird genutzt, um das Vorzeichen zu modellieren:

(1" =

1, wenn n gerade,
—1 wenn n ungerade.

n
Beispiel: Z(—l)kx% =1—2?+2t a8+ . 4 (-1)"2®
k=0

Basis e.
n

1
Die Eulersche Zahl e = lim {1+ ) = 2,71828... spielt eine groke Rolle bei den in der Natur
n—oo n

auftretenden Wachstums- und Zerfallsprozessen.

Reihenfolge der Operationen:

“Hoch vor Punkt vor Strich®, d.h. erst potenzieren, dann multiplizieren/dividieren, dann addieren/sub-
trahieren. Wenn man eine andere Reihenfolge erzwingen will, so muss man Klammern benutzen.

Beispiele:

1)

2:31=2-(3-3-3-3)=2-81=162, (2-3)*=6"=1296.

2) —12=-1, (-1)2=1.
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1.7.2 Potenzen mit rationalem Exponenten

Seien a > 0 und n € N. Die n-te Wurzel {/a aus a ist die nichtnegative Losung der Gleichung 2" = a.
Jetzt sind wir bereit, Potenzen mit rationalem Exponenten zu definieren. Auch das machen wir in
mehreren Schritten.

1) Seien a > 0, n € N. Man definiert an = Va.

2) Seien a > 0, n,m € N. Man definiert an = Yam.

m 1 1
3) Seien a > 0, n,m € N. Man definiert a™ » = —

Damit ist aP fiir alle p € Q, a > 0 definiert.

Rechenregeln fiir Potenzen:

Seien a, b, x, y so gewéhlt, dass alle Terme definiert sind. Es gelten folgende Rechenregeln:

1) a®-a¥ = a**¥

Diese Regeln kénnen folgendermafen begriindet werden.

1) Fiir x,y € Z \ {0} folgen diese Regeln direkt aus der Definition. So gilt beispielsweise
22.23=2.2.2.2.2=2%
~~ S~
2 3
34.372 = % = 3-3-3-3
32 3-3
23.5%3=2.2.2.5.5.5=(2-5)-(2-5)-(2-5) = (2-5)3,

(5%)3 =52-52.52=(5-5)-(5-5)- (5-5) = 5%3 = 5.

— 3232

2) a® = 1 ist so definiert, damit die Regeln auch in diesem Fall gelten. So gilt z.B.

Daraus folgt, dass an = a.

4) Man kann die Regeln von ganzzahligen Exponenten auf rationale Exponenten iibertragen. Wir
betrachten hier exemplarisch drei Regeln.

(a) Bs gilt /a- Vb= Vab bzw. an - bn = (ab)%.
In der Tat, seien = /a, y = V/b. Dann gilt 2™ = a, y™ = b. Aus Regel 3) fiir ganzzahlige
Exponenten folgt, dass z"y™ = (xy)™ = ab ist. Also gilt Vab = zy = Va - Vb.
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mk

(b) Es gilt an = ank.
Das zeigt insbesondere, dass a” mit p € Q wohldefiniert ist, d.h. a? hangt nicht davon ab,
welche Darstellung der Zahl p € Q man wahlt.

Um diese Formel zu beweisen, nehmen wir x = an = {/a™. Aus der Definition der Wurzel
folgt, dass 2" = a”. Wir nehmen nun die k-te Potenz von beiden Seiten dieser Gleichung:
(z™)*¥ = (a™)*. Nach Regel 5) fiir ganzzahlige Exponenten gilt dann 2™ = ™. Daraus

mk .
folgt, dass x = Wamk = ank | was zu beweisen war.

(¢) Nun sind wir bereit, Regel 1) fiir rationale Exponenten zu beweisen:

Dies kann wie folgt erfolgen:

mgq

P mq pn mg+ng m
a% a1 =agne -qar = Vg™ . YaPr = "\q/amq,apn: n\g’/aqur”P:a ng :an+ .

Q3

1.7.3 Potenzen mit reellem Exponenten

Sei a > 0. Um Potenzen a® mit 2 € R\ Q zu definieren, braucht man Kenntnisse aus der Analysis.
Das Vorgehen lasst sich etwa so zusammenfassen:

Sei x € R\ Q. Dann gibt es eine Folge von rationalen Zahlen r,, — z, n — oo, mit 7, € Q.
Die Terme a"™ sind nach dem vorherigen Abschnitt definiert. Man kann zeigen, dass die Folge a"™
konvergiert. Den Grenzwert dieser Folge nennen wir nun a”.

Man kann auferdem zeigen, dass a® nur von x und nicht von der Wahl der konkreten Folge {r,}
abhéngt. Damit ist die Potenz a” wohldefiniert. Auf die genaue Konstruktion verzichten wir.

Alle Rechenregeln fiir Potenzen gelten auch fiir Potenzen mit reellen Exponenten. Unten betrachten
wir einige Beispiele hierzu.

Beispiele:
16 4 42 4/24
V 625 252 54
12 _ 12 . .
2) (f No= ) (%27) :(2%) .<273> _oE2 5312 o8 09 989 o1 _ 1

24$5y728 21.322 24:U5y7z8y5z 24$5 12 9 2y7

Ax2yp210 T yBy T 025245,109,3,2 T 9355,5,12 T 3

3)

1.8 Logarithmen

Seien a > 0, a # 1, und b > 0. Die Lésung der Gleichung a® = b nennt man Logarithmus von b zur
Basis a. Man schreibt z = log, b. Es gilt also

r=log,b < a"=0b.

Beispiele:
1) logy, 100 = 2, da 10? = 100.
1 1
2 1 - = — d -3 - 9 = —=-
) logs o7 = =3, da 3™ = 55 =5

1
3) 10%2\/5257(1&\[—2%
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Spezialfille:
1) log,a =1, daa' = a.

2) log,1=0,daa’=1.

Bemerkungen:

1) Der Logarithmus ist nur fiir positive Zahlen definiert. Insbesondere ist der Logarithmus von Null
nicht definiert, da a® # 0 fiir x € R und a > 0.

2) Der Logarithmus zur Basis 1 ist nicht definiert, da die Gleichung 1* = b entweder keine Losung
(fiir b # 1) oder unendlich viele Losungen (fiir b = 1) hat.
Wichtige Basen:

1) Basis 10.

Der Logarithmus log;q, zur Basis 10 heikt dekadischer oder Zehnerlogartithmus. Man schreibt:
lg b.

2) Basis e.

Der Logarithmus log, zur Basis e heifst natirlicher Logarithmus. Man schreibt: Inb.

Rechenregeln fiir Logarithmen:

Seien a, b, u, v so gewihlt, dass alle Terme definiert sind. Es gelten folgende Regeln:
1) a'%8ab =p.
2) log,(ab) = b.

3) log,(uv) =log, u + log, v.
4) log, <E> = log, u — log, v.
v
1
Insbesondere, log, <> = —log, v.
v
5) log, u” = v -log, u.

Diese Regeln konnen folgendermaken begriindet werden.

Regeln 1) und 2) folgen direkt aus der Definition. Fiir die erste Regel schreiben wir a® = b < z =
log, b. Die Formel a'°82® = b folgt daraus sofort.

Um die zweite Regel zu beweisen, betrachten wir die Gleichung a® = a® mit der Losung = = b. Also
gilt log,(a’) = b.

Regeln 3) — 6) folgen aus den entsprechenden Regeln fiir Potenzen. Wir beweisen exemplarisch
Regel 3), ndmlich log,(uv) = log, u + log, v. Seien x = log, u, y = log, v. Darauf folgt, dass a® = u
und a¥ = v. Dann gilt aber auch uwv = a®a¥ = a* 1Y, und damit log,(uv) = = + y = log, u + log, v.

Die anderen Regeln kénnen &hnlich hergeleitet werden.

Wir betrachten nun einige Beispiele fiir das Rechnen mit Logarithmen.

Beispiele:

1) logs 22 = logs(5a) — logs z = logs 5 + logs a — logs @ = 1 + logs a — logs @

2) ln(e-{”/E)zlne—i-ln(e%) =Ine+ilne=1+1-1=

NI
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3) g (( 3@5%)10) = 1015 (5EY) = 1005(¥a + V5) — 15( 02))
— 101g(/a + vb) — 101gcis = 101g(¥a + Vb) — 10 - & 1gc = 101g(Ya + vb) — lgc
4) 2lnu+3lnv =Inu? + Inv3 = In(u?v?)
5) %1gx+ % = %lgx + %lg 10 = lgm% +lg 105 = lg (xél()% = 1g(v/1000x)
Logarithmen zu verschiedenen Basen

Wir betrachten erst ein einleitendes Beispiel. Betrachten wir die Gleichung 3* = 5 mit der Lésung
x = logs 5. Diese Losung kann auch durch Logarithmieren der beiden Seiten der Gleichung z.B. mit

dem natiirlichen Logarithmus erfolgen: In3* = Inb5 <= zln3 = Inb <= z = % Es gilt also
logs b = i‘;—g

Diese Vorgehensweise kann auch im allgemeinen Fall genutzt werden. Es gilt:

loo a — log.a
8o = log.b
Insbesondere, log; a = lg—a = hli
0BT 1, T g
Beispiel:
1 Ig 155 lg 1072 -2
lo I 100 _ _ _ 4
SV <100> lgv10 1g10z  (1/2)
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Kapitel 2

Gleichungen und Ungleichungen

2.1 Lineare Gleichungen, Aquivalenzumformungen

2.1.1 Begriff der Gleichung
Eine Gleichung ist eine Aussage {iber die Gleichheit zweier Terme:
T =Tb.

T bezeichnet die linke Seite, To die rechte Seite.

Die Terme 77 und T5 kénnen von einer oder mehreren Variablen abhingig sein. Wir betrachten hier
Gleichungen, in denen die Terme von einer Variablen (z, y, z, t, u, usw.) abhéngig sind: T (z) = Ta(x).

Die Definitionsmenge einer Gleichung ist die Menge aller reellen Zahlen, die in die Terme eingesetzt
werden kdnnen.

Die Lisungsmenge einer Gleichung ist die Menge aller Werte der Variable, fiir die die Gleichung
erfiillt ist, d.h. die Aussage T} (z) = T(z) wahr ist.

Als Beispiel betrachten wir die Gleichung 2z + 3 = 3x — 7. Thre Definitionsmenge ist D = R und
ihre Losungsmenge ist L = {10}.

Die Gleichung oben ist ein Beispiel einer linearen Gleichung: Beide Terme hier sind lineare Funk-
tionen. Die allgemeine Form der linearen Gleichung lautet:

ar+b=0, a,beR.

2.1.2 Lo&sen von Gleichungen mittels Aquivalenzumformungen

Um die Losungsmenge einer Gleichung zu bestimmen, formt man diese so lange um, bis die gesuchte
Variable isoliert ist. Man muss bei diesen Umformungen aufpassen, dass sich die Losungsmenge nicht
andert. Das wird durch Aquivalenzumformungen gewihrleistet.

Zwei Gleichungen heifsen dquivalent, wenn ihre Definitionsmengen und ihre Lésungsmengen gleich
sind.

Eine Umformung heit Aquivalenzumformung, wenn die daraus entstandene Gleichung dquivalent
zu der urspriinglichen Gleichung ist, d.h. die Definitionsmenge und die Losungsmenge haben sich bei
der Umformung nicht veréndert.

Wichtigste Aquivalenzumformungen:
1) Addition einer Zahl ¢ € R zu den beiden Seiten der Gleichung:
Th'=Ty, & Ti+c=T5+c fir ceR.

2) Multiplikation der beiden Seiten der Gleichung mit einer Zahl ¢ # 0:
=Ty, & Ty-c=1T5-c fir CER\{O}

Beide 0.g. Umformungen kénnen durch Addieren von —c¢ bzw. durch Multiplizieren mit % riickgangig
gemacht werden. Die Definitions- und die Losungsmenge bleiben also bei diesen Umformungen erhalten.
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Bemerkung:

Multiplikation mit der Zahl Null ist keine Aquivalenzumformung. Wenn man eine Gleichung mit einem
Term multipliziert, muss man beachten, fiir welche Werte der Variable der Term Null wird.

Lésen von Gleichungen mittels Aquivalenzumformungen demonstrieren wir unten anhand von drei
Beispielen von linearen Gleichungen.

Beispiele:

1)
204+3=3x-7 | + (—3z — 3)
2¢r+3—-3x—-3=3xz—-7—-3x—3
—z=-10 |- (=1)#0
z =10
L = {10}

2)

16z —4)+8=20+%
20— 3+8=20+2%

2x+?:2x+% —2x—230
0=0
L=R

620 —7)+3 =122 — 48
120 — 42+ 3 = 1220 — 48

122 — 39 = 122 — 48 | — 122 4 39
0=-9
L=90

Wir haben in diesen Beispielen drei verschiedene Situationen erlebt: Im ersten Beispiel hat die
Gleichung genau eine Losung, im zweiten Beispiel unendlich viele Losungen und im dritten Beispiel
keine Lésung. Das sind genau die Fille, die beim Losen einer linearen Gleichung eintreten kénnen.
2.1.3 Loésungsmenge einer linearen Gleichung
Satz.

Die lineare Gleichung ax + b = 0 hat die folgende Lésungsmenge:
L={-1}, fallsa#0,
L =R, falls a = 0 und b = 0,
L=, falls a = 0 und b # 0.

Bewelis:

Wir 16sen die Gleichung ax 4 b = 0 mittels Aquivalenzumformungen. Durch Addieren von —b zu den
beiden Seiten bekommt man die dquivalente Gleichung

ar = —b.
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Nun miissen wir eine Fallunterscheidung machen.

Ist a # 0, so kdnnen wir die beiden Seiten der Gleichung mit der Zahl % # 0 multiplizieren und
erhalten so die eindeutige Losung = = —g.

Ist @ = 0, so ist dieses Vorgehen nicht mehr moglich, da a keinen Kehrwert besitzt. In diesem Fall
kommt es darauf an, ob die rechte Seite gleich Null ist oder nicht.

Ist b = 0, so lautet die Gleichung 0 - x = 0. Diese ist fiir alle reellen Zahlen x erfiillt, d.h. die
Loésungsmenge ist die Menge aller reellen Zahlen R.

Ist aber b # 0, so erhalten wir die Gleichung 0-x = —b, in der die linke Seite immer Null ist und die
rechte nicht Null. Das ist ein Widerspruch, und die Gleichung hat keine Losungen. Die Lisungsmenge

ist in diesem Fall also die leere Menge.

2.2 Quadratische Gleichungen

2.2.1 Reinquadratische Gleichungen

Die reinquadratische Gleichung

besitzt die folgende Losungsmenge:

L={—+a,+/a}, fallsa>0,

L = {0}, falls a = 0,
L =10, falls a < 0.
Beispiel:
4 =64 | 3
z? =16
r=+V16 = +4
L ={-4,4}

2.2.2 Allgemeine quadratische Gleichung

Die allgemeine Form einer quadratischen Gleichung lautet
ar’ +br+c=0, a#0.

Wir werden hier mehrere Verfahren zum L&sen dieser Gleichung besprechen. Wir beginnen mit einer
Methode, die uns spéter erlauben wird, eine Formel fiir die Losungen einer allgemeinen quadratischen
Gleichung herzuleiten.

Losen durch quadratische Erginzung

Bei der quadratischen Erginzung fasst man Terme mit 22 und x zu einem vollen Quadrat zusammen.
Dies erfolgt durch die Anwendung der binomischen Formeln. Wir erlautern dieses Verfahren anhand
von Beispielen.

Beispiele:
1) 22422 -3=0
Die quadratische Ergénzung in diesem Fall erfolgt folgendermafien:

2 4+2r-3=2?+2-2-1+12-12-3=(22+2-2-1+1?)-1-3=(z+1)2-4=0.
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Durch Addieren der Zahl —4 zu den beiden Seiten bekommt man die Gleichung
(r+1)2 =4,

Dies ist eine reinquadratische Gleichung. Die Lésungen kénnen nun wie im vorherigen Abschnitt
bestimmt werden:

1 +1=2, a294+1=-2
xr1 = 1, To = -3
Die Losungsmenge ist also L = {—3,1}.
2) 222 — 10z + £ =0
Die quadratische Ergénzung lautet:
202 — 10z + 2 =202 -50) + B =2 -2.2- 3+ 2 - 2%) 4 13
_ 5\2 _ 25 13 _ 5\2 _ 25 | 13 _ 5)2 —
—2[(95—5) _T} +5=2(@@-3) -F+5=2(x-3) -6=0

Wir setzen wie folgt fort:

2(95—%) =6
(z-3)°=3
xl,Z—%:i\/g

3)
322 +122 +16 =0
3(z* 4 4x) +16 =0
32 +2-20+4—-4)+16=0
3[(x+2)? —4] +16 =0
3(x+2)?%-124+16=0
3(z+2)2+4=0
3(x+2)?=—4
4
2)2=—_
(z+2) 3
L=10
4)
362° + 126 +1=0
(6 +1)* =0
6x+1=0
1
.’IJ:—E

_ s 1
L={-5}
Formeln fiir die Lésung der allgemeinen quadratischen Gleichung

Das im vorherigen Abschnitt besprochene Vorgehen wenden wir nun auf die quadratische Gleichung in
allgemeiner Form ax? + bz + ¢ = 0 mit a # 0 an. Unser Ziel ist, eine Formel fiir die Losungen dieser
Gleichung herzuleiten.
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ax’ +br+c=0

a x2+bx]—|—c:0
i a

Das ist eine reinquadratische Gleichung. Die Anzahl ihrer Lésungen hingt von dem Vorzeichen der
o2l - . .
rechten Seite 2 1 dac o1y, Da 4a? > 0, miissen wir das Vorzeichen des Terms b2 — 4ac untersuchen.

Der Ausdruck d = b? — 4ac heifit die Diskriminante der quadratischen Gleichung. In Abhingigkeit
von ihrem Vorzeichen betrachten wir verschiedene Falle.

1. Fall: d > 0.

In diesem Fall hat die Gleichung genau zwei Losungen:

b b2 —4 b2 —4
LA ac:i\/ ac
' 2a 4a? 2a
b L b? — dac
€T _
12 2a 2a
—b+Vb? — 4ac
T12 =
2a
I —b—+b? —4dac —b+ Vb? — 4ac
N 2a ’ 2a
Die Formel
—b+Vb? — dac
T12 =
’ 2a

ist die berithmte Formel fir die Lésungen einer quadratischen Gleichung, manchmal auch abc-
Formel oder Mitternachtsformel genannt.

2. Fall: d = 0.

In diesem Fall hat die Gleichung genau eine Lisung:

b 2
e :0
(:(:+2a>
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3. Fall: d < 0.
In diesem Fall hat die Gleichung keine Losung, L = ().

Die oben hergeleiteten Ergebnisse fassen wir als einen Satz zusammen.

Satz.

Eine quadratische Gleichung az? + bx 4+ ¢ = 0, a # 0, mit der Diskriminante d = b®> — 4ac hat die
folgende Losungsmenge:

I— {—b+\/b2 —4dac —b— Vb2 —4ac

_ 12 _
2 g }, falls d = b* — 4ac > 0,

b}, falls d = b — 4ac = 0,
2a

0, falls d = b — 4ac < 0.

L
L
Beispiele:
1)
— 12?2 +32-2=0

22— 6x+4=0

6i\/36—16_6i\/20_6j:x/4-5_612\/5_3i\/5
2 2 2 2

L:{3+\/5,37\/5}

12 =

2)
322 +122+16 =0
124+ /144 —-3-4-16 —12+/—48
1‘172 = =
6 6
L=0
3)
3622+ 122 +1=0
124144436 —12+4/0
T12= 236 T T 2.36
=12 __ 1
T=1733 = "6
L={-4
Spezialfall:

Im Falle, wenn ¢ = 1 ist, nimmt die Formel fiir die Losungen einer quadratischen Gleichung eine
besonders einfache Gestalt an. Traditionell betrachtet man die quadratische Gleichung in der Form

22+ pr+q=0.

Fiir ihre Losungen gilt die sog. p-q-Formel:

p P\?
Tip=—5=* (*) —q.
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Beweis:

Die p-g-Formel folgt aus der Formel fiir die Lésungen einer quadratischen Gleichung, indem man in sie
a=1,b=p, c = q einsetzt und das Ergebnis vereinfacht:

!1?12=_pi p2_4q:—Eiiw:—Qi\/pz_élq:—gﬂ:\/pj—q:—gi (2)2—q
’ 2 2 V4 2 4 2 4 2 \/2 '

Beispiel:

2 —

2? +22-3=0
T10=-1£V1+3=-1+£Vi=-142
L={-31}

Losen durch Faktorisieren

In manchen Fillen kommt man auf die Lésung einer quadratischen Gleichung am einfachsten, indem
man den quadratischen Term faktorisiert. Ist das Produkt gleich Null, so muss einer der Faktoren gleich
Null sein. Dies folgt aus der folgenden Eigenschaft von reellen Zahlen: Fiir zwei Zahlen a,b € R gilt

ab=0 < a=0o0derb=0.

Beispiele:

1)
22 + 32 =0
r(2x+3)=0
=0 oder 2xr+3=0
=0 oder x= —%
L=1{0,-3

2)

2522 — 16 =0

(5z —4)(bx+4) =0
b5r—4=0 oder Hx+4=0
L={-33}

Interessant ist auch folgender Satz, der einen weiteren Zusammenhang zwischen den Losungen und
den Koeffizienten einer quadratischen Gleichung herstellt.

Satz von Vieta.

Sei 22 + px + q = 0 eine quadratische Gleichung mit den Lésungen 1, z2. (Wenn die Gleichung genau
eine Losung hat, nehmen wir 21 = x5.) Es gilt:

r1-xo=¢q und x|+ 2x9=—p.

Beweis:

Wir faktorisieren die Gleichung und schreiben sie in der Form

(x —z1)(x —22) =0.
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Durch Ausmultiplizieren und Zusammenfassen kommt man auf die Form

2%+ (—x1 —x2)x + 2122 = 0,

und der Koeffizientenvergleich liefert: p = —x1 — 22, ¢ = 129.

Beispiele:

1)

2)

2 —x—-20=0

Nach dem Satz von Vieta gilt x120 = —20 und 21 + x5 = 1. Daraus findet man die Ldsungen
x1 =5, g = —4. Die Losungsmenge ist also L = {—4,5}.

22 —=b5r+6=0

Nach dem Satz von Vieta gilt 122 = 6 und 1 +x2 = 5. Daraus findet man die Lésungen 1 = 2,
x2 = 3. Die Losungsmenge ist also L = {2, 3}.

2.2.3 Bruchgleichungen

In diesem Abschnitt betrachten wir einige Bruchgleichungen, welche auf lineare oder quadratische
Gleichungen zuriickgefiihrt werden konnen. Die Vorgehensweise beim Losen solcher Gleichungen wird
anhand von Beispielen erldutert.

Beispiele:

1)

:v—l_ 4
2r+1 422+ 22

Als Erstes bestimmen wir die Definitionsmenge dieser Gleichung. Diese ist die Menge aller reellen
Zahlen, fiir die keiner der beiden Nenner Null wird. Der Nenner der linken Seite ist 2x + 1, und
dieser wird bei x = —% Null. Um die Nullstellen des Nenners der rechten Seite zu bestimmen, 16sen
wir die quadratische Gleichung 422 + 2z = 0. Dies erfolgt am einfachsten durch Faktorisieren:

202 +1) =0,

z =0 oder a::—%.

Damit ist die Definitionsmenge D =R\ {—3,0}.

Nun bestimmen wir die Losungsmenge der Gleichung. Als Erstes multiplizieren wir diese mit
dem gemeinsamen Nenner der beiden Briiche:
x—1 4

- 22(2z + 1
oy i oy S UG )

Achtung: Multiplikation mit 2x(2z 4 1) ist keine Aquivalenzumformung, da dieser Term Null
werden kann. Die Definitionsmenge verdndert sich dabei. Es kénnen Losungen entstehen, die
nicht im Definitionsbereich der urspriinglichen Gleichung liegen und deswegen keine Lsungen
der urspriinglichen Gleichung sind. Bei der Ausgabe der Losungsmenge sind solche Lésungen zu
eliminieren.

Wir setzen wie folgt fort:
(x—1)-2z=14

202 — 22 —4=0

-2 —-2=0

T1x9 = —2und 21 + a2 =1
r1=-2€D, xz93=-1€D
L={-1,2}
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2) In diesem Beispiel wird tatséchlich eine Situation vorkommen, in der eine der Losungen der
Gleichung, welche nach der Multiplikation mit dem Nenner entsteht, nicht in der Definitionsmenge
der urspriinglichen Gleichung liegt.

322 — 22— 1
1—-2z

322 — 22— 1=8(1—x)

322 -2z —1=8—8z

322 —22—-1-8+8zx=0

322+ 62 —9=0

2 4+2x—-3=0

T12=-1£V1+3=-1+2

x1=—-3€D, z2=1¢D

L={-3}

=8, D=R\{1}

2.2.4 Waurzelgleichungen

In diesem Abschnitt betrachten wir einige Wurzelgleichungen, welche auf lineare oder quadratische
Gleichungen zuriickgefithrt werden kénnen. Auch hier werden wir uns auf die Vorstellung mehrerer
Beispiele einschrianken.

Beispiele:
1)
2+1-2x=0, D=R

Vaiz+1=2

Als néchsten Schritt werden wir die beiden Seiten der Gleichung quadrieren.

Achtung: Quadrieren ist keine Aquivalenzumformung! Zwei Probleme kénnen dabei auftreten:
1) Die Definitionsmenge kann sich verdndern. 2) Durch Quadrieren kénnen Losungen entstehen,
die keine Losungen der urspriinglichen Gleichungen sind.

Die zweite Moglichkeit illustrieren wir anhand von folgendem einfachen Beispiel: Die Gleichung
r = 1 hat eine Losung 2 = 1. Die quadrierte Gleichung 22 = 1 hat aber zwei Losungen z = 1,
T = —1.

Um durch das Quadrieren entstandene ,falsche“ Lésungen zu eliminieren, fithrt man am Ende
eine Probe durch.

In unserem Beispiel gehen wir wie folgt vor:

22+ 1 =42
1 =322
2=l
:L‘1:%, l’g——%.
Probe:
— 1 . 1 _9. 1 _ 2 _ 2 _
1)$1—\/§ 3+1 2 B \/5—0
— _ 1 . 1 _o. (12 4, 2
2) @y = — L b+1-2- () =Z+Z A0

Diese Losung ist keine Losung der urspriinglichen Gleichung und muss eliminiert werden.
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- ()

Vaz—1=vVz2—z+1

Als Erstes bestimmen wir die Definitionsmenge: D = {r € R: 22 — 1 > 0 und 2% — x + 1 > 0}.
Beide Bedingungen sind quadratische Ungleichungen. Diese werden spéter in diesem Kapitel
systematisch behandelt. Die erste Ungleichung kann wie folgt gelost werden:

2> —1>0

22 >1

2] =1

x € (—o0,—1] U1, 00)

Zur Untersuchung der zweiten Ungleichung merken wir an, dass das Schaubild des Terms 22—z +1
eine nach oben gedfinete Parabel ist. Die Formel fiir die Losungen einer quadratischen Gleichung
liefert uns fiir ihre Nullstellen: z1 9 = &Tm, es gibt also keine reellen Nullstellen. Das bedeutet,

dass 22—z +1 > 0 fiir alle # € R ist. Eine alternative Uberlegung zu dieser Tatsache ist folgende.
Mit Hilfe von quadratischer Ergénzung schreiben wir den Term wie folgt um:

x2—m+1:$2—2x~%+i—i+1:(az—%)Q—F%ZO fur alle z € R.

Es gilt also D = (—o0, —1] U [1, 00).

Nun bestimmen wir die Losungsmenge der Gleichung durch Quadrieren.

Vi —1=+22—z+1

2 —-1=a2’—z+1

r=2
Probe:

Vi-1=v4-2+1
V3=V3
Die Losungsmenge ist also L = {2}.
1-x 3

Vit—2z+5 5
Definitionsmenge: D = {x € R : 22 — 22 + 5 > 0}. Mit der quadratischen Ergéinzung bekommen
wir flir diesen Term:

2?20 4+5=2>-20-1+1-1+5=(x—1)>+4>0 firalle zcR.
Es gilt also D = R.

1—=x

Va2 =2z +5
5(1—z)=3va2—2x+5

25(1 — 2z + 2%) = 9(2? — 2z + 5)

25 — 50 + 252% — 9z + 182 — 45 =0
162% — 322 —20=0

42 — 82 —5=0

_ 8+64+80 8£12

3
5

1,2

_ 20 _5 -4 _ _1
L1 =% =9 *2= 73§ = 73
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1-3 (5) 3,3
5 2 2
1T = 5 = :—7757
i B 545 () 575
--) G @B s
:rg——% (2 _ 22 _%
\/4"‘1 T (3)

Die Losungsmenge ist L = { %
2.2.5 Biquadratische Gleichungen
Bigquadratische Gleichungen sind Gleichungen der Form
art + bz’ +¢=0, a#0.
Mithilfe der Substitution ¢t = 2 kann eine solche Gleichung auf die quadratische Gleichung
at’ + bt +c =0

zuriickgefiihrt werden. Man bestimmt die Losung also in zwei Schritten: erst ¢1 o aus der quadratischen

Gleichung und dann die Losungen der urspriinglichen Gleichung aus den reinquadratischen Gleichungen

.’L'2 = t1’2.

Beispiele:
1) 42* — 1922 +12=0

Mit der Substitution ¢ = 22 bekommt man:

42 - 19t +12=0
19+£+4/361—192  194++169 19+13

to = — _
b2 8 8 8
Tio =42, x3a=+Y

L= {2—£¢52}

2 0 2
2) 22 — 1322 —45=0

Substitution: t = z2.

13+ v169+360 13 ++/529 13+23

2= 4 T4 T 1
R Rt i

T12 = £3

Die Gleichung 2? =ty = —10 hat keine Losung.
L=1{-3,3}

2.3 Gleichungen hoheren Grades, Polynome

2.3.1 Gleichungen des Typs z" =
In diesem Abschnitt betrachten wir Gleichungen der Form

z'=a, ac€R, nelN

Die Loésungsmenge hidngt davon ab, ob n gerade oder ungerade ist. Wir haben folgendes Ergebnis:
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1. Fall: n gerade.

Die Losungsmenge ist:

L={{a,—/a}, fallsa >0,
L = {0}, falls a = 0,
L=0, falls @ < 0.
2.Fall: n ungerade.
Die Losungsmenge ist:
L={{/a}, falls a > 0,
L ={0}, falls a = 0,
L= {— ,"/|ay} , falls a < 0.
Beispiele:
1) z* =16

T19 = £v16 = £2, L=1{-22}
2) 25 = —64, L=190

3) 23 =27
r =27 =3, L={3}
4) x3 = —64
r=—v64=—4, L ={-4}

2.3.2 Polynome, Polynomdivision

Eine Funktion der Form
p(a) = ana" + ap12" '+t ez +ag, an #0,

heifst Polynom vom Grad n. Die Zahlen ay, an_1, ..., a1, ap heiken Koeffizienten des Polynoms.

Ein Polynom mit a, = -+ = a1 = ag = 0 heilt Nullpolynom: p(x) = 0. Dem Nullpolynom wird
kein Grad zugeordnet.

Eine Zahl zo € R mit p(zg) = 0 heifit Nullstelle von p. Eine Gleichung der Form

p(z) =0

heifst algebraische Gleichung n-ten Grades. In den Abschnitten oben haben wir schon zwei Spezialfille
betrachtet: n = 1 (lineare Gleichungen) und n = 2 (quadratische Gleichungen).

Wir sagen, dass zwei Polynome p(z) und ¢(z) gleich sind, wenn p(x) = ¢(z) fir alle x € R.

Satz (Koeffizientenvergleich).

Zwei Polynome

1

p(z) = apz" + ap—12" " + -+ a1z +ag, an #0,

und
q(z) = bpa™ + by 2™ 4 F by + by, by #0,

sind genau dann gleich, wenn n = m und ihre Koeffizienten iibereinstimmen:

a():b(), alzbl, ey an:bn.
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Beweis:
Es gelte p(x) = q(z) fir alle z € R, d.h.
anZ™ 4+ an_12" N+ -+ a1z 4 ag = bn@™ + by 12 4 -+ bz + bo.

Insbesondere kénnen wir in diese Gleichung x = 0 einsetzten und bekommen so ag = by.
Es gilt also fiir alle z:

1

™ + ap12" V+ o+ a1x = bpax™ + by -+ by

Fiir z # 0 kénnen wir x kiirzen und bekommen so die Gleichung
anz" P4t asz 4 ay = bpr™ 4 box 4 by

Aus der Stetigkeit der beiden Seiten folgt aber, dass diese Gleichung auch fiir x = 0 gilt, also gilt
a) = bl.
Man geht wie oben vor, bis man alle Koeffizienten bearbeitet hat.

Polynomdivision mit Rest

Seien p,(x) ein Polynom vom Grad n und ¢, (x) ein Polynom vom Grad m, n > m > 0. Dann
existieren ein Polynom f,,—,(x) vom Grad n — m und ein weiteres Polynom r(z), wobei r(z) vom
Grad kleiner als m ist oder r(x) = 0, so dass

pn(z)
gm ()

= fo—m(x) +

bzw.
pn(2) = from(@)gm(z) + 7(2).
Die Polynome f,,—,(z) und r(x) sind eindeutig bestimmt.
Die beiden Polynome f,_,, und r werden durch den Algorithmus der schriftlichen Division be-
stimmt. Dieses Verfahren wird anhand von Beispielen erldutert.

Beispiele:

1) (2% =322 =102 +25): (x —2) =7

(23 =322 =10 +25): (z —2) =22 — 2 — 12 = fo(x)

23 — 22°
— 2% - 10z
— %4 2
— 122 4 25
— 122 +24
1=r(x)
Es gilt: 1‘3—31‘i:;0$—|—25:xz_x_12+xi2.

2) (623 +522+1): (322 -2) =7

(62° +52® + 0z + 1) : (32° + 02 — 2) =22 + 3 = fi(2)
62° + 02 — 4z

52 4+ 4z + 1

51‘2—1—0:1:—%

dr + % =r(z)
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.6.7}34—5.7}24—1

. 4x + %
Es gilt: 3.2 9

32 —2°

=2x+§+
3) b +a2+6): (x+1)="7?

(52 + 022+ 2 +6): (x+1) =52 — 5z +6 = fa()

523 4 5
— 5?4+ z
— 52% — 5z
6x + 6
6z +6
0=r(z)
In diesem Fall ist Division ohne Rest moglich und es gilt: W = 522 — 52 4 6.
Bemerkung:
Seien
p(z) = apz™ + an1z" 4+ az+ag, an #0,
und

1

q(x) = bpa™ + by _12™ bz by, by 0, m <,

zwei Polynome. Dann gilt flir den Quotienten

o) = S

Insbesondere hat f,_,, den Grad n —m.
Satz.
Sei pn(x) ein Polynom von Grad n > 1 und sei z( eine Nullstelle von p,(z). Dann gilt:

pn(x) = (l‘ - xO)fnfl(x)v

wobei f,_1(z) ein Polynom vom Grad n — 1 ist.

Beweis:

Wir dividieren p,,(z) durch (z — z) mit Rest:

r(x)

T —x0

pn(x) = fn—l(‘qj) +
r — X0

wobei f,,—1(z) ein Polynom vom Grad n — 1 ist und r(x) = 0 oder r(z) ein Polynom vom Grad kleiner
1 ist, also in jeden Fall 7(z) = ¢ mit ¢ € R. Wir haben

bzw.
pn() = (x — 20) fu-1(z) + ¢
Nun setzten wir in die letzte Formel x = zg ein:
0 =p(x0) = (0 — x0) fn_1(z0) + c = c.
Daraus folgt, dass ¢ = 0 und folglich » = 0. Man kann p,,(z) durch (z — z) ohne Rest teilen.

Durch die Faktorisierung p,(z) = (z — xo) fn—1(z) wird eine Nullstelle von p,, als linearer Faktor
abgespalten.
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Satz.

Ein Polynom vom Grad n hat héchstens n Nullstellen.

Bewelis:

Es kann passieren, dass p, keine Nullstellen hat. In diesem Fall ist der Satz bewiesen.
Hat p, eine Nullstelle x1, so gilt

pn(z) = (. — 21) fa—1(2)
mit einem Polynom f, 1 vom Grad n — 1. Hat p, keine weiteren Nullstellen aufer xq, so ist x1 die
einzige Nullstelle von p, und der Satz ist bewiesen.

Nun betrachten wir den Fall, wenn p,, eine weitere Nullstelle xo # x1 besitzt. Fiir ein xo # 21 gilt
pn(x2) = 0 genau dann, wenn f,,—1(z2) = 0, also muss x2 auch eine Nullstelle von f,,— sein. In diesem
Fall gilt

fa-1(z) = (z — 22)gn—2(x)
und somit
pn(x) = (z — 21)(z — 22)gn—2(2).

Seien nun 1, ..., x; Nullstellen von p,. Durch die Wiederholung des oben beschriebenen Prozesses

bekommen wir fiir p,, die Faktorisierung

pn=(z—z1) - (& — 2)gn—r(x)
mit einem Polynom g, k. Da hochstens n lineare Faktoren moglich sind (sonst wére der Grad des
Produktes der linearen Faktoren grofer n), folgt daraus, dass p, héchstens n Nullstellen haben kann.

2.3.3 Bestimmung von Losungen algebraischer Gleichungen

Die Félle n = 1, n = 2 haben wir schon in vorherigen Abschnitten betrachtet; in diesen beiden Féllen
gibt es Formeln und Verfahren, mit welchen man die Losungen von linearen bzw. quadratischen Glei-
chungen bestimmen kann. Es gibt Losungsformeln auch fiir Gleichungen vom Grad 3 und 4 (Cardano,
XVI Jhd.); diese werden aber wegen ihrer Komplexitét selten benutzt. Fiir Gleichungen héheren Grades
gibt es solche Losungsformeln nicht. Es kann sogar bewiesen werden (Abel), dass es fiir Gleichungen
des Grades 5 oder hoher keine allgemeinen Formeln geben kann.

Praktisch benutzt man zur ndherungsweisen Bestimmung der Nullstellen eines Polynoms von Grad
3 und hoher numerische Verfahren. Ist eine Nullstelle gefunden, so kann diese als linearer Faktor abge-
spalten werden. Man betrachtet weiter ein Polynom vom Grad n — 1. Diese Prozedur wird wiederholt,
bis man auf eine quadratische Gleichung kommt, zu deren Losung die bekannten Formeln herangezogen
werden kdnnen.

In glinstigen Féllen kann man eine Nullstelle raten. Dabei hilft folgender Satz.

Satz.

Ist xg eine ganzzahlige Nullstelle eines Polynoms mit ganzzahligen Koeffizienten, so ist xg ein Teiler
des Absolutgliedes ag.

Beweis:

Wir betrachten ein Polynom
p(x) = apx™ + an_1z" P+ aiz + ag
mit ganzzahligen Koeffizienten. Sein xg eine Nullstelle von p,,. Es gilt
p(z0) = anxy + an_lngl + - +aizg+ag =0.

Folglich,

n—1 _

n
ap = —GpTy — An-1T e — a1,

und ag ist durch xq teilbar.
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Beispiele:

1)

2 — 322 —10x+24 =0
Als ganzzahlige Nullstellen kommen +1,+2, +3, +4, +6, 48, +12 oder 424 in Frage.

Probe:

r=1: 1—-3-10+24+#0
r=-1: —1-3+10+24#0
r=2: 8—-12-20+24=0

Damit haben wir eine Nullstelle 1 = 2 gefunden. Nun spalten wir den linearen Faktor z — 2 ab:

(23 =322 — 100 +24): (z —2) =2? — 2 — 12

23 — 222
— 2% - 10z
— 224 2
— 122424
— 122 +24

0

Insbesondere gilt: 3 — 322 —10x+24 = (r—2)(2%2 —2—12). Um weitere Nullstellen zu bestimmen,
16sen wir die Gleichung 22 — 2 — 12 = 0:

1++/1+48 14++49 147
2 - 2 2
1‘2:—3, 1‘3:4

Damit gilt L = {2, -3,4} und 2® — 32% — 102 + 24 = (x — 2)(z + 3)(x — 4).

I23 =

244+ 422 -1=0

Als ganzzahlige Nullstellen kommen nur +1 in Frage.
Probe:

r=1: 14+444-1+#0

r=—-1: 1-44+4-1=0

Damit haben wir eine Nullstelle 1 = —1 gefunden. Der lineare Faktor x + 1 wird abgespalten:

(' + 423 + 42 +0x - 1) : (x+1) =23+ 322 + 2 -1

o
322 + 42?
323 + 323
2 + 0z
2+ x
- z—-1
—z—1

0
Damit gilt 2% + 423 + 422+ 02 —1 = (z+1) (2> + 322+ —1). Als niichstes 16sen wir die Gleichung
3 +322+2—-1=0.

Wieder versuchen wir, eine Nullstelle durch Raten zu finden. x = 1 braucht man nicht zu be-
trachten, da wir wissen, dass das keine Nullstelle ist. Wir probieren also z = —1:

-1+3-1-1=0.
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2.4

Damit ist 9 = —1 eine Nullstelle von 22 + 322 + « — 1. Wieder kénnen wir den linearen Faktor
x + 1 abspalten:

(24322 + 2-1):(z+1) =2 +2z -1

4+ 2?
20% + 2
22+ 2
— -1
- z—1
0

Damit gilt 2% +42% + 4224+ 0r — 1 = (x +1)(z 4+ 1)(2? + 22 — 1). Nun lésen wir die quadratische
Gleichung:

22 4+22—-1=0
234 =—-1+£1T+1=-1+2.

Die Losungsmenge der urspriinglichen Gleichung ist L = {—1, —1-v2,-1++2 } und die Fak-
torisierung lautet:

P43t +r—-1=@+1)?2(z+1-v2) (z+1+V2).

Exponential- und Logarithmusgleichungen

In diesem Abschnitt betrachten wir einige Beispiele von Exponential- und Logarithmusgleichungen.

Beispiele:

1)

27 =3

Es folgt sofort aus der Definition des Logarithmus, dass x = logy 3 ~ 1,58 ist.
L = {log, 3}

2072 =27+l 14

272.20=21.27 14

1:20=2.2"-14

(1-2).22=-14

—T.0m =14
20=14-12=8=23
r=3
L={3}
5% =3.2%
5\ _
(5) =3
In3 __ In3

r =10g5/23 = 1572 = Wh-In2
_ [ _ms3
L= {1n5n—ln2}

2e%2T _3e* —2 =0
Substitution: t = e*:
22 —3t—2=0

3+v9+16 3+5
4 4

t10 =
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ti=—%, ty=2
Die Gleichung e* = —% hat keine Losung.
Die Gleichung e* = 2 hat Lésung x = In 2.
L ={In2}.

5) lgz =14

Die Definitionsmenge ist D = (0, +00).

= /10.

[N

Aus der Definition des Logarithmus folgt sofort, dassx = 10

L= {VID)

6) Inz —Iny/z=2In2
Die Definitionsmenge ist D = (0, 00).

I (£) = (2?)
In\/x =1n4
V=4

r =16

L = {16}

7) logy x = logy (2% — 3) + 1
Als erstes bestimmen wir die Definitionsmenge: D = {z € R: 2 > 0 und z? — 3 > 0}.
Die Losung der zweiten Ungleichung 22 — 3 > 0 < 22 > 3 ist
|x| > V3 bzw. x € (—oo, —\/§) U (\/3, oo)
Unter Beriicksichtigung der ersten Bedingung x > 0 bekommen wir D = (\/3, oo).
Jetzt bestimmen wir die Losungsmenge der Gleichung.
logy = logy (2% — 3) + log, 2
logy x = logy(2(2* — 3))

r=2(z%-3)
Achtung: Das ist keine Aquivalenzumformung! Die Definitionsmenge hat sich verindert.
r =216

202 —x—6=0
1+y1+48 147

4 4
x1:—%§éD7 ro=2€D
L={2}

T12 =

2.5 Lineare Ungleichungen, Aquivalenzumformungen

Eine Ungleichung ist eine Aussage iiber die <, <, > oder >—Relation zwischen zwei Termen:
T <Th (<, >, >).

Wir betrachten hier Ungleichungen, in denen die Terme von einer Variablen abhéngen:

Tl(SL‘) < TQ(.’E) (<, >, >).

Die Definitionsmenge einer Ungleichung ist die Menge aller reellen Zahlen, fiir die die Terme defi-
niert sind.

Die Lésungsmenge einer Ungleichung ist die Menge aller Werte der Variablen, fiir die die Unglei-
chung erfiillt ist.
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Zwei Ungleichungen heifen dquivalent, wenn ihre Definitionsmengen und ihre Lésungsmengen gleich
sind. Unten geben wir drei wichtige Aquivalenzumformungen an. Wir formulieren sie fiir die <-Relation;
fiir die anderen drei Relationen miissen sie entsprechend umformuliert werden.

Wichtigste Aquivalenzumformungen:
1) W <Ty & T1+c<Ty+c fir ceR.
2) W <Ty & 1 <cly, fur ¢>0.

3) T <Ty, & 7 > Iy fir e¢<0O.

Wir betrachten nun zwei Beispiele linearer Ungleichungen, welche wir mithilfe von Aquivalenzum-
formungen 16sen.

Beispiele:
1)

br —7<2x+2 |+ (=22 +7)

3z <9 |-5>0
r <3
L = (—0o0,3]
2)
204+ 8 < bxr—4 | + (—=bx — 8)
— 3z < —12 |- (-3) <0
x >4
L =(4,00)

Man kann eine Ungleichung prinzipiell graphisch 16sen. Beispielweise ist die Losungsmenge einer
Ungleichung der Form Tj(x) < Th(x) die Menge der Werte der Variable z, fiir die das Schaubild
der Funktion y = Ti(x) unterhalb des Schaubildes der Funktion y = Th(z) liegt bzw. wo sich die
Schaubilder schneiden. Fiir die Ungleichung 5z — 7 < 2z 4 2 aus unserem 1. Beispiel erhalten wir die

Skizze
)

Qo

[uin
—~—

T1 (l‘)

Die Losungsmenge kann man ablesen: L = (—o0, 3].
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2.6 Quadratische Ungleichungen

Quadratische Ungleichungen sind Ungleichungen der Form
ar’ +br+c>0 (>0, <0, <0), a#0.

Wir 16sen eine solche Ungleichung graphisch. Der Graph der Funktion f(z) = ax?® 4+ bx + ¢, a # 0, ist
eine Parabel, welche

- nach oben geoffnet ist, falls a > 0,
- nach unten geéfinet ist, falls a < 0.
Als erstes betrachten wir die Ungleichung
a:n2+b:c+020, a # 0.

Die Lésungsmenge ist die folgende:

1. Fall: a > 0
xl\/% ’ \/
T1 = T2
L = (=00, 21] U [x2, 00) L—R L=R
2. Fall: a < 0
r1 = X9
[z1,
1 2] L={x} L=0
Fiir die Ungleichung
ar’ +br+c>0, a#0,
sieht die Losungsmenge wie folgt aus:
1. Fall: a > 0
TN_S2 ) \/
Ir1 = X9
L:(—oo,wl)u(xg,oo) L:R\{l’l} IL=R
2. Fall: a < 0
r1 = X9
B /\
1,T2) L—0 L—0

Eine Ungleichung der Form az? + bx + ¢ < 0 (< 0) kann durch Multiplikation mit —1 auf eine
Ungleichung der Form ax? + bz + ¢ > 0 (> 0) zuriickgefiihrt werden.
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Beispiele:

1) < a? \ /
22 —2>0 0\/1
x(x—1)>0
1 =0, 20=1
L= (—00,0)U(1,00)

2) 2+ —-6<0 \ /

1 =-3, 9 =2 —3\_/2

L=[-3,2]

3) 22 —62+9>0 \/
(r—3)2>0 3
L=R)\{3}

4) (22 +2)2<0 \/
—2
5) —2? +42—-7>0
T12=2x£\4-T7

Keine Nullstellen
L=40

2.7 Bruchungleichungen: Fallunterscheidung

In diesem Abschnitt betrachten wir einige Bruchungleichungen. Wir lsen sie durch eine Fallunter-
scheidung. Wir erkldren dieses Vorgehen anhand von Beispielen.

Beispiele:
3—x

1 <2
) r—5

Der Definitionsbereich ist D = R\ {5}. Um die Ungleichung zu 16sen, wollen wir die Terme mit
dem Nenner z — 5 multiplizieren. Man muss dabei unterscheiden, ob der Nenner positiv oder
negativ ist. Ist der Nenner positiv, so bleibt das Ungleichheitszeichen < stehen. Ist der Nenner
negativ, muss man das Ungleichheitszeichen umdrehen.

l.Fall: t —5>0< 2 >5

3—w
T —5
3—x<2(x—05)

3—x<2x—-10

-3z < —13

:c>%
Die Lésungsmenge im ersten Fall ist L1 = {z € R: 2 > 5und > 22} = (5,00).

<2 | (-5 >0
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22Fall: z -5 <02 <5h
3—zx
T —95
3—x>2(x—05)

3—x> 2x—10

—3x > 13

z<

Die Losungsmenge im zweiten Fall ist Ly = {:L'E]R::U<5undzv< 13—3} = (—oo,%).

<2 |-(z-5)<0

Die Gesamtlésungsmenge ist L = L1 U Ly = (—oo7 %3) U (5, 00).

) LT3 oy
2 —-3x—10 —

Die Definitionsmenge ist D = {x € R : 2% — 3z — 10 # 0}.
_3+£V9+40 3+£7

Z1,2 2 2
xr1 = —2, ro = 5
D=R\{-2,5}.

Auch in diesem Fall fithren wir eine Fallunterscheidung durch.

1. Fall: 2 =32 — 10 > 0 & 2 € (—o00, —2) U (5, 00)
#—;3_1021 |- (22— 32— 10) > 0
r+3> 2> -3z 10

22 =32 -10—2-3<0

22— 42 —-13< 0
T190=2+V4+13=2+17

e [2-VIT,24 V17|

Die Losungsmenge im ersten Fall ist

Ly =[2-V17,2+ V17| N ((—00,-2) U (5,00)) = [2 = V17, -2] U (5,2 + V1T).
2: Fall: 22 — 32— 10 < 0 & x € (—2,5)

#_;3_1021 |- (2* =32z —10) <0

r+3< 22-32-10
0<a2?—-32z—-10—2—3
22— 42 —-13<0

T € (—m,?—\/ﬁ} U [2+\/ﬁ,oo>

Die Lésungsmenge im zweiten Fall ist
Ly = ((—00,2 = V17| U [2+V17,00) ) N (=2,5) = 0.

Die Gesamtlosungsmenge ist L = L1 U Ly = Ly = [2 — V17, —2) U (5, 2+ V17].

2.8 Losen von Ungleichungen durch Faktorisieren

In diesem Abschnitt betrachten wir Ungleichungen, in denen die rechte Seite Null ist. Ist es gelungen,
die linke Seite in ein Produkt linearer Faktoren zu zerlegen, weils man, wo der Term das Vorzeichen
wechselt. Die Losungsmenge kann dann sofort bestimmt werden.
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Wir erldutern dieses Vorgehen anhand von Beispielen.

Beispiele:

1)

23 =322 — 10 —6 >0

Als erstes bestimmen wir die Nullstellen der linken Seite z° — 322 — 10z — 6 = 0. Wir finden eine
Nullstelle durch Raten:

r=1: 1-3-10—-6#0

r=-1: —-1-3410-6=0 = z1=-1

Als néchstes spalten wir den linearen Faktor x + 1 ab.

(23 —32%2 - 102 —6): (z4+1) =22 — 42 -6

:B3+ z?
— 42 — 10
— 42 — 4z
— 6x—6
— 6x—6
0

Um die restlichen Nullstellen zu bestimmen, l6sen wir die quadratische Gleichung z2 —4x—6 = 0:
Tog =244+ 6=2=+10.

Wir kénnen die linke Seite wie folgt faktorisieren:

(z—2—V10) (z -2+ V10) (z +1) > 0.

Dieser Ausdruck wechselt das Vorzeichen in den Punkten 2 + 1/10, —1. Fiir grofse positive z ist
der Ausdruck offensichtlich positiv. Das Vorzeichenschema sieht also folgendermafien aus:

— + - +

| | |
T T T

2-y10 1 2+4/10

Die Losungsmenge ist L = (2 — /10, —1) U (2 + /10, c0).

6z — 1323 + 622 +32—-2<0

Bestimmung der Nullstellen:
rp=1: 6-13464+3-2=15-15=0

(62 — 1323 + 62 +32—2): (x —1) =623 — T2% —z +2

6z — 62°
723 + 622
— 723+ 72?
— 2?43z
- 2+
20 — 2
2 -2

0
Wir 16sen die Gleichung 623 — 722 —z + 2 = 0.
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rzo=1: 6—-7—-142=0

(62° —72? — x+2): (x+1) =62 -z —2

6z — 6
— 22—z
— 2+ 2
—2x 42
~20+2
0

Es bleibt noch, die quadratische Gleichung 62% — xz — 2 = 0 zu lsen.

1+VI+48 147

T34 =

12 12
_1-7_ -6 _ 1 _ 147 _ 8 _ 2
T3= "1 T 12 = "20 T4= 73 =12~ 3

Die Ungleichung in faktorisierter Form lautet:
6(x — 1) (x—%) (z+3) <o.

Achtung: x = 1 ist eine doppelte Nullstelle! Bei z = 1 erfolgt kein Vorzeichenwechsel. Das
Vorzeichen wechselt sich in den Punkten x = —% und x = %

+ — + +

wWIN ——
_

Die Lésungsmenge ist L = [—1,2] U {1}.

3—=x

< 2, D =R\ {5
=2 \ {5}
3—x
—-2<0
r—>5
3—z—2(x —
x—2(x 5)<0
r—5
3—z—2x+10
<0
r—5
-3 1
L3<0
r—95
—3(z - )
—== <0 (=5 <o
r—5 }( 3)
13
r— 13
3
—>0
r—5
+ - +
} O
13 5

Die Lésungsmenge ist L = (—oo, 22) U (5, 00).
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x4+ 3
— >1 D=R\{-2
22 —-3x—-10 — \{=2,5)

T+ 3

—1>0

2 —3x—-10 -

_ (2 _ _
x+3—(2° -3z 1O)>0

2 —3x—10 =
r+3—22+3x+10 0

22 —3x—-10 -
—2? + 4z + 13
— >0 -(=1) <0
2 —-3x—-10 ~ - (=1)
2% — 4z — 13
— <0
2 —3x—10 —
(z— (2= V17)) (z — (2+ V17)) <0

(x4 2)(x —5) -
+ - + +
i O O i
2 — 17 —2 5 2+ V17

Beachte, dass —2,5 ¢ D.
Die Losungsmenge ist L = [2 — v/17,—-2) U (5,2 + v/17].
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Kapitel 3

Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

3.1

Systeme zweier linearer Gleichungen mit zwei Unbekannten

Wir beginnen diesen Abschnitt mit drei einfiihrenden Beispielen.

Beispiele:

1)

—2z+y=1
dr+y=4

Es gibt mehrere verschiedene Lisungsansitze. Zum Beispiel kann man eine Gleichung nach einer
Variablen 16sen und das Ergebnis in die andere einsetzten, beispielsweise

y=142z
dr+1+2x =4

6x =3

1 — 1 _
r=35, y=1+2-5=2

Ein weiterer Losungsweg basiert auf dem sog. Gaufschen Algorithmus. Man kombiniert die Glei-
chungen dabei so, dass in einer Gleichung nur eine Variable vorhanden ist. In unserem Beispiel
kann man zu der zweiten Gleichung das Doppelte der ersten Gleichung addieren:

—2x+y=1
Jy=2~6
Aus der zweiten Gleichung erhalten wir y = 2, und das Einsetzten in die erste Gleichung liefert
uns:
—2x+2=1
—2r =-—1
v=1

Man kann ein solches Gleichungssystem auch graphisch losen. Man zeichnet dafiir die beiden
Geraden, deren Gleichungen die erste bzw. die zweite Gleichung ist, in ein Koordinatensystem
ein. Die Losungsmenge ist die Schnittmenge der beiden Geraden.
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: > @
1
2
2)
—2zx+y=1
4 —2y =4
Durch Addieren des Doppelten der ersten Gleichung zur zweiten Gleichung erhélt man die Glei-
chung
0=6,
welche niemals erfiillt werden kann. Das Gleichungssystem ist nicht 1ésbar, also ist L = ().
Y
1/
> T
1
Die Geraden sind parallel.
3)
—2x+y=1
4 — 2y = —2

Durch Addieren des Doppelten der ersten Gleichung zur zweiten Gleichung erhélt man die Glei-
chung

0=0,

welche immer erfiillt ist. Das Gleichungssystem hat unendlich viele Lésungen. Das sind alle Punk-
te auf der Geraden mit der Gleichung —2z +y = 1.
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Die Geraden sind identisch. Alle Punkte auf der Geraden sind Lisungen.

Ein lineares Gleichungssystem von m Gleichungen mit n Unbekannten ist ein Gleichungssystem
der Form

annry + apre + - 4+ apxn, = by
a1 x1 + azxre + -+ + agmx, = by
aAm1T1 + amar2 + - + AQmaTn = bm

Die Zahlen aq1, ..., amp heifen die Koeffizienten des Gleichungssystems, x1, ..., ¢, die Unbekannten
und by, ..., by, die Koeflizienten der rechten Seite.

Eine Liosung des linearen Gleichungssystems ist ein n-Tupel 4, ..., x, mit der Eigenschaft, dass
beim Einsetzen von x1, ..., x, ins Gleichungssystem alle Gleichungen erfiillt sind.

Wir haben in den Beispielen oben gesehen, dass ein lineares Gleichungssystem genau eine Lisung,
unendlich viele Losungen oder keine Losung haben kann. Das sind alle moglichen Félle, die beim Losen
eines linearen Gleichungssystems auftreten konnen. Wir formulieren diesen Sachverhalt als ein Satz,
welchen wir spéter fiir den Fall eines Systems mit zwei Gleichungen und zwei Unbekannten beweisen
werden.

Satz.

Ein lineares Gleichungssystem hat genau eine Losung, unendlich viele Lésungen oder keine Lésung.

Wir werden im folgenden nur Gleichungssysteme mit zwei Gleichungen und zwei Unbekannten
betrachten:
anry + aipre = by
aziry + axr2 = b

Die rechte Seite sowie die beiden Unbekannten fassen wir jeweils zu Vektoren (bl) bzw. <§1>
2 2
zusammen.

Ein Vektor ist ein n-Tupel von reellen Zahlen. Wir unterscheiden zwischen Spaltenvektoren
I
T2

Tr =

Tn
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und Zeilenvektoren
= (x1 22 -+ Tp).

Die Menge aller Vektoren mit n Komponenten bezeichnen wir R”™.
Die Koeflizienten des Gleichungssystems fassen wir zu einer Matrix zusammen:

air a2
A= .
a1 a2

Eine Matriz ist ein rechteckiges Schema von reellen Zahlen:

ail a2 . Aln

a21 a2 ... QAo2p
A p—

Aml Am2 ... Qmn

Die Menge aller Matrizen mit m Zeilen und n Spalten bezeichnen wir R”*™.

1
Vektoren sind Sonderfille von Matrizen: ¥ = | : | e R™ = (21 ... z,) € RY*™,
In
Sei A = @ a2 eine 2 x 2-Matrix. Der Ausdruck
a1 Qo2

det A = a11a22 — 12021

heiRt Determinante der Matrix A.

Bemerkung:

Determinanten sind auch fiir Matrizen mit n Zeilen und n Spalten definiert. Die allgemeine Definition
ist allerdings viel komplizierter.

Eine Matrix A heifst reguldr, wenn det A # 0, und singuldr, wenn det A = 0.

Satz.

Ist die Matrix A reguldr, so hat das lineare Gleichungssystem genau eine Lsung.
Ist die Matrix A singulédr, so hat das Gleichungssystem unendlich viele Losungen oder keine Lésung,
und das hingt von der rechten Seite ab.

Wir geben hier einen Beweis speziell fiir lineare Gleichungssysteme mit zwei Gleichungen und zwei
Unbekannten an:

ailry + aipxy = bl
a21¢1 + axry = b
Beweis:
1. Fall: A= 8 8) Die Matrix A ist offensichtlich singulédr. Das Gleichungssystem nimmt in diesem
Fall die Form
0 = b
0 = b

an. Gilt b1 = by = 0, so sind alle <§1> € R? Losungen. Insbesondere hat das Gleichungssystem
2

unendlich viele Losungen. Gilt by # 0 oder by # 0, so hat das Gleichungssystem keine Lisung.
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2. Fall: A # <O 8) Dann ist mindestens eine Komponente der Matrix nicht Null. Ohne Beschrén-

kung der Allgemeinheit sei a7 # 0. Wir nehmen ¢ = a21 und subtrahieren aus der zweiten Gleichung
das c-Fache der ersten Gleichung:

anzy + apry = b
a22r2 = by

mit a22 = a9y — Ca1g = a2 — Tam = a11a22 a12a21 dgtlA und b2 = b2 — Cb1

Ist A regulér, d.h. det A # 0 SO ist ag9 75 0. In dlesem Fall kann man aus der zweiten Glelchung

2o eindeutig bestimmen: x9 =
Das Gleichungssystem hat genau eine Losung.
Ist A singuldr, d.h. det A = 0, so ist age = 0. Das Gleichungssystem hat die Form

anry + apry = b
0 = by
Ist 52 = 0, so hat das Gleichungssystem unendlich viele Losungen: alle (i1> € R2 mit ay1x1 + ajaze = by
2

sind Losungen. Ist by # 0, so hat das Gleichungssystem keine Losung.

Abschliefsend betrachten wir noch ein Beispiel.

Beispiel:
Bestimmen Sie die Losungsmenge des Gleichungssystems in Abhéngigkeit von den Parametern a,b € R:

2c + 5y =7
dr 4+ ay = b

Wir subtrahieren das Doppelte der ersten Gleichung aus der zweiten Gleichung:

2c + 5y = 7
(a—10)y = b—14

1. Fall: a — 10 # 0 < a # 10.
In diesem Fall hat das Gleichungssystem genau eine Losung: y =

r=1-3y= Z—%-Zjié.Alsogilt

b

10, und aus 2x = 7 — by folgt

2. Fall: a—10=0und b—14 =0 < a =10 und b = 14.

Das Gleichungssystem hat unendlich viele Losungen. Die Losungsmenge ist

L_{<xl> €R2:2x+5y—7}.
€2

3.Fall: a —10=0und b —14#0 < a =10 und b # 14.
In diesem Fall hat das Gleichungssystem keine Losung: L = ().
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3.2 Vektoren in R?

In diesem Abschnitt betrachten wir Vektoren in R?. Seien & = <x1> U= <Zl) € R? und ¢ € R. Wir
2

definieren folgende Operationen:

Vektoraddition: T + i = <x1 + yl).

T2 + Y2

Multiplikation mit Skalar: ¢ = (Cm1>.
CI2

Die beiden Operationen haben eine graphische Interpretation, welche wir anhand eines Beispiels
illustrieren.

Beispiel:
oL (2N L (3 R ) L (4 N
Gegeben seien T = <1>, y= <_2>. Esgilt: t+ 4y = <_1>, 2T = <2>, —I = (_1>.
Y
2%
g z
: x
_z L o
Tr+y
y

Rechenregeln fiir die Vektorrechnung:

Fir 7,7, 7 € R?, ¢,b € R gilt:
+ # (Kommutativitét)

g
2) (+479)+7Z=2+ (§+ Z) (Assoziativitit)

3) Fiir den Vektor 0 = (8) und jeden Vektor # € R? gilt: 0 + # = 7.

4) Zu jedem Vektor & = <i1> gibt es einen Vektor (den Gegenvektor) & = <_§1> mit 7+ (—7) = 0.
2 —x2

Diese Rechenregeln bilden die sog. Vektorraumaziome fiir den Vektorraum R?.
Die Subtraktion wird definiert als die Addition des Gegenvektors: ¥ — ¢ = & + (—7).
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Skalarprodukt und die Linge eines Vektors

Das Skalarprodukt (das innere Produkt) zweier Vektoren & = <§1> Y = <y1> € R? ist definiert als
2

-y = (Z|Y) = z1y1 + x2y2 € R.

Rechenregeln fiir das Skalarprodukt:
1) (@§) = (71%) (Symmetrie)
2) (cZ|y) = c(Z]y) (Homogenitét)
3) (Z|ly+ 2) = (Z|y) + (Z|Z) (Distributivitat)

Die Ldnge eines Vektors ist definiert durch die Formel

& = /2 + 23

Es gilt offensichtlich : ||Z||> = (Z|Z).

Rechenregeln fiir die Linge:
Fiir Z, 7 € R? und ¢ € R gilt:
1) ||Z| = 0 und (]|Z]| =0< & =0).
2) |leZ|| = || - |Z|| (Homogenitét)
3) |24 ]l < ||Z]] + ||¥]| (Dreiecksungleichung)

Graphische Interpretation der Dreiecksungleichung: Eine Seite im Dreieck ist kleiner als die Summe
der beiden anderen Seiten.

Die erste Regel darf offensichtlich sein. Die zweite Regel kann wie folgt bewiesen werden:

el = V/(cx1)? + (cx2)? = /2t + 2a = Ve -\ Jad +af = || - ||2].

Die dritte Regel werden wir etwas spater beweisen.

Ungleichung von Cauchy-Schwarz.
Fir 7,y € R gilt:
[(Z )| < 121 - [|51]-

Bevor wir diese Aussage beweisen, verdeutlichen wir sie anhand eines Beispiels.

Beispiel:

Seien ¥ = <2>, y= <152>. Es gilt

2] = V32 +4% = V9+16 = v25 = 5,
7] = V122 + 52 = /144 + 25 = /169 = 13,
(Z]§) =3-12+4-5=36+20 =56 < ||Z - ||§] = 5 13 = 65.
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Beweis:

Es gibt mehrere Moglichkeiten, die Ungleichung von Cauchy-Schwarz zu beweisen Wir geben hier einen
direkten Beweis an, welcher speziell in unserem Fall funktioniert:

(&g < 1] - 1]
< (@) < 12?7117
& (r1y1 + 22y2)® < (2] + 23) (7 + 93)
& 23y} + 2r1ma1y2 + 23y5 < Tyt + xTys + 23yt + 255
& 2ty — 2x1yarayr + x5y7 > 0
& (z1y2 — 2211)* > 0.

Beweis der Dreiecksungleichung:
Jetzt sind wir in der Lage, die Dreiecksungleichung zu beweisen. Der Beweis erfolgt folgendermafsen:
|7 + 411" = (F+ g7 +7) = (T+5) + 2€Z+5) + T+ )
< 1211 + 202 - 11l + 1717 = (2] + 171>,
bei der Abschitzung haben wir die Ungleichung von Cauchy-Schwarz benutzt. Daraus folgt, dass
12+ gl < 2]l + I171]-
Winkel zwischen zwei Vektoren

Fiir das Skalarprodukt zweier Vektoren Z,y € R gilt

(@[g) = [|Z]| - gl - cos ¢,

wobei ¢ € [0, 7] der Winkel zwischen den Vektoren & und ¥ ist.

Beweis:

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass der Winkel zwischen den Vektoren ¥ und
¥ gegen den Uhrzeigersinn gebildet wird.
Y

v
Y2

4

\,Hl

Y1

Wir wihlen das Koordinatensystem so, dass der Vektor Z an der positiven x-Achse liegt. Dann gilt

- €T -
T= <01> und || Z]| = 1.

Sei y = <‘zl> Der Winkel ¢ ist der Winkel zwischen der z-Achse und . Folglich gilt
2

y1=[Fllcosp,  y2 = [|7] sinp.
Insbesondere gilt fiir das Skalarprodukt

(@]g) = z1y1 + Oy2 = || Z]] - [|7]] cos .
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Sind zwei Vektoren gegeben, kann der Winkel zwischen denen mit der Formel

(7]y)

COS P = ——— o
1] - {|7]

berechnet werden.

Beispiele:

I7] = VO+T1=v10, [l =vEi+1=V5 (2§ =3-2+1-(-1)=5
@y 5 1

CosSp = ——"— = = —,
2]}~ (137 2v5-v6 V2

(p = arccos (% = 45°.

.o L (-1
2) Fiir ¥ = <0>, y= <\/§/2> gilt
Izl =2 [I7l=4/z+3=1 (&g =-1,
cosp = 2_—1 = —%,

1
(p = arccos (—%) = 120°.

Zwei Vektoren & und g heiken orthogonal, wenn sie einen Winkel von 90° einschliefsen. Fiir ortho-
gonale Vektoren schreiben wir & L /.
Da cos(90°) = 0, gilt offensichtlich

Beispiele:

1) Die Vektoren ¥ = (g) und ¥ = <_32> sind orthogonal, da (Z|y) =3-(—2)+2-3=0.

2) Finde alle Vektoren der Linge 1, die zu dem Vektor @ = (i) orthogonal sind.

Wir 16sen die Aufgabe erst graphisch:

Z2

I

N

Jetzt 16sen wir die Aufgabe rechnerisch. Sei ¥ = (

I

. ) der unbekannte Vektor. Fiir seine Kom-
2

ponenten gelten zwei Bedingungen:

1) Z L4 < (Z|d) =0 <= z1+x3 = 0. Alle Endpunkte der Vektoren, die dieser Bedingung
geniigen, liegen auf der Geraden mit der Gleichung x; + z2 = 0.

2) |#] =1 <« 2%+ 23 = 1. Alle Endpunkte der Vektoren, die dieser Bedingung geniigen,
liegen auf der Kreislinie mit Radius 1 um den Ursprung.
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Aus der ersten Gleichung finden wir x9 = —z;. Einsetzen in die zweite Gleichung liefert

24+ar?=1

222 =1

-

Das Gleichungssystem hat also zwei Losungen:
T = % und zo = —x1 = —%,

xr1 = —% und ro9 = —T1 = \}5

1 _ 1
Das sind die Vektoren ( ‘/51 ) und ( 1\@)
V2 V2

3.3 Matrizen in R2?*?2

Wir betrachten in diesem Abschnitt nur Matrizen der Dimension 2 x 2. Wie im Fall der Vektoren
definieren wir folgende zwei Operationen:

Seien A= (M1 @12 p_ (b b2} poe g
a1 axn/’ ’ '

bo1 b2
Addition: A+ B = (all +bi1 aiz+ b12>
. a21 + ba21  age + baa ’

Multiplikation mit Skalar: cA = (Call ca12>.
cazr caz2

Rechenregeln fiir Matrizen:

Fir A, B,C € R?*2 ¢,b € R gilt:
1) A+ B=B+ A
2) (A+B)+C=A+(B+C)

3) Fiir die Matrix O = <8 8) und jede Matrix A gilt : O+ A = A.

4) Zu jeder Matrix A gibt es eine Matrix (die Gegenmatrix) —A mit A+ (—A) = O.

5) ¢c(A+B)=cA+cB

)
)
6) (c+b)A=cA+bA
7) ¢(bA) = (cb)A
)

8) 1-A=A
Die Matrizen in R%*2 bilden also einen Vektorraum.

Die Substraktion ist definiert als die Addition der Gegenmatrix: A — B = A+ (—B).

Matrix-Vektor-Produkt:

Fir A = (all a12> und ¥ = <m1> ist das Produkt AZ definiert durch die Formel
as1  ao2 T2

. a1121 + a12x
Al’:<111 122>‘

a21x1 + a22T2
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660
G =) ()= ()

Insbesondere kann das lineare Gleichungssystem

w

w N

a1z + apre = b
as1x1 + axnry = b

als A7 = b mit A = <a11 a12>’ r= <m1>, b= (21> geschrieben werden.
2

a G2 x2
Matrixmultiplikation:
Seien A = (au a12>7 B = <b11 b12>. Wir schreiben B = (by by) mit by = <bu>, by = <b12>. Das
ag a2 ba1  bao ba1 b2

Produkt AB ist definiert durch

AB = (Agl Agg) _ (aubu + aj2ba1 airbie + a12b22> ‘

a21b11 + az2b21  a21b12 + azsbao

Beispiele:

(1 2\ . (5 6\ ..
1) Fir A= <3 4>, B = <7 8> gilt:

Ap_ (5+14 6416 _ (19 22
“\15+28 18+32)  \43 50)

BA_ (5 6) (1 2)_(5+18 104+24) _ (23 34
“\7 8)\3 4) " \7+24 14+432) " \31 46)

Bemerkung: Im Allgemeinen gilt : AB # BA.

. (1 2 (-2 4 .
2) Fir C = <2 4>, D= < 1 _2) gilt:
_(—2+2 4-4\ (0 0
CD_<—4+4 8—8>_<0 0>'
Bemerkung: Aus CD = O folgt nicht C = O oder D = O.

Rechenregeln fiir die Matrixmultiplikation:
Fiir A, B,C € R?*2 gilt:
1) A(BC) = (AB)C (Assoziativitét)
2) A(B+ C) = AB + AC (Links-Distributivitat)
3) (A+ B)C = AC + BC (Rechts-Distributivitét)
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Da das Matrixprodukt nicht kommutativ ist, brauchen wir beide Regeln 2) und 3).

Die Rolle einer Eins beziiglich der Matrixmultiplikation spielt die Einheitsmatriz I = (1 O) . Fiir

01
jede Matrix A € R?*? gilt:
Al =TA = A.

Ferner definieren wir noch eine Operation fiir Matrizen:

. . . . ajl a12 . . . a1 ao1
Die Transponierte einer Matrix A = ist die Matrix AT = .
a1 022 a2 a2

Das Transponieren einer Matrix entspricht der Spiegelung an der Diagonalen.

T
— 1 2 1 3
Beispiel: <3 4) = (2 4).

Fiir Vektoren gilt: < > (z1 z2) und (y1 y2)T = (Z;)
2

Insbesondere gilt (Z|7) =

Rechenregeln fiir das Transponieren:

1) (AT)T = A

4) (AB)T = BTAT  (Beachte die Reihenfolge der Faktoren!)
- (12 (1 2\ .. .. (-3 6
Beispiel zu 4): Fiir A = <3 _1> und B = <_2 2> gilt: AB = < 5 4>,

war (L 7)) -

Fiir das Skalraprodukt gilt
(A7) = (ATZ|7).
In der Tat,
(ATzlg) = (AT g =71 (AT)Tg = 27 (A7) = (7| A).

Als néchstes beschéftigen wir uns mit folgender Frage: Gibt es fiir eine Matrix A eine inverse Matrix,
so wie es fiir Zahlen ein inverses Element beziiglich der Multiplikation, also den Kehrwert, gibt?
Sei A eine Matrix. Die Inverse von A ist eine Matrix A~! mit der Eigenschaft

AA T = A"TA =1,

Es gibt solche Matrizen, fiir die A~! existiert, und solche, fiir die A~! nicht existiert. Wir untersu-
chen nun speziell fiir 2 x 2-Matrizen die Frage, unter welchen Bedingungen eine Matrix A invertierbar
ist.

Sei A = <a11 a12). Wir suchen erst eine Matrix X = <m11 $12> mit AX =1, d.h.
az1  G22 T2l X22

Ax — (@ @2 (T @2 _ fenTn +aefa angiz +ata) 10
ag1 a2) \T21 T2 21711 + a22T21  A21T12 + A22T22 0 1
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Das Gleichungssystem fiir 11, 12, T21, 22 lautet:

a11711 + a1z = 1 a11z12 + a12x22 =0
a21211 + a22x21 =0 a21T12 + a22%22 =1

Das sind zwei lineare Gleichungssysteme mit jeweils zwei Gleichungen und zwei Unbekannten. Wir
wissen, dass ein solches Gleichungssystem genau dann eindeutig 1dsbar ist, wenn A reguldr ist, d.h.
det A = ai1ago — a12a21 7'5 0.

Ist A singulér, so hat mindestens eines dieser Gleichungssysteme keine Losung (der Fall, dass ein
Gleichungssystem unendlich viele Losungen hat, kann nicht gleichzeitig fiir die beiden rechten Seiten
auftreten). Das gesamte Gleichungssystem aus vier Gleichungen hat also keine Losung. Folglich ist A
nicht invertierbar.

Nun widmen wir uns dem Fall, wenn A regulér ist, und bestimmen X. Wir betrachten erst das
Gleichungssystem fiir x11, xo1. Wir multiplizieren die erste Gleichung mit ao;, die zweite Gleichung
mit a1; und subtrahieren anschliefsend die erste Gleichung aus der zweiten:

11621711+ @12021T21 = Q21
a11a21°11 + aijazera; = 0
und
a11a21r11  + 12021721 = a9
(a11a22 — a12a21)T21 = —ag

Die letzte Gleichung lautet det A - zo1 = —a9;. Da det A # 0, bestimmen wir

rol1 = — @21 .
det A
Aus a91211 = —a992T21 = a9 dz%lA folgt
11 — 422 .
det A
Das Gleichungssystem fiir x12, 220 behandelt wir analog:
airaz1r12  + aiza21r22 = 0
1102112 + Q11G22T22 = ai1
und
ailasriz + 12021722 = 0
(a11a22 — a12a21)x22 = a1y
Wir finden
- ail
det A
und aus a11X12 = —A12T22 = —Q12 di'tlA
Xr19 = — 412 .
det A

Wir haben gezeigt, dass es fiir eine reguldre Matrix A genau eine Matrix X gibt mit AX = I. Diese
o _ 1 az2  —ai2
Matrix ist X = .

det A \—a21 an
Es bleibt zu zeigen, dass auch XA = I. Wir zeigen erst, dass X reguldr ist. In der Tat,
det A 1
det X = 222 ari a12 az1 e £0.

detA detA detA detA  (detA)2  detA

Nach dem schon Bewiesenen gibt es genau eine Matrix Y mit XY = I. Wir zeigen, dass Y = A. Dazu
berechnen wir AXY auf zwei Arten:

AXY = A(XY)=AI = A

und
AXY = (AX)Y =1Y =Y.

Da die linken Seiten gleich sind, miissen auch die rechten gleich sein. Daraus folgt Y = A.
Es gilt also AX = XA = I. Folglich ist A invertierbar und A~! = X

Wir fassen das Ergebnis in einem Satz zusammen.
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Satz.

Eine Matrix A € R?*? ist genau dann invertierbar, wenn sie regulir ist, d.h. det A # 0. In diesem Fall

gilt
A1 1 azp —ai2
det A \—a21 a1 )’

Beispiele:
. . . 1 2
1) Wir betrachten die Matrix A = (3 4>.
Es gilt det A =4 — 6 = —2 # 0. Die Matrix A ist invertierbar. Die inverse Matrix ist

=55 )= 6a )

1 2 -2 1 10
. . . _1 _
Wir rechnen eine Probe nach: AA™" = <3 4> <3/2 1/2> = <O 1).

L 2>.Es giltdet B=1-6—2-3=0.

2) Als unser zweites Beispiel betrachten wir die Matrix B = (3 6

Die Matrix B ist nicht invertierbar.

Rechenregeln fiir die Inverse:

1) (CA)_1 = %A‘l, c#0

2) (A7) = (a7’

3) (AB)"' =B 'A~! (Beachte die Reihenfolge der Faktoren!)

Wir beweisen exemplarisch die Rechenregel 3). Es gilt

(B'A™YAB) =B YA 'A)B=B'IB=B"'B=1

Daraus folgt, dass B~1A~! die inverse Matrix von AB ist, also (AB)~!.

Sei
AZ =0

ein lineares Gleichungssystem und sei A regulér. Fiir die Losung & gilt:

7=A"0.
Beispiel:
Wir betrachten das Gleichungssystem
2.581 — 3.132 = -8
xr1 + 5£E2 =9
Die Matrix A = (? _53> ist regulér, da det A =2-5—1-(—=3) = 13 # 0. lhre inverse Matrix ist

1
A== ( g 3). Fiir die Losung des Gleichungssystems gilt

-1 2
L1 (5 3\ [-8\ 1 [-13) (-1
- g-1p_ 1 _ L .
x_Ab_B<4 Q<9>_w<%)_(2>
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3.4 Lineare Abbildungen der Ebene
Sei A € R?*? eine Matrix. Wir betrachten die Abbildung i = T (¥) = AZ. Fiir diese Abbildung gilt:
Ta(Z+9) = A(Z +¥) = AT + Ay = Ta(Z) + Ta(y)

und
Ta(cX) = A(ck) = cAT = Ty (%).

Eine Abbildung T heilt linear, wenn folgende zwei Eigenschaften gelten:
1) T(Z+vy) =T(Z) +T(y) (Additivitét),
2) T(cZ) = ¢T'(Z¥) (Homogenitat).
Wir betrachten hier lineare Abbildungen der Ebene, d.h. ¥ € R? und ¢ = T(¥) € R
Beispiel:

Wir betrachten die Abbildung T(Z) = <””2) fiir 7 = <””1> Es gilt
S S T+ N T2 + U2 T2 Y2 - _
Tx+y) =T = = + =T(x)+T
( ) <5E2 + y2> (581 + 3/2> ($1> <y1> (7) )

e =7 () = (2) =< () -

Diese Abbildung ist linear. Die geometrische Interpretation dieser Abbildung ist die Spiegelung an der
Geraden mit der Gleichung xo = ;.

und

Im einfiihrenden Beispiel haben wir gesehen, dass Multiplikation mit einer Matrix eine lineare
Abbildung der Ebene ist. Wie der folgende Satz besagt, sind damit auch alle linearen Abbildungen der
Ebene beschrieben.

Satz.

Fiir jede lineare Abbildung T der Ebene existiert eine Matrix A € R?*2| so dass T(Z) = AZ. Die
Matrix A ist eindeutig bestimmt.

Beweis:
. 5 N €1 1 0 . . - 1
Fiir jeden Vektor & € R gilt & = | ") = a1 | ) +22( ) = 2161 + 2262, wobei & = { | und
2
€y = (?) die kanonischen Einheitsvektoren sind. Wegen der Linearitét der Abbildung gilt
T(Z) = T(21€) + x282) = 21T(€1) + 22T(E2).

Seien nun 7'(é}) = <a11> und T'(éz) = <a12>. Betrachte die Matrix A = (T'(€) T(€2)) = <a11 a12>.
@21 422 az a
Fiir diese Matrix gilt

o a a a11T1 + a1ex 5
T(F) = o1 11 ¥ 2y 12 _ 1171 1202\ _ AZ,
a2 a2 a21T1 + a2x2

was zu beweisen war.
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Beispiel:

2:61 — X9

Wir betrachten die Abbildung T(%) = (3x + 2z
1 2

) . Es gilt

Wir haben also

3 2

Die Koeffizienten von A kann man in der Tat an den Formeln ablesen.

Die geometrische Interpretation dieser Abbildung veranschaulichen wir anhand folgender Skizze,
welche die Bilder der beiden kanonischen Einheitsvektoren sowie des darauf aufgespannten Quadrats
unter der Abbildung T zeigen.

T(F) = A7 mit A:(2 _1).

T([0,1)?):

Spezielle lineare Abbildungen der Ebene

In diesem Abschnitt betrachten wir einige wichtige lineare Abbildungen der Ebene, welche eine klare
geometrische Interpretation haben.

1) Drehung um den Nullpunkt

Die Abbildung ist die Drehung um den Winkel ¢ um den Nullpunkt gegen den Uhrzeigersinn.
[0, 1]2: T([0,1]?):

0 1 2 0 1 2

Um die Matrix dieser Abbildung aufzustellen, betrachten wir die Bilder der Einheitsvektoren &}
und €5:
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T(e1)
. zsé’z
T(eg)
14
P > z .
€1
_ . cos . cos(p + 90° —sin
Es gilt T(¢]) = <Sin z) und T'(€3) = (Sin((:z-i- 900))> = ( cos (;0>.

Die Matrix dieser Abbildung — die sog. Drehmatriz zum Winkel ¢ — hat also die Form

D _ [cos® —sinp
¥ \sinp cosp /'’

Beispiel: Drehung um 45°. Die Drehmatrix ist Dyso = (COS 457 —sind5 ) = <

1
. ‘7)
sin 45 cos 45 7

Diese Abbildung ist die Spiegelung an einer Geraden, welche den Winkel ¢ mit der positiven
x-Achse bildet. Die Gleichung dieser Geraden lautet y = tan ¢ - x.

S-S

2) Spiegelung an einer Geraden durch den Nullpunkt

Wieder bestimmen wir die Bilder der Einheitsvektoren unter dieser Abbildung:

y Y

T(e1)

D
(Q
?

90° — ¢

. L\ [cos2¢p L\ [cos(20—90°)\ [ sin2¢
Es gilt also T'(e1) = (sin 2@) und T'(e3) = (sin (26— 90°) ) =\ Zcos2)"

Die Matrix der Abbildung lautet A= €0 2p sinZg :
sin2p —cos2p
3) Skalierung

Diese Abbildung ist eine Skalierung um den Faktor a in die z;-Richtung und um den Faktor b in
die xs-Richtung:

[0,1]: 7([0,1]2):
2
b
1
0 1 2 0 a

Die Matrix der Abbildung ist offensichtlich A = <8 2)
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4) Scherung

Diese Abbildung ist auf der Skizze unten veranschaulicht:
[0, 1]2: T([0,1]?):

0 1 2 0| « 1

Es gilt T'(e1) = ((1)) und T <(1)> = <(f> und damit A = <é ?)

Hintereinanderausfiihrung linearer Abbildungen

Gegeben seien zwei Abbildungen § = T (Z) und 2’ = T5(y). Die Komposition (die Hintereinanderaus-
fiihrung) zweier Abbildungen § = T1(Z) und Z = T5(%) ist die Abbildung

Z= (Tg e} Tl)(f) = TQ(Tl(f))
Die Komposition zweier linearer Abbildungen ist linear. In der Tat,
(TyoTh)(F+1) = To(Ty(T+1)) = To(T1(Z)+T1 () = To(Ty(Z)) +To(T1(@)) = (T20Th)(F) +(T20T1 ) (1)

und
(Ty 0 Th)(cZ) = To(T1(cZ)) = To(cTh (Z)) = To(Th () = (T o T1)(Z).

—

Wir kénnen auch die Matrix der Komposition T 0T} bestimmen. Seien 77 (%) = A1 Z und Ta(y) = A2y.

Dann gilt
(Tg (¢] Tl)(f) == TQ(Tl(f)) = Tg(Ala_:’) = AQAlf.

Die Matrix der Abbildung T o Ty ist also AgA;.
Beispiele:

1) Seien T die Drehung um 30° und 75 die Drehung um 60°. Die Komposition T50T] ist offensichtlich
die Drehung um 90°. Die Matrizen dieser Abbildungen sind

A, — (cos 30° —sin30°\ ? —%
' \sin30° cos30° ) T\ 1 v )°
2 2
A, — (cos 60° —sin60°)\ % —73
27 \sin60° cos60° )~ \v3 ’

(2 TN [(F B _ (0 1) _ (cos90° —sin90°
SR VS| @ ~\1 0/ \sin90° cos90° }°

1
2 2 2

no
w
N[ =

w

2) Seien T; die Drehung um 45° und T3 die Skalierung um den Faktor 2 in die z1-Richtung und um
den Faktor 1 in die xzo9-Richtung. Wir veranschaulichen die beiden Kompositionen 75 o 77 und
T1 o Ty und berechnen ihre Abbildungsmatrizen.
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0,17 To(Ti (0, 1))

0 1

[0, 1]2: T5([0,1]2):

Die Matrix der Abbildung T} o 15 ist

1
m@=<?
V2
Bemerkung:
Im Allgemeinen gilt T 0o Ty # Ty o Ts.
Eine spezielle Abbildung ist die Identitit (bzw. die identische Abbildung)
(%) = 2.
10
0 1/

Die identische Abbildung spielt die Rolle der Eins beziiglich der Komposition. Fiir jede lineare
Abbildung T gilt:

Ihre Matrix ist die Einheitsmatrix I =

Tol=1oT=T.

Die inverse lineare Abbildung
Sei if = T(%) eine lineare Abbildung. Unter Umsténden existiert die inverse Abbildung T mit
ToT'=T'oT =1

D.h.
7=T(&) < z=T71%).

Sei X die Matrix der inversen Abbildung T~ '. Aus AX = XA = I folgt, dass X = A~! sein soll.
Folglich existiert die inverse Abbildung genau dann, wenn A invertierbar ist. Ihre Matrix ist A1,
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Beispiele:

1) Sei T die Skalierung um den Faktor 3:

o (3 0\
Y=1\o 3

Die inverse Abbildung 7! ist Skalierung um den Faktor %:

- 0\ _
T = 119
3

Sei T' die Drehung um 30°: ¢ = Dsgo @ mit

cos 30° —sin 30°
Dspo = ( ) :

O W=

sin30°  cos 30°

Es gilt det D3go = cos? 30° + sin? 30° = 1. Die Matrix der inversen Abbildung 77! ist

(Dyge) " = cos30° sin30°\  [cos(—30°) —sin(—30°) D
50° -\ —sin30° cos30°/)  \sin(—30°) cos(—30°) ) (—30°)-

Die inverse Abbildung ist die Drehung um —30°, d.h. die Drehung um 30° in die andere Richtung.

Als unser letztes Beispiel betrachten wir die Abbildung 7(Z) = AZ mit der Abbildungsmatrix

A= (; Z) Es gilt det A = 4 — 4 = 0. Die Matrix A ist singuldr und damit ist die Abbildung
T nicht invertierbar. Was dabei geometrisch passiert, wird aus der Skizze klar, die das Bild des

Quadrats unter dieser Abbildung zeigt:

7([0,1]%):

[0, 1]

6 1
2
1 1
2 ] N

0t 1 3

Die Bilder der Einheitsvektoren sind T'(€]) = ( >, ( ) und diese sind parallel. Das

ganze Quadrat wird auf die Strecke mit den Randpunkten (0,0) und (3,6) abgebildet.
Die Abbildung ist nicht invertierbar. Verschiedene Vektoren & werden auf den gleichen Vektor ¢

abgebildet. Beispielsweise gilt fiir ¢ = (;) z.B. T < ) <1> und T < ) (;) Man kann

oo (1 N . . :
also ein & mit 5 )= T'(Z) nicht eindeutig bestimmen.
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Kapitel 4

Elementare Funktionen

4.1 Funktionsbegrift

Eine Funktion (Abbildung) f von X nach Y ist eine Vorschrift, die jedem Element x € X eindeutig
ein Element y € Y zuordnet.

Das dem Element € X zugeordnete Element y € Y bezeichnet man mit f(z) und nennt man den
Wert der Funktion f an der Stelle x.

Die Menge X heifst der Definitionsbereich (die Definitionsmenge) von f und Y heikt der Wertebe-
reich (die Zielmenge) von f.

Ferner heifit « die unabhdingige Variable und y die abhdngige Variable. Die Zuordnung y = f(x)
heifst Funktionsvorschrift.

Fiir die oben beschriebene Funktion f schreiben wir:

f: X =Y, z— f(x) bzw. y = f(x).
Zu jeder Funktion gehdren also drei Elemente: Der Definitionsbereich X, der Wertebereich Y und
die Funktionsvorschrift.
Beispiele:
1) f:R—=R, o+ 22
2) g:N=N, nsn?

3) Jedem Studierenden an der JLU Giefien wird eine Matrikelnummer zugeordnet. Der Definitions-
bereich dieser Funktion ist die Menge aller Studierenden an der JLU Gieften. Der Wertebereich
ist die Menge aller als Matrikelnummer in Frage kommenden Zahlenkombinationen.

4) Lineare Abbildungen aus Kapitel III sind Funktionen von R? nach R2.

5) w:{1,2,3,4,5} — {1,2,3,4,5} mit u(l) = 1, u(2) = 1, u(3) = 3, u(4) = 2, u(5) = 2. Diese
Abbildung kann man wie folgt visualisieren:
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X Y

Zwei Funktionen sind gleich, wenn ihre Definitionsbereiche, ihre Wertebereiche und ihre Funktions-
vorschrifte iibereinstimmen.
So sind beispielsweise f und g in den Beispielen oben nicht gleich.

Der Graph einer Funktion f : X — Y ist die Menge aller Paare (z, f(z)) mit x € X. Sind X, Y C R,
so kann man den Graph in einem Koordinatensystem veranschaulichen.

Beispiele:
Wir skizzieren hier die Graphen der Funktionen aus der Beispielen 1), 2) und 5) oben.

1) f:R—=R, o+ 22
Y
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2) g:N=N, nsn?

Yy
9 .
4 .
1}
> T
1 2 3 4

5) Der Graph der Funktion u aus Beispiel 5) ist

y
51
44
31 .
21 o« .
1+ o .

: > T
1 2 3 4 5

Nicht jede Kurve in einem Koordinatensystem ist der Graph einer Funktion. So ist die Kurve auf
dem Bild unten kein Graph einer Funktion. Die Eigenschaft, dass jedem x € X genau ein y € Y
zugeordnet ist, ist in diesem Fall nicht erfiillt.

Yy

Nl

Eine Funktion f : X — Y heiltt injektiv, wenn es fiir jedes y € Y hdchstens ein Element x € X
gibt mit f(x) = y. Eine dquivalente Formulierung ist

vy #xy = f(r1) # f(22).

Eine weitere dquivalente Formulierung ist

flz1) = f(z2) = a1 =12
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In den obigen Beispielen ist die Funktion g injektiv. Die Funktionen f und u sind dagegen nicht injektiv.
Soist z.B. 1 # —1, aber f(1) = f(-1).

Wir betrachten noch ein weiteres Beispiel:
v:{1,2,3,4,5} = {1,2,3,4,5} mit v(1) =1, v(2) =4, v(3) = 3, v(4) =5, v(5) = 2.
Diese Funktion ist injektiv.

1 1
2-\ /2
3 3

qo—{ | \4
5-/ 5

X Y

Eine Funktion f : X — Y heifst surjektiv, wenn es fiir jedes y € Y mindestens ein x € X gibt mit
f(x) = y. D.h. alle Werte y € Y kommen als Funktionswerte fiir entsprechende x € X vor.

In unseren Beispielen sind die Funktionen f, g und w nicht surjektiv, die Funktion v dagegen ist
surjektiv.

Durch die Einschrénkung des Wertebereiches kann eine Funktion surjektiv gemacht werden. Wir
betrachten wieder das Beispiel f : R — R, z +— 22. Wir schrinken den Wertebereich auf die Menge
[0,00) ein. Die neue Funktion

fi:R—=1[0,00), z— z*

ist surjektiv.
In diesem Beispiel kann man auch den Definitionsbereich so einschrinken, dass die neue Funktion
injektiv ist. Wir betrachten z.B.
f2:[0,00) = [0,00), 2~ 2°.

Die Funktion fs ist injektiv und surjektiv. Ihr Graph ist unten gedruckt.
Y

Eine Funktion, die injektiv und surjektiv ist, heifst bijektiv. Bijektivitat bedeutet, dass es fiir jedes
y € Y genau ein x € X gibt mit f(x) = y. In anderen Worten ist die Gleichung f(z) = y ist fiir jedes
y € Y eindeutig losbar.

In den obigen Beispielen sind die Funktionen v und fs bijektiv.

Ist eine Funktion f : X — Y bijektiv, so kann man sie umkehren. Die Umkehrfunktion (die inverse
Abbildung) von f ist die Funktion

LY = X,y o mit f(z) =y.
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Wir geben nun die Umkehrfunktionen der Funktionen v und f; aus den obigen Beispielen an.

v:{1,2,3,4,5} = {1,2,3,4,5} mit v(1) = 1, v(2) =4, v(3) = 3, v(4) = 5, v(5) = 2.

Die Umkehrfunktion ist v=1: {1,2,3,4,5} — {1,2,3,4,5} mit v 1(1) =1, v 1(2) =5, v }(3) =
3, v71(4) =2, v71(5) = 4.

f2:[0,00) = [0,00), & — x2.

Die Umkehrfunktion ist f; ' : [0,00) — [0,00), y — /7.

Sind X,Y Teilmengen von R, so kann man die Graphen der Funktionen f und f~' in einem
Koordinatensystem zeichnen. Der Graph von f~! entsteht dabei aus dem Graphen von f durch die
Spiegelung an der 1. Winkelhalbierenden y = x. (Dies entspricht der Vertauschung von z und y, siche
Kapitel IIT).

Das Bild unten zeigt die Graphen der Funktionen fs und f5 L

Bei elementaren Funktionen kann man in der Regel den Definitionsbereich und den Wertebereich
so einschrianken, dass die neue Funktion bijektiv und damit invertierbar ist.

Wir widmen uns jetzt konkreten elementaren Funktionen.

4.2 Lineare Funktionen
Eine lineare Funktion ist eine Funktion f : R — R mit einer Funktionsvorschrift der Form
flz)=mz+c¢, m,ceR.

Beispiel:

Ein Héandler auf dem Markt verkauft Trauben zum Preis von 1,80 Euro/kg. Die Tragetasche kostet
0,10 Euro. Der Preis beim Kauf von der Menge x (in kg) Trauben mit der Tragetasche ist eine lineare
Funktion P : [0,00) — [0, 00) mit

P(z) = 1,80z + 0,10, > 0.
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Das Schaubild einer linearen Funktion f: R — R, f(z) = mxz + ¢ ist eine Gerade.
)

m ist die Steigung, c ist der y-Achsenabschnitt.

Satz.

Jede Gerade ist durch zwei auf den Geraden liegenden Punkten eindeutig bestimmt. Genauer gesagt,
sind (x1,91), (x2,y2) mit 1 # x2 gegeben, so gibt es genau eine lineare Funktion der Form

y = flz) =mz+c
mit f(z1) = y1, f(22) = 12.

Beweis:

Durch Einsetzten der Punkte (z1,y1), (22,¥2) in die Funktionsgleichung erhélt man ein lineares Glei-
chungssystem

mx]+c=1yp

mr + ¢ = Y2

50 ()-C)

mit den Unbekannten m und c. Fiir die Matrix X = (il i) gilt det X = x1 — x9 # 0. Also ist X ist
2

bzw.

reguldr und damit hat das Gleichungssystem eine eindeutige Lisung.
Y2 — W1
Tro9 — T1 .

Es gilt insbesondere m =

Beispiel:

Wir bestimmen die Gleichung der Geraden, die durch die Punkte (—2,5) und (3, 1) geht. Das lineare
Gleichungssystem zur Bestimmung von m und c lautet

—2m + ¢ = 5
3m + ¢ =1
Subtrahieren der ersten Gleichung aus der zweiten liefert die Gleichung b5m = —4, woraus wir m = —%
bestimmen. Durch Einsetzten in die erste Gleichung finden wir dann auch ¢:
—2-(=3)+c=5
8+c=5
_ 8 _ 17
c=5-5=7%
Die Gleichung der gesuchten Geraden ist also y = —%1‘ + %
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Schnittpunkt zweier Geraden
Beispiel:

Wir bestimmen den Schnittpunkt der Geraden mit den Gleichungen y = 2x — 3 und y = —%aﬁ + %

Dazu 16sen wir das Gleichungssystem
y=2x—3
Yy = —%x + %

Dann ergibt sich:

2m—3:—%x+%
2+3)z=%+3
r=3-4=3

Die Koordinaten des Schnittpunktes sind (%, 6).

Bemerkung:

Fir die Lage zweier Geraden in der Ebene ergeben sich folgende Moglichkeiten:
- Die Geraden schneiden sich.

- Die Geraden sind parallel.

- Die Geraden sind identisch.

Die Umkehrfunktion

Ist m # 0, so ist die Funktion f: R — R, f(z) = mx + ¢ bijektiv. Die Umkehrfunktion ist auch eine
lineare Funktion, welche folgendermafen bestimmt werden kann:

y=mx+c
mx =1y —c
_ 1
=Y
Die Umkehrfunktion ist also
TR R 20 Lo — 2

Fiir m = 0 ist f(x) = ¢ die konstante Funktion. Sie ist weder injektiv noch surjektiv und damit
auch nicht bijektiv. Es existiert keine Umkehrfunktion.

4.3 Quadratische Funktionen

Die allgemeine Form einer quadratischen Funktion ist

f(z)=az®> +bx+c, abcecR, a0.
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Das Schaubild der Funktion f(z) = z? ist die Normalparabel:
)

Der Punkt S(0,0) heift der Scheitel der Parabel.

Jede quadratische Funktion kann mithilfe der quadratischen Erginzung in der Scheitelform ange-

geben werden:
fx)=alz—d)?+u, aducR, a#0.

Der Scheitel dieser Parabel ist S(d, u). Das Schaubild entsteht aus der Normalparabel folgendermafsen:
- Streckung bzw. Stauchung um den Faktor |a| in die y-Richtung,
- fiir a < 0 zusétzlich die Spiegelung an der x-Achse,

- Verschiebung um d Einheiten nach rechts, wenn d > 0 bzw. nach links, wenn d < 0 und um u
Einheiten nach oben, wenn u > 0 bzw. nach unten, wenn u < 0.

Beispiele:

N

-4 -3+

[\C][3N]

) +1=32-22- 14+ -b+1=

=
~
~—~
S
S~—
Il
o
8
)
|
S
+
—
Il
I[N
—
S
N
|
Wl
[N

Der Scheitel hat die Koordinaten (%, %), die Parabel ist nach oben gedffnet.
Y

[epl[S3
.

wi— +

2) f(z)=—32243x—-2=—-L1(2?—62) —2=—3(2*—2-2-34+9-9)—2=—-L(z—3)2+3 -2

=—3(z—3)>+3

Der Scheitel hat die Koordinaten (3, %), die Parabel ist nach unten geoffnet.
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Die inverse Funktion

Wie wir oben gesehen haben, ist die Funktion f: R — R, f(z) = 22 weder injektiv noch surjektiv.
Man muss den Definitionsbereich und den Wertebereich einschrénken, damit die Funktion umgekehrt
werden kann. Die iibliche Einschrinkung ist

f:]0,00) = [0,00), x> z?
Diese Funktion ist bijektiv. Die Umkehrfunktion ist die Wurzelfunktion
f71[0,00) = [0,00), f7H(z) = V.

Das Bild unten zeigt ihr Schaubild:
Y

Es sind aber auch andere Einschriankungen moglich, z.B.
fi(=00,0] = [0,00), f(z) =2,
Die Umkehrfunktion dieser Funktion ist
F7He00,00) = (—00,0], fH(z) = —Va.

Das Bild unten zeigt die Schaubilder der beiden Funktionen:
Yy
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4.4 Ganzrationale Funktionen
Eine ganzrationale Funktion n-ten Grades ist die Funktion der Form
fPR=R, f(zx)=apz"+ - 4+a1x+ay, a,#0.

Der Funktionsterm ist ein Polynom von Grad n.
Die Schaubilder der einfachsten ganzrationalen Funktion y = 2™ sind unten gedruckt. Man muss
zwischen den Fillen n gerade und n ungerade unterscheiden.

y = z", n gerade: y = 2", n ungerade:
Y Y

Ein Polynom vom Grad n kann bis zu n Nullstellen haben. Zur Erstellung des Schaubildes braucht
man die Kurvendiskussion.

4.5 Gebrochenrationale Funktionen

Eine gebrochenrationale Funktion ist die Funktion der Form

f:D—=R, f(z)= @, g,h sind Polynome.
h(z)

Der Term einer gebrochenrationalen Funktion ist der Quotient zweier Polynome.
Der Definitionsbereich dieser Funktion ist D = {x € R : h(x) # 0}.

Die einfachste gebrochenrationale Funktion ist f(z) = & mit D = R\{0}. Das Schaubild dieser

x
Funktion ist eine Hyperbel.
Y

-

Fiir x — +oo gilt f(z) — 0. Die Hyperbel ndhert sich der z-Achse, ohne diese zu erreichen. Man
sagt: Die z-Achse ist die waagrechte Asymptote. Fir z — 0 gilt f(x) — £oo. Genauer gesagt, gilt es
f(z) = 400, wenn x — +0 und f(z) - —oo, wenn x — —0. Die Hyperbel néhert sich der y-Achse,
ohne diese zu erreichen. Man sagt: Die y-Achse ist die senkrechte Asymptote.
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Unter einer Asymptote versteht man eine Gerade, der sich eine ins Unendliche verlaufende Kurve
beliebig néhert.

Null- und Polstellen gebrochenrationaler Funktionen

Wir betrachten eine gebrochenrationale Funktion

_ (@)

Ist h(xg) =0, so ist f im Punkt xo nicht definiert. Wir nennen xy eine Definitionslicke. Es gibt zwei
Méglichkeiten:

1. Fall: g(xo) # 0.

In diesem Fall gilt f(z) — 400, © — z¢. Die Stelle xg ist eine Polstelle der Funktion f. Die
Gerade z = x ist eine senkrechte Asymptote von f.

2. Fall: g(zo) = 0.

Die Stelle x ist eine gemeinsame Nullstelle der beiden Polynome g und h. In diesem Fall kann
man g und h faktorisieren: g(z) = (x—x¢)g1(z), h(z) = (x—x¢)h1 (), wobei g1, hy zwei Polynome
vom niedrigeren Grad sind. Fiir alle x # z( gilt

_ @-w)a() _alz) _ .
T@) = @~ @) ~ @)

Ist h1(zo) # 0, so ist die neue Funktion fi(x) auch im Punkt zy definiert. Die Stelle xq ist
eine hebbare Definitionslicke der Funktion f. Man kann die Definition der Funktion f erweitern,
indem man sie im Punkt xg durch den Term Zi((ﬁ(;% definiert. Die neu definierte Funktion ist im
Punkt z¢ stetig.

Ist hi(xo) = 0, muss man den Term le((i;

auch eine hebbare Definitionsliicke sein.

weiter untersuchen. Die Stelle kann eine Polstelle, aber

Eine Stelle x ist eine Nullstelle von f, wenn f(xo) = 0. Das ist genau dann der Fall, wenn g(z) = 0
und h(zg) # 0.

Beispiele:

1)

2
-2 1
Wir betrachten die Funktion f(z) = % mit dem Definitionsbereich D = R. Die Funk-
x
tion f hat keine Definitionsliicken und insbesondere keine Polstellen. Zur Bestimmung von Null-

stellen losen wir die Gleichung
2 —2r+1=0

(z—-1)%?=0
r=1
Die Stelle z = 1 ist die einzige Nullstelle der Funktion f.
. : a? —x
Nun betrachten wir die Funktion f(r) = ———.
i+ x—2
Zur Bestimmung ihres Definitionsbereichs l6sen wir die Gleichung
2?2 +2-2=0
I = —2, Ty = 1

Der Definitionsbereich ist D = R\{—2,1}.
Fiir den Zéhler gilt 22 — 2 = x(x — 1) = 0 fiir = 0 und = = 1.
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Die Stelle z = 0 ist eine Nullstelle von f.
Die Stelle z = —2 ist eine Polstelle von f.
Die Stelle z = 1 muss genauer untersucht werden. Es gilt
-z xz-1) x
24+r-2 (+2)(z—1) z+2

fz) =

Also ist = 1 eine hebbare Definitionsliicke. Die stetige Fortsetzung der Funktion ist

22—z
filz) =Q 2242 -2’
1
3

r e R\{-2,1},

z=1.

Verhalten gebrochenrationaler Funktionen fiir |z| — oo

Das Verhalten hingt davon ab, wie der Grad des Zahlerpolynoms und der Grad des Nennerpolynoms
zueinander stehen.

1. Fall: Grad Zahler < Grad Nenner.

In diesem Fall wéchst das Nennerpolynom fiir x — 400 schneller als das Zahlerpolynom. Es gilt
f(x) = 0, x — +o00, und die Gerade y = 0 ist die waagrechte Asymptote.

Beispiel:

fz) =

Die Gerade y = 0 ist die waagrechte Asymptote.

822 —5 _ %—
B+8r—-1 148 -1

2. Fall: Grad Zahler = Grad Nenner.
Die Funktion f habe die Form

anx™ + -4+ a1x + ag

- : 0, b, #0.
f($) bpx™ 4 -+ bix + by an 7 n #
Es gilt
(I+a_-l+..._|_a. nl_ _}_ain
flz)= T2 LT T er ey g,
bn+bn—1'5+"'+b1'$ni_1+b0-x—n bn,

Die Gerade y = Z—: ist die waagrechte Asymptote.

Beispiel:
2
¥ —2r+1 1-—
Die Gerade y = 1 ist die waagrechte Asymptote.

3. Fall: Grad Zahler > Grad Nenner.

In diesem Fall wichst das Nennerpolynom fiir x — 4oo langsamer als das Z#&hlerpolynom. Es
gilt f(z) = o0, x — +oo.

Man kann g durch h mit Rest teilen. Auf diesem Wege bekommt man die Darstellung

r(x)
h(z)’

fa) = ;’8 — g(x) +

wobei g(x) und r(z) Polynome sind.
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Ist Grad g = n, Grad h = m mit n > m, so ist Grad ¢ =n —m > 0, Grad r < m oder r = 0.
Fiir x — +o00 néhert sich das Schaubild der Funktion f dem Schaubild des Polynoms gq.

Im Sonderfall, wenn m = n—1, ist ¢ ein Polynom vom Grad 1. Die Gerade y = ¢(x) ist in diesem
Fall die schiefe Asymptote von f.

Beispiel:
1.3
52° + 1 —2
fo) = 55—
T2+ 2x + 3
Mit Hilfe der Polynomdivision mit Rest bestimmt man die Darstellung
%x +1
224+ 2x+3°
Die Gerade y = %x — 1 ist die schiefe Asymptote.

fla) =gz -1+

4.6 Exponentialfunktion
Die Funktion f(xz) = a”*, a > 0, a # 1, nennt man Ezponentialfunktion zur Basis a.

Bemerkung:

Fiir a = 1 ist die Funktion f(zx) = 1¥ = 1 fiir alle z € R definiert und stellt die konstante Funktion
dar. Thr Verhalten unterscheidet sich von dem Fall a > 0, a # 1.

Es gilt f(0) = a® = 1 fiir alle @ > 0, a # 0. Ferner gilt f(x) > 0 fiir alle z € R. Die Funktion
f(x) = a” ist streng monoton wachsend fiir @ > 1 und streng monoton fallend fiir 0 < a < 1. Die
Abbildungen unten zeigen die typischen Schaubilder in beiden Fillen:

a > 1:

-

Es gilt f(x) = 400, z = 400 und f(z) = 0, z — —oc.

a<0<I1:

1 \

Es gilt f(z) — 0, x — 400 und f(x) = 400, z — —o0.

y T

Exponentialfunktionen finden eine groffe Anwendung in den Naturwissenschaften, z.B. bei der Be-
schreibung von Wachstums- und Zerfallsprozessen.
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Beispiel:
Wir betrachten eine Bakterienkolonie in einer Petrischale. Die Grofie einer solchen Bakterienkolonie zu
Beginn des Wachstums wird durch eine Funktion der Form
fit)=c-a', ¢>0, a>0, a#l,
beschrieben. Es liegen folgende Daten vor:

t =30 min  f(t) = 329 Bakterien
t =60 min f(t) = 2684 Bakterien

Zur Bestimmung der Parameter a und c setzen wir die beiden Datenpunkte in die Funktion ein.
Es entsteht ein (nichtlineares) Gleichungssystem
c-a* =329
c-a% = 2684
Aus der ersten Gleichung bestimmen wir ¢ = a0 - 329. Einsetzten in die zweite Gleichung ergibt
329 - a0 = 2684
30 _ 2684 _
a = 329 — 8,1581
a = (8,1581)%0 = 1,072

Weiter bestimmen wir ¢ = % = % = 40,3. Die Gleichung der Funktion ist also

f(t) =40,3-(1,072)".

Man kann diese Funktion in einer anderen Form angeben, indem man zur Basis e wechselt. Es gilt
1,072 = 1072 = 007 Daraus folgt die Darstellung

f(t) = 40,3207,

Um die Grofe der Bakterienkolonie zu Beginn des Experiments zu berechnen, setzten wir ¢ = 0
ein:
f(0) = 40,3¢° = 40,3 ~ 40 Bakterien waren zu Beginn des Experiments vorhanden.

Als néchstes fragen wir uns, nach welcher Zeitdauer die GréRe der Population 106 Bakterien betriigt.
Dazu miissen wir eine Gleichung 16sen:
f(t) = 40,3207 = 10°

0,07t __ 106
€ = 403

_ 109
0,07t = n (%)

ln<—)
t:#:MBmin:QhQSmin

Schlieklich beantworten wir die Frage, in welcher Zeitspanne sich die Zahl der Bakterien verdoppelt.
Eine Eigenschaft der Exponentialfunktion ist, dass sich diese Zeitspanne mit der Zeit nicht &ndert. Dazu
betrachten wir die Gleichung

fE+T) =2f(),
wobei T die gesuchte Zeitspanne und ¢ die Zeit zu Beginn der Betrachtung bezeichnet. In unserem
speziellen Fall nimmt diese Gleichung die Form

40,3 D0TUHT) — 9. 40,3 007
an. Dabei lassen sich die Terme 40,3 und ¢%°™ kiirzen, und wir bekommen die Gleichung
00T _ o
Wir sehen insbesondere, dass T" nicht von ¢ anhéngt. Schlieflich berechnen wir

T = 2 ~ 10 min.
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Die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion

Die Funktion f : R — (0,400),  — a® mit a > 0, a # 1 ist bijektiv. Ihre Umkehrfunktion ist die
Logarithmusfunktion
f1(0,400) = R, x> log, .
Die typischen Schaubilder dieser Funktion sind unten gedruckt.

a > 1: O0<a<l:
Y Y

/>$

> T
1\

4.7 Trigonometrische Funktionen

4.7.1 Sinus, Kosinus und Tangens im rechtwinkligen Dreieck

Wir betrachten ein rechtwinkliges Dreieck mit den Seiten a, b und ¢, wobei ¢ die Hypotenuse ist. Sei
a der Winkel zwischen b und c.

Der Sinus des Winkels « ist der Quotient aus der Gegenkathete und der Hypotenuse:
, a
sina = —.
c

Der Kosinus des Winkels « ist der Quotient aus der Ankathete und der Hypotenuse:

cosax = —.
C

Der Tangens ist der Quotient aus der Gegenkathete und der Ankathete:

tana =

SaliS]

Es gibt offensichtlich
sin «

. a a
anq = — = — -
b c

¢_
b cosa’
Im rechtwinkligen Dreieck gilt aukerdem der Satz des Pythagoras:

A =a®+ v
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Graphischer Beweis fiir den Satz des Pythagoras:

Da sich die Winkel im Dreieck zu 180° summieren, liegen die Seiten a und b auf einer Geraden.
Wir schreiben die Fliche des grofen Quadrats auf zwei Arten auf:

(a+b)2=c*+4-Lab
& a?+2ab+b? =c? 4 2ab

s a2+ =F2

4.7.2 Sinus, Kosinus und Tangens am Einheitskreis

Die vorherigen Definitionen von Sinus, Kosinus und Tangens gelten nur fiir 0 < a < 90°. Wir erwei-
tern sie fiir beliebige Winkel o mit Hilfe des Einheitskreises. Dabei wird der Winkel o gemessen von
der positiven x-Achse gegen den Uhrzeigersinn. Sei P(x,y) der Punkt auf dem Einheitskreis mit der
Eingenschaft, dass die Strecke OP, wobei O den Ursprung bezeichnet, den Winkel o mit der positiven
x-Achse bildet.

7 P
/N
T

Ist 0 < a < 90°, so gilt nach der Definition im rechtwinkligen Dreieck
sina =1y, cosa==z

sowie
tana:g, a#90° 4+ 180° - k, k € Z.
x

Diese Beziehungen definieren Sinus, Kosinus und Tangens auch fiir beliebige Winkel «.

P

Da die Koordinaten des Punktes P nach dem Umlaufen des vollen Kreises die gleichen werden, gilt

cos (@ +360°) = cosa, sin(a + 360°) = sin a.
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AN
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Py

Fiir den Tangens gilt sogar
tan (o + 180°) = tan o

In der Tat, tan (o +180°) = =% = ¥ = tana (s. die Skizze).

Die Vorzeichen der trigonometrischen Funktionen kénnen am Einheitskreis abgelesen werden (n.d.
steht fiir nicht definiert):

COS &x:

A

s

\1_
T

+

sin o . tan a: .
1 n.d.
+ + - +
0 0 0 0
—_ —_ + —
-1 n.d.

Unter Ausnutzung von Symmetrien am Einheitskreis bekommt man eine Reihe von Beziehungen
zwischen verschiedenen Werten von Sinus, Kosinus und Tangens.

Py

/N

>

@O\

Py

Py

Py

D

Py
ﬂ P,
a

Der Punkt Pj(z,y) entspricht dem Winkel «, der Punkt
Py(z, —y) entspricht dem Winkel —a:
sin (—a) = —sina, cos(—a) = cosa,

tan (—a) = — tan a.

Der Punkt Pj(z,y) entspricht dem Winkel «, der Punkt
Py(—=z,y) entspricht dem Winkel 180° — a:

sin (180° — ) = sina, cos (180° — a) = —cos

tan (180° — o) = —tana.

Der Punkt Pj(z,y) entspricht dem Winkel «, der Punkt
P5(y, ) entspricht dem Winkel 90° — a:

sin (90° — a) = cosa, cos (90° — a) = sina,

1

tan (90° — a) = : .
an o

82



S

P5(—y, x) entspricht dem Winkel 90° + a:

0]

P ] P\l Der Punkt Pj(z,y) entspricht dem Winkel «, der Punkt
2
x

PR sin (90° + a) = cos, cos (90° + ) = —sina,
tan (90° + «) !
an a) = — :
tan o

Rechenregeln fiir Sinus und Kosinus:
1) cos’a+sin*a =1
2) sin (o + B) = sinacos f + cos asin
3) cos(a+ ) = cosacos S —sinasin
Beweise:

Die Formel 1) folgt sofort aus dem Satz des Pythagoras fiir das Dreieck OP A:
P

Es gilt OP = 1, OA = | cos a|, PA = | sin a| und nach dem Satz des Pythagoras QA%+ PA? = OP?,
also cos? a +sin® a = 1.

Nun beweisen wir die Formeln 2) und 3) im Fall, wenn 0 < «, 8 < 90°, o + 8 < 90°. Der Beweis
erfolgt mit Hilfe einer geometrischen Konstruktion. Die Ergebnisse konnen dann unter Ausnutzung von
Symmetrien am Einheitskreis auf weitere Werte von « und f iibertragen werden, wir verzichten hier
auf Einzelheiten.

—

Py

O A B

Wir beweisen erst die Formel 2).
Aus dem Dreieck OAP, mit dem rechten Winkel A und OP, =1 folgt sin (o + ) = AP;.

Aus dem Dreieck OP,C mit dem rechten Winkel C und OP, = 1 folgt sin 8 = P,C und cos 5 = OC.

Aus dem Dreieck OBC mit dem rechten Winkel B folgt sina = g—o, und wir berechnen daraus
BC =sina - OC = sinacos (.

Aus dem Dreieck C'DP, mit dem rechten Winkel D folgt cosa = %, und wir berechnen daraus
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DPy =cosa - Po,C = cosasin 3.
Des Weiteren gilt offensichtlich AD = BC' = sin v cos 5.

Der Beweis kann folgendermaken vollendet werden:

sin (aw+ ) = APy = AD + DP; = sinacos 3 + cos asin 3.

Die Formel 3) kann &hnlich bewiesen werden.
Aus dem Dreieck OAP; mit dem rechten Winkel A und OP; = 1 folgt cos (a + ) = OA.

Aus dem Dreieck OBC mit dem rechten Winkel B folgt cosa = %, und wir berechnen daraus
OB = cosa - OC = cosa.cos 3.

Aus dem Dreieck CDP, mit dem rechten Winkel D folgt sina = 52—%, und wir berechnen daraus
DC =sina - P,C' = sinasin 8.

Des Weiteren gilt offensichtlich AB = DC = sin acsin 8.

Der Beweis kann folgendermafen vollendet werden:

cos(a+ ) =0A=0B — AB = cosacos  — sinasin 3.

4.7.3 Geometrie des allgemeinen Dreiecks

Im allgemeinen Dreieck gelten der Sinussatz

sina  sinf  siny

a b c

sowie der Kosinussatz
2 =a®+b* — 2abcosn.

Sind drei Elemente in einem Dreieck gegeben, kann man die restlichen drei Elemente berechnen
(mit einer Ausnahme: Sind die drei Winkel gegeben, so ist die Form des Dreiecks bestimmt, aber nicht
die Grofe). Die Losung ist im Allgemeinen nicht eindeutig, wie das Beispiel unten zeigt.

Beispiel:

Im Dreieck wie auf dem Bild oben seien a = 3 cm, b = 4 cm, o = 30°. Wir wollen die Seite ¢ sowie die
Winkel 5 und ~ bestimmen.

Nach dem Sinussatz gilt
sina  sinf

a b

Daraus folgt

N | =

b 4
sinff =sina - — =sin30° - = =
a 3
Wir suchen also 8 mit sin 8 = %, 0° < B < 180°.

sin 8 =2/3

ANFaY
N
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Es gibt zwei solche Winkel: 81 = 42° und 2 = 180° — 81 = 138°. Es gibt also zwei Dreiecke, bei denen
a=3cm, b=4cm, a = 30° sind.
Wir bestimmen nun den restlichen Winkel v und die Seite ¢. Da die Summe der Winkel in einem

Dreieck 180° ist, gilt v = 180° — o — 3. Die Seite ¢ kann mit Hilfe des Sinussatzes berechnet werden:
c=a- 371,
Sin @

Im ersten Dreieck mit 8 = 42° gilt 7 = 180° — 30° — 42° = 108° und ¢ = 3- %LGHY =57 e,

Im 7weiten Dreieck hat man 75 = 180° — 30° — 138° = 12° und ¢ = 3+ 5273 = 1,2 em.
Das Bild unten zeigt die beiden Dreiecke.

3 cm

\4cm

4.7.4 Das Bogenmaf

Bis jetzt haben wir Winkel in Grad gemessen. Es gibt eine andere Méglichkeit, welche z.B in der
Analysis benutzt wird:

Das Bogenmafl eines Winkels ist die Lange des zugehorigen Kreisbogens am Einheitskreis.

a

Die Lénge des Halbkreises des Einheitskreises ist m &~ 3,14, das ist eine irrationale Zahl. Wenn «
das Gradmafs und a das Bogenmaf eines Winkels bezeichnen, gilt nach dem Dreisatz:

a m

o 180°°

Insbesondere hat man die Umrechnungsformeln

T 180°
. und a=a- .
180° T

a4 =«

Beispiele:

1) 30° =30° - (&5 =

ol

2) 225° =225° (X5 =57

3) — ™, 180° _ ypo

s
4 4 4

3mr __ 3m 180° _ 3 o __ o
4)7—7~—ﬂ =5 - 180 =270

In der Analysis werden Winkel immer im Bogenmals angegeben.
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4.7.5 Die Sinus-, Kosinus- und Tangensfunktionen

Die Sinusfunktion ist die Funktion f: R — R,  — sinz.
Die Kosinusfunktion ist die Funktion f: R — R, x — cosz.

Die Schaubilder der beiden Funktionen sind unten gedruckt.

sinx
1
/:\ : : : /—\ : /\wr:
/27 _3r -7 -z z m 3m 2T 5m 37 n 47 Im
2 2 2 2 2 2 2
—1
CoS T
1 1
/1\ t t t t t > T
o _\_ -7 A= N N 2N
2 2 2 2 2 2 2
—1

Eigenschaften:

1) Die beiden Funktionen nehmen Werte im Bereich [—1,1] an.

2) Die beiden Funktionen sind 27-periodisch:
sin (x 4+ 27) = sinz, cos (x 4 2m) = cos x.
3) Die Sinusfunktion f(z) = sinz hat

Nullstellen nk, k € Z,
Maxima mit dem Wert 1 an den Stellen § + 27k, k € Z,

Minima mit dem Wert —1 an den Stellen —5 + 27k, k € Z.
Die Kosinusfunktion f(z) = cosz hat

Nullstellen 3 + 7k, k € Z,
Maxima mit dem Wert 1 an den Stellen 27k, k € Z,
Minima mit dem Wert —1 an den Stellen m + 27k, k € Z.

4) Die Schaubilder der Sinus- und der Kosinusfunktion kénnen durch die Verschiebung entlang der
x-Achse auseinander gewonnen werden:

Cos:t::sin(x+g), sinx:cos(x—g).

Die allgemeine Sinusfunktion hat die Form

f(p) = Asin (B(p — ¢0)) + C.
Hier sind: o die Phasenverschiebung,
B die Frequenz,
A die Amplitude,

C' der Mittelwert.
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2
Die Periode dieser Funktion ist p = Eﬂ-

Die allgemeine Sinusfunktion wird oft zur Modellierung von Wellen in den Naturwissenschaften

benutzt.
y p="%

\ / \C+Ah//\\ //\\ //$
VARV SR VARV

Die Tangensfunktion ist die Funktion

Q

sin x

f:D—=R, f(zr)=tanx =
cos

mit dem Definitionsbereich -
D:R\{§+wk:kez}.

An den Stellen § + 7k, k € Z, hat die Tangensfunktion jeweils eine senkrechte Asymptote.

} j J j > T
s 7T 3m T 5 3T ™ fAr 9
2 2 2

2 2

tanx

R

2w 3r ST —
2

Eigenschaften:

1) Die Tangensfunktion nimmt alle Wert in R an.
2) Die Tangensfunktion ist periodisch mit der Periode

tan(x 4+ 7) = tan x.

3) Die Nullstelen der Tangensfunktion sind 7k, k € Z.

4) Es gilt tanz — 400, x — 5 + 7k — 0 und tanz — —oo0, x — 5 + 7k + 0.

4.7.6 Die inversen trigonometrischen Funktionen

Um die Sinus-, Kosinus- und Tangensfunktionen invertieren zu kénnen, muss man ihre Definitionsbe-

reiche einschranken.
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Sinus: D = [—g, g]
Y Die Funktion
1
T/>3: f:]-3,5] = [-1,1], z~ sz
3 :

ist bijektiv.
Die inverse Funktion ist Arkussinus:

arcsin : [—1,1] — [—%, g] , x> arcsinz,

wobel

y =arcsinz <& x =siny.

ol
)

SIE]

Kosinus: D = [0, 7].
Y

Die Funktion
1
T\ g f:[0,7] = [-1,1], =z~ cosz
v’
-1

ist bijektiv.

Die inverse Funktion ist Arkuskosinus:

arccos : [—1,1] — [0, 7], x> arccosz,

wobel

Yy = arccosx 54 T = COsYy.

N
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Tangens: D = (—

).

SIE

s
2
Y

A

Die Funktion

- f:(—g,g)—ﬂ[%, T — tanx

NE
vl

ist bijektiv.

Die inverse Funktion ist Arkustangens:

arctan : R — (—%, g) , x — arctanz,

wobel

y =arctanr < x = tany.
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Kapitel 5

Punktmengen in der Ebene

In diesem Kapitel betrachten wir Gleichungen zu geometrischen Objekten. Wir beschrinken uns auf
Kurven in der Ebene.

Jede Funktion y = f(z) gibt eine Kurve an; das ist die Menge {(z,y) : y = f(x)}. Andererseits ist
nicht jede Kurve das Schaubild einer Funktion.

Fiir viele geometrische Objekte kann man eine Gleichung angeben, die x und y verbindet. Die
Kurve ist in diesem Fall beschrieben als die Menge {(z,y) : F(z,y) = 0} mit einem geeignetem Term
F(z,y).

Wir werden in diesem Kapitel Kurven betrachten, bei denen F(z,y) ein Polynom in z und in y
vom Grad jeweils kleiner oder gleich 2 ist.

5.1 Geraden

Wir haben schon gesehen, dass alle Geraden, die nicht parallel zu der y-Achse sind, als Graphen einer
linearen Funktion ¥y = mx + ¢ beschrieben werden kdnnen. Geraden, die parallel zu der y-Achse sind,
haben eine Gleichung der Form x = xy.

Die Geradengleichung in der allgemeinen Form lautet

ar+by+c=0 mit a#0 oder b#0.

Eine Gerade ist dann die Menge {(z,y) : F(z,y) = 0} mit F(z,y) = ax + by + c¢. Abhéngig davon, ob
a oder b gleich Null wird, kann man drei Fille unterscheiden.

1. Fall: a # 0, b # 0.
Man kann die Gleichung nach y auflésen: y = —gx — { = max +cmit m = -7 #0, ¢ = —7. Das
ist eine Gerade, die zu keiner der Koordinatenachsen parallel ist.
Im Sonderfall, wenn ¢ # 0, kann man die Geradengleichung auch wie folgt umformen:
ax +by = —c
b

TS
A+ A5 =1
=5~ (=%)
Man kommt auf eine Geradengleichung in der sog. Achsenabschnittform:

€ )

SR

a +
Dabei sind (A, 0) und (0, B) die Schnittpunkte der Geraden mit der z- bzw. der y-Achse. In der
Tat liegen die beiden Punkte (A,0) und (0, B) auf der Geraden, was durch Einsetzten in die
Gleichung leicht gepriift werden kann: % + % =1 bzw. % + % =1.
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2. Fall: a =0,0#0.

Die Gleichung ldsst sich umformen in die Form y = —¢ = ¢. Das ist eine Gerade, die zur z-Achse
parallel ist.

3. Fall: a 20, b=0.
Die Gleichung lésst sich umformen in die Form x = —£ = x¢. Das ist eine Gerade, die zu der
y-Achse parallel ist.

Beispiel:

Wir betrachten die Gerade mit der Gleichung 2z — 3y 4+ 6 = 0. Diese lésst sich wie folgt umformen:

20 — 3y = —6
€ Y
J-a
CONE
Das ist die Gerade, die die Achsen in den Punkten (—3,0) und (0, 2) schneidet:

2/

3

5.2 Kreise

Ein Kreis ist der geometrische Ort aller Punkte in der Ebene, die von einem gegebenen Punkt (Mit-
telpunkt) denselben Abstand haben. Dieser Abstand heift Radius.

P

Wir leiten nun die Gleichung des Kreises um den Mittelpunkt M mit dem Radius r her. Sei
M(xar, yar) der Mittelpunkt und P(z,y) ein Punkt auf dem Kreis. Es gilt

PM = \/(z —am)? + (y —ym)? =1
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Bemerkung:

Die Formel fiir den Abstand zwischen zwei Punkten folgt aus dem Satz des Pythagoras:
Yy

PM? = (z —xm)* + (y — ym)?

yMm +

1 — T
TN T

Die Gleichung des Kreises um den Mittelpunkt M mit dem Radius r lautet also
(x—am) + (y —ym)® =%

Beispiel:

(x+1)2+ (y — 4)? = 9 ist die Gleichung des Kreises um den Punkt (—1,4) mit Radius 3.
Der Punkt (—1,1) liegt auf dem Kreis: (—1 + 1) + (1 — 4)2 = 9 bzw. 02 + (-3)2 = 9.
Der Punkt (—2,3) liegt nicht auf dem Kreis: (=2 + 1)% + (3 —4)? # 9 bzw. (—1)2 + (=1)2 # 9.

5.3 Ellipsen

Ellipsen entstehen aus Kreisen durch Strecken bzw. Stauchen.
Y

Yalt

/P
N

Der Kreis mit Radius 1.

> > Lalt

Streckung um den Faktor a in die z-Richtung und um den
Faktor b in die y-Richtung.

Die Gleichung des Kreises in den alten Koordinaten lautet

a2y + Yoy = 1.
. . . T a 0\ (xu
Fiir die neuen Koordinaten (x,y) nach der Streckung gilt: <y> = < > < > bzw. x = a - Tay,

0 b Yalt

Yy = b yqt- Daraus folgt xqir = —, Yair = 7 Einsetzen in die Kreisgleichung liefert
a

N2 [y\2
- =) =1
&)+ )
Wir bekommen folgendes Ergebnis:
Die Gleichung der Ellipse mit den Halbachsenlangen a und b (a,b > 0) ist



Die Gleichung einer Ellipse in allgemeiner Lage entsteht aus dieser Gleichung durch Drehung und
Verschiebung.
Die Ellipse besitzt — dhnlich wie der Kreis — eine sie definierende Eigenschaft:

Eine Ellipse ist der geometrische Ort aller Punkte in der Ebene, bei denen die Summe der Absténde
von zwei festen Punkten (Brennpunkten) konstant ist.

Diese Definition wird bei der sogenannte ,Gartnerkonstruktion” benutzt.

Herleitung der Ellipsengleichung aus der Definition

Wir betrachten die Ellipse mit den Brennpunkten Fj(—e,0) und Fi(e,0), e > 0, und der Summe der
Abstidnde von den Brennpunkten 2a, a > e. Sei P(x,y) ein Punkt auf der Ellipse.
Y

P(z,y)

F1<—€,0) Fg(e,O)

Es gilt
PR =+V(x+e)?+y?> und PF,=+/(z—e)?+1y>

Die Definition der Ellipse impliziert
PF, + PFy = 2a.

Wir setzten die obigen Beziehungen in diese Formel ein und formen die Gleichung um:
VE+e)?2+y2+/(z—e)?+y? = 2a.

Wir quadrieren und fassen zusammen:

(@ +e) +9* +2V/(w +e) +*V/ (@ — )’ + 17 + (w — ) +y° = da?,

22+ 2ze+e? + 22 —2ze+ e + 22 + 2/ (z +e)2 +y2 - /(z —e)? +y% = 4d?,
e+ i+ (r—e)2+y? /(z—e)?+y? =2d%
\/(x+e)2+y2-\/(:€—e)2+y2 =2a2—x2—y2—62.

Wir quardieren nochmal und vereinfachen das Ergebnis:

(z+e)?+yH)((x—e)? +y?) = da* + 2% + y* + et — 4a2? — 4a®y? — 4a2e? + 22%y? + 22%e? + 222,
(z+e)?(z—e)?+ 1y (x+e)? + v (x —e)? +y* = da* + 2t +y* + et — 4a%2? — 4a®y® — 4a?e? + 2222 +
212e? 4 2y%e?,

(22 + 2xe + €2)(2? — 2ze + €2) + y?(2? + 2ze + € + 22 — 2we + €?) = 4a* + 2* + e — 4a®2? — 4a®y? —
4a%e? + 222y? + 22%e? 4 2y%€?,

ot —223e + 22e? + 223e — 4x2e? + 2xed + ?2x? — 2zed + et + 22%y? + 2e%y? = 4a* + 2t 4 et — 4a®2? —
4a’y? — 4a%e? + 222y + 22%e? + 2y%e>.

Viele Terme fallen nun weg. Wir bringen alle verbleibenden Terme auf eine Seite und teilen die Glei-
chung durch 4:

at — a?x? — a®y? — a’e? + e%2? = 0.

Weiter wird wie folgt umgeformt:
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a2z — €22 + a2y? = ot — ae?,
(a? — e2)z? + a®y? = a®(a® — €2).

Wir definieren b = a? — €2 > 0, dann gilt b?z? + a’y? = a?b? und schlieflich

Beispiel:
1 1
—2? + 4y? = 1 ist die Gleichung der Ellipse mit Halbachsenlingen a = 2 und b = 5

4
Y

/’l%%\m
I

5.4 Hyperbeln

Eine Hyperbel ist der geometrische Ort aller Punkte in der Ebene, bei denen der Absolutbetrag der
Differenz der Absténde von zwei festen Punkten ( Brennpunkten) konstant ist.

Herleitung der Hyperbelgleichung aus der Definition

Wir betrachten eine Hyperbel mit den Brennpunkten Fi(—e,0) und Fy(e,0), e > 0, und dem Abso-
lutbetrag der Differenz der Absténde von den Brennpunkten 2a, 0 < a < e. Sei P(z,y) ein Punkt auf
der Hyperbel. Es gilt

I o

(x+e)+y*+(z—e)’ +y° —2/(x +e)? + 3% /(z —e)? +y? = da™.
Wir wiederholen die Rechnung wie bei der Herleitung der Ellipsengleichung und kommen zur Gleichung

—22(e? — a?) + y?a® = —a?(e? — a?).
Definiere b? = €? — a? > 0, dann gilt b*2? — a®y? = a?b?, und wir bekommen die Gleichung einer
Hyperbel
@ v
a2 b2

Beispiel:

22 —y? = 1 ist die Gleichung einer Hyperbel.
Y
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Das Schaubild dieser Hyperbel ist das um die 45° gedrehte Schaubild der Funktion y = % In der Tat,

fﬁru:%undv:%gilt

1:2_92:1,

u-v =2,

_L
und die Abbildung ( ) = < iﬁ) (;j) ist die Drehung um 45°.
V2

v
u

S-S

5.5 Parabeln

Eine Parabel ist der geometrische Ort aller Punkte in der Ebene, bei denen der Abstand von einem
festen Punkt (Brennpunkt) und der Abstand von einer festen Gerade (Leitlinie) gleich sind.

Herleitung der Gleichung der Parabel aus der Definition

Wir betrachten die Parabel mit dem Brennpunkt F (g, O) und der Leitlinie 2 = —§, p > 0. Sei P(z,y)

ein Punkt auf der Parabel.
Yy

P(z,y)

—p/2 p/2

Es gilt PF =/ (z — g)Q + 32 und der Abstand zu der Leitlinie ist |« + 5|. Diese Absténde sind

gleich:
2

(@ =8)" +v*=[e+ 5]

Wir quadrieren die Gleichung und fassen die Terme zusammen:
2 2
(=840t = o+ 1)
2 2

? —ap+ B +y? =2 +pr+ 5.

Die Gleichung der Parabel lautet also
y? = 2pz.

Beispiel:
y? = z ist die Gleichung einer Parabel. Ihr Schaubild ist die an der Geraden y = z gespiegelte

Normalparabel.
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5.6

Zusammenfassung: Kurven zweiter Ordnung

Eine allgemeine Gleichung einer Kurve zweiter Ordnung lautet

ax® +bry + cy® +dr +ey + f = 0.

Mogliche Losungen fiir a = b = ¢ = 0 sind

- die ganze Ebene, wenn d = e = f =0,

- die leere Menge, wenn d =e =10, f # 0,

- die Gerade mit der Gleichung dx 4+ ey + f = 0, wenn d # 0 oder e # 0.

Ist der Ausdruck az? + bxy + cy? 4+ dx + ey + f ein Polynom vom Grad 2, d.h. ist a # 0 oder b # 0
oder ¢ # 0, so sind folgende Lésungen moglich:

- nicht ausgeartete Quadriken:

- eine Ellipse,
- eine Hyperbel,

- eine Parabel,

- ausgeartete Quadriken:

zwei schneidende Geraden,

zwei parallele Geraden,

eine Gerade,

- ein Punkt,

die leere Menge.

Welche Art der Quadrik vorliegt, erkennt man, indem man den Ausdruck durch die sogenannte
Hauptachsentransformation umformt. Diese wird hier jedoch nicht besprochen. In manchen Féllen
hilft schon die quadratische Ergénzung.

Beispiele:

1)

2?4+ 2x 4+ -8y+8=0
2?42 14+12 12492 -2-4-y+42—-424+8=0
(x+12 -1+ (y—4%*-16+8=0
(z+1)%+(y—4)32*=9

2 2
(z ;1) L 324) 1
Das ist eine Ellipse, genauer gesagt: Der Kreis mit Radius 3 um den Punkt (—1,4).

22 -2 —y? —4dy—4=0
2 —2-2-14+1-1— (2 +4y+4)=0
(-1 —(y+2)?=1

Das ist eine Hyperbel. Ihr Schaubild entsteht aus dem Schaubild der Parabel 22 — y? = 1 durch
Verschiebung um 1 in die z-Richtung und um —2 in die y-Richtung.
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3) 2522 —4y? =0

(5 — 2y)(bz +2y) =0

5r —2y=0,5x+4+2y=0

Diese Quadrik besteht aus zwei schneidenden Geraden.
4) 72?2 +3y?> —6y +3=0

722 +3(y —1)2=0

Diese Quadrik ist der Punkt (0,1).
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