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Aufgabe 1. Schreiben Sie folgende Mengen in aufzédhlender Form:

A={r € N:zist Primzahl und z < 20}, B={reR:z*+z—6=0}
C={zxeR:2*+1=0}, D={2n—1:ne€Nund1<n<5}

Losung:
1) A={z € N: zist Primzahl und =z < 20} = {2,3,5,7,11,13,17,19}
2) B={reR:2?+x—6=0}

Wir bestimmen die Losungen der quadratischen Gleichung 22 + 2 — 6 = 0:

P +r—-6=0
—1+v14+24 —1+5
T2 = =
2 2
ZE1:—3, iL’2:2

Es gilt also B = {—3,2}.
3 C={zeR:22+1=0}=0
4) D={2n—1:neNand 1<n<5}={1,3,57,9}

Aufgabe 2. Schreiben Sie folgende Mengen in beschreibender Form:

123456
A: 4 717127 B:{a7777}7 = 77a17247 .
{4,6,8,10,12} >3 gy C=1038152435

Losung:
Die Losung ist in allen drei Féllen nicht eindeutig. Z.B.:

A=1{4,6,8,10,12} ={n € N:4 <n < 12 und n gerade}
={2n:neNund 2 <n <6}

123456 n
B=J¢- - - -\ _ : Nund 1 <n<
{2’3’4’5’6’7} {n 1 n € N un n 6}

—1
:{n :nENundQSnS?}
n

C =1{0,3,8,15,24,35} ={n*—~1:neNund 1 <n <6}

Aufgabe 3. a) Geben Sie die Potenzmenge P(M) der Menge M = {0, m,a} an.

b) Eine Menge M bestehe aus n Elementen. Wie viele Elemente enthélt ihre Potenz-
menge P(M)?

Losung:

a) P(M) ={0,{o},{m},{a},{o,m},{o,a},{m,a},{o,m,a}}



b) Eine Menge M bestehe aus n Elementen aq, as, ..., a,. Wie viele Elemente enthélt
ihre Potenzmenge P(M)?

Wie bildet man eine Teilmenge? Fiir jedes Element muss entschieden werden, ob es
in der Teilmenge enthalten ist oder nicht.

Es entstehen folgende Moglichkeiten:
a; — Ja/ Nein (2 Méglichkeiten)

a, — Ja/ Nein (2 Moglichkeiten)

Insgesamt 2 - ... - 2 = 2" verschiedene Teilmengen.
—

n mal
Aufgabe 4. Gegeben seien die Mengen
M, ={5,9,13}, M, =1{4,7,10}, Ms=1{1,3,5,7}, M, ={7,13,19}.
Bilden Sie M = [(M; U M) N M3\ M.
Losung:

M; UM, = {4,5,7,9,10,13}
(Ml U Mg) N M3 == {5, 7}

Aufgabe 5. Gegeben seien die Intervalle
A=[-50], B=(-3,2), C=][-1,4).
a) Geben Sie jedes Intervall als eine Menge in beschreibender Form an.

b) Stellen Sie zu jedem Intervall die Komplementarmenge als Vereinigung von Inter-
vallen dar.

c¢) Bestimmen Sie folgende Mengen: AUBUC, B\ (AUC), (ANB)UC, (C\A)UB,
A\ (B\C), (A\B)\ C.

Losung:

a) A=[-5,0l={zeR:-5<z<0}

B=(-3,2)={zeR:-3<z<2}

C=[-14)={zreR: -1 <z <4}
b) A = (—o0,—5) U (0, 00)

B = (—00,-3] U [2,00)

C = (—00, —1) U [4, 00)



c) AUBUC =[-5,2)U[-1,4) = [-5,4)
B\ (AUuC)=(-3,2)\[-5,4) =10
(ANB)UC = (—3,0]U[-1,4) = (—3,4)
(C\A)UB=1(0,4)U(-3,2) =(-3,4)
AN (BN C) = [=5,0]\ (=3,-1) = [-5, =3] U [-1,0]
(AN B)\C =[5, =3[\ [-1,4) = [-5, 3]

Aufgabe 6. Beweisen Sie folgende Identitaten:

Losung:
a) AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

reAN(BUCQC)
< o€ Aund (x € B oder z € C)
& (r€ Aund z € B) oder (x € Aund z € C)
SreANBoderze ANC
sze(ANB)U(ANC)

b) AN(BUA)=A

reAN(BUA)
SreAundre BUA

< axeAund (x € Boder z € A)
& (r€Aund xz € B) oder z € A
SreA

¢) B\(B\A) =AnB

re B\ (B\A)

screBudr¢ B\A={y:y€ Bund x ¢ A}
& x € Bund (z ¢ B oder z € A)

& (xreBund x ¢ B) oder (x € Bund z € A)

unmoglich

SreANB




d) AnB=AUB
reANB
sr¢d ANB={y:y€ Aund y € B}
S ax¢ Aoder x ¢ B
src€AoderzeB
sreAUB
Bemerkung: Alternativ kann man alle diese Identitdten mit Hilfe von Wahrheitstafeln
beweisen.

Aufgabe 7. Seien A und B zwei Mengen und es gelte A C B. Beweisen Sie, dass in
diesem Fall AUB =B und AN B = A.

Losung:

1) z€ AUB
SgpcAoderx € B

(Wegen A C B gilt © € A = x € B, damit enhélt A keine Elemente, die nicht schon
in B liegen.)

SreB
2) zr€e ANB

SrxcAundzxz e B

(Wegen A C B gilt x € A= x € B, damit ist fir jedes x € A die zweite Beziehung
x € B erfillt.)

SgrgcA

Aufgabe 8. Beweisen oder widerlegen Sie folgende Mengengleichungen. Machen Sie sich
erst anhand von Venn-Diagrammen klar, ob die jeweilige Gleichung richtig oder falsch ist.
Ist sie richtig, geben Sie einen mengentheoretischen Beweis an. Ist sie falsch, konstruieren
Sie ein Gegenbeispiel. Versuchen Sie, die falschen Mengengleichungen zu korrigieren.

a) X\Y=XnY

)
b) (XNY)U(XNY)=X
c) (XUY)NX =Y

)

d) (XNY)N(XuY)=Y



Losung:

a) X\Y=XnY
Die Aussage ist richtig.
Beweis:

reX\YeoreXudré¢Y reXudzeY sreXnNY

b) (XNY)U(XNY)=X
Die Aussage ist richtig.
Beweis:
re(XNY)u(Xny)
SreXNYoderze XNY
S(zeXundzeY)oder (reXundz €Y)
SreXund (z€Y oderz €Y)

immer erfiillt

SrelX
¢ (XUY)NX=Y
Die Aussage ist falsch.
Gegenbeispiel: X = {1,2,3,4}, Y = {3,4,5,6},
G={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}
(XUY)NX =1{1,2,3,4,5,61N{5,6,7,8,9,10} = {5,6} #Y

Korrektur: (X UY)NX =Y\ X

Beweis:

re(XUuY)nX

SreXUY undx¢ X

S (reXoderzeY)und x ¢ X

S (reXundz ¢ X)oder (x €Y und z ¢ X)

unmoglich

sreY\X

d) (XNY)N(XUY)=Y
Die Aussage ist falsch.
Gegenbeispiel: X = {1,2,3}, Y ={3,4,5}, G ={1,2,3,4,5}
XNY ={1,2,3'n{1,2} = {1,2}
XUY ={4,5}U{3,4,5} = {3,4,5}
(XNY)N(XUY)={1,2} Nn{3,4,5} =10




Korrektur: (X NY)N(XUY)=10

Beweis:

re(XNY)Nn(XuUyY)

SreXNYudze XUY
S(reXundzeY)und (zr € X oder z €Y)
SrzeXudaor¢Y)und (z ¢ X oderx €Y)
SxeXudzrg¢Y undzr ¢ X)oder (z€ X undz ¢Y und z € Y)

Beide Aussagen sind widerspriichlich: Sowohl (z € X und = ¢ X) als auch (z ¢ YV
und z € Y) ist unmoglich.

= (XNY)N(XUY)=10
Bemerkung: Auch hier kann man mit den Wahrheitstafeln arbeiten.

Aufgabe 9. Welche der folgenden Familien von Teilmengen der Menge M = {a,b,c,d}
stellen eine Partition der Menge M dar?

a) My = {a}, My ={b,c}, M3 ={d}
b) M1 = {CL, b}, M2 = {b, C, d}
C) M1 = {(l, b}, M2 = {d}

Losung:

a) M1 = {a}, MQ = {b, C}, M3 = {d}

Das ist eine Partition, weil beide Bedingungen erfiillt sind:

1) M1UM2UM3:M,

2) MlmMQIQ, MzﬂMgI(Z), MlﬂMg,:@
b) M1 = {a, b}, M2 = {b, C, d}

Das ist keine Partition, weil die zweite Bedingung nicht erfillt ist: M; N My # ().
C) M1 = {CL, b}, M2 = {d}

Das ist keine Partition, weil die erste Bedingung nicht erfiillt ist:

M1UM2:{a,b,d}7éM.

Aufgabe 10. Gegeben seien die Mengen A = [1,2], B = {3}, C = (0,1], D = {1,2}.
Skizzieren Sie die Mengen A x C, Ax B, (AUB) x C, (AUB) x D.



Losung:

AxC: A x B:
3 3 *r—e
2+ 2+

1__
| |
3 0 1 2

(AUB) x D:

3] 31
2+ 2t —o
1+ 1+ —
S 1 |
0 1 2 3 0 1 2

Aufgabe 11. Negieren Sie folgende Aussagen:

a) Alle Primzahlen sind ungerade.

)

b) o 4+5#7

c¢) Die Erde ist eine Scheibe und die Sonne dreht sich um die Erde.
)

d) Der Kugelschreiber ist schwarz oder dunkelblau.

Losung:

a) a: Alle Primzahlen sind ungerade.
—a: Es gibt eine Primzahl, die nicht ungerade ist.
(Oder: Nicht alle Primzahlen sind ungerade.)

b) b: x+5#7
b x+5=7



c¢) ¢ Die Erde ist eine Scheibe und die Sonne dreht sich um die Erde.
—¢: Die Erde ist keine Scheibe oder die Sonne dreht sich nicht um die Erde.

d) d: Der Kugelschreiber ist schwarz oder dunkelblau.
—d: Der Kugelschreiber ist weder schwarz noch dunkelblau.

Aufgabe 12. Beweisen Sie folgende Rechenregeln fiir logische Operationen anhand von
Wahrheitstafeln:

a) aN(bVec)=(aNb)V(aAec)

b) aV(bAa)=a

c) aN-a=f

d) =(aAb)==-aV-b
Losung:

a) aN(bVec)=(aNb)V(aAc)

a|lb|clbVe|lan(Ve)|anblaAc| (aNb)V(aAc)
wlw|w| w w w w w
w|w]| f W W w f A
w|f|lw| w w f w w
wi|f|f f f f f f
flw|lw| w f f f f
flw|f| w f f f f
f|f|lw| w f f f f
f|f|f f f f f f

Wir sehen, dass die Spalte fur aA(bVc) und die Spalte fiir (aAb)V (aAc) miteinander
iibereinstimmen. Daraus folgt, dass beide Aussagen gleich sind.

b) av(bAa)=a

a|b|bANa|aV(bAa)
wlw| w W
w| f f w
flw| f f
f|f f f

Wir sehen, dass die Spalte fiir a V (b A a) und die Spalte fiir @ miteinander tiberein-
stimmen. Daraus folgt, dass beide Aussagen gleich sind.

c) aN-a=f
a | alalN-a
w| f f
f| w f

Wir sehen, dass die Spalte fiir a A —a immer falsch ist. Damit ist die Aussage falsch.
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d) =(aAb)==-aV-b

al|b|lanb|=(and)|—-a|=b|-aV-b
w | W A4 f f f f
w | f f w f|w w
flw f W w | f A
f|f f W wo| W W

Wir sehen, dass die Spalte fiir —(a A b) und die Spalte fir —a V —b miteinander
iibereinstimmen. Daraus folgt, dass beide Aussagen gleich sind.

Aufgabe 13. Bilden Sie die Negationen und die Kontrapositionen folgender Aussagen:

a) Wenn eine Kerze brennt, dann ist der Raum nicht dunkel.
b) Es ist Herbst, folglich sind die Laubbdume bunt.

¢) n ist eine Primzahl = 41n + 1 ist eine Primzahl.

Losung:

Zur Erinnerung: Fiir die Aussage A = B lautet die Negation A A =B und die Kontrapo-
sition =B = —A.

a) Wenn eine Kerze brennt, dann ist der Raum nicht dunkel.

Negation: Eine Kerze brennt und der Raum ist dunkel.
Kontraposition: Wenn der Raum dunkel ist, dann brennt keine Kerze.

b) Es ist Herbst, folglich sind die Laubbdume bunt.

Negation: Es ist Herbst und die Laubbaume sind nicht bunt.
Kontraposition: Die Laubbaume sind nicht bunt, folglich ist es nicht Herbst.

¢) n ist eine Primzahl = 41n + 1 ist eine Primzahl.

Negation: n ist eine Primzahl und 41n + 1 ist keine Primzahl.
Kontraposition: 41n + 1 ist keine Primzahl = n ist keine Primzahl.

Aufgabe 14. Beweisen oder widerlegen Sie folgende Aussagen anhand von Wahrheitsta-
feln:

a) (p=q) Ap)=p
b) (=g ANg=r1)=@=r)

c) (p=q) AN—q) = (-pAq)



Losung:

a) (p=q) Ap)=p

plalp=q|llp=gAp | (p=9Ap) =q
W w w W W
wl| f| f f W
f|w W f W
f|f W f W

Wir sehen, dass die Spalte fiir ((p = ¢) Ap) = ¢ immer wahr ist. Daraus folgt, dass
die Aussage wahr ist.

b) (p=a)N(g=71))= (=)

pla|rip=qlg=r|lp=dAN(g=r)|p=r|(p=9A(@=>r)=({@=>r)
wlw|w| w w w w w
w|w]| f A f f f W
w|f|w f w f w w
wi| f|f f f f f w
flwlw A A\ W W W
flwlf w f f W W
flflw W A W W W
f1f]f W A W W W

Wir sehen, dass die Spalte fir ((p = ¢) A (¢ = 7)) = (p = r) immer wahr ist.
Daraus folgt, dass die Aussage wahr ist.

c) (p=q N=q) = (-pAq)

pla|l v qlp=q =9 ANq|pAqg| (=9 ANg) < (pAg)
w|wl| f f w f f w
w|f| | w f f f W
flw|w/| f w f w f
fl1f]w|w W W f f

Wir sehen, dass die Spalte fir ((p = ¢q) A =q) < (—=p A ¢) nicht immer wahr ist.
Daraus folgt, dass die Aussage i.A. falsch ist.

Aufgabe 15. Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Geben Sie jeweils die Negation
der Aussage an.

a) VeN:JyeN:z <y

b) VteN:dyeN:x >y

d

)

)
c)VxeN:JyeN:xz >y

) yeN:VeeN:z >y

)

e)VeeN:dJyeZ:z>y
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Losung:

a)

b)

Ve e N:3y e N:z <y (wahr)

Negation: 3x € N : Vy € N: z > y (falsch)

Ve € N:Jy € N:xz >y (falsch: fur 2 = 1 gibt es kein y € N mit 1 > y)
Negation: 3r e N: Vy € N: x <y (wahr: x = 1)
VeeN:3yeN:z >y (wahr)

Negation: 3r € N:Vy € N: x < y (falsch)
JyeN:VereN:z >y (wahr: y =1)

Negation: Vy € N: 3z € N: x < y (falsch)

Ve e N:Jy € Z: x>y (wahr)
Negation: 3x € N: Vy € Z : © < y (falsch)

Aufgabe 16. Beweisen Sie folgende Aussagen direkt:

2)
b)

Sind n € N und m € N beide gerade, so ist ihre Summe n + m gerade.

Sind n € N und m € N beide ungerade, so ist ihre Summe n 4+ m gerade.

Losung:

a)

Sind n € N und m € N beide gerade, so ist ihre Summe n 4+ m gerade.
Beweis:

n,m gerade = 3k, 0l € Z: n =2k, m=2(.

Dann gilt: n 4+ m = 2k + 20 = 2(k + () = 2s mit s € Z = n + m ist gerade.

Sind n € N und m € N beide ungerade, so ist ihre Summe n + m gerade.

Beweis:

n,mungerade = dk,f€Z: n=2k+1, m =20+ 1.
Dann gilt: n4+m =2k+1+20+1=2k+(+1)=2smit s € Z

= n + m ist gerade.

Aufgabe 17. Beweisen Sie durch Kontraposition folgende Aussage:

Seien n,m € N. Ist die Summe n + m ungerade, so ist eine der Zahlen n, m gerade und
die andere ungerade.

Losung:

Negation der Behauptung: Die Zahlen n,m sind entweder beide gerade oder beide unge-

rade.

11



Kontraposition: Sind die Zahlen n, m beide gerade oder beide ungerade, so ist die Summe
n + m gerade.

Das aber folgt aus Aufgabe 16 a) und b). Die Aussage ist bewiesen.

Aufgabe 18. Beweisen Sie durch Widerspruch:
Es gibt keine natiirlichen Zahlen n und m, fir die gilt: 18n 4+ 27m = 200.

Losung:

Angenommen, es gibt n,m € N, fir die gilt: 18n + 27m = 200.
9|(18n + 27m) = 9|200. Widerspruch.

Das beweist, dass es solche n, m nicht gibt.

Aufgabe 19. Widerlegen Sie durch ein Gegenbeispiel folgende Aussage:

Sind die Zahlen p, g irrational, so ist auch ihre Summe p + ¢ irrational.
Losung:

Die Aussage ist falsch. Ein Gegenbeispiel ist z.B.:
p =2, ¢ = —v/2 sind irrational, aber p + ¢ = v/2 — v/2 = 0 ist rational.

Aufgabe 20. a) Beweisen Sie durch Widerspruch, dass die Zahl /3 irrational ist.

b) Versuchen Sie, diesen Beweis auch fiir v/4 durchzufiihren. An welcher Stelle funk-
tioniert der Widerspruchsbeweis nicht?

Losung:

a) Wir nehmen an, dass v/3 eine rationale Zahl ist.

Dann gilt: /3 = n mit n,m € N, wobei n und m teilerfremd sind.
m

n2

=3 = 3

= n?=3m? = 3|n* = 3|n.

Folglich gibt es ein k£ € N mit n = 3k.
= (3k)? = 3m?

= 9k? = 3m?

= m? = 3k* = 3|lm*> = 3|m.

Wir haben gezeigt, dass n und m beide durch 3 teilbar sind. Das ist ein Widerspruch
zu der Annahme, n und m seien teilerfremd.

Das beweist, dass \/3 irrational ist.
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b) Wir nehmen an, dass v/4 eine rationale Zahl ist.

Dann gilt: V4 = — % it n,m € N, wobei n und m teilerfremd sind.
m

n2

— 4=
m2

= n? =4m? = 4|n* # 4|n.
Da 4 keine Primzahl ist, folgt aus 4|n? nicht, dass 4|n (es folgt nur, dass 2|n).
Man kann hochstens so fortsetzen:
n =2k mit k € N
=n?=4k? =>4k’ =4m? =k =m?> =k=m
n  2m

=n=2m =>i=—="=2
m m

Kein Widerspruch, da man m = 1 wéhlen kann.

Aufgabe 21. Beweisen Sie folgende Aussagen mit vollstandiger Induktion:

ZQk:—l

n ) 1_q 1
b)zqu, n=0, q#1
k=0 q

c¢) Fur alle nattirlichen Zahlen n > 4 gilt n! > 2",

d) Fir alle n € N ist der Term n® + (n + 1) + (n + 2)? durch 9 teilbar.

Losung:

ZQk—l

1
IA: Die Aussage gilt fiir n =1, denn: Y (2k—1) =1=1%

k=1
IS: Wir nehmen an, dass die Aussage fiir ein n € N gilt und folgern daraus, dass
sie auch fir n + 1 gilt:

%(21@—1):zn:(Qk—l)+(2(n+1)—1) (I:V)n2+2n+1:(n+1)2.

Nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion gilt die Formel fiir alle n € N.
1—¢"
b) Zq o, 20 a#1

0 PR—
IA: Die Aussage gilt fiir n = 0, denn: Z F=¢=1= 1o
k=0 —4q

13



IS: Wir nehmen an, dass die Aussage fiir ein n € NU {0} gilt und folgern daraus,
dass sie auch fir n + 1 gilt:
n+1 n 1— qn-‘rl 1 — qn+1 + qn+1(1 - q>

k k n+1 n+1
Yd"=d "+ = ——— 4" =
P = aw) 1—gq 1—gq

1— qn+1 + qn+1 _ qn+2 B 1— qn+2

B 1—gq - 1-g¢
Nach dem Prinzip der vollstindigen Induktion gilt die Formel fiir alle n > 0.

c¢) Fur alle nattirlichen Zahlen n > 4 gilt n! > 2",
IA: Die Aussage gilt fir n =4, denn: 4! =4-3-2-1 =24 > 2% = 16.

IS: Wir nehmen an, dass die Aussage fir ein n € N mit n > 4 gilt und folgern
daraus, dass sie auch fiir n 4+ 1 gilt:

(n+1)!=nl-(n+1) > 2" - (n+1)>2".-2=2""
1v) ~——
>2
Nach dem Prinzip der vollstandigen Induktion gilt die Formel fiir alle n > 4.
d) Fir alle n € N ist der Term n® + (n + 1) + (n + 2)? durch 9 teilbar.

IA: Die Aussage gilt fiir n = 1, denn:
n+n+1P+n+22=13+23+3"=1+8+ 17 = 36 und 9|36.

IS: Wir nehmen an, dass die Aussage fiir ein n € N gilt und folgern daraus, dass
sie auch fur n + 1 gilt:

n+1P+n+2P3+n+3°=n+1P+n+2>*+n*+3-n*-3+3-n-3>+3
=+ n+17>+n+2)3%+1[9 (n®+3n+3)).

Der erste Summand ist nach IV durch 9 teilbar. Da beide Summanden durch 9
teilbar sind, ist auch die Summe durch 9 teilbar.

Nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion gilt die Aussage fiir alle n € N.

Aufgabe 22. Gegeben seien die Funktionen

fi: R—>R, x+sinz,

9 —E,E — R, x+—sinz,
2" 2
n
N—=R — :
g T

Bestimmen Sie folgende Bilder und Urbilder: f; ([O, ;TD, fi ({Z}), fiR), fa ([0, ;TD,
2 ({5)): £700D, S0 D, STH@ ). ST®)L SHOD, S (0.0, S (2:3),
i ®), gtt12.3), 07 ({5 51}), @)
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Aufgabe 23. Beweisen Sie folgende Aussagen:
a) f(A1\ Az) 2 f(A1)\ f(A2)
b) fTHBiNBy) = f~H(B1) N fH(By)
c) f(ffY(B)CB

Zeigen Sie auch, dass die Aussagen in a) und in c) nicht mit “=" geschrieben werden
konnen.

Losung:

a) f(A1\ Az) 2 f(A1) \ f(A2)
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y € f(A)\ f(A2)
ye f(A) Ny ¢ f(A)
S (FreA:fle)=y)AN=(FzeAy: f(x)=y)

Zusammengefasst: Wenn y € f(A;) \ f(As), dann 3z € A, : f(z) = y. Fir dieses «
gilt © ¢ As, denn sonst wire die zweite Bedingung falsch.

=dre A\ A f(x)=y

=y € f(A1\ A).

Daraus folgt, dass f(A1) \ f(Az) C f(A1\ Ay).

Mann kann kein Gleichheitszeichen schreiben. Beispiel:

[ R—=R, f(z) =22

Fir A; = [—1,2], Ay = [—1,0] hat man A; \ Ay = (0,2] und f(A4; \ As) = (0,4].

Es ist aber f(A;) =[0,4], f(A2) =[0,1], also f(A1) \ f(As) = (1,4].
b) fTHBiNBy) = f~1(B1) N f~(By)

z € f~H(B1NBy)

& f(xr) € BiN By

< f(x) € B A f(x) € By

v [H(Bi)ANx e f1(B)

saxef U B)Nf(B)
o) f(f71(B)CB

y € f(f(B)) & we fH(B): flz)=y

Dabei gilt: z € f~Y(B) & f(x) € B.

Es gilt also y € B.

Man kann hier kein Gleichheitszeichen schreiben. Beispiel:

[ R=R, f(z) =22

Fir B = [-1,1] gilt f~(B) =[0,1] und f(f~(B)) = [0,1] # B.

Aufgabe 24. Gegeben seien die Mengen
M, ={1}, My ={1,2}.
a) Finden Sie alle Abbildungen

— von M; nach M,
— von M nach Ms,
— von M, nach M,
— von M, nach Ms.

b) Geben Sie fiir jede dieser Abbildungen den dazugehorigen Graphen an.
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c) Entscheiden Sie fir jede dieser Abbildungen, ob sie jeweils injektiv, surjektiv,
bijektiv ist.

Losung:

e von M nach M;:
fi{ly=A1 fA) =1
Der Graph: G(f1) = {(1,1)}.
Die Abbildung ist injektiv und surjektiv, also bijektiv.
e von M nach Ms:
Bifly = {12}, fO)=1
Der Graph: G(f2) = {(1,1)}.
Die Abbildung ist injektiv, aber nicht surjektiv, also nicht bijektiv.
By > {12 f() =2
Der Graph: G(f3) = {(1,2)}.
Die Abbildung ist injektiv, aber nicht surjektiv, also nicht bijektiv.
e von M, nach Mi:
fi{L2} > (1), fQ) =1
Der Graph: G(f4) = {(1,1),(2,1)}.
Die Abbildung ist nicht injektiv, aber surjektiv. Sie ist nicht bijektiv.

F(2) =1.

e von M, nach Ms:

(L2 {12, f) =1, f(2)=2

Der Graph: G(f5) = {(1,1),(2,2)}.

Die Abbildung ist injektiv und surjektiv, also bijektiv.
for{L2b o {12}, f) =2, f2) =1

Der Graph: G(fs) = {(1,2),(2,1)}.

Die Abbildung ist injektiv und surjektiv, also bijektiv.
fooAL2y = {12}, f()=1, f(2)=1

Der Graph: G(f7) = {(1,1),(2,1)}.

Die Abbildung ist weder injektiv, noch surjektiv, also nicht bijektiv.
feAL2b = {12}, f(1)=2, f(2)=2

Der Graph: G(f7) = {(1,2),(2,2)}.

Die Abbildung ist weder injektiv, noch surjektiv, also nicht bijektiv.
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Aufgabe 25. Bestimmen Sie fiir folgende Abbildungen, ob sie injektiv, surjektiv, bijektiv

sind:
a) fi:R=R, fi(z) =|z| -2
b) fa: (=00, =2] = [0,00), fa(x) = |z -2
c) g:R—=R, g(z)=ar+b mit a,beR
d) h:N— N, h(n) =n?

Losung

a)

fi:R=R, fi(z) =|z[ -2

Nicht injektiv, da z.B. fi(—1) = fi(1) = —1.

Nicht surjektiv, da z.B. f; ' ({=3}) = 0.

Nicht bijektiv.

fa: (=00, =2] = [0,00), fax) = |2| =2

Injektiv, da fiir x < =2 gilt: &1 # x9 = fa(x1) # fa(z2).

Surjektiv, da fiir jedes y > 0 gilt: f5 '({y}) # 0, denn:

y = x| =2

Szl =y+2

sSr=—(y+2) < -2

Fiir jedes y € [0, 00) existiert also ein z € (—oo, —2] mit f(x) = y.

Bijektiv.

g:R—R, g(r) =axr+bmit a,b € R

1. Fall: a # 0. Der Graph ist eine schiefe Gerade. Die Funktion ist injektiv, surjektiv,
bijektiv.

2. Fall: a =0: f(z) = b. Der Graph ist eine zur z-Achse parallele Gerade. Die
Funktion ist nicht injektiv, nicht surjektiv, nicht bijektiv.

h:N—N, h(n) =n?

Injektiv, da fiir alle ny, ny € N gilt: ny # ny = n? # n3.
Nicht surjektiv, da z.B. h=*({2}) = 0.

Nicht bijektiv.

Aufgabe 26. Bestimmen Sie den maximalen Definitionbereich fiir jede der folgenden
Funktionen. Schranken Sie, wenn notig, fir jede der Funktionen den Definitionsbereich
und den Wertebereich so ein, dass die neu definierte Funktion bijektiv ist, und geben Sie
die Umkehrfunktion an.
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Losung:

1
a) f(z)= gx + 2
Definitionsbereich: R.
f R — R ist injektiv, surjektiv und damit bijektiv.

Umkehrfunktion: f~!: R — R.

1
= — 2
Y 3x+
1
S —r=y—2
3t =Y
s x=3y—2)

fHy) =3y -2)

b) g(z)=2*—-1
Maximaler Definitionsbereich: R.
g ist auf R nicht injektiv, da z.B. g(—1) = g(1) = 0.
Einschrankung: z.B. g : [0,00) — [—1,00).
Umkehrfunktion: g7* : [-1,00) — [0, 00).
y=x>—1, x€][0,00)
sSr2=y+1, z€]0,00)

N ES!
g y) =Vy+1

c¢) hz) =4 — a2
Maximaler Definitionsbereich: [—2, 2].
Nicht injektiv, da z.B. h(—2) = h(2) = 0.
Einschrankung: z.B. h : [0,2] — [0, 2].
Umkehrfunktion: 21 : [0,2] — [0, 2].
y=+v4—22, x€l0,2
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o= VI
W) = VI
Q) u(r) = -

Maximaler Definitionsbereich: R \ {0}.
Injektiv.

u:R\ {0} — R\ {0} ist bijektiv.
Umkehrfunktion: v=!: R\ {0} — R\ {0}.

e) v(r)=e"+1
Maximaler Definitionsbereich: R.
v: R — (1,00) ist bijektiv.
Umkehrfunktion: v™! : (1,00) — R.
y=e"+1
Sef=y—1
Sr=In(y—1)
v Hy)=In(y—1)
Aufgabe 27. Seien
fPR=R, flz) =22>+1 und g:(0,00) = R, g(z) =Inz.
Bilden Sie die Verkettungen fo f, fog, gog, go f, wenn moglich.
Losung:
1) fof
f(R) = [1,00) liegt im Definitionsbereich von f. Die Verkettung ist moglich.
fof:R—[3,0), (fof)(z)=f(22>+1)=2(22?+1)>+1=8z"+82%>+3

2) foyg
g((0,00)) = R liegt im Definitionsbereich von f. Die Verkettung ist moglich.

fog:(0,00) = [1,00), (fog)(z)=f(lnz)=2(Inz)*+1

3) goyg
9((0,00)) = R liegt nicht im Definitionsbereich von g.
Die Verkettung ist nicht moglich.
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4) gof
f(R) =[1,00) liegt im Definitionsbereich von g. Die Verkettung ist moglich.
go iR [0,00), (g0 f)(z) = g(20% + 1) = In(2a2 + 1)

Bemerkung: Bei der Angabe des Wertebereichs der Verkettungen reicht es, R anzugeben.

Aufgabe 28. a) Zeigen Sie, dass die Mengen N und Z gleichméchtig sind.

b) Zeigen Sie, dass N und die Menge aller ganzen Zahlen, die bei Division durch 3 den
Rest 1 ergeben, gleichmachtig sind.

Losung:

a) N und Z sind gleichméchtig, da es eine Bijektion f : N — Z gibt, z.B.:

USw.

(Man kann diese Funktion so angeben: f(n) = (—1)" 5], wobei [-| den ganzzahligen
Teil von = bezeichnet.)

b) Nund A = {3n+1: n € Z} sind gleichméchtig, da es eine Bijektion g : N — A
gibt, z.B.:

g(n) =3- f(n)+ 1, wobei f(n) die Funktion aus Teilaufgabe a) bezeichnet.
Aufgabe 29. Seien a, b, c, p,q € Z. Beweisen Sie folgende Regeln fiir die Teilbarkeit:
a) alb = a| (bc)

b) alpAblq = (ab) ] (pg)

Losung:

a) a|b = a] (be)
Beweis:
alb = FkeZ:b=ka
bc = kac = (kc)a=Llamit { =kc€Z = a| (be)
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b)

al|pAblqg = (ab)| (pq)

Beweis:

a|lp = Ike€Z:p=ak

blgq = HeZ:qg=W

pq = akbl = (kl)(ab) = m(ab) mit m =kl € Z = (ab) | (pq)

Aufgabe 30. Seien t,b, c € 7Z. Beweisen oder widerlegen Sie folgende Aussagen:

a)
b)

tlbAtte = th(b+o)

ttbAtte = t1(b+c)

Losung:

a)

t|bAtte = t1(b+c)
Die Aussage ist wahr.
Beweis:

Es gelte ¢ | b. Wir beweisen in dem Fall die Implikation ¢t { ¢ = ¢t (b+ ¢) durch
Kontraposition: ¢t | (b+¢) = t]|ec.

t|(b+c) = Ike€Z:b+c=tk

t|b = HecZ:b=tl
c=0b+c)—b=th—tl=(k—-0Ot=mtmitm=k—(€Z = t|c
Damit ist die Kontraposition bewiesen.

t{bAttce = t{(b+c)

Die Aussage ist falsch.

Gegenbeispiel: 314 A 315, aber 3| (4+5)=09.

Aufgabe 31. Bestimmen Sie die Teilermengen der Zahlen 60, 92, —54.

Losung:

T(60) = {£1,42, £3, +4, £5, +6, +10, £12, +15, 420, 30, +60}
T(92) = {+1, 42, +4, 23, +46, £92}
T(—54) = {£1,+£2, +3, +6, +9, £18, £27, £54}

Aufgabe 32. Teilen Sie a durch b mit Rest, d.h. bestimmen Sie ¢ € Z, r € N U {0},
0 <r<b, sodass a=qb—+r ist.

a)
b)

a=27,b=45

a=219,b=17
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) a=-219,b=17

Losung:
a) a=27,b=45: 27=45-0+27
b) a=219,b=17: 219=17-12+15

c) a=-219,b=17: —219=17-(—13)+2 (Beachte: Der Rest ist immer positiv.)

Aufgabe 33. Eine Zahl a € Z heifit gerade, wenn 2 | a. Sonst heifit a ungerade.

Beweisen Sie folgende Eigenschaften von geraden und ungeraden Zahlen. Hier sind
a,b e .

a) aist gerade << JdkeZ:a=2k

b) a ist ungerade << dke€Z:a=2k+1

d

)
)
c) aist gerade <« a? ist gerade
) aist ungerade < a? ist ungerade
)

e) ab ist ungerade < a ist ungerade und b ist ungerade

Losung:
a) aist gerade < 2|a < 3Jke€Z:a=2k

b) a ist ungerade < 24a
Teile a durch 2 mit Rest: a=2k+r, ke€Z, reNU{0}, 0<r<2.
Es gibt zwei Mogilchkeiten: » = 0, dann ist a gerade, oder » = 1, dann ist a ungerade.

Also gilt: @ ungerade <& 3Jke€Z:a=2k+1.

c) aist gerade <& a? ist gerade
C =
a ist gerade = a =2k mit k € Z
= a® = (2k)? = 4k* = 2 - (2k*) = 20 mit { = 2k* € Z = a? ist gerade.
fe
a® ist gerade = 2|a-a

2 ist eine Primzahl = 2|a = a ist gerade.

d) aist ungerade < a? ist ungerade
“ o

a ist ungerade = a=2k+ 1 mit k € Z
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= a? = (2k+1)? =4k* +4k+1=2-2k*+2k)+1 =2m+1 mit m = 2k*+2k € Z
= a? ist ungerade.

« ”.
<

Durch Kontraposition: a ist gerade = a? ist gerade. Das wurde in Aufgabenteil c)
bewiesen.

ab ist ungerade < a ist ungerade und b ist ungerade.
L

a ist ungerade = a=2k+ 1 mit k € Z

b ist ungerade = b=2(+1mit € Z

= ab=2k+1)(20+1) =4kl +2k+20+1 =22kl + k+ () + 1 = 2m + 1 mit
m =2kl +k+/(€Z = abist ungerade.

[13 j )7:
Durch Kontraposition: a ist gerade oder b ist gerade =- ab ist gerade.

Sei O.B.d.A. a gerade. Dann ist a = 2k mit £k € Z = ab = 2kb = 2m mit
m = kb € Z = ab ist gerade.

Aufgabe 34. Berechnen Sie den grofiten gemeinsamen Teiler von a und b mit dem
Euklidischen Algorithmus und durch die Primfaktorenzerlegung:

a)
b)

c)

a =27, b=45
a=—219, b= 60

a = 1092, b = 390

Losung:

a)

a=27,b=45
Euklidischer Algorithmus:

45 =27-1+ 18
27=18-1+9
18=9-240 = ggT(27,45) =9

Primfaktorenzerlegung:

45=3-3-5

27=3.3.3 = goT(27,45)=3-3=9

0= —219, b= 60

Euklidischer Algorithmus: ggT(—219,60) = ggT (219, 60)

219 =60-3+ 39
60 =39 -1+ 21
39=21-14+18
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21=18-1+3
18=3-64+40 = ggT(—219,60) =3

Primfaktorenzerlegung:

—219=-3-73

60=2-2-3-5 = ggT(-219,60) =3
¢) a=1092, b =390

Euklidischer Algorithmus:

1092 = 390 - 2 + 312
390 = 3121+ 78
312=78-4+0 = ggT(1092,390) = 78

Primfaktorenzerlegung:

1092 =2-2-3-7-13
390=2-3-5-13 = ggT(1092,390) =2-3-13 =78

M
Aufgabe 35. Sei n € N und sei n = H pf" seine Primfaktorenzerlegung mit Primzahlen
i=1
pi,t=1,...,M,und k; € N, i = 1,..., M. Zeigen Sie, dass /n € N genau dann gilt,
wenn alle k;, i = 1,..., M, gerade sind.
Losung:
43 <: 77:
M My,
Seien alle k; gerade = +/n = pr = szf" mit % eN,i=1,..., M.
i=1

=1
k

= pﬁ eNyi=1,....M = /neN.
“j”:
M
Sei vneN = \/ﬁ:pri mit ¢; € N und Primzahlen p;, i = 1,..., M.

=1

M
=>n = H p2. Das ist eine Primfaktorenzerlegung und damit eindeutig.
i=1

Die Zerlegung n = ﬁ pz%' = ﬁ pf ist also eine eindeutige Zerlegung der Zahl n.
i=1 i=1
= k;=2(;,i=1,...,M = alle k; sind gerade.
Aufgabe 36. Seien x,y € Z. Wir betrachten folgende Relation:
r =y, wenn x— y ungerade ist.

Ist = eine Aquivalenzrelation?

Losung:

Das ist keine Aquivalenzrelation, denn:
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e Die Relation = ist nicht reflexiv: x — 2 = 0 ist gerade = = # x fiir jedes x € Z.

e Die Relation = ist nicht transitiv:
r=y & x—yist ungerade & rx—y=2k+1, keZ,
y=z & y—zist ungerade & y—2=2m+1, me€ Z.
Dannist t—z = (r—y)+(y—2) = 2k+1+2m+1=2(k+m+1) gerade = x # z.

e (Die Relation = ist aber symmetrisch: x =y = y = z.)

Aufgabe 37. Berechnen Sie:

2]5 + [2]3,
[2]5 - [2]5,
Losung:

2] +[2]3 =[4
[4]7 + [3]7 =
(T2 +[1]2 = [8
810 + [T]o =
23 [2]3 = [4]s =
[4]7 - [3]7 = [12
[T]2- 12 =[7
[8]10 : [7 10 —

[4]7 + [3]7,
[4]7 - [3]7,

[7]2 + [1]2,
]2 [1]2,

bzw.
bzw.
bzw.
bzw.
bzw.
bzw.
bzw.

bzw.

[8]10 + [7]10,

[8]10 - [710-
24+2=1 mod3
44+3=0 mod?7
7+1=0 mod 2
84+7=5 mod 10
2-2=1 mod 3
4-3=5 mod?7
7-1=1 mod 2
8-7=6 mod 10

Aufgabe 38. Versuchen Sie, analog zu Z,, mit m > 2 die Restklassen Z; und Zy zu

definieren. Was passiert dabei?

Losung:

e 7Z;: a=b modl < 1| (a—0).
Das gilt aber fir alle a,b € Z = Va,b € Z : a = b mod 1. Daraus folgt, dass

Z, = {[0]} ist.

¢ Zo: a=b mod0 < 0] (a—b) & a—b=0 < a="0. Daraus folgt, dass Zy = Z

ist.

Aufgabe 39. Berechnen Sie alle moglichen Summen und Produkte in Z, und Zs.

Losung:

[0]2 + [0]2 = [0]2
[0]2 + [1]2 = [1]2
(]2 + [1]2 = [0]2
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[0]2 - [0]2 = [0]2
[0]2 - [1]2 = [0]2
[1]2 - [1]2 = [1]2
2) Zs ={[0]s, [1]5, [2]s}
[0]5 + [0]3 = [0]3
[0]s + [1]3 = [1]3
0] + [2]3 = [2]3
[1]s + [1]s = [2]3
[1]s + [2]3 = [0]3
25 + [2]3 = [1]3
[0]3 - [0]3 = [0]3
[0]5 - [1]s = [0]5
[0]5 - [2]5 = [0]5
[1]5 - [1]s = [1]5
[1]5 - [2]s = [2]5
[2]5 - [2]s = [1]5

1], & m=1 mod 4.

04, falls m gerade,
n=2: [l 2 = 2m)s = { Ok &
(2], falls m ungerade.

n = 3 : Wir haben nur m = 3 zu untersuchen, weil man m und n vertauschen
kann. Die anderen Félle haben wir also schon vorher untersucht.
[3Ja - [3]a = [9]a = [1]a.
Die Losungen sind also [1]4 - [1]4 = [1]4 und [3]4 - [3]4 = [1]4.
b) [mls - [n]s = [0]4 und [m]s # [0]4, [n]s # [0]4
n=1: [mls- [l =[m]s # [0]s.
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0]y, falls m gerade,
n=2: [l [2 = [2mls = { 0N &
[2]4, falls m ungerade.

Es muss also m gerade sein und m #0 = m = 2.
Also: [2]4 : [2]4 = [0]4

n=23: Wieder brauchen wir nur m = 3 zu untersuchen:
[3la - [3]a = [9]a = [1]a # [0]a.
Die einzige Losung ist also [2]4 - [2]4 = [0]4.

Aufgabe 41. a) Zeigen Sie, dass fiir a,b € R mit 0 < a < b gilt: a® < ab < b%.
: : . . . a+b
b) Zeigen Sie, dass fir a,b € R mit a < b gilt: a < — < b.
Losung:

a) Betrachte a,b € R, 0 < a < b. Zu zeigen: a® < ab < b*.
a<b |-a>0
a’ < ab
und
a<b |-b>0
ab < b?
= a? < ab < b?

a+b

b) Betrachte a,b € R,a < b. Zu zeigen: a < < b.

a<b |+a
at+a<a+b

1
20 <a-+b §>0

a+b

<
=7y

und
a<b |+0b
a+b<b+d

1
a+b<2b ~§>0

a+b<b

a+b

=a < <b

28



Aufgabe 42. Bestimmen Sie die Losungsmengen folgender Ungleichungen in Abhéngig-
keit von den Parametern a,b,c € R:

a)ar+b<c b) lax +b| < ¢
Losung:
a) axr +b<c
1. Fall: a>0
ar <c—b
—b —-b
xSC = Lz(—oo,C ]
a a
2. Fall: a<0
ar <c—b
—b —b
xzc = L:[C ,oo)
a a
3.Fall: a=0
b<e

Giltb<e = L
Giltb>c = L

R
0

<—oo, b a0,

a

[C_b,oo) , falls a < 0,
a

I —
R, falls a =0 und b < ¢,
(), falls @ = 0 und b > c.
b) |ax +b| < ¢
1.Fal: ¢<0 = L=90
2. Fall: ¢=0

lax+b=0 < ar+b=0

a#0 = x:—é = L:{—b}

a=0 = L=0firb#0und L =R fir b= 0.
3. Fall: ¢>0
a=0 = L=Rfir|b <cund L =0 fir |b] > c.
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Nun betrachten wir den Fall a # 0:

lax + bl = a| - |z + —-| < ¢
a
b c
T+ - —
al~ |a|
b c
<z+-< —
|al a~ lal
c b c b
<< — ==
la| a [ —
b b
= L= _i_,’i_,
la| a’la] a

0, fallsec<0,

{—b}, falls ¢ = 0 und a # 0,
(), fallsa=c=0undb#0,
, fallsa=b=c=0,

, fallsc¢>0und a =0 und |b| > ¢,

R
R, fallsc¢>0und a=0und |b| <c,
0

——————— , fallse¢>0und a # 0.

Aufgabe 43. Bestimmen Sie die Losungsmengen folgender Ungleichungen:

3r+2 4o 4+ 3
-3 b > 2
d) |z —4|+2—2[ <2
Losung:
3z + 2
> —3
2) r—1

Definitionsmenge: D =R\ {1}.
I.Fal: 2—-1>0 & x>1
3r+2>-3(x—1)
3r+2>-3r+3

6x > 1

>1
> -
6
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1
le{xGR:x>1/\x>6}:(1,oo)

2. Fall: —1<0 & z<1
3x+2<=3(x—1)
3x+2< -3x+3

6r <1

1

$<6
ng{xER:m<1/\x<1}:(—oo,1>
6 6

1
Losungsmenge: L = Ly U Ly = (—oo, 6) U (1, 00).

4x+3>2
20 — 1 —

Definitionsmenge: D = R\ {;} :
1.Fall: 22 —1>0 & x>;
Az +3 > 222 — 1)
dr+3>4x —2

3 > 2, eine wahre Aussage.
1 1
L1:{$€R$>2}:(2,OO>

1
2.Fall: 20 —-1<0 & < =

2
dr +3 <22z —1)
doe+3<4x —2
3 < 2, Widerspruch.
Ly=10
Losungsmenge: L = Ly U Ly = (;, oo).

13z — 5] > 2|z + 2|
3r—5, falls3rzr—5>0 & ng,

13z — 5| = ;
—(3z — b), falls 3v =5 <0 & z < 3.

r+2, fallsz > -2,
o +2] =
—(z+2), falls © < —2.

Wir betrachten drei Falle: v < =2, -2 < x < g und z > g
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1. Fall: z < -2

—(3x —5) > 2(—(z+2))
—3r+5>—2x—4

—r > -9

r <9

Li={zeR:z2<-2 A 2<9} =(—00,—2)

2. Fall: —2<z< 2
—(B8z —5) > 2(x+2)
—3z+5)>2x+4
—br > —1

<1
‘r —
)

5 1
LQ:{:EE]R:—2§$<3 A x<5}:

5
3. Fall: =z > -
all: z >3

3z —5>2(x+2)
3r —5>2r+4

r>9

>
ng{xeR:x23 A x>9}:(9,oo)

1
Losungsmenge: L = LiULyUL3 = (—o0, —2)U {—2, 5)U(Q, o0)

|z —4|+1]2—2] <2
|z — 4|+ |z —2] <2

x—4, fallsz >4,
|z — 4| =
—(x —4), falls x < 4.

x—2, fallsz > 2,
|z — 2| =
—(x —2), falls © < 2.

Wir betrachten drei Félle: z < 2, 2 <z <4 und z > 4.

1. Fall: <2
—(r—4)—(x—2)<2
—rx+4—ax+2<2
—2r < —4

x> 2
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Li={zeR:z<2 Nz>2}=0

2. Fall: 2<x<4
)+ (2 -2) <2
—r+4+z—-2<2

2 < 2, eine wahre Aussage.

Ly={reR:2<x <4} =12,4)

3. Fall: z>4

(x—4)+(x—2)<2
r—4+x—-2<2

2r < 8

r <4

Ly={zeR:x>4 N o<4}={4}

Losungsmenge: L = Ly U Ly U Ly =0 U[2,4) U {4} = [2,4].

132 — 2
>
r+2 =
Definitionsmenge: D = R\ {—2}.

2

2
3r —2, fallsz > —,
—(3z — 2), falls x < 3

Der Term x + 2 wechselt das Vorzeichen bei z = —2.

2 2
Wir betrachten drei Félle: x < —2, =2 < x < 3 und z > 3

1. Fall: =z < =2
—(3x —2)
T+ 2
—3r+2<2(z +2)

—3Jr+2<2x+4

—5r <2

2
x> ——
)

>2 |- (x+2)<0

2
Ll—{xeR:x<—2/\xZ—5}—®
2

2. Fall: —2<:1:<§

—(3x —2)

— - >92 |. 2) >0

212 2 |- (z+2)
—3r+22>2(x+2)
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—3r+22>2x+4

—bx > 2
< 2
x —_—
- 5
2 2 2
L2:{x€R:—2<x<3/\x§—5}:<—2,—5]
2
3. Fall: > -
a :p_3
3r — 2

>2 |- (z+2)>0

x4+ 2
3 —22>2(x+2)
3r—2>2x+4
r>6

ng{xeR:xz /\xZG}:[G,oo)

2
3

2
Losungsmenge: L = Ly U Ly U Ly = (—2, —5} U [6,00).

Version: 04.09.2017
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