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But I don�t have to know an answer� I don�t feel frightened by not

knowing things� by being lost in the mysterious universe without

having any purpose� which is the way it really is� as far as I can

tell� possibly� It doesn�t frighten me�

R�P� Feynman
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Einleitung

�I bow low� I have observed the apparition of a guest star� Its color was an

iridescent yellow� � �The land will know great prosperity��

Yang Wei�Tek� Chinesischer Hofastronom� �	
��

Unter der Vielfalt astronomischer Himmelsobjekte und Erscheinungen geh�oren Neu�

tronensterne wohl zu den extremsten und faszinierendsten Objekten� die der Mensch

in der Lage ist� von seiner irdischen Warte aus zu studieren� Schon die Geburt eines

Neutronensterns in einer Supernovaexplosion geh�ort zu den spektakul�arsten und ener�

getischsten Prozessen unseres Universums� Die am Lebensende eines massiven Sterns

freiwerdende gravitative Bindungsenergie des im Zentrum der Supernova entstehenden

Neutronensterns ist sogar gr�o�er als die in dem etwa �	Millionen Jahre dauernden

Leben des Vorg�angersterns abgestrahlte Fusionsenergie� Im Juli �	�� beobachteten

chinesische Astronomen die Ankunft eines
�
Gaststerns�� welcher mehrere Wochen lang

selbst am Taghimmel zu sehen war� Dabei handelte es sich um eine Supernova� deren

eindrucksvolle �Uberreste wir heute noch als den Krebsnebel beobachten k�onnen� Die�

ser Nebel ist die w�ahrend der Supernova abgesto�ene Gash�ulle des Vorg�angersterns�

Im Zentrum des Krebsnebels be�ndet sich ein rotierender Neutronenstern� der Krebs�

Pulsar� Dieser rotiert etwa 	mal in der Sekunde um seine eigene Achse� Heute sind

uns weit �uber 
		 Pulsare bekannt� welche mit Frequenzen bis zu ��	 Umdrehungen pro

Sekunde rotieren� Schon ein Jahr nach der Entdeckung des Neutrons durch Chadwick

im Jahre ��� wurde von Walter Baade und Fritz Zwicky vermutet� da� w�ahrend einer

Supernova ein sehr kompaktes Objekt aus Neutronen � ein Neutronenstern � entstehen

k�onnte�

�With all reserve we advance the view that supernovae represent the tran�

sition from ordinary stars into neutron stars which in their �nal stages

consist of closly packed neutrons��

W� Baade und F� Zwicky� ��� ����





Baade und Zwicky f�uhrten den Neutronenstern ein� um die bei einer Supernova frei�

werdende Energie als gravitative Bindungsenergie deuten zu k�onnen� Nur ein sehr kom�

paktes Objekt konnte daf�ur in Frage kommen� Inzwischen sind uns etwa �	 Neutronen�

sterne bekannt� bei denen die Assoziation mit Supernova�uberresten heute noch m�oglich

ist ���� K�S� Thorne bezeichnet die Ver�o�entlichung ��� von Baade und Zwicky als eine

der
�
vorausblickendsten Dokumente in der Geschichte der Physik und Astronomie� ���

Schlie�lich dauerte es etwa �	 Jahre� bis die Existenz von Neutronensternen durch die

Beobachtung von Pulsaren ��� und deren Interpretation als rotierende Neutronensterne

��� gesichert war� Die ersten theoretischen Beschreibungen eines Objektes von
�
dicht

gepackten Neutronen� erfolgte �indirekt� durch Landau in seiner Arbeit �Origin of

Stellar Energy� aus dem Jahre ��
 ���� Landau schlug vor� da� die Erzeugung von

Energie in Sternen durch das Herabfallen von Atomen auf einen hochdichten Neutro�

nenkern� innerhalb des Sterns erfolge� Letztlich versuchte Landau durch diese Arbeit

die Aufmerksamkeit der �O�entlichkeit auf sich zu lenken� um dem Terror von Sta�

lins S�auberungsaktionen in der Mitte der 	er Jahre durch ausreichende Popularit�at

entgehen zu k�onnen� ��� So bat er Niels Bohr um eine Stellungnahme zu seiner Ar�

beit� um diese in einer ein�u�reichen Moskauer Zeitung zu ver�o�entlichen ��� Zwei

Monate nach der Ver�o�entlichung seiner Arbeit in der Zeitschrift Nature kam Landau

unter dem Vorwurf der Spionage f�ur Deutschland in ein Moskauer Gef�angnis� Noch

im gleichen Jahr widerlegten J�R� Oppenheimer und R� Serber die Arbeit von Landau

���� Dennoch entsprechen Landaus Neutronenkerne exakt der Idee der Neutronensterne

von Baade und Zwicky�� Auf die Arbeit von Landau folgten die wichtigen Arbeiten von

J�R� Oppenheimer und G� Volko� ��	� in Zusammenarbeit mit R�C� Tolman ����� In

diesen Arbeiten wurden zum ersten Mal die Gleichungen des allgemeinrelativistischen

hydrostatischen Gleichgewichts f�ur sph�arische Sterne abgeleitet� Diese Gleichungen sind

heute als Oppenheimer�Volko��Tolman�Gleichungen �TOV�Gleichungen� bekannt� Sie

spielen eine zentrale Rolle in der Untersuchung der Struktur von Neutronensternen� So

verbinden die TOV�Gleichungen die Eigenschaften der Neutronensternmaterie �d�h� ih�

rer Zustandsgleichung� mit den Massen und Radien der Neutronensterne� In der Arbeit

von Oppenheimer und Volko� ��	� wurde angenommen� da� ein Neutronenstern aus

einem freien Fermigas von Neutronen aufgebaut ist� Daraus berechneten sie eine Maxi�

malmasse des Neutronensterns von 	��M� �M� ist die Sonnenmasse� bei einem Radius

von etwa �	 km� Neutronensterne mu�ten also sehr kleine Objekte mit enormen mitt�

�Landau benutzte nicht den Begri� des Neutronensterns von Baade und Zwicky�
�Landau war von ���� bis ���� als Postdoc in Westeuropa	 u�a� in Deutschland�
�Man sagt sogar 
�	 ��	 da von Landau schon am Abend	 an dem die Entdeckung des Neutrons

in Kopenhagen bekannt wurde	 im Gespr�ach mit Bohr und Rosenfeld ��uber die Konsequenzen dieser

Entdeckung� auch die M�oglichkeit von kalten und dichten Sternen aus Neutronen erw�ahnt wurde�



leren Dichten im Bereich von normaler Kerndichte sein�� Die Verbindung zwischen der

Zustandsgleichung �EOS� der kalten Materie und den Massen und Radien der dar�

aus berechneten Neutronensterne durch die TOV�Gleichungen versetzt uns heute in

die einmalige Lage� aus beobachteten Massen und Radien R�uckschl�usse auf die Eigen�

schaften der EOS zu ziehen� So wissen wir heute� da� die meisten der beobachteten

Neutronensterne Massen im Bereich von ���M� besitzen �siehe Abbildung ��� Daraus

k�onnen wir z�B� ersehen� da� Oppenheimers Annahme eines freien Neutronengases im

Neutronenstern �mit einer Maximalmasse von 	��M�� nicht richtig zu sein scheint�

Man ben�otigt o�ensichtlich die repulsiven Kernkr�afte der starken Wechselwirkung� um

auch Sterne h�oherer Masse erkl�aren zu k�onnen� So benutzen wir heute Modelle� die ne�

ben den Neutronen weitere hadronische Freiheitsgrade im schwachen Gleichgewicht mit

Leptonen beinhalten und ihre Wechselwirkung untereinander ber�ucksichtigen� Die be�

obachteten Massen setzen Bedingungen an die Eigenschaften �z�B� an die Steifheit�� der

EOS� Weitere Bedingungen k�onnten im Falle bekannter Neutronensternradien an die

EOS gestellt werden� Die modernen experimentellen Beobachtungsm�oglichkeiten der

Astrophysik in verschiedenen Wellenl�angenbereichen erlauben in letzter Zeit auch dies�

bez�uglich vermehrt interessante Aussagen� In Abbildung � sind einige experimentel�

le Radiusabsch�atzungen f�ur Neutronensterne zusammengestellt� Die Absch�atzungen

der Radien sind allerdings nur indirekt unter zus�atzlichen Modellannahmen ���� � ��	�

m�oglich und daher mit gewisser Vorsicht zu betrachten� Um so mehr ist in Abbildung �

bemerkenswert� da� trotz der Unterschiedlichkeit der betrachteten Systeme �vergleiche

Tabelle �� und der Unsicherheiten in den Absch�atzungen alle Radien bei sehr kleinen

Werten unterhalb von etwa �� km zu liegen scheinen� Wenn sich diese Tendenz als

richtig herausstellen sollte und z�B� Neutronensterne mit Radien von � km existieren

w�urden� so h�atte dies wichtige Konsequenzen f�ur unser Verst�andnis der EOS bei hohen

Dichten� Rein hadronische EOS�s �d�h� EOS�s mit Nukleonen und Hyperonen als we�

sentliche Freiheitsgrade� h�atten z�B� Schwierigkeiten� solch kleine Radien erkl�aren zu

k�onnen� �Wir diskutieren die hadronischen EOS�s in Kapitel ��� L�ost man die TOV�

Gleichungen mit diesen EOS�s� so sieht man� da� Radien f�ur einen Neutronenstern mit

���M� im Bereich von � � �� km liegen � also viel zu gro� sind�� Die L�osungen der
TOV�Gleichungen � die sogenannten Masse�Radius�Relationen � sind f�ur vier hadroni�

sche EOS�s in Abbildung  gezeigt� Die experimentellen Hinweise auf sehr kleine Neu�

�Multiplizieren wir z�B� naiv die normale Energiedichte des Atomkerns von etwa ���MeV�fm� mit

dem Volumen eines Sterns mit �� km Radius	 so erhalten wir etwa ��� �����MeV� Dies entspricht etwa

einer Masse von ���M��
�Wir werden sp�ater noch genauer spezi�zieren	 was wir unter der

�
Steifheit� der EOS verstehen�

�Auch die Radien von weicheren	 nichtrelativistischen hadronischen EOS�s unterschreiten typi�

scherweise nicht den Bereich von ��� �� km 
����



Abbildung �� Beobachtete Neutronensternmassen in Einheiten der Sonnenmasse M�

����� Bei den ersten �	 Eintr�agen handelt es sich um Massenbestimmungen in Doppel�

sternsystemen aus zwei Neutronensternen �Radiopulsaren�� Der Pulsar PSR B������

ist der ber�uhmte Hulse�Taylor�Pulsar ���� Die Massen dieser Sterne sind teilweise bis

auf Fehler von nur �	��M� bekannt� Bei den weiteren Eintr�agen handelt es sich um

Neutronensterne in Bin�arsystemen mit Wei�en Zwergen bzw� mit einem Hauptreihen�

stern �letzter Eintrag��
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Abbildung �� Radienabsch�atzungen f�ur verschiedene Neutronensterne unter der An�

nahme� da� diese eine typische Neutronensternmasse von M � ���M� aufweisen� F�ur

den Neutronenstern PSR 	�	��� wurde �a� Schwarzk�orperstrahlung und �b� eine

Wassersto��Atmosph�are angenommen ����� Die Referenzen k�onnen Tabelle � entnom�

men werden�
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Abbildung � Masse�Radius Relationen f�ur vier verschiedene hadronische EOS�s �siehe

Kapitel ��� Die Radien f�ur typische Neutronensternmassen �M � ���M�� liegen im

Bereich von � � �� km� Die experimentellen Radiusabsch�atzungen aus Abbildung �
scheinen mit diesen EOS�s nicht erkl�arbar zu sein�



Neutronensterne mit Radiusabsch�atzungen

Name Typ Begleiter Ref�

PSR 	�	��� �Geminga� Isolierter Neutronenst� � ����

RXJ �
�������� Isolierter Neutronenst� � ����

SAX J�
	
�����
 X�ray Burster Stern ����

Hercules X�� X�ray Pulsar Stern ���� �
�

�U �
�	�	 X�ray Burster Wei�er Zwerg ����

J 	������� X�ray Pulsar Wei�er Zwerg ��	�

Tabelle �� Neutronensterne mit Radiusabsch�atzungen aus Abbildung ��

tronensternradien stehen also mit den Vorhersagen der hadronischen EOS�s nicht im

Einklang� Kleine Radien scheinen indes auf eine weichere EOS hinzudeuten� bei der die

gravitative Anziehungskraft im Stern in der Lage ist� diesen st�arker zu komprimieren�

Eines der faszinierendsten Szenarien zur Erkl�arung einer
�
weichen Phase� im Neutro�

nenstern ist wohl die hypothetische Existenz eines Decon�nement�Phasen�ubergangs im

Inneren des Sterns� Beim Decon�nement�Phasen�ubergang l�osen sich die Hadronen in

ihre Substruktur� die Quarks� auf� Man erwartet diesen Phasen�ubergang sowohl bei

sehr hohen Temperaturen �wie sie in Schwerionenkollisionen erzeugt werden k�onnen�

als auch bei niedrigen Temperaturen und hohen Dichten �wie sie auf nat�urliche Wei�

se im Inneren von Neutronensternen vorkommen�� Eines der wesentlichen Ziele dieser

Arbeit ist die Untersuchung des Ein�usses von Quarkphasen auf die Struktur von

Neutronensternen� So werden wir u�a� versuchen� die Frage zu beantworten� um wel�

chen Anteil sich der Radius eines rein hadronischen Sterns reduziert� wenn tats�achlich

Quarkphasen im Neutronenstern existieren w�urden� Da wir in naher Zukunft vermehrt

mit experimentellen Ergebnissen �uber Massen und Radien von Neutronensternen rech�

nen k�onnen� sind solche Untersuchungen unerl�a�lich f�ur eine sinnvolle Interpretation

dieser Daten unter Benutzung verschiedener Modelle und Szenarien f�ur den Aufbau

eines Neutronensterns�

In den vergangenen knapp �	 Jahren seit der Postulierung des Neutronensterns

durch Baade und Zwicky hat dieses extreme Objekt nichts von seiner Faszination verlo�

ren� Noch immer stellen wir uns die Frage� wie die Materie in einem Objekt aufgebaut

sein kann� in dem ein Kubikzentimeter die unvorstellbare Masse von einer Milliarde

Tonnen besitzt� Wir wissen es nicht� Vielleicht k�onnen uns aber schon jetzt die Radien

der Neutronensterne andeuten� wonach wir suchen m�ussen�



Modell�ubersicht

Die Berechnung von Massen und Radien von Neutronensternen setzt die Kenntnis

der Zustandsgleichung �EOS� von kalter und dichter Materie in einem Dichtebereich

voraus� welcher sich �uber etwa �� Gr�o�enordnungen erstreckt� In dieser EOS m�ussen

sowohl die Eigenschaften von atomarem Eisen enthalten sein als auch die von hoch�

komprimierter neutronenreicher Kernmaterie� Auch das Szenario einer Quarkphase �

welches wir in dieser Arbeit vorrangig studieren � ist im Inneren eines Neutronensterns

denkbar� Leider gibt es gegenw�artig keine einzelne Theorie� die in der Lage w�are� die

verschiedenen Dichtebereiche mit ihren individuellen Freiheitsgraden und relevanten

Wechselwirkungen gemeinsam zu beschreiben� Wir sind aus diesem Grunde darauf an�

gewiesen� verschiedene EOS�s zu verwenden� die in einem beschr�ankten Dichtebereich

in der Lage sein sollten� die Eigenschaften der dort populierten Freiheitsgrade ange�

messen zu beschreiben �Teil I dieser Arbeit��

In dem von uns verwendeten Modell wollen wir zwischen EOS�s zur Beschreibung

der hadronischen Materie und EOS�s zur Beschreibung der Quarkphase unterscheiden�

Diese Unterscheidung scheint sinnvoll� da erwartet wird� da� sich beim sogenannten

Decon�nement�Phasen�ubergang �d�h� beim �Ubergang von Hadronen zu den Konstitu�

enten der Hadronen � den Quarks� die Eigenschaften der EOS betr�achtlich �andern� Zur

Beschreibung der hadronischen Phase benutzen wir das sogenannte
�
Relativistic Mean�

Field��Modell �RMF�Modell�� Dieses besprechen wir in Kapitel ���� In diesem Modell

sind im wesentlichen nukleonische bzw� baryonische Freiheitsgrade enthalten� Bei sub�

nuklearen Dichten� bei denen die Nukleonen noch in Kernen gebunden sind� verwenden

wir die sogenannte Baym�Pethick�Sutherland EOS �BPS�EOS� die wir in Kapitel ���

diskutieren� Die BPS�EOS beschreibt die
�
Kruste� des Neutronensterns� Die Beschrei�

bung der Quarkphase erfolgt in dieser Arbeit alternativ im Bag�Modell �Kapitel ����

oder im NJL�Modell �Kapitel ����� Die Berechnung des Decon�nement�Phasen�uber�

gangs von der hadronischen Phase zur Quarkphase diskutieren wir in Kapitel  unter

Verwendung der Gibbs�Bedingung� Die Eigenschaften der durch die Phasen�ubergangs�

rechnung erhaltenen EOS�s diskutieren wir in Kapitel �� Aus ihnen berechnen wir in

Teil II dieser Arbeit sowohl die Massen und Radien von Neutronensternen als auch

�



deren innere Struktur �Kapitel ��� Besonderen Wert legen wir hierbei auf eine syste�

matische Untersuchung des Ein�usses der Modellparameter auf die Struktur und die

Radien der Neutronensterne�

Interessanterweise �nden wir unter den von uns berechneten EOS�s L�osungen� wel�

che die Existenz einer
�
Dritten Familie� von kompakten Sternen �neben den bekannten

Familien der Neutronensterne und der Wei�en Zwerge� erm�oglichen� Die daraus fol�

genden wichtigen Konsequenzen f�ur einen experimentellen Nachweis eines Phasen�uber�

gangs in Neutronensternen werden in Teil III dieser Arbeit erl�autert�

H�au�g benutzte Abk�urzungen und Variablenbezeichnungen sind im Anhang A auf

Seite �	� zusammengestellt�



Teil I

Zustandsgleichungen und

Phasen�ubergang

��





Kapitel �

Beschreibung der hadronischen Phase

Kapitel�ubersicht

��� Subnukleare Dichten � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

��� RMF�Modelle � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

�� Zusammenfassung � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �	

��� Subnukleare Dichten

Neutronensternmaterie� deckt einen Dichtebereich von etwa �� Gr�o�enordnungen ab�

Beginnend von der Ober��ache des Neutronensterns� welche aus Eisen ���Fe� mit einer

Dichte von � � 
 g�cm� besteht� k�onnen im Zentrum des Sterns Dichten von einem

Vielfachen der normalen Kerndichte von �� � ��� � �	�� g�cm� erreicht werden� Da

gegenw�artig keine einzelne Theorie existiert� welche den gesamten Dichtebereich mit

seinen spezi�schen Freiheitsgraden angemessen beschreiben kann� sind wir gezwungen�

auf verschiedene Modelle zur�uckzugreifen� Diese sollten geeignet sein� einen beschr�ank�

ten Dichtebereich mit seinen jeweiligen Freiheitsgraden sinnvoll zu beschreiben� In die�

sem Kapitel beschreiben wir die EOS�s� welche wir f�ur subnukleare Dichten� d�h� f�ur

����� verwenden� Die im Neutronenstern mit diesem Dichtebereich verbundene �au�ere

Schicht wird als Neutronensternkruste bezeichnet� Obwohl die subnuklearen Dichten

etwa � Gr�o�enordnungen der EOS �uberdecken� tr�agt die Neutronensternkruste nur

einen geringen Anteil �etwa � � zur Gesamtmasse des Sterns bei� Ihre Dicke liegt ty�

pischerweise im Bereich von �	 des Neutronensternradius ����� F�ur einen �Uberblick

�uber die Physik der Neutronensternkruste siehe ���� ���

�Damit bezeichnen wir kalte	 ladungsneutrale Materie im schwachen Gleichgewicht �siehe

Anhang B f�ur eine Diskussion des schwachen Gleichgewichts��

�



Wir benutzen f�ur subnukleare Dichten die sogenannte Baym�Pethick�Sutherland�

EOS �BPS�EOS� ���� 
�� Diese setzt sich wiederum �wie in Tabelle ��� gezeigt� aus ver�

schiedenen EOS�s zusammen� F�ur niedrige Dichten von � � �	 g�cm� bis etwa �	�g�cm�

Dichtebereich �g�cm�� Freiheitsgrade Druck Referenz


� �	� � �� �	� e�� ����Fe e� Feynman	 Metropolis	 Teller ����

�� �	� � �� �	� e�� ����Fe e� Baym Pethick	 Sutherland ����

�� �	� � e� werden relativistisch und Kerne neutronenreicher

�� �	� � �� �	�� e�� Kerne e� Baym Pethick	 Sutherland ����

�� �	�� � n
�
tropfen� aus den Kernen �neutron drip�

�� �	�� � �� �	�� e�� Kerne� n e�� n Baym	 Bethe	 Pethick ����

Tabelle ���� Zustandsgleichungen f�ur subnukleare Dichten und ihre wesentlichen Frei�

heitsgrade� Der Druck wird in allen Dichtebereichen von den entarteten Elektro�

nen dominiert� Ab � � �	�g�cm� werden die Elektronen relativistisch und die Ker�

ne mit steigender Dichte neutronenreicher� Erst �uber der neutron drip density von

�drip � �� �	��g�cm� steigt langsam der Entartungsdruck der Neutronen�

besteht die Materie aus ��
��Fe� Dieses liegt bei geringen Dichten atomar vor� wird aber

mit steigender Dichte mehr und mehr ionisiert� Die ionisierten Kerne richten sich in

einem Gitter aus� um die Coulomb�Energie zu minimieren� Der Druck der Materie wird

durch den Entartungsdruck der Elektronen dominiert� w�ahrend die Kerne prim�ar zur

Energiedichte beitragen� Mit weiter steigender Dichte �und dem damit verbundenem

Anstieg des chemischen Potentials der Elektronen �e� wird der inverse ��Zerfall

AZ � e� �� A�Z � �� � � �����

m�oglich� Dadurch werden Elektronen in den Protonen der Kerne absorbiert� wodurch

die Kerne neutronenreicher werden� �Die Neutrinos verlassen den Stern�� Diese soge�

nannte neutronization� beginnt bei Dichten von etwa � � �	�g�cm�� Die Kerne werden

nun immer masse� und neutronenreicher bis bei einer Dichte von �drip � �� �	��g�cm�

�der neutron drip density� die am schw�achsten gebundenen Neutronen die Kerne

verlassen� Die freien Neutronen bilden ein Fermi�Gas� welches mit weiter steigender

Dichte den Entartungsdruck der Elektronen langsam substituiert� Bei Dichten von

� � �	��g�cm� betr�agt der Anteil der Neutronen am Gesamtdruck etwa �	 � bei

�Durch das dadurch bedingte Absinken des Entartungsdruckes der Elektronen wird letztlich der

stabile Dichtebereich von Weien Zwergen auf maximale Zentraldichten von etwa � � ���g�cm� be�

schr�ankt�
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� � �	��g�cm� schon 
	 �
�� Die Struktur von individuellen Kernen bleibt bis zu

Dichten von � � �	��g�cm� erhalten� Dar�uber hinaus benutzen wir das RMF�Modell

�s� Kapitel ���� zur Beschreibung von Kernmaterie mit Nukleonen als elementaren Frei�

heitsgraden� Als �Ubergangsdichte von der subnuklearen EOS zur EOS der Kernmaterie

benutzen wir den Schnittpunkt beider EOS�s in der Form p � p���� Die so erhaltene
�Ubergangsdichte liegt �bei den verwendeten EOS�s� bei etwa 	��� mit �� � 	��� fm

���

Dies ist �in Anbetracht der einfachen Konstruktion� in angemessener �Ubereinstimmung

mit dem Ergebnis von 	���� f�ur die �Ubergangsdichte aus ���� Abbildung ��� zeigt die

verwendete BPS�EOS mit ihren jeweiligen Freiheitsgraden�

��� RMF�Modelle

Bei Dichten im Bereich von normaler Kerndichte beginnen die Atomkerne zu �uber�

lappen und sich in ihre nukleonischen Freiheitsgrade aufzul�osen� Zur Beschreibung

der dann vorliegenden Kernmaterie benutzen wir die Ergebnisse des sogenannten

relativistic mean��eld�models �RMF�Modells�� welches eine Erweiterung des Walecka�

Modells ���� ist� Das RMF�Modell wird weithin zur Beschreibung von dichter Kern�

materie� insbesondere in Neutronensternen benutzt ��
� ��� 	�� �F�ur eine alternative

Beschreibung der EOS in nichtrelativistischen Modellen siehe z�B� ������ Im Rahmen

des RMF�Modells verwenden wir  EOS�s �GL
�� TM� und TM�� aus einer Arbeit von

Scha�ner und Mishustin �	� sowie eine EOS von Ghosh� Phatak und Sahu �GPS� ����



Einige Eigenschaften dieser EOS�s f�ur symmetrische Kernmaterie bei S�attigungsdichte

�S sind in Tabelle ��� angegeben
�� All diese EOS�s enthalten neben den Nukleonen �n

RMF�EOS TM� TM� GL
� GPS

Referenz �	� �� �	� �� �	� � ��� ���

�S �fm
��� 	���� 	��� 	���� 	���	

B�A �MeV� ���� ����� ������ ����	
K �MeV� �
� �� �
� 		

m�
N�mn 	��� 	���� 	���	 	�
	

asym �MeV� ��� ��
 ��
 ���

Freiheitsgrade a a a b

a� n� p� e�� ��� !� "�� "�� "	� #�� #�

b� n� p� e�� ��� !� "�

Tabelle ���� Eigenschaften der Kernmaterie bei S�attigungsdichte �S � B�A ist die Bin�

dungsenergie� K die Inkompressibilit�at�m�
N�mn die e�ektive Nukleonenmasse und asym

die Asymmetrie�Energie� Die angegebenen Freiheitsgrade �Teilchen� beziehen sich auf

die Zustandsgleichung im schwachen Gleichgewicht�

und p� und den Leptonen �e� und ��� auch hyperonische Freiheitsgrade� welche im

schwachen Gleichgewicht ab Dichten von etwa ���� populiert werden� Die EOS�s TM��
TM� und GL
� enthalten die Hyperonen !� "�� "�� "	� #� und #�� w�ahrend in der

GPS�EOS nur die Hyperonen ! und "� enthalten sind� Da RMF�Modelle ausf�uhrlich

in der Literatur diskutiert sind� wollen wir uns hier auf eine Diskussion der Ergebnisse

und ihrer Relevanz f�ur Neutronensterne beschr�anken und verweisen auf Glendenning

��� f�ur eine Einf�uhrung in die RMF�Modelle und auf �	� �� f�ur Details der verwen�

deten EOS�s�

Abbildung ��� zeigt den Druck als Funktion der Energiedichte f�ur die betrachte�

ten RMF�EOS�s f�ur ladungsneutrale Materie im schwachen Gleichgewicht�� Abbildung

�� zeigt die gleichen EOS�s im Bereich niedrigerer Dichten� O�ensichtlich nehmen

die Unsicherheiten in den EOS�s mit steigender Dichte stark zu� Diese Unsicherheiten

m�ogen einerseits in dem noch unvollkommenen Verst�andnis der starken Wechselwir�

kung begr�undet sein� andererseits kann sich bei sehr hohen Dichten auch eine Grenze

der Anwendbarkeit des RMF�Modells andeuten ����� Wie wir in Kapitel � noch sehen

werden� liegen die zentralen Energiedichten f�ur einen typischen Neutronenstern der

�Wir bezeichnen die S�attigungs�Kerndichte der jeweiligen EOS hier mit �S um diese von dem in

dieser Arbeit durchgehend zur Skalierung verwendeten Wert von �� � ���� fm�� zu unterscheiden�
�Siehe Anhang B f�ur eine Diskussion des schwachen Gleichgewichts�
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Einsetzen der Hyperonen durch die weicher werdende EOS erkennen�



Masse M � ���M� f�ur diese EOS�s im Bereich von ������ Aber auch in diesem Dich�
tebereich k�onnen die Unsicherheiten in den hadronischen EOS Radiusdi�erenzen von

bis zu � km f�ur diese Neutronensterne implizieren� Wir werden jedoch sp�ater �insbeson�

dere im Zusammenhang mit der Kompaktheit von Neutronensternen mit Quarkphasen�

sehen� da� einige Ergebnisse weitgehend unabh�angig von der verwendeten hadronischen

EOS�s sind� In diesem Sinne ist es sogar fruchtbar� eine breitere Klasse an EOS�s zu

verwenden� um die Ergebnisse nicht von Artefakten einzelner EOS�s abh�angig zu ma�

chen�

In Abbildung �� ist insbesondere bei der TM��EOS der Ein�u� der Hyperonen auf

die EOS zu erkennen� Bei Dichten knapp unter ��� knickt die EOS etwas zu kleine�

rer Steigung ab� Dies liegt an dem Auftreten der Hyperonen in diesem Dichtebereich�

Durch die erh�ohte Anzahl von Freiheitsgraden wird der Druckanstieg leicht reduziert�

Im allgemeinen wollen wir eine EOS als
�
weicher� �oder

�
h�arter�� als eine andere EOS

bezeichnen� falls ihr Druck bei gegebener Energiedichte kleiner �oder gr�o�er� als der

Druck der anderen EOS ist� Dieser Sprachgebrauch ist allerdings mit etwas Vorsicht zu

verwenden� da z�B� die GPS�EOS bei hohen Dichten �Abbildung ���� die h�arteste EOS

ist� w�ahrend sie bei niedrigeren Dichten �Abbildung ��� die weicheste ist� Entscheidend

ist also der betrachtete Dichtebereich und seine Relevanz f�ur die Struktur des Neutro�

nensterns� Nach dem oben gesagten ist z�B� f�ur einen �rein hadronischen� Stern mit

M � ���M� der niedrigere Dichtebereich ������� der wesentliche� Demnach ist unter

den betrachteten EOS�s f�ur einen typischen Neutronenstern die GPS�EOS die weicheste

und die TM��EOS die h�arteste EOS �s� Abbildung ���� Tats�achlich haben wir schon

in Abbildung  auf Seite � gesehen� da� die GPS�EOS in diesem Massebereich zu den

kleinsten Neutronensternradien und die TM��EOS zu den gr�o�ten Radien f�uhrt� Dieser

Zusammenhang zwischen der
�
H�arte� der EOS und dem Radius �und der Masse� von

Neutronensternen begr�undet letztlich die De�nition von
�
hart� und

�
weich� �uber den

Druck als Funktion der Energiedichte�� Wir kommen in sp�ateren Kapiteln mehrfach auf

diesen Zusammenhang zur�uck�

Wie l�a�t sich die
�
H�arte� der EOS auf die Eigenschaften der Kernmaterie aus Ta�

belle ��� zur�uckf�uhren$ Bei dieser Frage ist zu beachten� da� die aufgef�uhrten Werte

nur die Eigenschaften der Materie bei S�attigungsdichte �S der Kernmaterie wieder�

spiegeln� Eine Extrapolation zu h�oheren Dichten ist demnach nur beschr�ankt m�oglich�

Allerdings l�a�t sich z�B� bei Betrachtung der Tabelle ��� erkennen� da� die Weichheit

der GPS�EOS im Vergleich zur TM��EOS mit der kleineren Asymmetrie�Energie asym

� �Ublicherweise wird in der Kernphysik die
�
H�arte� der EOS �uber die Energie pro Baryon als

Funktion der Baryonendichte de�niert� Diese De�nition ist im Zusammenhang mit Neutronensternen

aber weniger sinnvoll�



in Verbindung steht�

Zusammenfassend wollen wir im folgenden die BPS�EOS in Kombination mit den

RMF�EOS�s als die hadronische Zustandsgleichung oder die hadronische Phase �HP�

bezeichnen�



��� Zusammenfassung

Im Kapitel � wurden die im Rest dieser Arbeit verwendeten hadronischen EOS�s

f�ur den Bereich der subnuklearen �Kapitel ���� und nuklearen Dichten �Kapitel

���� vorgestellt�

� F�ur den subnuklearen Dichtebereich ������� verwenden wir die Baym�
Pethick�Sutherland�EOS �BPS�EOS� ����� Die wesentlichen Freiheitsgrade

dieser EOS sind Elektronen und Atomkerne �����Fe f�ur ����	
�g�cm��� welche

in einem Coulomb�Gitter angeordnet sind� Bei Dichten �uber der neutron

drip density von �drip � ���	��g�cm� liegen auch ungebundene Neutronen

vor� Der Druck der BPS�EOS wird prim�ar vom Fermidruck der entarteten

Elektronen erzeugt� wird aber f�ur Dichten im Bereich von � � �	��g�cm�

durch den Fermidruck der Neutronen substituiert� Die Struktur der Atom�

kerne bleibt bis zu Dichten von etwa � � �	��g�cm� erhalten� Die Tabelle

��� auf Seite �� fa�t wesentliche Eigenschaften der BPS�EOS in verschie�

denen Dichtebereichen zusammen� Abbildung ��� auf Seite �� zeigt den

Druck der BPS�EOS als Funktion der Energiedichte�

� Die BPS�EOS beschreibt die Kruste eines Neutronensterns� Diese tr�agt
nur zu einem geringem Anteil von etwa � zur Gesamtmasse eines typi�

schen Neutronensterns bei� Die Dicke der Kruste liegt typischerweise im

Bereich von �	 des Neutronensternradius�

� Bei Dichten oberhalb von etwa � � �	��g�cm� l�osen sich die Atomkerne in

ihre nukleare Substruktur auf� Nun sind Nukleonen �n� p� die wesentlichen

Freiheitsgrade� Zur Beschreibung dieser Phase greifen wir auf Ergebnis�

se von Scha�ner und Mishustin �	� und Ghosh� Phatak und Sahu ���

im Rahmen des relativistic mean��eld�models �RMF�Modells� zur�uck� Die

vier benutzten EOS�s �TM�� TM�� GL
� und GPS� sind in den Abbildun�

gen ��� und �� auf Seite �� gezeigt� Ihre Eigenschaften bei S�attigungs�

dichte sind in Tabelle ��� auf Seite �� zusammengefa�t�

� Die benutzen RMF�Modelle enthalten neben den Nukleonen �n und p�

und den Leptonen �e� und ��� auch hyperonische Freiheitsgrade� welche

im schwachen Gleichgewicht ab Dichten von etwa ���� populiert werden�
Der Ein�u� der Hyperonen auf die EOS�s l�a�t sich in Abbildung �� auf

Seite �� durch das abknicken der EOS�s leicht erkennen�



Kapitel �

Beschreibung der Quarkphase

Kapitel�ubersicht

��� Das Bag�Modell � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� Modellbeschreibung � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� Ergebnisse � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

���� Zusammenfassung � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� Das NJL�Modell � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 	

����� Modellbeschreibung � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

����� Ergebnisse � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 

���� Zusammenfassung � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� Das Bag�Modell

��� Modellbeschreibung

In diesem Kapitel stellen wir die Beschreibung der Quarkphase �QP� in einem um

Mediume�ekte erweiterten MIT Bag�Modell �kurz Bag�Modell� ��� �� vor� Da�

bei beschreiben wir die Mediume�ekte durch die thermodynamisch selbstkonsistente

Einf�uhrung von e�ektiven� dichteabh�angigen Quarkmassen in die Zustandsgleichungen

des Bag�Modells ��� 
�� Die so erhaltene EOS der QP werden wir in Kapitel  be�

nutzen� um den Decon�nement Phasen�ubergang von der HP zur QP zu berechnen und

die m�ogliche Existenz der QP in Neutronensternen im Teil II zu untersuchen� Die Ver�

wendung von e�ektiven� dichteabh�angigen Quarkmassen im Rahmen des Bag�Modells

ist durch eine analoge Vorgehensweise bei endlichen Temperaturen motiviert ��� �	��

Dort f�uhrt die Verwendung von e�ektiven� temperaturabh�angigen Gluonenmassen in

einem idealen Gas zu einer ausgezeichneten �Ubereinstimmung mit Gitterrechnungen�

��



Die in diesem Kapitel berechnete EOS der QP beschreibt ein Quark�Gas aus u��

d� und s�Quarks im schwachen Gleichgewicht mit Elektronen� d�h� wir erlauben die

Reaktionen

d �� u� e� � %�e� � �����

s �� u� e� � %�e� �

s� u �� d� u�

welche folgende Relationen zwischen den chemischen Potentialen �u� �d� �s� �e bedin�

gen��

�d � �u � �e� �����

�d � �s�

Da die Neutrinos auf einer kurzen Zeitskala von �	���s aus dem Protoneutronenstern

herausdi�undieren� k�onnen wir die chemischen Potentiale der Neutrinos vernachl�assi�

gen� Die Anzahl der unabh�angigen chemischen Potentiale ist demnach auf zwei redu�

ziert� Wir w�ahlen das Paar ��n� �e� mit dem chemischen Potential �n der Neutronen

�n � �u � ��d�

Die De�nition von �n �uber den �
Quark�Inhalt� des Neutrons ist konsistent mit den

Relationen zwischen den chemischen Potentialen� welche im Anhang B abgeleitet sind

�siehe Tabelle B��� Seite �	
�� In einer reinen QP haben wir die zus�atzliche Bedingung

der Ladungsneutralit�at�

�QPc �
�


�u � �


�d � �


�s � �e � 	� ����

Hier ist �QPc die Ladungsdichte der Quarkphase und �f �f 	 u� d� s�� �e sind die Teilchen�

dichten der Quarks und Elektronen� Die EOS l�a�t sich nun mit einem unabh�angigen

chemischen Potential �z�B� �n� parametrisieren�

Wie schon erw�ahnt� beschreiben wir die QP im Rahmen des Bag�Modells ��� ���

indem wir Mediume�ekte im Quasiteilchenbild durch e�ektive� dichteabh�angige Quark�

massen einf�uhren ��� 
�� Die e�ektiven Quarkmassen folgen von den Polen des resum�

mierten One�Loop Quark�Propagators bei endlichem chemischen Potential und Tempe�

ratur T � 	 im Limes Impuls p� 	 �siehe Abbildung ����� F�ur Details der Berechnung

�Wie im Anhang B �Seite ���� gezeigt	 lassen sich allgemeine Relationen zwischen den chemi�

schen Potentialen beliebiger Konstituenten im schwachen Gleichgewicht durch eine Minimierung der

Gesamtenergiedichte bei festgehaltener Ladung und Baryonenzahl ableiten�
�F�ur eine ausf�uhrliche Diskussion �uber die Anzahl der unabh�angigen chemischen Potentiale und

die Forderung der Ladungsneutralit�at siehe Anhang C �Seite �����



Abbildung ���� Resummierter One�Loop Quark�Propagator

der e�ektiven Quarkmassen in der sog� Hochdichten�aherung verweisen wir auf ���� Man

erh�alt ��� ���

m�
f ��f� �

mf

�
�

s
m�

f

�
�
g���f
�	�

� �����

mit den Stromquarkmassen mf des Quark�avors f und der starken Kopplungskon�

stanten g� Die e�ektiven Quarkmassen zeigen das Verhalten von steigender Masse

mit steigender Dichte �chemischen Potential�� F�ur die Stromquarkmassen w�ahlen wir

mu � md � 	 und ms � ��	MeV� Die e�ektiven Massen ����� benutzen wir nach ����

in dem Fermi�Gas Ausdruck f�ur die Teilchendichte

�f ��f� �
df
�	�

h
��f �m�

f
���f�

i���
� �����

wobei df der Entartungsgrad ist� Der Druck pf und die Energiedichte �f kann nun aus

den thermodynamischen Relationen

�f ��f� �
dpf��f�

d�f
und �f ��f� � pf ��f� � �f�f��f� �����

ausgerechnet werden� Diese Vorgehensweise sichert uns die thermodynamisch selbst�

konsistente Einf�uhrung der e�ektiven Quarkmassen� F�ur g � 	 gehen die e�ektiven

Quarkmassen ����� in die Stromquarkmassen mf �uber� In diesem Grenzfall entsprechen

die Zustandsgleichungen denen des freien Fermigases� Wir k�onnen somit g benutzen�

um den Ein�u� der Mediume�ekte auf die EOS zu studieren� Aus diesem Grund neh�

men wir g als Parameter mit Werten im Bereich von g � 	 �keine Mediume�ekte� bis

g � � �  �
s � 	��� 	����� Auch wenn realistische Werte f�ur g im Bereich unserer
oberen Grenze f�ur g liegen� ist bei solch hohen Kopplungskonstanten etwas Vorsicht in

Kombination mit den st�orungstheoretisch abgeleiteten e�ektiven Quarkmassen gebo�

ten�

Die Gesamtenergiedichte �QP und der Druck pQP der QP ist die Summe �uber alle

Flavor plus Fermi�Gas Beitr�age �e� pe des gleichf�ormigen Hintergrundes von Elektronen�

Zus�atzlich treten im Bag�Modell die Beitr�age der ph�anomenologischen Bagkonstanten

�Bagdruck� B auf�

�QP � �u � �d � �s � �e �B� �����

pQP � pu � pd � ps � pe �B� ���
�



Hierin ist

�e �
��e
�	�

und pe �
��e
��	�

� �����

Die Bagkonstante wurde wie �ublich durch Addition zur Energiedichte und Subtraktion

vom Druck eingef�uhrt ���� Durch den ph�anomenologischen Charakter der Bagkonstan�

ten ist allerdings ein exakter Wert von B nicht bekannt� Aus diesem Grund wollen wirB

�prim�ar im Teil II dieser Arbeit� als freien Parameter im Bereich von B��� � ���MeV

�B � ��MeV�fm�� bis B��� � �		MeV �B � �	
MeV�fm�� behandeln� Wir wer�

den im Teil II dieser Arbeit sehen� da� die untere Beschr�ankung an den Wert von B

durch die Bedingung gerechtfertigt ist� da� der Decon�nement Phasen�ubergang nicht

unterhalb von normaler Kerndichte � � �� statt�nden sollte� Dies w�are bei kleinerem

B der Fall� F�ur kleineres B kann desweiteren der von Witten ��� diskutierte Fall ein�

treten� da� die Energie pro Baryon der QP im Gleichgewicht �p � 	� niedriger w�are

als die von ��Fe mit E�A � �	MeV� Dies w�urde die Existenz von sog�
�
seltsamen

Sternen� erm�oglichen� welche vollst�andig aus einer QP bestehen� F�ur eine Diskussion

dieser M�oglichkeiten verweisen wir auf ��� ��� ��� ���� Auch die Untersuchung von

h�oheren Bagkonstanten �B����
��		MeV� ist weitgehend uninteressant� da wir sp�ater

sehen werden� da� bei solch hohen Bagkonstanten die Quarkphase durch ����� ener�

getisch so ung�unstig wird� da� diese nicht mehr im Inneren von Neutronensternen

existieren kann� In Tabelle ��� sind die Parameter des hier verwendeten Bag�Modells

zusammengefa�t�

Parameter des Bag�Modells

Stromquarkmassen mu �MeV� 	

md �MeV� 	

ms �MeV� ��	 �����

Bagkonstante B����MeV � � ���� �		
B �MeV�fm�� � ��� �	


Kopplungskonstante g �
��� 


s � g���	 �
�	��� 	���

Tabelle ���� Parameter des in dieser Arbeit verwendeten Bag�Modells� Die hohe s�

Quark Masse von ���MeV wird in Kapitel ��� zum Vergleich des Bag�Modells mit

dem NJL�Modell verwendet� Die Parameter B und g werden im Teil II dieser Arbeit

in den angegebenen Bereichen variiert� um deren Ein�u� auf die Struktur von Neutro�

nensternen mit QP zu studieren�
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Abbildung ���� E�ektive Quarkmassen als Funktion der Baryonendichte f�ur ein la�

dungsneutrales System von Quarks und Elektronen im schwachen Gleichgewicht� Die

Kopplungskonstante ist g � ��

��� Ergebnisse

Abbildung ��� zeigt den Anstieg der e�ektiven Quarkmassen f�ur eine Kopplungskon�

stante von g � � und beliebiger Bagkonstante�� Die e�ektiven Massen von u� und

d�Quarks sind nahezu gleich� da sich ihre chemischen Potentiale nach ����� nur um

den Betrag von �e unterscheiden und sie die gleiche Stromquarkmasse besitzen� �Das

chemische Potential �e der Elektronen liegt f�ur die ladungsneutrale QP im schwachen

Gleichgewicht typischerweise im Bereich von �	 � 	MeV�� Die e�ektive Masse der
s�Quarks liegt ca� �		MeV �uber denen der leichten Quarks� Die typische Massenskala

�f�ur g � �� liegt o�ensichtlich im Bereich von �		MeV f�ur die leichten Quarks und

bei �		MeV f�ur die s�Quarks� Die wesentliche Massenmodi�kation �im Vergleich zu

den Stromquarkmassen aus Tabelle ���� ergibt sich somit f�ur die leichten Quarks mit

einer Massenzunahme von ca� �		 MeV� Die Massen der s�Quarks sind im Vergleich

zu den Stromquarkmassen nur um etwa �	MeV angestiegen� Die Auswirkung dieser

Massenzunahme auf die EOS zeigt sich recht deutlich bei Betrachtung der Energie pro

Baryon E�A in Abbildung ��� Von g � 	 �keine Mediume�ekte� Stromquarkmassen�

ausgehend erh�oht sich E�A um ca� �	� �	MeV bei Einbeziehung der Mediume�ekte
�g � ��� Somit machen Mediume�ekte die QP energetisch ung�unstiger� Dieser E�ekt

�Dieses Ergebnis ist unabh�angig von der Bagkonstanten	 da die e�ektiven Massen ����� direkt in

die Teilchendichten ����� und somit in die Baryonendichte eingeht�
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Abbildung ��� Energie pro Baryon als Funktion der Baryonendichte f�ur verschiedene

Bagkonstanten B und Kopplungskonstanten g� O�ensichtlich machen Mediume�ekte

die Quarkphase energetisch ung�unstiger�

hat wichtige Konsequenzen auf die Struktur von Neutronensternen mit QP� welche wir

im Teil II dieser Arbeit untersuchen werden�

Desweiteren erkennen wir in Abbildung �� durch die Relation ���

p � ��
�

��

E

A
� ����	�

da� der Zustand mit p � 	 �das Minimum der E�A�Kurve� bei endlichen Dichten

im Bereich von � � � �� erreicht wird� Obwohl sowohl eine Erh�ohung von B als auch

von g die Werte von E�A erh�oht� beobachtet man einen unterschiedlichen Ein�u�

auf die Minima �Gleichgewichtsdichten� der Kurven� W�ahrend eine Erh�ohung von B

die Gleichgewichtsdichte zu h�oheren Werten schiebt� wird diese durch Mediume�ekte

erniedrigt� Dies zeigt uns� da� der Ein�u� von Mediume�ekten nicht durch die Bag�

konstante beschrieben werden kann� Dies wurde schon in ��� bemerkt�

Eine weitere wichtige Relation ist die EOS in der Form p � p���� Diese wird in

Kapitel  im Zusammenhang mit der Konstruktion eines Gibbs�Phasen�ubergangs von

der HP zur QP relevant� Abbildung ��� zeigt diese Relation und den Ein�u� der Pa�

rameter B und g� Da in der Gibbs�Konstruktion bei gegebenem chemischen Potential

�z�B� �n� diejenige Phase physikalisch realisiert ist� welche den gr�o�eren Druck hat�

zeigt uns Abbildung ��� schon jetzt� da� sowohl der Ein�u� der Mediume�ekte� als

auch eine erh�ohte Bagkonstante den HP�QP Phasen�ubergang tendenziell zu h�oher�
en Dichten verschieben werden� O�ensichtlich sinkt bei konstantem �n der Druck mit
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Abbildung ���� Druck als Funktion der Energiedichte � f�ur verschiedene Bagkonstanten

B und Kopplungskonstanten g� O�ensichtlich ist der Ein�u� der Mediume�ekte auf

die EOS in der Form p � p��� zu vernachl�assigen� �� � ��	MeV�



steigendem B und g�

Abbildung ��� zeigt die EOS in der Form p � p��� wie sie zur L�osung der TOV�

Gleichungen ��	� ben�otigt wird� Verwunderlich ist �im Vergleich zu vorherigen Abbil�

dungen� der hier zu vernachl�assigende Ein�u� der Mediume�ekte auf die EOS in dieser

Form� Es l�a�t sich allerdings zeigen ���� da� f�ur e�ektive Massen die linear im chemi�

schen Potential sind �m� 
 g ��� die EOS die Form des masselosen freien Bag�Modells

beibeh�alt

p��� � ��� �B�� ������

und somit unabh�angig von g ist� F�ur die leichten Quarks mit �����

m�
u�d �

g �u�dp
�	

������

ist diese Bedingung erf�ullt und die EOS somit unabh�angig von g� Die kleine Abweichung

der g � ��Kurve von der g � 	�Kurve kommt daher durch die s�Quarks� Da zumindest

lineare Anteile in den e�ektiven Massen aus der EOS herausskalieren� scheint diese in

der Form p � p��� weniger sensitiv auf Massenmodi�kation zu sein� Diese Eigenschaft

wird uns noch einmal in Kapitel ��� im Rahmen des NJL�Modells zur Beschreibung

der QP begegnen�



��� Zusammenfassung

Im Kapitel ��� wurde eine modi�zierte Fassung des Bag�Modells ��� �� zur

Beschreibung einer QP aus u�� d� und s�Quarks im schwachen Gleichgewicht

mit Elektronen vorgestellt� Dabei wurde das Bag�Modell durch die thermody�

namisch selbstkonsistente Einf�uhrung von e�ektiven� dichteabh�angigen Quark�

massen um Mediume�ekte erweitert ��� 
� und deren Ein�u� auf die EOS der

QP diskutiert�

� Die Quarks �f 	 u� d� s� erhalten eine e�ektive Quarkmasse der Form

m�
f��f� �

mf

�
�

s
m�

f

�
�
g���f
�	�

� �Gleichung ������ Seite ��

durch Wechselwirkungen mit den anderen Quarks im Medium� Die e�ek�

tive Quarkmasse steigt mit der Dichte �siehe Abbildung ���� Seite ����

� Die durch Mediume�ekte mit der Dichte ansteigenden e�ektiven Quark�
massen machen die QP energetisch ung�unstiger �siehe Abbildung ��� Seite

���� Dieser E�ekt kann einen Ein�u� auf die Existenz von Quarkphasen

in Neutronensternen haben� Dies wird im Teil II dieser Arbeit untersucht�

� Der durch Mediume�ekte bei gegebenem chemischen Potential sinken�

de Druck �siehe Abbildung ���� Seite ��� deutet an� da� der Decon�ne�

ment Phasen�ubergang durch Mediume�ekte zu h�oheren Dichten verscho�

ben wird� Dieses qualitative Ergebnis wird in Kapitel � genauer untersucht

werden�

� F�ur die EOS der QP in der Form p � p��� k�onnen Mediume�ekte ver�

nachl�assigt werden �siehe Abbildung ���� Seite ����



��� Das NJL�Modell

Alternativ zur Beschreibung der Quarkphase �QP� im Bag�Modell �Kapitel ���� wol�

len wir die Eigenschaften der QP im Nambu�Jona�Lasinio�Modell �NJL�Modell�

���� �
� ��� �	� studieren und mit den Ergebnissen des Bag�Modells vergleichen� Dabei

benutzen wir die drei�Flavor Erweiterung des NJL�Modells von Buballa und Oertel �����

Das NJL�Modell erm�oglicht eine Beschreibung der spontanen Brechung der im wah�

ren �nicht perturbativen� Vakuum der QCD gegebenen chiralen Symmetrie� Au�erdem

kann in diesem Modell das Spektrum der niedrig liegenden Mesonen� welches direkt

mit der Brechung der chiralen Symmetrie sowie mit anderen Niederenergie�Ph�anome�

nen der starken Wechselwirkung verkn�upft ist� sehr gut erkl�art werden ��
� ��� �	��

Bei hohen Dichten oder Temperaturen sagt das NJL�Modell einen �Ubergang zu einem

Zustand mit restaurierter chiraler Symmetrie voraus� Neben den vielversprechenden

Eigenschaften des NJL�Modells� welche es zu einem geeigneten Kandidaten zur Mo�

dellierung des Niedrig� und Hochdichtebereichs von Neutronensternmaterie machen

k�onnte� hat es einen gravierenden Mangel � es besitzt kein Con�nement� Aber gerade

bei niedrigen Dichten sind die Eigenschaften von stark wechselwirkender Materie durch

das Con�nement der Quarks bestimmt� Deshalb k�onnen wir nicht erwarten� da� uns

das NJL�Modell in der von uns betrachteten Version bei niedrigen Dichten� d�h� im

Bereich der hadronischen Phase �HP�� sinnvolle Ergebnisse liefert� Aus diesem Grund

werden wir �wie auch f�ur das Bag�Modell� das RMF�Modell �Kapitel ���� zur Beschrei�

bung der Con�ned�Phase der Neutronensternmaterie bei niedrigen Dichten heranzie�

hen� Im Bereich hoher Dichten� in dem der Ein�u� des Con�nements vernachl�assigbar

ist� k�onnen wir jedoch das NJL�Modell anwenden� Nat�urlich w�are es w�unschenswert�

einen Lagrangian f�ur die HP zu besitzen� welcher auch die Restaurierung der chiralen

Symmetrie beinhaltet� Solche Lagrangians wurden z�B� in ���� �� ��� konstruiert� Er�

ste Anwendungen dieser Modelle auf Neutronensternmaterie scheinen aber anzudeuten�

da� ihre Modi�kationen im Vergleich zu den in dieser Arbeit benutzten RMF�Modellen

eher klein sind ����� Der Einfachheit halber beschr�anken wir uns deswegen auf die Ver�

wendung des RMF�Modells unterhalb des Decon�nement�Phasen�ubergangs und des

NJL�Modells dar�uber� Die Berechnung des Phasen�ubergangs von der Con�nement� zur

Decon�nement�Phase diskutieren wir in Kapitel � Diese Herangehensweise erm�oglicht

es uns� die Eigenschaften des NJL�Modells in einem f�ur seine Anwendung sinnvollen

Dichtebereich zu studieren und den Ein�u� von nichtperturbativen E�ekten �wie sie

durch den chiralen Phasen�ubergang entstehen� auf den Aufbau von Neutronensternen

zu untersuchen� Die Anwendung des NJL�Modells auf die QP in Neutronensternen

wurde zum ersten Mal in ���� untersucht�



��� Modellbeschreibung

Zur Beschreibung der QP im NJL�Modell benutzen wir die drei�Flavor Erweiterung in

der Hartree �mean �eld� N�aherung von Buballa und Oertel ����� Der Lagrangian ist

gegeben durch ���� ���

L � %q �i�� � &m� q �G

X

k��

� �%q�kq�
� � �%qi��kq�

� �

�K � detf�%q �� � �� q� � detf �%q ��� �� q� �� �����

wobei q die Quarkfelder mit drei Flavors �u� d und s� und drei Farben darstellt�

&m � diag�mu� md� ms� ist eine � Matrix im Flavor�Raum� Der Einfachheit halber be�
nutzen wir den Isospin�symmetrischen Fall mu � md � mq� Die �k Matrizen wirken im

Flavor�Raum� F�ur k � �� � � � � 
 sind sie die Generatoren der SU��f � und �� ist propor�

tional zur Einheitsmatrix im Flavor�Raum ����� Durch die Terme mit endlichen Massen

wird eine zus�atzliche explizite Brechung der chiralen Symmetrie eingef�uhrt� Die Kopp�

lungskonstanten G und K aus ����� haben die Einheit �Energie��� und �Energie����

Zur Regularisierung benutzen wir einen scharfen Cut�O� ! im Raum der Dreierim�

pulse� Demnach haben wir insgesamt � Parameter� n�amlich die Stromquarkmassen mq

und ms� die Kopplungskonstanten G und K sowie den Cut�O� !� Wir benutzen den

in Tabelle ��� gezeigten Parametersatz ����� Diese Parameter sind so gew�ahlt� da� die

Parameter des NJL�Modells

Stromquarkmassen mu �MeV� ���

md �MeV� ���

ms �MeV� ��	��

Cut�O� ! �MeV� �	��

Kopplungskonstanten G!� ��
�

K!� ����

Tabelle ���� Parametersatz des in dieser Arbeit verwendeten NJL�Modells �����

empirischen Werte der Pion�Zerfallskonstante sowie die Mesonenmassen des Pions� des

Kaons und des �� reproduziert werden k�onnen� �Damit ergibt sich eine um ca� � un�

tersch�atzte Masse des ��Mesons�� Die Behandlung des drei�Flavor NJL�Modells in der

Hartree�N�aherung f�uhrt auf eine selbstkonsistent zu l�osende Gap�Gleichung ���� ���

m�
i � mi � �Gh%qiqii� �Kh%qjqjih%qkqki ������



f�ur die dynamisch generierten e�ektiven �constituent� Quarkmassen� wobei �i� j� k� be�

liebige Permutationen von �u� d� s� sind� Bei Temperatur Null und endlichem quark�

chemischen Potential sind die Quarkkondensate gegeben durch

h%qiqii � ��Nc

Z
pi
F
�j�pj��

d�p

��	��
m�

iq
�m�

i �
� � �p �

� � 
	�

�Z
pi
F

dp p�
m�

iq
�m�

i �
� � p�

� ������

wobei die Anzahl der Farben auf Nc �  festgelegt wurde� Der Fermi�Impuls des Quark�

Flavors i wird mit piF bezeichnet� Dieser ist mit dem entsprechenden quarkchemischen

Potential �i durch

piF �
q
��i � �m�

i �
�'��i �m�

i � ������

verkn�upft� Die entsprechende Teilchendichte der Quarks ist gegeben durch

�i � �Nc

Z
j�pj�pi

F

d�p

��	��
�
�piF �

�

	�
� ������

Die Gleichungen ������ und ������ dienen der Berechnung der e�ektiven Quarkmas�

sen� die von ihren Vakuumwerten m�
q�vac � ����MeV und m�

s�vac � �����MeV mit

steigender Dichte sinken� Die Baryonendichte sei de�niert durch

� � �

��u � �d � �s� � ����
�

F�ur die Berechnung der Zustandsgleichung ben�otigen wir desweiteren die Energiedichte�

Diese ergibt sich zu ����

�NJL �
X

i�u�d�s



	�

pi
FZ

�

dp p�
q
�m�

i �
� � p� �Be � ������

Druck und Energiedichte sind �f�ur T � 	� durch die thermodynamische Relation

pNJL � �NJL �
X

i�u�d�s

�i �i ����	�

miteinander verkn�upft� wobei die e�ektive Bagkonstante Be durch

Be � B� �B ������

gegeben ist mit

B �
X

i�u�d�s

�
� 
	�

�Z
�

dp p�
�q
�m�

i �
� � p� �

q
�mi�� � p�

�
� �Gh%qiqii�

�
�

� �Kh%uuih %ddih%ssi ������



und

B� � Bj�u��d��s�� � ������MeV�� � �����

Man beachte� da� B implizit �uber die e�ektiven Quarkmassen von den Quarkdich�

ten abh�angig ist� Die dichteunabh�angige Konstante B� ist so gew�ahlt� da� Druck und

Energiedichte im Vakuum verschwinden� Wir bemerken schon hier� da� diese Forderung

den dichteunabh�angigen Anteil von Be festlegt und demnach die EOS �uber ������ und

����	� beein�u�t� Dies hat einen direkten Ein�u� auf den m�oglichen Phasen�ubergang

von der HP zur QP� Wir werden sp�ater auf diesen Punkt zur�uckkommen�

��� Ergebnisse

Im folgenden werden wir h�au�g die Ergebnisse f�ur die EOS des NJL�Modells mit de�

nen des MIT Bag�Modells ��� �� vergleichen� Der Einfachheit halber benutzen wir

f�ur diese Vergleiche das Bag�Modell ohne die in Kapitel ��� vorgestellten Erweiterun�

gen um Mediume�ekte �d�h� wir setzen g � 	�� Ein wesentlicher Unterschied zwischen

dem NJL� und dem Bag�Modell ist� da� das NJL�Modell eine dichteabh�angige Bag�

konstante Be ������ vorhersagt� w�ahrend die Bagkonstante BMIT im Bag�Modell ein

dichteunabh�angiger� freier Parameter ist� Desweiteren werden die Quarkmassen mMIT
i

im Bag�Modell gew�ohnlich als konstant angenommen� �Eine Ausnahme davon ist das in

Kapitel ��� vorgestellte Modell ��� 
��� Wie schon in Kapitel ��� beschrieben� berech�

nen wir die EOS der QP unter Einbeziehung von Elektronen und den Bedingungen der

Ladungsneutralit�at und des schwachen Gleichgewichts� Das schwache Gleichgewicht

����� verkn�upft die chemischen Potentiale der Quarks mit dem chemischen Potential

der Elektronen �e durch �siehe Anhang B�

�s � �d � �u � �e � ������

Abbildung ��� zeigt die so in der QP erhaltenen Fermi�Impulse der Quarks als Funk�

tion der Baryonendichte� Die Fermi�Impulse bleiben o�ensichtlich f�ur den betrachteten

Bereich unter dem Cut�O� von ! � �		MeV� O�ensichtlich werden die s�Quarks erst
ab etwa � facher normaler Kerndichte �� populiert� Abbildung ��� und ��
 zeigen die

Quarkkondensate und die e�ektiven Massen als eine Funktion der Baryonendichte�

Man beachte� da� diese Abbildungen erst bei einer Baryonendichte von etwa zweifa�

cher normaler Kerndichte starten� da wir diese EOS�s nur im Bereich hoher Dichten

zur Beschreibung der QP anwenden wollen� F�ur eine Diskussion des Niedrigdichtebe�

reichs des drei�Flavor NJL�Modells verweisen wir auf ����� Dort wurde gezeigt� da� die

Energie pro Baryon E�A des hier beschriebenen Systems ein Minimum bei etwa zwei

�� aufweist� Dies bedeutet� da� unterhalb dieser Dichte der Druck der QP negativ wird�
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Abbildung ���� Fermi�Impulse der Quarks als Funktion der Baryonendichte f�ur ein
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Abbildung ���� Quarkkondensate als Funktion der Baryonendichte f�ur ein ladungsneu�

trales System von Quarks und Elektronen im schwachen Gleichgewicht� Man beachte�
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Abbildung ��
� E�ektive Quarkmassen als Funktion der Baryonendichte f�ur ein la�

dungsneutrales System von Quarks und Elektronen im schwachen Gleichgewicht� Durch

Angabe des chemischen Potentials der s�Quarks �s ist der Punkt gezeigt� an dem �s

zum ersten Mal die e�ektive Masse �ubersteigt und somit seltsame Quarks populiert

werden�

Da negative Dr�ucke im Neutronenstern nicht realisiert sein k�onnen� zeigen wir in den

Abbildungen nur den Bereich positiver Dr�ucke� Abbildungen ��� und ��
 zeigen� da�

das Kondensat und die e�ektive Masse der s�Quarks solange konstant sind� bis das che�

mische Potential �s die e�ektive Strangequarkmasse �uberschreitet� Erst dann werden

durch ������ die Teilchendichte �s und der entsprechende Fermi�Impuls p
s
F von Null

verschieden �s� Abbildung ����� Dies verursacht einen Abfall von jh%ssij und m�
s� Man

beachte� da� alle Kondensate negative Vorzeichen besitzen �vergl� Gleichung ��������

Man k�onnte sich nun fragen� warum der Abfall der Kondensate der leichten u� und

d�Quarks nicht die Strangequarkmasse durch den letzten Term in ������ erniedrigen�

In der Tat sind die Masse und das Kondensat der s�Quarks durch die Kopplung mit

den Kondensaten der u� und d�Quarks bereits in dem Bereich der �hier nicht gezeigten�

niedrigen Dichten von ihren Vakuumwerten auf ihre in Abbildung ��� und ��
 gezeigten

Plateauwerte abgefallen� Allerdings sind die Kondensate der leichten Quarks im Pla�

teaubereich schon soweit abgefallen� da� ihr Ein�u� auf die s�Quarks vernachl�assigt

werden kann ����� Wie wir sp�ater sehen werden� hat der hohe Plateauwert der Strange�

quarkmasse einen betr�achtlichen Ein�u� auf die m�ogliche Existenz von Quarkphasen

in Neutronensternen�

Abbildung ��� zeigt die Bagkonstante Be als Funktion der Baryonendichte�
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Abbildung ���� E�ektive Bagkonstante des NJL�Modells als Funktion der Baryonen�

dichte f�ur ein ladungsneutrales System von Quarks und Elektronen im schwachen

Gleichgewicht�

Nachdem auch diese bis zu ann�ahernd � facher normaler Kerndichte nahezu konstant

bleibt� beginnt sie in Richtung des Wertes von B� anzusteigen� dem sie sich aber nur

sehr langsam n�ahert� Auch hier kann der Anstieg von Be auf den bei h�oheren Dichten

steigenden Ein�u� der s�Quarks zur�uckgef�uhrt werden�

Verschiedene thermodynamische Gr�o�en sind in den Abbildungen ���	����� gezeigt�

Zum Vergleich sind einige Kurven hinzugef�ugt� welche im MIT Bag�Modell �Kapitel ���

mit g � 	� berechnet wurden� Tabelle �� listet die im Bag�Modell verwendeten Para�

meter f�ur Massen und Bagkonstante auf� Die Kurven mit dem Label
�
MIT� verwenden

die Plateauwerte aus den Abbildungen ��
 und ���� Abbildung ���	 zeigt die Energie

pro Baryon E�A als eine Funktion der Baryonendichte� O�ensichtlich lassen sich die

Ergebnisse des NJL�Modells �Kurvenlabel
�
NJL�� bei Verwendung der Stromquark�

massen im Bag�Modell nicht reproduzieren� unabh�angig davon� welche Bagkonstante

gew�ahlt wird �Kurvenlabel
�
B

���
MIT��� Der Grund daf�ur ist� da� im NJL�Modell bis zu

Kurvenlabel Kurvenstil mq �MeV� ms �MeV� B
���
MIT �MeV�

MIT � � � � � ��� ��� �s� Abb� ���� ��	 �s� Abb� ����

B
���
MIT � � � � ��� ��	�� ��	� ���� ���

Tabelle ��� Parameter der Bag�Modell Vergleichskurven der Abbildungen ���	������
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Modell und verschiedene Bag�Modell Vergleichskurven �siehe Tabelle ����



etwa � facher normaler Kerndichte keine s�Quarks populiert sind �siehe Abbildung �����

w�ahrend im Bag�Modell durch die Verwendung der niedrigen Stromquarkmassen schon

bei verschwindendem Druck �typischerweise bei �� facher normaler Kerndichte ��� ein
betr�achtlicher Anteil an s�Quarks vorhanden ist� Verwenden wir andererseits im Bag�

Modell die Plateauwerte des NJL�Modells� so erhalten wir eine ausgezeichnete �Uber�

einstimmung beider Modelle bis zu etwa ��� facher normaler Kerndichte ��� Demnach
lie�en sich die Ergebnisse des NJL�Modells im Rahmen eines Bag�Modells verstehen�

wenn man eine �nicht untypische� Bagkonstante von B
���
MIT � ��	MeV in Kombina�

tion mit einer hohen �e�ektiven� Strangequarkmasse von ms � ���MeV annimmt�

F�ur h�ohere Dichten wird das NJL�Ergebnis allerdings besser durch ein Bag�Modell mit

Stromquarkmassen und einer h�oheren Bagkonstante von etwa B
���
MIT � ���MeV be�

schrieben� Dies ist auch verst�andlich� da sich bei diesen Dichten die e�ektiven Massen

den Stromquarkmassen ann�ahern �siehe Abbildung ��
� und die e�ektive Bagkonstante

langsam gegen B���
� � �����MeV strebt �siehe Abbildung ����� Vergleichbares gilt auch

f�ur den in Abbildung ���� gezeigten Druck p als Funktion des baryochemischen Poten�

tials �n� Auch hier stimmt das NJL�Ergebnis mit dem Bag�Modell� unter Verwendung

der Plateauwerte� bis zu einem chemischen Potential von etwa �n � ���	MeV gut

�uberein� Dies entspricht im NJL�Modell einer Dichte von etwa � ��� Generell spielt die

EOS in der Form p � p��� eine wichtige Rolle in der Berechnung des Phasen�ubergangs�

welchen wir in Kapitel  besprechen�

Die bisher gefundene weitgehende �Ubereinstimmung des NJL�Modells mit dem

Bag�Modell unter Verwendung der Plateauwerte wird etwas modi�ziert� wenn wir

uns Abbildung ���� ansehen� die den Druck als Funktion der Energiedichte � zeigt

��� � ��	MeV�� Zustandsgleichungen der Form p � p��� gehen in die TOV�Gleichungen

��	� ein� welche letztlich die Struktur von Neutronensternen bestimmen�� Man sieht�

da� bis etwa � �� �entsprechen ca� ��� ��� das NJL�Ergebnis mit den Bag�Modell Rech�

nungen f�ur die Plateau�Bagkonstante von B
���
MIT � ��	MeV gut �ubereinstimmt� Dies

ist unabh�angig davon� ob nun Stromquarkmassen oder Plateauwerte f�ur die Massen

verwendet wurden� Der Grund daf�ur ist� da� EOS�s in der Form p � p��� generell we�

nig sensitiv auf die verwendeten Massen sind� In einem etwas anderem Zusammenhang

wurde dies schon im Rahmen des Bag�Modells �siehe Abbildung ���� beobachtet� Die

EOS in dieser Form wird prim�ar durch den Wert der Bagkonstanten dominiert� was

sich daran erkennen l�a�t� da� das NJL�Ergebnis mit steigender e�ektiver Bagkonstan�

ten stark zur Bag�Modell Kurve mit B
���
MIT � ���MeV tendiert�

�Allerdings w�urde die Benutzung der EOS�s aus Abbildung ���� nur zur Berechnung von reinen

Quarksternen	 sog�
�
seltsamen Sternen�	 f�uhren �siehe z�B� 
����	 die wir in dieser Arbeit nur am Rande

betrachten�
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Abbildung ����� Druck als Funktion der Energiedichte � f�ur das NJL�Modell und ver�

schiedene Bag�Modell Vergleichskurven� Zum Vergleich ist im oberen Bereich der Ab�

bildung eine Teilchendichte�Skala f�ur das NJL�Modell gezeigt� �� � ��	MeV�

Bevor wir die Ergebnisse des NJL�Modells zusammenfassen� wollen wir kurz m�ogli�

che Beschr�ankungen des NJL�Modells in der hier verwendeten Fassung diskutieren�

Wie schon erw�ahnt verwenden wir zur Regularisierung des Modells einen Cut�O� !

f�ur die Dreierimpulse� Dieser Cut�O� bewirkt eine Einschr�ankung der Anwendbarkeit

des NJL�Modells auf nicht zu hohe Dichten� Bei steigender Dichte steigen durch das

Pauli�Prinzip auch die Fermi�Impulse der Quarks� Diese k�onnten letztlich den Cut�O�

�ubersteigen und somit die Anwendung des Modells bei diesen Dichten verbieten� Wir

haben sichergestellt� da� in dem von uns betrachteten Dichtebereich die Fermi�Impulse

den Cut�O� nicht �ubersteigen �siehe Abbildung ����� Trotzdem ist gerade bei hohen

Dichten Vorsicht geboten� da die Werte der Fermi�Impulse die gleiche Gr�o�enordnung

erreichen wie der Cut�O��� Bei hohen Dichten erreicht man vermutlich einen Bereich�

der besser durch resummierte St�orungstheorie beschrieben werden kann� W�ahrend die

nichtperturbativen E�ekte des NJL�Modells �wie die hohen e�ektiven Strangequark�

massen� mit steigender Dichte verschwinden� k�onnen z�B� Mediume�ekte mit der Dichte

steigen ��� 
�� Zusammenfassend l�a�t sich sagen� da� das NJL�Modell bez�uglich der

Berechnung der EOS weder bei allzu niedrigen Dichten �bei denen Con�nement wich�

�Wir werden allerdings sp�ater in der Anwendung des NJL�Modells auf Neutronensterne sehen	 da

wir f�ur die dort gefundenen Ergebnisse die NJL�Zustandsgleichungen nur in einem Dichtebereich bis

etwa � �� ben�otigen� In diesem Bereich liegen die Fermi�Impulse unterhalb von etwa ���MeV	 was zu

vergleichen ist mit dem Cut�O� � von ca� ���MeV�



tig ist�� noch bei zu hohen Dichten angewendet werden sollte� Dennoch k�onnte das

NJL�Modell sinnvolle Ergebnisse in einem dazwischenliegenden Dichtebereich liefern�

in dem Con�nement nicht mehr wesentlich ist� aber die E�ekte der chiralen Symme�

triebrechung wesentliche Modi�kationen an der EOS liefern k�onnten�



��� Zusammenfassung

Im Kapitel ��� wurde das Nambu�Jona�Lasinio�Modell �NJL�Modell� zur Be�

schreibung einer QP aus u�� d� und s�Quarks im schwachen Gleichgewicht mit

Elektronen vorgestellt� Das verwendete NJL�Modell in der Hartree�N�aherung

basiert auf den Arbeiten von Buballa und Oertel �����

� Die interessanteste Eigenschaft des NJL�Modells ist das Aufzeigen eines
chiralen Phasen�ubergangs� Damit verbunden sagt das NJL�Modell ��uber

einen weiten Dichtebereich� eine im Vergleich zur Stromquarkmasse hohe

e�ektive Strangequarkmasse vorher� Diese f�allt von ihrem Plateauwert von

etwa

ms � ���MeV �Abbildung ��
� Seite ��

erst bei Dichten �uber � �� langsam ab� Selbst bei Dichten von etwa � ��

ist die e�ektive Masse noch doppelt so gro� wie die Stromquarkmasse von

ca� ��	MeV�

� Auch die dichteabh�angige e�ektive Bagkonstante Be des NJL�Modells

�siehe Gleichungen ������������� zeigt einen Plateauwert� Dieser liegt bei

Dichten bis zu etwa � �� bei der �moderaten� Bagkonstanten von

Be � ��	MeV �Abbildung ���� Seite ���

� Durch die Plateauwerte der Strangequarkmasse und der e�ektiven Bag�
konstanten lassen sich die Ergebnisse des NJL�Modells leicht im einfa�

cheren MIT Bag�Modell reproduzieren und interpretieren� Bis zu Dichten

von etwa ��� �� entsprechen die Ergebnisse des Bag�Modells unter Ver�

wendung obiger �konstanter� Plateauwerte denen des NJL�Modells� Dazu

vergleiche man in den Abbildungen ���	����� �S� ���� die Kurven mit

den Labeln
�
NJL� und

�
MIT��

� Schon hier l�a�t sich vermuten� da� NJL�Quarkphasen in Neutronenster�
nen durch die hohen e�ektiven Strangequarkmassen �bei einer typischen

Bagkonstanten� energetisch unterdr�uckt sind� Dies wird im Teil II dieser

Arbeit untersucht�





Kapitel �

Konstruktion des Phasen�ubergangs

Kapitel�ubersicht

�� Die Gibbs�Bedingung im Neutronenstern � � � � � � � � � � � � � �

�� Ergebnisse � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� Zusammenfassung � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �	

��� Die Gibbs�Bedingung im Neutronenstern

Nach unseren Vorarbeiten in den Kapitel � und �� in denen wir die Zustandsgleichungen

der hadronischen Phase �HP� und der Quarkphase �QP� vorgestellt haben� sind wir nun

in der Lage� den Decon�nement�Phasen�ubergang von der HP zur QP zu berechnen�

Als Gleichgewichtsbedingung zwischen der HP und der QP verwenden wir dabei die

Gibbs�Bedingungen des thermischen Gleichgewichts

THP � TQP� ����

des mechanischen Gleichgewichts

pHP � pQP ����

und des chemischen Gleichgewichts

�HPi � �QPi � ���

Im Ausdruck ��� l�auft i �uber alle N unabh�angigen chemischen Potentiale� Wir be�

nutzen im folgenden eine Konstruktion des Phasen�ubergangs� die zum ersten Mal von

Glendenning ��
� auf den Decon�nement�Phasen�ubergang in Neutronensternen ange�

wendet wurde� Der wesentliche Punkt in dieser Konstruktion ist� da� in der Mischphase

�MP� entgegengesetzte elektrische Ladungen der einzelnen Komponenten �HP und QP�

�



zugelassen sind� Diese m�ussen sich aber durch geeignet gew�ahlte Volumenanteile der

beiden Komponenten gegenseitig ausgleichen� um letztlich eine ladungsneutrale MP

zu erhalten� Be�nden sich beide Phasen im schwachen Gleichgewicht �siehe Anhang

B� mit beliebiger elektrischer Ladung� so reduziert sich die Anzahl der unabh�angigen

chemischen Potentiale auf N � �� Daf�ur w�ahlen wir das Paar ��n� �e�� d�h� die che�

mischen Potentiale der Neutronen� und der Elektronen� Man bezeichnet ein solches

System auch als zweikomponentiges System� F�ur eine Diskussion �uber den Ein�u� der

Anzahl der unabh�angigen chemischen Potentiale �der Komponenten� auf eine m�ogliche

MP im Neutronenstern siehe Anhang C�

Da wir uns bei der Berechnung der EOS�s auf T � 	 beschr�ankt haben� reduzieren

sich die Gleichungen ���� bis ��� nun auf die Gibbs�Bedingung in der Form

pHP��n� �e� � pQP��n� �e�� ����

Alle ��n� �e�� welche bei gegebenen EOS�s die Gibbs�Bedingung ���� erf�ullen� legen im

Prinzip die Zust�ande der MP fest� Allerdings erf�ullen nicht alle L�osungen die zus�atz�

liche Bedingung� da� die MP ladungsneutral einstellbar ist� D�h�� wir m�ussen bei der

Konstruktion der MP zus�atzlich fordern� da� es einen Volumenanteil

� �
VQP

VQP � VHP
����

der QP�Komponente gibt� der die Bedingung der Ladungsneutralit�at der MP

� �QPc ��n� �e� � ��� �� �HPc ��n� �e� � 	 ����

erf�ullt� Dabei sind �QPc und �HPc die Ladungsdichten der jeweiligen Komponenten� Hat

man alle L�osungen ��n� �e� und � der Gleichungen ���� und ���� gefunden� so lassen

sich alle weiteren thermodynamischen Gr�o�en der MP berechnen� W�ahrend der Druck

pMP durch Gleichung ���� festgelegt ist� lassen sich die Baryonendichte �MP und die

Energiedichte �MP der MP �uber

�MP � � �QP � ��� �� �HP� ����

�MP � � �QP � ��� �� �HP ��
�

berechnen�

�In der QP entspricht �n der Summe aus den chemischen Potentialen der im Neutron enthaltenen

Constituent�Quarks	 d�h� �n � �u � ��d� Siehe Kapitel ����



��� Ergebnisse

In diesem Kapitel werden wir die in Kapitel �� vorgestellte Konstruktion des Pha�

sen�ubergangs f�ur zwei konkrete EOS�s veranschaulichen und geometrisch interpretie�

ren� Zur Erf�ullung der Gibbs�Bedingung aus Gleichung ���� m�ussen wir die Schnittli�

nie der durch ��n� �e� aufgespannten Druckebenen pHP��n� �e� und pQP��n� �e� �nden�

F�ur unser erstes Beispiel wollen wir f�ur die HP die GPS�EOS des RMF�Modells �siehe

Kapitel ���� und f�ur die QP das Bag�Modell �siehe Kapitel ���� mit den Parametern

B��� � ��	MeV und g � � benutzen� Abbildung �� zeigt die beiden Druckebenen als

Funktion der unabh�angigen chemischen Potentiale� Die mit MP bezeichnete Schnitt�
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Abbildung ��� Konstruktion des Gibbs�Phasen�ubergangs� Mit steigendem Druck p

wird die hadronische Phase �HP�� die Mischphase �MP� und die Quarkphase �QP�

durchlaufen� Die Schnittlinie zwischen der pHP��n� �e� und der pQP��n� �e� Ebene ist

die L�osung der Gibbs�Bedingung ����� F�ur die QP�EOS verwenden wir das Bag�Modell

aus Kapitel ��� mitB��� � ��	MeV und g � �� Die HP�EOS �GPS� ist im RMF�Modell

�Kapitel ���� berechnet�

linie beider Ebenen ist die L�osungen der Gibbs�Bedingung ����� Die mit HP und

QP bezeichneten Kurven sind die ladungsneutralen Kurven der jeweiligen Phase� F�ur

niedrige Dr�ucke �p����MeV�fm
�� be�ndet sich die Neutronensternmaterie in ihrer la�

dungsneutralen HP� Der HP�MP Phasen�ubergang �ndet statt� wenn die Kurve der

ladungsneutralen HP die Druckebene der QP tri�t� Dies geschieht in Punkt �� Bis zu



diesem Punkt ist der Druck der QP kleiner als der Druck der HP� womit die HP die

physikalisch realisierte Phase ist �stabil ist�� Entlang der MP�Kurve im Druckbereich

von Punkt � bis Punkt � �p � ��	MeV�fm�� be�ndet sich die Materie in der MP�

�Wir werden weiter unten sehen� da� zwischen Punkt � und Punkt � neben der erf�ull�

ten Gibbs�Bedingung auch die Bedingung der Ladungsneutralit�at ���� erf�ullt werden

kann�� Im Punkt � tri�t die MP�Kurve auf die ladungsneutrale QP�Kurve� Dies ist

der MP�QP Phasen�ubergang� da ab diesem Punkt der Druck der QP gr�o�er als der
Druck der HP ist� Demnach ist die Materie bei Dr�ucken �uber p � ��	MeV�fm� im

Zustand der ladungsneutralen QP�

Die Darstellung der Analyse des Phasen�ubergangs in der in Abbildung �� gezeig�

ten Form ist sehr sinnvoll� Es l�a�t sich z�B� in dieser Darstellung qualitativ leicht

erkennen� welchen Ein�u� eine Ver�anderung der Modellparameter B und g der QP

auf den Phasen�ubergang hat� Wir werden solche Analysen zwar in sp�ateren Kapiteln

noch quantitativ durchf�uhren� aber letztlich sind alle Ergebnisse� die wir dort erhalten�

auf die Art und Weise zur�uckzuf�uhren� wie sich die Ebenen der HP und der QP in

Abbildung �� schneiden� Sehen wir uns z�B� den Ein�u� der Bagkonstanten B an�

Aus Gleichung ���
� auf Seite � geht hervor� da� eine Erh�ohung von B zu einem

Absinken des Druckes f�uhrt� Die QP�Ebene in Abbildung �� wird sich dadurch nach

unten schieben� wodurch die Phasen�ubergangspunke � und � zu h�oheren Dr�ucken

�Dichten� geschoben werden� Vergleichbares l�a�t sich auch �uber den Ein�u� der durch

die Kopplungskonstante g parametrisierten Mediume�ekte aussagen� In Abbildung ���

auf Seite �� ist die ladungsneutrale EOS der QP gezeigt� �Die gestrichelte Linie mit

B��� � ��	MeV und g � � entspricht gerade der Projektion der QP�Kurve von Abbil�

dung �� auf die p��n�Ebene�� Vernachl�assigen wir die Mediume�ekte� indem wir g � 	

setzen� so sehen wir� da� sich der Druck der QP erh�oht� Somit wird sich in Abbildung

�� die QP�Ebene nach oben schieben� Eine Vernachl�assigung der Mediume�ekte f�uhrt

demnach zu einer Untersch�atzung der Phasen�ubergangsdichten�

Abbildung �� zeigt eine Projektion der HP�� MP� und QP�Kurven aus Abbildung

�� auf die �n��e�Ebene� Die HP� und QP�Kurven �welche in Punkt � bzw� Punkt � in

die gestrichelten Linien �ubergehen� stellen die chemischen Potentiale der ladungsneu�

tralen Phasen dar� Erh�ohen wir das chemische Potential �e der Elektronen� d�h� ver�

lassen wir die ladungsneutralen Kurven nach oben� so wird die Ladungsdichte der

jeweiligen Phase negativ ��c � 	�� Unterhalb der Kurven ist sie positiv ��c � 	��

Demnach kann sich in dem dazwischenliegenden Bereich �MP� die positive Ladung der

HP�Komponente mit der negativen Ladung der QP�Komponente entsprechend Glei�

chung ���� durch geeignete Wahl von � ausgleichen� Auf der MP�Kurve in der N�ahe

von Punkt � ist die HP�Komponente nur leicht positiv geladen� Die QP�Komponente
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Abbildung ��� Chemisches Potential �e als Funktion von �n� Bis zu ����n besteht die

Materie aus der ladungsneutralen HP� In der MP von ����n bis �
���
n kann die positive La�

dung der HP�Komponente ��HPc � 	� durch die negative Ladung der QP�Komponente

��QPc � 	� kompensiert werden� Die MP�Kurve ist L�osung der Gibbs�Bedingung �����
�Uber ����n besteht die Materie aus der ladungsneutralen QP� Die gestrichelten Kurven

sind Fortsetzungen der ladungsneutralen reinen Phasen�

ist aber weit von ihrer ladungsneutralen Kurve entfernt und demnach stark negativ�

Um Ladungsneutralit�at zu erzeugen� mu� � somit sehr klein sein� Die QP�Komponente

belegt also in der N�ahe von Punkt � nur einen verschwindenden Volumenanteil �� � 	

bei ����n �� Erh�ohen wir �n weiter� so erh�oht sich � monoton bis auf � � � bei �
���
n � Dort

geht die MP kontinuierlich in die QP �uber�� Der Anstieg von �e der ladungsneutra�

len HP�Kurve f�ur kleine �n wird dadurch verursacht� da� die Elektronen die Protonen

neutralisieren m�ussen� welche im schwachen Gleichgewicht bei steigendem �n populiert

werden� Erreicht �n nun die Gr�o�enordnung der Massen der negativ geladenen Hyper�

onen �z�B� m�� � ��		MeV�� so geht negative Ladung auf die Hyperonen �uber und �e
s�attigt im Bereich von typischerweise �		MeV ab� �Bei dieser �Uberlegung ist nat�urlich

zu ber�ucksichtigen� da� die e�ektiven Massen der Hyperonen im Medium abgesenkt

sind �siehe z�B� �	����

Als weiteres Beispiel der Phasen�ubergangskonstruktion wollen wir nun den Fall be�

trachten� da� wir f�ur die QP die Bag�Modell Rechnung durch die NJL�Modell Rechnung

�F�ur eine Diskussion der kristallinen Struktur	 in der sich die Komponenten der MP durch Minimie�

rung der �von uns hier nicht betrachteten� Coulomb� und Ober��achenenergien ausrichten	 verweisen

wir auf 
��	 ��	 ����



aus Kapitel ��� ersetzen� Abbildung � zeigt die zu Abbildung �� analoge Darstellung

im NJL�Modell� Im Vergleich zu Abbildung �� f�allt sofort auf� da� sich die ladungs�
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Abbildung �� Konstruktion des Gibbs�Phasen�ubergangs analog zu Abbildung ���

F�ur die QP verwenden wir statt des Bag�Modells das NJL�Modell aus Kapitel ���� Die

HP�EOS ist weiterhin die GPS�EOS des RMF�Modells �Kapitel �����

neutrale HP�Kurve bis hin zu Dr�ucken im Bereich von p � �		MeV�fm� erstreckt�

�Im Beispiel des Bag�Modells erhielten wir den HP�MP Phasen�ubergang schon bei
p � ��MeV�fm��� Auch der Druck des MP�QP Phasen�ubergangs hat sich zu h�oher�
en Dr�ucken verschoben� Da wir die HP�EOS unver�andert gelassen haben� mu� sich

die QP�Druckebene im Vergleich zum Bag�Modell nach unten bewegt haben� Die Ur�

sache daf�ur wurde schon in Kapitel ��� in den erh�ohten Strangequarkmassen im Be�

reich von ms � ���MeV gefunden� Abbildung ���� auf Seite � zeigt uns �f�ur die

ladungsneutrale EOS�� wie der Druck der obersten gestrichelte Kurve �Bag�Modell mit

ms � ��	��MeV� durch Erh�ohen der Strangequarkmasse auf ���MeV auf die Kurve

mit dem Label
�
MIT� abgesenkt wird� Diese Kurve entspricht weitgehend der Kurve

des NJL�Modells� Schon hier sehen wir also qualitativ� da� die erh�ohten Strangequark�

massen im NJL�Modell einen direkten Ein�u� auf den Phasen�ubergang haben� Um zu

entscheiden� ob eine MP oder eine QP im Neutronenstern enthalten ist oder durch die

erh�ohten Phasen�ubergangsdr�ucke unterdr�uckt wird� m�ussen wir die zentralen Dr�ucke

im Neutronenstern f�ur die gegebene EOS kennen� Die dazu notwendigen Berechnungen



werden in Teil II dieser Arbeit angestellt� Um ein besseres Gef�uhl f�ur typische Dr�ucke

im Stern zu erhalten sind �sp�ateren Ergebnissen vorausgreifend� die zentralen Dr�ucke

von zwei verschieden schweren Neutronensternen in Abbildung � eingetragen� Of�

fensichtlich liegen diese Zentraldr�ucke noch in der HP der EOS� Ein Phasen�ubergang

zur QP scheint im Neutronenstern somit �bei Verwendung des NJL�Modells� durch die

hohen Massen der s�Quarks unterdr�uckt zu sein� Vergleichbare Zentraldr�ucke w�urden

im Bag�Modell �bei den gew�ahlten Parametern� zumindest eine MP im Zentrum des

Neutronensterns vorhersagen� Wir werden den Ein�u� der Modellparameter auf die

Struktur der Neutronensterne systematisch in Teil II dieser Arbeit studieren�

Bevor wir dieses Kapitel beenden� ist es nochmal wichtig zu betonen� da� die hier

diskutierte Konstruktion des Phasen�ubergangs zu einer MP f�uhrt� die sich �uber einen

endlichen Druckbereich erstreckt� Durch die Struktur der TOV�Gleichungen �welche wir

in Kapitel � besprechen� werden wir sehen� da� die MP durch ihren endlichen Druck�

bereich prinzipiell auch einen endlichen Volumenbereich im Neutronenstern annehmen

kann �siehe dazu die Diskussion in Anhang C�� Voraussetzung daf�ur ist nat�urlich� da�

der zentrale Druck im Neutronenstern mindestens im Druckbereich der MP liegt� Diese

Voraussetzung scheint z�B� bei Verwendung des NJL�Modells zur Beschreibung der QP

f�ur typische Neutronensterne nicht erf�ullt zu sein �siehe Abbildung ���



��� Zusammenfassung

Im Kapitel  wurde die Konstruktion des Decon�nement�Phasen�ubergangs

in Neutronensternmaterie vorgestellt� Der verwendete Gibbs�Phasen�ubergang

wurde so konstruiert� da� die HP� und QP�Komponenten einer m�oglichen MP

entgegengesetzte Ladungen besitzen k�onnen� welche sich durch geeignete Wahl

ihrer Volumenanteile � ���� gegenseitig neutralisieren ����� Dies f�uhrt auf zwei

unabh�angige chemische Potentiale ��n� �e� in der Gibbs�Bedingung�

� Die Gibbs�Bedingung im Neutronenstern lautet ����

pHP��n� �e� � pQP��n� �e�� �Gibbs�Bedingung�

Diese Bedingung ist graphisch in Abbildung �� auf Seite �� f�ur das Bag�

Modell und in Abbildung � auf Seite �
 f�ur die Verwendung des NJL�

Modells zur Beschreibung der QP gezeigt� Die Schnittlinie beider Druck�

ebenen erf�ullt die Gibbs�Bedingung�

� Die Gibbs�Bedingung ���� mit zwei unabh�angigen chemischen Potentia�
len f�uhrt auf eine MP die sich �uber einen endlichen Druckbereich erstreckt

�siehe Abbildung �� auf Seite ���� Dies unterscheidet die hier verwende�

te Konstruktion von einem Gibbs�Phasen�ubergang mit nur einem che�

mischen Potential� Bekanntlich f�uhrt dieser auf eine MP mit konstantem

Druck �siehe Anhang C�� Dieser Unterschied entscheidet �uber die M�oglich�

keit einer MP im Innern von Neutronensternen�

� Bei Verwendung des NJL�Modells aus Kapitel ��� zur Beschreibung der
QP zeigt sich� da� der notwendige Druck zur Erzeugung einer MP oder

einer QP sehr hoch ist� Dies f�uhren wir auf die vom NJL�Modell vorher�

gesagten hohen e�ektiven Massen des s�Quarks zur�uck�

� An Darstellungen des Gibbs�Phasen�ubergangs wie in Abbildung �� auf
Seite �� l�a�t sich leicht der Ein�u� von Modellparametern der EOS�s auf

die Phasen�ubergangsdichten �Dr�ucke� ablesen� Siehe dazu die Diskussion

auf Seite ���
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�� Zusammenfassung � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �	

��� Zustandsgleichungen im Bag�Modell

Basierend auf der Phasen�ubergangskonstruktion� die wir in Kapitel  vorgestellt haben�

k�onnen wir nun die vollst�andige EOS berechnen� Diese besteht aus HP� MP und QP�

je nach der betrachteten Dichte� Wir beginnen mit der Untersuchung der EOS unter

Verwendung des Bag�Modells f�ur die QP� Wir wollen die EOS in der Form p � p���

studieren� da diese Form f�ur die Berechnungen der Neutronensternstruktur in Teil II

dieser Arbeit ben�otigt wird� Insbesondere interessieren wir uns dabei f�ur den Ein�u�

der Modellparameter �B und g� und der verschiedenen HP�EOS auf die Phasen�uber�

gangsdichten� Der Einfachheit halber werden wir die vollst�andige EOS �d�h� mit HP�

MP und QP� als Hybridstern�EOS bezeichnen�

��� Der Ein�u� der Mediume�ekte

Abbildung ��� zeigt den Niedrigdichtebereich von verschiedenen Hybridstern�EOS� Die

Bezeichnungen GPS� GL
�� TM� und TM� geben die verwendeten HP�EOS�s an� F�ur

die QP haben wir hier das Bag�Modell mit der Bagkonstanten B��� � ��	MeV und den

Kopplungskonstanten g � 	 und g � � verwendet� �Im n�achsten Abschnitt variieren

��
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Abbildung ���� Niedrigdichtebereich der Hybridstern�EOS�s f�ur verschiedene HP�EOS�s

und zwei Kopplungskonstanten g der QP im Bagmodell �B��� � ��	MeV�� Der Dich�

tebereich der MP ist grau unterlegt� �� � ��	MeV�fm
��

wir B�� Der Dichtebereich� der zur MP geh�ort� wurde unterhalb der p����Kurve grau

unterlegt� Wie schon im letzten Kapitel erw�ahnt� steigt der Druck in der MP weiter

mit steigender Energiedichte an� Der unter der MP liegende Dichtebereich besteht aus

der HP� O�ensichtlich h�angt die HP�MP �Ubergangsdichte nur leicht von der Wahl der
HP�EOS ab� Dies liegt an der noch verh�altnism�a�ig kleinen Unsicherheit in der HP�EOS

im Bereich der einfachen Kerndichte� in dem noch keine Hyperonen vorhanden sind�

�Die Hyperonen werden typischerweise ab �� �� populiert �	��� Desweiteren ist die
HP�MP �Ubergangsdichte nur wenig sensitiv auf den Ein�u� der Mediume�ekte� d�h�
auf eine Ver�anderung von g� Die Phasen�ubergangsdichten werden nur leicht nach oben

verschoben �wie sich schon in Kapitel  andeutete�� O�ensichtlich knickt die EOS beim

HP�MP �Ubergang zu kleineren Dr�ucken ab� d�h� die EOS wird weicher� Wie wir sehen
werden� f�uhrt dieser E�ekt letztlich dazu� da� Neutronensterne mit QP kompakter sein

k�onnen als ohne Phasen�ubergang�

In Abbildung ��� sind die gleichen EOS�s im Bereich h�oherer Dichten gezeigt� Im

Gegensatz zur HP�MP �Ubergangsdichte sehen wir� da� die MP�QP �Ubergangsdichte
viel sensitiver auf die Wahl der HP�EOS und den Ein�u� der Mediume�ekte ist� Wenn

wir z�B� annehmen� ein Neutronenstern h�atte eine zentrale Energiedichte von � � � ���

dann l�a�t sich keine eindeutige Aussage �uber die Zusammensetzung des Sterns in sei�

nem Zentrum machen� Vernachl�assigen wir Mediume�ekte �g � 	�� so sagen TM� und
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Abbildung ���� Hochdichtebereich der Hybridstern�EOS�s f�ur verschiedene HP�EOS�s

und zwei Kopplungskonstanten g der QP im Bagmodell �vergleiche Abbildung �����

Man beachte �insbesondere bei der TM��EOS� den starken Knick in der EOS beim

MP�QP �Ubergang� In Teil III dieser Arbeit werden wir sehen� da� sich diese Eigen�
schaft der EOS prinzipiell durch Masse� und Radiusmessungen an Neutronensternen

nachweisen lie�e�

TM� einen QP�Kern des Sterns voraus� w�ahrend GPS und GL
� einen MP�Kern vor�

aussagen� Betrachten wir hingegen zus�atzlich Mediume�ekte �g � ��� so sagt nur noch

TM� einen QP�Kern des Sterns voraus� Qualitativ wird die starke Modell� und Para�

meterabh�angigkeit beim Blick auf die Phasen�ubergangskonstruktion in Abbildung ��

auf Seite �� verst�andlich� Im Bereich hohen Druckes� in dem der MP�QP �Ubergang
statt�ndet� sind die Druckebenen der HP und der QP nahezu parallel� Dadurch k�onnen

auch kleinere Ver�anderungen in den EOS�s �z�B� g � 	 auf g � �� betr�achtlichen Ein�u�

auf die �Ubergangsdichten haben�

In diesem Zusammenhang wollen wir zeigen� da� es eine allgemeine Eigenschaft der

Gibbs�Konstruktion ist� da� der MP�QP �Ubergangsdruck st�arker sensitiv auf eine

Ver�anderung der EOS�s ist als der HP�MP �Ubergangsdruck� Als Ver�anderung neh�
men wir dazu an� da� der Druck einer Phase um den Wert (b variiert wird �vergleichbar

mit der Unsicherheit in der Bagkonstanten�� Wie wirkt sich dies auf die Phasen�uber�

gangsdr�ucke p aus$ Um diese Frage zu beantworten� wollen wir den Druck der einzelnen

Phasen in der N�ahe des jeweiligen Phasen�ubergangsdrucks �HP�MP oder MP�QP�
als lineare Funktion von nur einem chemischen Potential �n n�ahern� Die Steigung der



Geraden der Phase �� sei s und die Steigung der Phase � sei s � (s� Der Druck der

Phase � ist um den Wert b verschoben� um einen Schnittpunkt beider Geraden zu

erm�oglichen� Damit ist

p� � s�n�

p� � �s�(s��n � b�

Der Phasen�ubergangsdruck p� der die Gibbs�Bedingung p � p���n� � p���n� erf�ullt�

liegt bei p � �s�(s� � b� Also ist die Ver�anderung des Phasen�ubergangsdrucks

(p �
s

(s
�(b� �����

Der Phasen�ubergangsdruck ist also umso sensitiver auf die Unsicherheit (b in der

EOS� je gr�o�er s und je kleiner (s ist� Da s in der N�ahe des Phasen�ubergangspunk�

tes gerade der Dichte � � �p���n entspricht� ist der bei h�oherer Dichte statt�ndende

MP�QP �Ubergang st�arker sensitiv auf die Unsicherheiten in den EOS�s� Dieser E�ekt
wird noch dadurch verst�arkt� da� f�ur die verwendeten EOS�s die Steigungen in der

N�ahe des MP�QP �Ubergangs nahezu parallel sind� d�h� (s sehr klein ist� Nat�urlich
sind die Unsicherheiten in den HP�EOS in dem in Abbildung ��� betrachteten Dichte�

bereich schon betr�achtlich �wie wir in Abbildung ��� auf Seite �� gesehen haben�� Diese

Unsicherheit macht sich gerade bei hohen Dichten �durch den in ����� gezeigten Zu�

sammenhang� verst�arkt in den in Abbildung ��� beobachteten� sehr unterschiedlichen

Phasen�ubergangsdichten bemerkbar�

Am Ende der MP knapp unterhalb der MP�QP �Ubergangsdichte l�a�t sich in Ab�
bildung ��� �insbesondere bei der TM��EOS� erkennen� da� die EOS sehr �ach �weich�

wird� bevor sie in der QP wieder steiler ansteigt� Dies ist eine sehr interessante Ei�

genschaft der Hybridstern�EOS� zumal sich diese Eigenschaft durch Messungen von

Neutronensternmassen und Radien prinzipiell nachweisen lie�e� Diese M�oglichkeit wer�

den wir in Teil III dieser Arbeit diskutieren�

Im Dichtebereich �uber der MP�QP �Ubergangsdichte �d�h� in der reinen QP� sehen
wir in Abbildung ���� da� die EOS�s nur vernachl�assigbar von Mediume�ekten abh�angig

sind� Dies haben wir schon in Abbildung ��� auf Seite �� bemerkt�

��� Der Ein�u� der Bagkonstanten

Im letzten Abschnitt haben wir die Eigenschaften der Hybridstern�EOS f�ur eine feste

Bagkonstante studiert� Hier wollen wir nun untersuchen� wie sich eine Ver�anderung

�Die Phase � sei die HP f�ur den HP�MP �Ubergang und die MP f�ur MP�QP �Ubergang� Die

Phase � ist die jeweils andere Phase�
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Abbildung ��� Phasen�ubergangsdichten f�ur drei verschiedene Kopplungskonstanten

g als Funktion der Bagkonstanten B���� Die HP�EOS ist GPS� Der grauschattierte

Bereich entspricht dem Dichtebereich der MP bei g � 	� Die dicken Linien zeigen die

zentralen Energiedichten eines aus der jeweiligen EOS aufgebauten Neutronensterns

mit M � ���M��

der Bagkonstanten B auf die Phasen�ubergangsdichten auswirkt� Da B negativ in den

Druck der QP eingeht ���
�� verschiebt ein erh�ohtes B die Druckebene pQP��n� �e� der

QP in Abbildung �� auf Seite �� nach unten� Dies verschiebt die Phasen�ubergangs�

dr�ucke und somit auch die Dichten zu h�oheren Werten� Abbildung �� und ��� zeigen

diesen Verhalten f�ur verschiedene Hybridstern�EOS�s �die hier nicht gezeigten TM� und

GL
� Hybridstern�EOS�s zeigen ein vergleichbares Verhalten�� In diesen Abbildungen

entspricht der grauschattierte Bereich dem Dichtebereich der MP bei gegebenem B f�ur

g � 	� Wie schon im letzten Abschnitt gesehen� schieben die Mediume�ekte die �Uber�

gangsdichten zu h�oheren Werten� Auch hier erkennt man� da� die �Ubergangsdichten

f�ur nahezu den gesamten betrachteten B�Bereich f�ur den MP�QP �Ubergang mehr

sensitiv auf g sind als f�ur den HP�MP �Ubergang� Desweiteren sieht man� da� die

MP�QP �Ubergangsdichte mit steigendem B st�arker ansteigt als die HP�MP �Uber�
gangsdichte� Auch dies ist wieder die durch Gleichung ����� dargestellte allgemeine

Eigenschaft der Gibbs�Konstruktion� Eine Erh�ohung von B � (b� f�uhrt bei h�oheren
Dichten � s�� d�h� beim MP�QP �Ubergang� zu einem st�arkeren Anstieg der Pha�

sen�ubergangsdichte � (p� als bei niedrigen Dichten� Ein Anstieg von B��� um nur

�MeV ist in der Lage� die MP�QP �Ubergangsdichte um (� � �� ansteigen zu lassen�

Die Relevanz der Phasen�ubergangsdichten f�ur die Struktur der Neutronensterne ist
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dadurch gegeben� da� f�ur einen Neutronenstern mit QP�Kern notwendigerweise die

zentrale Energiedichte �c �uber der MP�QP �Ubergangsdichte liegen mu�� Was sagt

uns nun der Anstieg der Phasen�ubergangsdichten mit B und g �uber die Struktur der

Sterne$ Ist z�B� durch eine erh�ohte Bagkonstante die M�oglichkeit eines QP�Kerns aus�

geschlossen$ Um diesen Fragen n�aher zu kommen� m�u�ten wir nat�urlich wissen� wie

hoch die zentralen Energiedichten in typischen Neutronensternen tats�achlich sind� Teil

II dieser Arbeit nochmals vorausgreifend� haben wir zu gegebenem g und B die zen�

trale Energiedichte �central density� eines Neutronensterns fester Masse in Abbildung

�� und ��� eingezeichnet� Solange sich �z�B� f�ur g � 	� die dicke Linie auf der rechten

Seite der grauen Fl�ache �d�h� im QP�Bereich� be�ndet� ist die zentrale Energiedichte

�uber der MP�QP �Ubergangsdichte� Der Stern besitzt eine reine QP in seinem Zen�
trum �QP�Kern�� Entsprechendes gilt f�ur den MP� und den HP�Bereich bei h�oheren

Bagkonstanten� Sofort auffallend ist� da� es keine
�
typische zentrale Energiedichte� im

Neutronenstern zu geben scheint� Durch Ver�anderung der Parameter B und g �andern

sich die Hybridstern�EOS�s und mit ihr die zentralen Energiedichten im Stern um grob

eine Gr�o�enordnung von �c � �� bis etwa �c � �	 ��� Es macht also o�ensichtlich keinen
Sinn� von einer

�
typischen Energiedichte� im Neutronenstern zu sprechen� ohne sich

auf spezielle EOS�s zu beziehen�

Ein weiterer interessanter Punkt ist insbesondere in Abbildung ��� f�ur g � 	 und

g � � zu beobachten� Erh�ohen wir B��� von ���MeV auf etwa ���MeV� dann soll�

te man eigentlich durch die ansteigende MP�QP �Ubergangsdichte erwarten� da� die
M�oglichkeit eines QP�Kerns im Stern unwahrscheinlicher wird� Gleichzeitig erh�ohen



sich aber auch die zentralen Energiedichten� so da� diese �uber diesen Bereich der

Bagkonstanten im QP�Bereich bleiben� Dies sagt uns� da� eine erh�ohte Bagkonstante

�obwohl sie die QP energetisch ung�unstiger macht� durch das Wechselspiel zwischen

EOS�s� �Ubergangsdichten und zentralen Energiedichten die Wahrscheinlichkeit eines

QP�Kerns im Hybridstern nicht automatisch verringert� Aber wie l�a�t sich der An�

stieg der zentralen Energiedichte qualitativ verstehen$ Die zentrale Energiedichte eines

Sterns mit festgehaltener Masse h�angt davon ab� wie weich oder hart die EOS �in der

p � p��� Form� ist� Weichere EOS�s besitzen h�ohere zentrale Energiedichten als h�artere

EOS�s �
�� In einem vereinfachten Bild kann man sich vorstellen� da� ein Stern mit

einer weicheren EOS durch die gravitativen Kr�afte auf einen kleineren Radius zusam�

mengedr�uckt wird und demnach eine h�ohere Zentraldichte besitzt�� In unserem Falle�

z�B� f�ur die g � 	 Linie aus Abbildung ��� spielen zwei gegeneinander konkurrierende

E�ekte eine Rolle� Durch die Erh�ohung von B wird einerseits der Niedrigdichtebereich

der EOS durch einen sich vergr�o�ernden Dichtebereich der HP h�arter� �Die HP ist

h�arter als die MP�� Andererseits wird die QP umso weicher� je gr�o�er B wird� Da sich

bei niedrigem B noch gro�e Dichtebereiche in der QP be�nden� dominiert f�ur kleine

B der letztgenannte E�ekt� Die zentrale Energiedichte steigt mit B� In beiden Ab�

bildungen geschieht dies bis B��� � ���MeV f�ur g � 	� Wir werden in Kapitel ���

tats�achlich sehen� da� in diesem Bereich der Bagkonstanten die interne Struktur des

Neutronensterns �wie die Dicke des QP�Kerns� nur wenig von B abh�angt� da sowohl

die MP�QP �Ubergangsdichte� als auch die zentrale Energiedichte mit B steigt� F�ur

noch h�ohere B �ubertri�t aber der erste E�ekt �gr�o�ere HP� den zweiten E�ekt� und die

Zentraldichte sinkt� bis sie auf den Wert des reinen HP�Sterns abgefallen ist ��c �  ��
f�ur GPS und �c � ��� �� f�ur TM����
In Abbildung ��� ist f�ur g � 	 und g � � ein sehr �acher Verlauf der zentralen

Energiedichte zu erkennen� Dieser wirkt� als k�onne es zwei verschiedene zentrale Ener�

giedichten geben� die auf einen Stern mit gleicher Masse f�uhren� Der eine Stern besitzt

einen MP�Kern� der andere einen QP�Kern� Auf die Ursache f�ur diese �uberraschende

Tatsache werden wir in Teil III dieser Arbeit zur�uckkommen�

Abbildung ��� soll ein Gef�uhl daf�ur vermitteln� wie sich die Variationen der Modell�

parameter �B� g� und die Verwendung verschiedener HP�EOS�s auf die Unsicherheit

in der EOS in der Form p � p��� auswirkt� Die Parameter wurden dazu in den in

Tabelle ��� gezeigten� physikalisch sinnvollen Bereichen variiert� Es zeigt sich in dieser

�Eigentlich sind diese Zusammenh�ange durch die allgemeinrelativistische Natur des Neutronen�

sterns wesentlich komplizierter� Letztlich kann nur die Betrachtung des allgemeinrelativistischen	 hy�

drostatischen Gleichgewichts �Kapitel �� solche Zusammenh�ange kl�aren� F�ur die hier angestellten

qualitativen �Uberlegungen reicht aber obige Argumentation aus�
�Man beachte hierbei die unterschiedlichen Neutronensternmassen�
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Abbildung ���� Zusammenstellung von etwa �		 durch die Phasen�ubergangskonstruk�

tion berechneten Hybridstern�EOS�s� Diese ergeben sich durch Variation der Modell�

parameter in physikalisch sinnvollen Bereichen �siehe z�B� Tabelle ����� Diese EOS�s

stellen einen Gro�teil der in sp�ateren Kapiteln verwendeten EOS�s zur Berechnung der

Neutronensternstruktur dar�

Abbildung eine betr�achtliche Modell� und Parameterabh�angigkeit� Um so mehr �uber�

rascht es� da� wir in Teil II dieser Arbeit in der Lage sein werden� Gemeinsamkeiten

dieser EOS�s in bezug auf die Auswirkung des Phasen�ubergangs auf die Struktur des

Neutronensterns zu �nden�

��� Zustandsgleichungen im NJL�Modell

Nach der Diskussion der Hybridstern�EOS im Bag�Modell kommen wir nun zur Ver�

wendung des NJL�Modells zur Beschreibung der QP im Stern� In Kapitel �� haben

wir bei der Phasen�ubergangskonstruktion gesehen� da� die f�ur den Phasen�ubergang

notwendigen Dr�ucke in typischen Neutronensternen bei Verwendung des NJL�Modells

nicht erreicht werden� Diese Tatsache betrachten wir nun aus dem Blickwinkel der

Phasen�ubergangsdichten� Abbildung ��� zeigt die Hybridstern�EOS unter Verwendung

der GPS�EOS f�ur die HP� Diese EOS wurde aus der Phasen�ubergangskonstruktion in

Abbildung � auf Seite �
 berechnet� Im Vergleich zur Abbildung ��� im Bag�Modell

sehen wir� da� der HP�MP �Ubergang erst bei Dichten von � � � �� statt�ndet� Im
Bag�Modell werden solch hohe �Ubergangsdichten erst bei sehr hohen Bagkonstanten

und Kopplungskonstanten angenommen �vergleiche Abbildung ���� Wie wir schon
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Abbildung ���� Hybridstern�EOS f�ur die GPS�EOS bei Verwendung des NJL�Modells

f�ur die QP� Der Dichtebereich der MP ist grau unterlegt� �� � ��	MeV�fm
�� In der

zus�atzlichen Skala sind die zentralen Energiedichten f�ur verschiedene Neutronenstern�

massen eingezeichnet� O�ensichtlich sind die Zentraldichten typischer Neutronensterne

�M � ���M�� nicht ausreichend� um im NJL�Modell einen MP� oder QP�Kern im

Stern auszubilden�

diskutiert haben� sind die im NJL�Modell vorhergesagten hohen e�ektiven Strange�

quarkmassen die Ursache f�ur die hohen �Ubergangsdichten� Die mit den hohen Massen

verbundene Absenkung des Drucks der QP bei gegebenem chemischen Potential schiebt

die MP in der Gibbs�Konstruktion zu h�oheren Dr�ucken und dadurch zu h�oheren Dich�

ten� In Abbildung ��� sind zus�atzlich die zentralen Energiedichten f�ur verschiedene

Neutronensternmassen eingezeichnet�� O�ensichtlich werden f�ur typische Neutronen�

sternmassen �mit �c � �� ��� die f�ur einen MP�Kern notwendigen zentralen Energie�
dichten von �c ��� �� nicht erreicht� Nur f�ur den schmalen Massebereich von ��������M�

ist ein MP�Kern m�oglich �M � ����M� ist die Maximalmasse�� Bei Verwendung der

anderen HP�EOS �TM�� TM� und GL
�� erhalten wir sogar im gesamten Bereich

m�oglicher zentraler Energiedichten keinen Phasen�ubergang �bei diesen EOS�s �ndet

der Phasen�ubergang nicht unterhalb von � � �	 �� statt�� Die zugeh�origen Neutro�

nensterne bestehen demnach aus der reinen HP� Wir �nden also bei Verwendung des

NJL�Modells f�ur die QP� da� zumindest f�ur die verwendeten HP�EOS die Existenz von

MP� oder QP�Kernen in typischen Neutronensternen mit M � ���M� ausgeschlossen

ist�

�Die Berechnung dieser Massen aus der EOS diskutieren wir in Kapitel ��



��� Zusammenfassung

In Kapitel � haben wir die Eigenschaften der kompletten EOS�s mit HP� MP und

QP diskutiert� Diese EOS�s bezeichnen wir als Hybridstern�EOS�s� Besonderes

Augenmerk richteten wir auf die Untersuchung der Phasen�ubergangsdichten�

� Der HP�MP Phasen�ubergang macht die Hybridstern�EOS weicher �siehe
Abbildung ��� auf Seite ���� Der MP�QP �Ubergang macht sie h�arter

�siehe Abbildung ��� auf Seite ���

� In einem weiten Dichtebereich besteht die Hybridstern�EOS aus der MP�
Diese erstreckt sich �uber einen endlichen Druckbereich�

� Die durch g parametrisierten Mediume�ekte der QP im Bag�Modell

erh�ohen die Phasen�ubergangsdichten� Diese steigen auch mit der Bag�

konstanten B� Siehe dazu Abbildung �� und ��� auf Seite �� und ���

� Eine Ver�anderung von g oder B wirkt sich st�arker auf die MP�QP �Uber�
gangsdichten als auf die HP�MP �Ubergangsdichten aus �Abbildung ��
und ��� auf Seite �� und ���� Wir haben gezeigt� da� dies eine allgemeine

Eigenschaft der Gibbs�Konstruktion ist �siehe Seite ��� Eine Unsicher�

heit �z�B� in B� wirkt sich mit der Dichte gewichtet auf die Unsicher�

heit in den Phasen�ubergangsdr�ucken aus� Durch die h�ohere Dichte des

MP�QP �Ubergangs ist dieser sensitiver auf eine �Anderung der Modell�
parameter als der HP�MP �Ubergang�

� Es gibt keine
�
typische zentrale Energiedichte� im Neutronenstern�

Bei fester Neutronensternmasse h�angt diese stark von der jeweiligen

Hybridstern�EOS ab �siehe die dicken Linien in Abbildung �� und ���

auf Seite �� und ����

� Das starke
�
Abknicken� in den Hybridstern�EOS�s beim MP�QP �Uber�

gang in Abbildung ��� auf Seite � wird wesentlich f�ur den Teil III dieser

Arbeit�

� Verwenden wir das NJL�Modell zur Beschreibung der QP� so �nden wir�
da� ein typischer Neutronenstern mit M � ���M� keinen MP� oder QP�

Kern aufweist �siehe Abbildung ��� auf Seite ���� Dies kann auf die hohen

Strangequarkmassen im NJL�Modell zur�uckgef�uhrt werden �siehe Abbil�

dung ��
 auf Seite ���
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��� Die Tolman�Oppenheimer�Volko� Gleichungen

Nachdem wir uns in Teil I dieser Arbeit mit den EOS�s von Neutronensternmaterie

mit Phasen�ubergang zur QP besch�aftigt haben� wollen wir Teil II damit beginnen�

den wichtigen Zusammenhang zwischen den EOS�s der Neutronensternmaterie und

der Struktur von Neutronensternen herzustellen�

Die Bedingung des hydrostatischen Gleichgewichts im Neutronenstern stellt einen

Zusammenhang zwischen observablen Eigenschaften des Neutronensterns �wie seiner

Masse M und seines Radius R� und der EOS der Neutronensternmaterie her�

Observabele Eigenschaften
M�R

hydrost�Gleichg��� Zustandsgleichung
p�p���

Dieser Zusammenhang er�o�net uns die einmalige M�oglichkeit� durch das Studium von

Neutronensternen etwas �uber die Eigenschaften von dichter und kalter Materie zu

lernen� Die Bedingung des hydrostatischen Gleichgewichts der Allgemeinen Relati�

vit�atstheorie wurde Ende der 	er Jahre zum ersten mal von Robert Oppenheimer

und seinem Studenten Georg Volko� in Zusammenarbeit mit Richard Tolman abgelei�

tet ��	� ���� Die so erhaltenen Di�erentialgleichungen� die sog� Tolman�Oppenheimer�

Volko� �TOV��Gleichungen� beschreiben die Struktur eines statischen� sph�arisch sym�

metrischen Sterns� Wir verzichten hier auf eine Ableitung der TOV�Gleichung �wie sie

�



z�B� in ���� oder ��� gefunden werden kann� und beschr�anken uns auf die Diskussion

der Gleichungen und ihrer L�osung� Die TOV�Gleichungen lauten �mit G � c � ���

dm�r�

dr
� �	r���r� �����

dp�r�

dr
� ���r�m�r�

r�

�
� �

p�r�

��r�

	�
� �

�	p�r�r�

m�r�

	�
�� �m�r�

r

	��
� �����

Bei gegebener EOS in der Form p � p��� lassen sich diese Gleichungen l�osen� um die

Funktionen des Massenpro�ls m � m�r� und des Druckpro�ls p � p�r� im Stern zu

berechnen� Dabei ist r der radiale Abstand vom Ursprung des Sterns und m�r� die in

einer Kugel vom Radius r um den Ursprung des Sterns enthaltene gravitative Masse��

Die in Gleichung ����� auftretenden Terme

m�r�

r�
�

p�r�r�

m�r�
und

m�r�

r
����

sind im Ursprung r � 	 gutm�utig� In der N�ahe des Ursprungs skaliert m�r� wie ��	�r�

und die Ausdr�ucke ���� verschwinden f�ur r� 	� F�ur die Integration dieser Gleichun�

gen verwendet man die Startwerte m�	� � 	 und einen beliebigen zentralen Druck

p�	� � pc� Die TOV�Gleichungen werden nun vom Sterninneren �r � 	� nach au�en in�

tegriert� Der Rand des Sterns �r � R� ist erreicht� wenn der Druck auf p � 	 abgefallen

ist�� Da ein verschwindender Druck keine weiteren Materieschichten gegen die auf sie

wirkende gravitative Anziehungskraft im Gleichgewicht halten kann� ist dadurch der

Radius R des Sterns de�niert� An diesem Radius l�a�t sich nun die gravitative Mas�

se M � m�R� des Sterns ablesen� Somit lassen sich bei gegebener EOS in der Form

p � p��� die Masse und der Radius eines Neutronensterns mit einem Zentraldruck

pc berechnen� Die L�osungen der TOV�Gleichungen sind in Abbildung ��� schematisch

gezeigt� Eine Variation des Zentraldrucks f�uhrt zu den sog� Masse�Radius Relationen�

welche wir in Kapitel � untersuchen werden� In Kapitel ��� werden wir die Stabi�

lit�atskriterien f�ur die erhaltenen L�osungen gegen�uber radialen Vibrationen des Sterns

diskutieren�

Bevor wir zur weiteren Interpretation der TOV�Gleichungen �ubergehen� sei erw�ahnt�

da� der aus den TOV�Gleichungen berechnete Radius R durch eine Umfangs� oder

Ober��achenmessung des Neutronensterns interpretiert werden kann� Der Umfang U

und die Ober��ache A h�angen �wie im �achen Raum� �uber U � �	R und A � �	R�

�Der Begri� der
�
gravitativen Masse� ist in Kapitel ��� erl�autert�

�Durch die negative rechte Seite von Gleichung ����� l�at sich ablesen	 da der Druck im Stern

streng monoton von innen nach auen fallen mu� Dies ist wesentlich im Zusammenhang mit einer

m�oglichen Mischphase im Neutronenstern� Siehe dazu Anhang C�



Abbildung ���� Schematische Darstellung der L�osung der TOV�Gleichungen ������ �����

zu gegebenem Zentraldruck pc� Links� Das Druckpro�l innerhalb des Sterns bestimmt

den Radius des Sterns durch das verschwinden des Druckes am Rand des Sterns p�R� �

	� Rechts� Da m�r� die Masse innerhalb einer Kugel mit Radius r um den Ursprung

des Sterns ist� ergibt m�R� die Gesamtmasse M des Sterns�

mit dem Radius des Sterns zusammen� Dies l�a�t sich bei Betrachtung der Schwarz�

schildl�osung im Au�enraum des Sterns zeigen ���� 
��

Zur weiteren Interpretation der TOV�Gleichungen betrachten wir den Newtonschen

Limes mit p � � und m � r� In diesem Limes gehen die Gleichungen ����� und �����

�uber in

dm�r�

dr
� �	r��m�r�� �����

dp�r�

dr
� ��m�r�m�r�

r�
�����

mit der Massendichte �m� Erweitern wir Gleichung ����� mit �	r
�dr� so erhalten wir

�	r�dp�r� � �dm�r�m�r�
r�

�����

mit dm�r� � �	r��mdr� Diese Gleichung l�a�t sich nun leicht mit dem notwendigen

Druckanstieg dp�r� identi�zieren� welcher notwendig ist� um die von der Masse m�r�

ausge�ubte Gravitationskraft auf die Massenschale dm�r� auszugleichen� Die weiteren

in Gleichung ����� auftretenden Produktterme sind �exakte� allgemeinrelativistische

Korrekturterme� die f�ur Neutronensterne wesentlich sind� So ist die Newtonsche N�ahe�

rung m � r f�ur einen Neutronenstern der typischen Masse von M � ���M� � ��� km



�M� � �� km� und einen Radius von R � �	 km nicht gut erf�ullt� Generell sind

allgemeinrelativistische Korrekturen von der Ordnung

��
�
�� �M

R

���
M�R� �M

R

und somit f�ur Neutronensterne nicht zu vernachl�assigen �s� Tabelle �����

Objekt M�M� R �km� �M�R

Neutronenstern ��� �	 	��

Wei�er Zwerg �Sirius B� � ��		 �� �	��
Sonne � �� �	� �� �	��
Erde � �	�� �			 �� �	��

Tabelle ���� Allgemeinrelativistische Korrekturen der Gr�o�enordnung �M�R f�ur ver�

schiedene Objekte�

��� Der Begri� der gravitativen Masse

In diesem Kapitel wird die im letzten Kapitel verwendete Bezeichnung
�
gravitative

Masse� genauer diskutiert� Der Begri�
�
gravitative Masse� soll andeuten� da� in der

durch Gleichung ����� berechneten Masse �negative� Beitr�age der gravitativen Bin�

dungsenergie enthalten sind� Die gravitative Masse ist demnach kleiner als die Sum�

me der Massen des auf unendlich gro�em Raum verteilten Sterns� Diese Situation ist

vergleichbar mit dem Massendefekt der Kernphysik� welcher der Bindungsenergie der

Nukleonen im Atomkern entspricht� Diese liegt in der Gr�o�enordnung von �	MeV pro

Nukleon und entspricht demnach ca� � der Masse des Nukleons von knapp �			MeV�

Wie gro� ist aber die Bindungsenergie eines Nukleons in einem Neutronenstern$ Dies

wollen wir grob f�ur einen Neutronenstern mit der Masse M � M� � �� km und

einem Radius von R � �	 km berechnen� Dazu sch�atzen wir die gravitative Bindungs�

energie einer homogenen Massenverteilung �in Newtonscher N�aherung� im Verh�altnis

zur Masse ab als
EG

M
� 
�

M

R
� 
�
� �� km
�	 km

� 	��� �����

Somit entspricht die Bindungsenergie des Neutronensterns etwa �	 seiner Masse� Dar�

aus folgt auch� da� die Bindungsenergie eines Nukleons etwa �	 seiner Masse� also

etwa �		MeV pro Nukleon entspricht� Damit ist ein Nukleon im Neutronenstern gravi�

tativ um eine Gr�o�enordnung st�arker gebunden als ein Nukleon
�
stark� im Atomkern�



In diesem Zusammenhang wurde von Weinberg ��� gezeigt� da� eine von der EOS

unabh�angige Grenze von
�M

R
�



�
���
�

gilt� Diese Grenze ist allein aus den TOV�Gleichungen ����� und ����� sowie wenigen

physikalischen Zusatzbedingungen ableitbar�� Durch ���
� ist gleichzeitig eine obere

Grenze an die Bindungsenergie gegeben� Man erh�alt
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Damit kann die Bindungsenergie eines Neutronensterns maximal �� seiner Masse ent�

sprechen� Dies ist eine obere Grenze f�ur die bei einer Supernova�Explosion freiwerdende

Energie� welche gerade die Bindungsenergie des entstehenden Neutronensterns ist� Die�

se hohen gravitativen Bindungsenergien zeigen uns� da� die durch Fusion freiwerdende

Energie innerhalb des etwa �	
 Jahre dauernden Lebens eines Sterns mitM � �M� um

Gr�o�enordnungen kleiner ist als die Bindungsenergie die bei der Supernova�Explosion

am Ende seines Lebens freigesetzt wird�

Die durch Gleichung ����� berechnete gravitative Masse entspricht desweiteren der

Masse� welche in die Schwarzschild�Metrik �
� eingeht �d�h� der Metrik au�erhalb des

Sterns�� Die gravitative Masse ist somit die
�
au�erhalb des Sterns wirkende Masse� und

legt dadurch Observablen� wie die Perioden von Planetenumlaufbahnen oder die Peri�

heldrehung von umgebenen Objekten� fest ���� Aus diesem Grund bezeichnen wir in

den anderen Kapiteln dieser Arbeit die gravitative Masse des Neutronensterns kurz als

seine Masse�

�Die gleiche Grenze erh�alt man auch unter Annahme eines Sterns mit konstanter Dichte 
����



��� Zusammenfassung

In Kapitel � wurde die Bedingung des allgemeinrelativistischen hydrostatischen

Gleichgewichts in einem statischen� sph�arisch symmetrischen Sterns diskutiert�

Diese Bedingung ist in der Form der Tolman�Oppenheimer�Volko��Gleichungen

�TOV�Gleichungen� ����� und ����� gegeben� Die TOV�Gleichungen erm�oglichen

die Berechnung von Massen M und Radien R eines Sterns bei gegebener EOS

und gegebenem Zentraldruck pc �vergleiche Abbildung ����� Durch Variation

des Zentraldrucks erh�alt man die Masse�Radius Relationen� welche im n�achsten

Kapitel untersucht werden�

� Neutronensterne m�ussen durch ihren hohen Wert vonM�R allgemeinrela�

tivistisch beschrieben werden �im Gegensatz zu Wei�en Zwergen� Sonnen

oder Planeten�� Siehe dazu Tabelle ����

� Die TOV�Gleichungen ����� und ����� beschreiben das allgemeinrelati�
vistische Gleichgewicht zwischen dem Druck �der EOS� und der gravi�

tativen Anziehungskraft in jedem Punkt des Stern� Zur Interpretation

der TOV�Gleichungen dient ihr nichtrelativistischer Limes ����� und �����

bzw� ������

� Die EOS geht ausschlie�lich in der Form p � p��� in die TOV�Gleichungen

ein�

� Der Druck im Stern mu� streng monoton von innen nach au�en fallen

�s� Gleichung ����� und Abbildung ����� Dies ist wesentlich im Zusam�

menhang mit einer m�oglichen Mischphase im Neutronenstern� Siehe dazu

Anhang C�

� Der durch die TOV�Gleichungen berechnete Radius R entspricht dem an
der Ober��ache des Sterns gemessenen Sternumfangs geteilt durch �	�

� Die durch die TOV�Gleichungen berechnete �gravitative� Masse enth�alt
die �negative� gravitative Bindungsenergie des Sterns �s� Kapitel ����� Die

gravitative Bindungsenergie eines Neutronensterns kann bis zu �� seiner

Masse entsprechen� �Der Massendefekt in Atomkernen entspricht etwa � 

der Kernmasse�� Diese Energie wird in der Supernova�Explosion frei�

� Nukleonen sind gravitativ mit etwa �		MeV pro Nukleon in typischen
Neutronensternen gebunden �Nukleonen im Atomkern mit etwa �	MeV

pro Nukleon��
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	�� Die Charakteristiken

Mit den in Kapitel � diskutierten TOV�Gleichungen sind wir nun in der Lage� die

Masse�Radius�Relationen �MR�Relationen� f�ur beliebige EOS�s aus Teil I dieser Ar�

beit zu berechnen� In diesem Abschnitt wollen wir zuerst auf typische Charakteristiken

der MR�Relationen eingehen und qualitativ diskutieren� welchen Ein�u� der Decon��

nement Phasen�ubergang auf m�ogliche Massen und Radien von Neutronensternen hat�

Beginnen wir mit den MR�Relationen der rein hadronischen Neutronensterne� d�h� mit

den L�osungen der TOV�Gleichungen f�ur die HP�EOS�s TM�� TM�� GPS und GL
�

aus Kapitel ���� Abbildung ��� zeigt die MR�Relationen dieser EOS�s� Jeder Punkt auf

einer MR�Relation entspricht einer hydrostatisch stabilen Kon�guration eines Neutro�

nensterns� Die zentrale Energiedichte �c �bzw� der zentrale Druck pc aus Abbildung

���� steigt von gro�en Radien und kleinen Massen zu kleinen Radien bzw� gro�en Mas�

sen hin an� d�h� von rechts nach links entlang der MR�Relation� Im Bereich kleiner

Massen �M �
�	�M�� sind sich die verschiedenen MR�Relationen sehr �ahnlich� Ernied�

rigt man die Massen� so erniedrigt man gleichsam die gravitative Anziehungskraft� Der

Stern kann sich dadurch zu immer gr�o�eren Radien ausdehnen� Die �Ahnlichkeit der

verschieden Relationen liegt daran� da� bei geringen Massen die EOS des subnuklearen

��
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Abbildung ���� MR�Relationen unter Verwendung der rein hadronischen EOS�s� Man

Vergleiche dazu die h�arte der EOS�s in Abbildung �� mit den daraus resultierenden

Radien des Sterns bei gegebener Masse�

Dichtebereichs einen immer gr�o�er werdenden Anteil an der gesamten EOS bei der In�

tegration der TOV�Gleichungen hat� F�ur diesen subnuklearen Bereich verwenden wir

die BPS�EOS �Kapitel ����� Diese bestimmt demnach das Verhalten der MR�Relation

bei niedrigen Massen�

Im Bereich leicht unterhalb typischer Neutronensternmassen zeigen die MR�

Relationen einen mehr oder weniger steilen Anstieg der Masse bei nahezu konstan�

tem Radius �MR�Flanke�� Interessant w�are in diesem Zusammenhang die Frage� ob

sich eine Eigenschaften der EOS �nden lie�e� welche ma�geblich den Radius der MR�

Flanke bestimmt� W�urden wir experimentell den Radius eines Neutronensterns kennen�

so k�onnten wir daraus auf diese Eigenschaften der EOS schlie�en� Dabei ist nat�urlich

anzunehmen� da� der gemessene Neutronenstern auf einer solchen MR�Flanke
�
sitzt��

Solche Untersuchungen wurden bisher nicht unternommen�

F�ur h�ohere Massen wird die MR�Relation immer �acher� bis die Masse einen Maxi�

malwert �die sog� kritische Masse des Neutronensterns� erreicht� Wir nennen die zur

kritischen Masse zugeh�orige zentrale Energiedichte die kritische Energiedichte �crit� Die

MR�Relationen sind hier nur bis zu ihrer kritischen Masse gezeigt� F�ur noch h�ohere

zentrale Energiedichten ��c � �crit� sinkt die Masse des Sterns wieder und man kann

zeigen� da� diese L�osungen instabil gegen�uber radialen Oszillationen �Vibrationen� des

Sterns sind �
�� Wir werden in Teil III dieser Arbeit auf die Stabilit�atskriterien ge�

gen�uber radialen Oszillationen zur�uckkommen und die faszinierende M�oglichkeit eines



weiteren stabilen Bereichs oberhalb der kritischen Energiedichte kennenlernen� F�ur die

jetzigen Untersuchungen reicht es aber aus� die MR�Relationen bis zu ihrer kritischen

Masse zu betrachten�

F�ur Massen im Bereich der typischen Neutronensternmasse von M � ���M� sehen

wir� da� uns die HP�EOS�s Radien im Bereich von etwa ��� � ���� km vorhersagen�
Den kleinsten Radius hat GPS� gefolgt von GL
�� TM� und TM�� Wie k�onnen wir

diese Radien mit den Eigenschaften der HP�EOS�s in Verbindung bringen$ Dazu beob�

achten wir in Abbildung �� auf Seite ��� da� die H�arte der EOS�s im wesentlichen in

der Reihenfolge GPS� GL
�� TM� und TM� steigt� Die weicheren EOS�s haben also die

kleineren Radien� Diese Radien liegen �wie schon in der Einleitung erw�ahnt� sogar f�ur

die GPS�EOS noch weit �uber den experimentellen Radiusabsch�atzungen aus Abbildung

�� Wir wollen uns demzufolge fragen� wie sich die MR�Relationen der rein hadronischen

Sterne aus Abbildung ��� ver�andern� wenn wir einen Decon�nement Phasen�ubergang

im Stern zulassen� Schlie�lich haben wir in Kapitel � gesehen� da� der Decon�nement

Phasen�ubergang die EOS�s beim HP�MP Phasen�ubergang weicher macht� K�onnen
wir dadurch kleinere Neutronensternradien erkl�aren$ Um das qualitative Verhalten der

MR�Relationen mit und ohne Phasen�ubergang zu untersuchen� beschr�anken wir uns

vorerst auf die beiden
�
extremsten� MR�Relationen aus Abbildung ���� n�amlich GPS

und TM�� Abbildung ��� zeigt diese MR�Relationen mit und ohne Phasen�ubergang�

Bis zu einer bestimmten Masse sehen beide MR�Relationen �d�h� die mit und ohne Pha�

sen�ubergang� identisch aus� Dies ist der Fall� solange �c unterhalb der HP�MP �Uber�

gangsdichte liegt� �Uberschreitet �c diese �Ubergangsdichte� dann wird die EOS weicher

�siehe Abbildung ��� auf Seite ��� und die MR�Relation erreicht bei niedrigerer Masse

ihren kritischen Wert� In den beiden hier gezeigten MR�Relationen mit Phasen�ubergang

wurden Hybridstern�EOS�s im Bag�Modell mit B��� � ���MeV und g � � verwendet�

Von der HP�MP �Ubergangsdichte bis zur kritischen Energiedichte bestehen diese

EOS�s aus der MP� Auf dem Ast der MR�Relation mit Phasen�ubergang bestehen die

zugeh�origen Sterne demnach aus einem MP�Core und einer HP�H�ulle�� Wie wirkt sich

nun die weiche MP auf die MR�Relation aus$ Bei festem Radius sehen wir� da� die

Massen der Hybridsterne kleiner sind� als die Massen der zugeh�origen reinen HP�Sterne�

Trotz des Phasen�ubergangs �und der dadurch reduzierten Maximalmasse� erreichen die

Hybridsterne aber noch den Bereich der typischen Neutronensternmassen�� Bei fester

Masse hat der Hybridstern o�ensichtlich den kleineren Radius� Wir sehen also� da�

�Den inneren Aufbau dieser Sterne �z�B� die Dicke des MP�Cores� diskutieren wir in Kapitel ����
�Dies ist eine notwendige Bedingung	 die jede MR�Relation erf�ullen mu� W�urden nun z�B� Neutro�

nensternmassen im Bereich von M � �M� gefunden werden �wie sie im Zusammenhang mit sog� qua�

siperiodischen Oszillationen 
��� diskutiert werden�	 so k�onnten dadurch weiche EOS�s ausgeschlossen

werden 
����
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Abbildung ���� Vergleich von MR�Relationen mit und ohne Phasen�ubergang� Der Pha�

sen�ubergang verschiebt die MR�Relationen zu kleinerer Masse �bei R � const�� und

kleinerem Radius �bei M � const��� Die EOS�s mit Phasen�ubergang sind Hybridstern�

EOS�s im Bag�Modell mit B��� � ���MeV und g � ��

sich durch einen Decon�nement Phasen�ubergang und der damit verbundenen weiche�

ren EOS kleinere Neutronensternradien �zu gegebener Masse� erkl�aren lassen als mit

den rein hadronischen Modellen� In Abbildung ��� sind bei M � ���M� die Hybrid�

sterne um etwa � km kompakter als die reinen HP�Sterne� Die Tendenz der Radien geht

also �in Hinblick auf die experimentellen Absch�atzungen in Abbildung � auf Seite ��

in die richtige Richtung� Ob wir aber durch die Phasen�uberg�ange wirklich in den Be�

reich der experimentellen Radiusabsch�atzungen kommen� kann erst eine systematische

Analyse mit verschiedenen Modellparametern kl�aren� Diese werden wir in Kapitel ���

durchf�uhren�

Bevor wir die qualitative Diskussion in diesem Kapitel beenden� wollen wir nochmal

auf die zentralen Energiedichten �c eingehen� Abbildung �� zeigt die gleichen Relatio�

nen wie Abbildung ���� nur mit der Masse als Funktion der zentralen Energiedichte�

Man sieht� da� zu gegebener Masse die weichere EOS �die mit Phasen�ubergang� die

h�ohere zentrale Energiedichte hat� Dies haben wir schon bei der Diskussion der zentra�

len Energiedichten in den Abbildungen �� und ��� auf Seite �� und �� bemerkt� An

Abbildung �� l�a�t sich qualitativ ersehen� warum bei fester Masse die zentralen Ener�

giedichten recht sensitiv auf die
�
Weichheit� der EOS�s sind� Gerade in der N�ahe der

kritischen Masse �in der die M��c� Relation sehr �ach ist� kann eine kleine �Anderung

der EOS� die z�B� zu einer etwas kleineren kritischen Masse f�uhrt� die zentrale Ener�
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Abbildung ��� Masse als Funktion der zentralen Energiedichte mit und ohne Pha�

sen�ubergang �vergl� Abbildung ����� Bei gegebener Masse des Neutronensterns hat die

weichere EOS die gr�o�ere zentrale Energiedichte� Die EOS�s mit Phasen�ubergang sind

Hybridstern�EOS�s im Bag�Modell mit B��� � ���MeV und g � ��

giedichte betr�achtlich ver�andern� Dies ist die Ursache f�ur die in Kapitel � beobachtete

Tatsache� da� es in Neutronensternmodellen keine typische zentrale Energiedichte gibt�

	�� Der Ein
u� von Modellparametern

Nun wollen wir sehen� wie sich eine Ver�anderung der Modellparameter B und g des

Bag�Modells f�ur verschiedene HP�EOS�s auf die MR�Relationen auswirkt� Was sind

die minimalen Radien� die wir durch den Decon�nement Phasen�ubergang im Neu�

tronenstern erreichen k�onnen$ Welche Massen und Radien k�onnen Neutronensterne

mit MP�Core �MC� oder mit QP�Core �QC� haben$ Abbildungen ��� bis ��� zeigen

MR�Relationen f�ur verschiedene HP�EOS �GPS� GL
�� TM� und TM��� verschiedene

Bagkonstanten �B��� � ���� ��	� ���� �
	MeV� und verschiedene Kopplungskonstan�

ten �g � 	� 	��� �� � � ��� Die mit H markierte Kurve ist die MR�Relation des rein hadro�

nischen Sterns �d�h� ohne Phasen�ubergang�� Wieder sehen wir �vergl� Abbildung �����

wie die MR�Relationen der Hybridsterne mit steigender zentraler Energiedichte �aus�

gehend von der hadronischen Kurve� zu kleineren Massen und Radien abknicken� An

den verschiedenen Schattierungen unter den Kurven l�a�t sich nun ablesen� ob der zu�

geh�orige Hybridstern einen MP�Core �MC�Bereich der Abbildung� oder einen QP�Core

�QC�Bereich� besitzt� O�ensichtlich besitzen die QC�Sterne die kleinsten Radien� Die
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Abbildung ���� MR�Relationen f�ur verschiedene B und g �kleine Zahlen im Feld links�

oben�� Die mit H markierte Relation ist die MR�Relation des rein hadronischen Sterns

der GPS�EOS� Sterne im Bereich der mit MC markierten Fl�ache besitzen einen MP�

Core� w�ahrend Sterne imQC�Bereich einen QP�Core besitzen� Die kompaktesten Sterne

besitzen einen QP�Core und haben Radien von etwa � bis �� km�
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Abbildung ���� MR�Relationen f�ur verschiedene B und g �kleine Zahlen im Feld links�

oben�� Die mit H markierte Relation ist die MR�Relation des rein hadronischen Sterns

der GL
��EOS� Sterne im Bereich der mit MC markierten Fl�ache besitzen einen MP�

Core� w�ahrend Sterne imQC�Bereich einen QP�Core besitzen� Die kompaktesten Sterne

besitzen einen QP�Core und haben Radien von etwa � bis �� km�
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Abbildung ���� MR�Relationen f�ur verschiedene B und g �kleine Zahlen im Feld links�

oben�� Die mit H markierte Relation ist die MR�Relation des rein hadronischen Sterns

der TM��EOS� Sterne im Bereich der mit MC markierten Fl�ache besitzen einen MP�

Core� w�ahrend Sterne imQC�Bereich einen QP�Core besitzen� Die kompaktesten Sterne

besitzen einen QP�Core und haben Radien von etwa � bis �� km�
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Abbildung ���� MR�Relationen f�ur verschiedene B und g �kleine Zahlen im Feld links�

oben�� Die mit H markierte Relation ist die MR�Relation des rein hadronischen Sterns

der TM��EOS� Sterne im Bereich der mit MC markierten Fl�ache besitzen einen MP�

Core� w�ahrend Sterne imQC�Bereich einen QP�Core besitzen� Die kompaktesten Sterne

besitzen einen QP�Core und haben Radien von etwa � bis ��� km�



Minimalradien liegen bei etwa � km� Die MC�Sterne hingegen liegen in ihrem Radi�

us zwischen den rein hadronischen Sternen �H�Sternen� und den QC�Sternen� Damit

k�onnen die Radien von MC�Sternen beliebig dicht an den Radien von H�Sternen lie�

gen� Dadurch sind MC�Sterne durch Radiusmessungen schwer von H�Sternen zu unter�

scheiden� Die kritischen Massen werden durch den Phasen�ubergang um bis zu 	�M�

reduziert�

Welchen Ein�u� hat die Bagkonstante B auf die MR�Relationen$ Mit steigendem

B wird der Masse� und Radiusbereich der MC� und QC�Sterne immer kleiner und

zieht sich in Richtung der hadronischen L�osung H zu h�oheren Massen zusammen�

Dies liegt daran� da� mit steigendem B die Phasen�ubergangsdichten immer weiter

ansteigen �siehe Abbildung �� und ����� und somit die f�ur den HP�MP �Ubergang
notwendige zentrale Energiedichte erst bei h�oheren Massen erreicht wird� Die M�oglich�

keit� einen QC�Stern zu erhalten� kann dadurch vollkommen verhindert werden �wie

in Abbildung ��� bei B��� � �
	MeV zu sehen ist�� Solange es aber einen QC�Bereich

gibt� liegen die zugeh�origen Radien in dem Bereich von etwa � � �� km f�ur GPS und
GL
�� von �� �� km f�ur TM� und von �� � km f�ur TM��
Auch Mediume�ekte zeigen eine �ahnliche Auswirkung auf die MR�Relationen� F�ur

g � 	 �die unterste MR�Relation� haben wir den gr�o�ten Massenbereich� der zu

QC�Sternen f�uhrt� Erh�ohen wir die Mediume�ekte� so bewegt sich die MR�Relation

immer weiter in Richtung der hadronischen L�osung �H�� d�h� zu gr�o�eren Massen�

Dabei wird der Massebereich der QC�Sterne immer kleiner� bis es z�B� ab g � ���

�Abbildung ���� B��� � ���MeV� keine QC�Sterne mehr gibt� Die Ursache f�ur dieses

Verhalten liegt wieder in dem Anstieg der Phasen�ubergangsdichten� In diesem Fall stei�

gen diese mit zunehmendem g �siehe Abbildung �� und ����� Die MR�Relation bleibt

also bis zu noch h�oheren zentralen Dichten auf der hadronischen L�osung� bis sie dann

in den MC�Bereich abknickt� Wir werden in Kapitel ��� auf die Frage zur�uckkommen�

bei welchen Parametern B und g wir welchen internen Aufbau des Neutronensterns

erwarten k�onnen�

	�� Die Kompaktheit von Neutronensternen mit

Quarkphasen

An den Abbildungen ��� bis ��� ist folgende Tatsache bemerkenswert� Egal wie wir

die Parameter B und g des Bag�Modells �andern� wir erhalten immer einen �ahnlichen

Radiusbereich der QC�Sterne �zumindest solange �uberhaupt ein QC�Bereich existiert��

�In Abbildung ��� scheint der Radiusbereich der QC�Sterne etwas gr�o�er zu sein� Dort



k�onnen QC�Sterne Radien bis etwa � km besitzen�� Bei fester Masse gibt es eine Art

�
Radiusseparation� zwischen dem QC�Bereich und der rein hadronischen L�osung von

etwa �� km� Dies l�a�t uns vermuten� da� ein weitgehend modellunabh�angiger Ein�u�
von reinen Quarkphasen auf den Radius des Neutronensterns existiert� Dies werden wir

in diesem Abschnitt systematisch untersuchen� Wir wollen uns die Frage stellen� um

welchen Anteil der Radius eines rein hadronischen Sterns �bei fester Masse� durch die

Anwesenheit einer QP im Zentrum des Sterns reduziert werden kann� Wir de�nieren

dazu die Kompaktheit eines Neutronensterns als

Kompaktheit�M� � RH�M�� RQC�M�

RH�M�
� �����

wobei RH�M� der Radius eines rein hadronischen Sterns �H�Sterns� und RQC�M� der

Radius eines QC�Sterns der gleichen MasseM ist� Dieses Verh�altnis k�onnen wir berech�

nen� indem wir einen beliebigen Punkt aus dem QC�Bereich der MR�Relationen �z�B� in

Abbildung ���� B��� � ���MeV� w�ahlen� Dies liefert unsM und RQC�M�� Zu diesem M

k�onnen wir dann den Radius RH�M� des H�Sterns ablesen und die Kompaktheit daraus

berechnen� Wenn wir dies f�ur s�amtliche Punkte des QC�Bereichs der MR�Relationen

zu verschiedenem B durchf�uhren� erhalten wir die in Abbildung ��
 gezeigten Fl�achen�

der Kompaktheit �je dunkler die Fl�ache desto gr�o�er ist B�� Auf diese Art und Weise

durchlaufen wir letztlich s�amtliche Parameter von B und g� welche zu gegebener Masse

zu einem QC�Stern f�uhren� Das interessante Ergebnis an Abbildung ��
 ist� da� die

Kompaktheit der QC�Sterne weitgehend unabh�angig von der Wahl der Parameter in

einem Bereich von typischerweise �	�	 zu liegen scheint�� Eine Erh�ohung von B

schr�ankt zwar den Massenbereich� der zu einem QC�Stern f�uhrt ein� aber die minimale

und maximale Kompaktheit ist dadurch kaum beein�u�t� Dieses Ergebnis erm�oglicht

uns� zu gegebenem Radius eines hadronischen Neutronensternmodells den Radius des

zugeh�origen Neutronensterns mit Phasen�ubergang �QC�Stern� abzusch�atzen�

Abbildungen ��� und ���	 zeigen die im Zentrum des Neutronensterns angenom�

mene Phase �QC� MC oder HC� als Funktion der beiden Parameter B und g des

Bag�Modells f�ur eine feste Neutronensternmasse� Zu jedem Parameterpaar wurde die

Hybridstern�EOS berechnet� die TOV�Gleichungen gel�ost und aus der MR�Relation

der Aufbau des Sterns zu gegebener Masse berechnet� O�ensichtlich scheinen bei Ver�

nachl�assigung der Mediume�ekte �g � 	� nur f�ur B����
��
	MeV QC�Sterne erkl�arbar

zu sein� Erh�ohen wir g� so m�ussen wir B erniedrigen� um weiterhin einen QC�Stern

zu erhalten� Vergleichbares gilt f�ur die Existenz eines MC�Sterns� Desweiteren sind in

�F�ur die TM� Hybridstern�EOS ist der Bereich der Kompaktheit ausgedehnter �etwa ��������

Der
�
typische� Bereich von ������ ist aber darin enthalten�
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Abbildung ��
� Kompaktheit eines Neutronensterns mit QP im Vergleich zu einem rein

hadronischen Stern der gleichen Masse� O�ensichtlich reduziert die Anwesenheit einer

QP den Radius eines Neutronensterns typischerweise um �	�	 � Die unterschiedlich
schattierten Fl�achen resultieren aus verschiedenen Werten von B und g� die zu einer QP

im Zentrum des Sterns f�uhren� Die Kompaktheit der Sterne mit QP scheint weitgehend

unabh�angig von der Wahl der Parameter zu sein�

den Abbildungen ��� und ���	 Linien mit konstantem Radius eingezeichnet� Die Pro�

zentzahlen geben an� welchen Anteil der Radius eines Sterns an dem rein hadronischen

Neutronenstern gleicher Masse hat�� Auch hier sehen wir �in �Ubereinstimmung mit Ab�

bildung ��
�� da� MC�Sterne nicht kleiner als etwa 
	 des hadronischen Sterns sein

k�onnen�

	�� Die innere Struktur von Neutronensternen mit

Quarkphasen

Haben wir uns bisher nur mit den Gesamtradien der Neutronensterne besch�aftigt� so

wollen wir jetzt die innere Struktur der Sterne studieren� Dazu wollen wir uns fragen�

welchen Ein�u� z�B� die Modellparameter g und B auf die Radien des QC�s oder auf

die Dicke der MP haben� Diese Gr�o�en lassen sich direkt bei der L�osung der TOV�

Gleichungen bestimmen�

Untersuchen wir zuerst den Ein�u� der Mediume�ekte �bei konstantem B� auf

�D�h� ��� entspricht z�B� einer Kompaktheit von ����
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Abbildung ���� Parameterbereiche der Quarkphase� welche bei einem Neutronenstern

der MasseM � ���M� zu einer QP �QC�Bereich� oder einer MP �MC�Bereich� im Zen�

trum des Stern f�uhren� Parameter im HC�Bereich f�uhren zu rein hadronischen Sternen�

Die hadronische EOS ist GPS� Gestrichelt sind Linien mit konstantem Radius gezeigt

�in Anteilen des Radius des rein hadronischen Sterns�� QC�Sterne sind �wie schon

in Abbildung ��
 gesehen� �uber den gesamten Parameterbereich um mindestens �	 

kompakter als rein hadronische Sterne�
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Sterne betr�agt M � ��M��



Abbildung ����� Ein�u� von Mediume�ekten auf die innere Struktur eines Neutro�

nensterns der Masse M � ���M�� F�ur nicht allzu hohe Kopplungskonstanten g wird

im wesentlichen die QP von der MP verdr�angt� Die hadronische EOS ist GPS� Die

Bagkonstante ist B��� � ���MeV�

die innere Struktur eines Neutronensterns konstanter Masse� Dies ist in Abbildung

���� gezeigt� In dieser Abbildung ist interessant zu bemerken� da� bei Erh�ohung der

Kopplungskonstanten bis etwa g � � im wesentlichen die QP zugunsten der MP ver�

schwindet� Die Dicke der HP bleibt am Rand des Sterns weitgehend konstant� Dieses

Verhalten ist auf den in Abbildung ��� �auf Seite �� gezeigten starken Ein�u� der

Kopplungskonstanten auf die MP�QP Phasen�ubergangsdichte zur�uckzuf�uhren� Ein

Anstieg von g f�uhrt dort zu einem starken Anstieg der MP�QP Phasen�ubergangs�

dichte und demnach zu einer Unterdr�uckung der QP im Neutronenstern�

Der Ein�u� der Bagkonstanten auf die innere Struktur eines Neutronensterns kon�

stanter Masse ist in den Abbildungen ���� und ��� dargestellt� Im linken �rech�

ten� Teilbild sind die Ergebnisse ohne �mit� Einbeziehung von Mediume�ekten ge�

zeigt� Die dicke Linie stellt den Rand� d�h� den Gesamtradius des Sterns dar� Man

beachte dabei den Ein�u� der QP auf den Radius des Sterns� F�ur kleine Bagkonstan�

ten kann die QP Radien von bis zu � � � km annehmen� Auffallend ist insbesonde�

re in Abbildung ��� �g � 	�� da� es einen weiten Bereich der Bagkonstanten gibt

����MeV� B����
��
	MeV�� in dem sich die interne Struktur des Sterns kaum mit

B �andert� Die Ursache daf�ur wurde schon in Abbildung ��� auf Seite �� gefunden�
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Abbildung ���� Der Ein�u� der Bagkonstanten auf die innere Struktur eines Neutro�

nensterns der Masse M � ��M� � ohne Mediume�ekte �links� und mit Mediume�ek�

ten �rechts�� Die hadronische EOS ist TM�� Man beachte den Ein�u� der QP auf den

Radius des Sterns �dicke Linie��



Erh�oht man B in diesem Bereich� so erh�ohen sich einerseits die Phasen�ubergangs�

dichten� was die QP ung�unstiger macht� Andererseits erh�oht sich aber gleichzeitig die

zentrale Energiedichte im Stern� Dadurch kann �uber einen weiten Parameterbereich

eine QP im Neutronenstern existieren�



	�� Zusammenfassung

In Kapitel � haben wir die Masse�Radius�Relationen zu den in Teil I die�

ser Arbeit berechneten EOS�s durch L�osung der TOV�Gleichungen �Kapitel

�� Seite �� berechnet�

� Die Abbildungen ������� auf den Seiten ����� zeigen die MR�Relationen
f�ur verschiedene Parameter der Quarkphase und verschiedene hadronische

EOS�s� Neutronensterne mit Phasen�ubergang zur reinen Quarkphase �QC�

Sterne� nehmen die kleinsten Radien an�

� Die Minimalradien von Neutronensternen mit Phasen�ubergang zur reinen
QP �QC�Sternen� liegen bei etwa � km� Diese Sterne sind typischerweise

�	 � 	 kompakter als rein hadronische Sterne gleicher Masse� Siehe

dazu Abbildung ��
 auf Seite �
 mit der De�nition ����� der Kompaktheit

auf Seite ���

� Neutronensterne mit MP im Zentrum des Sterns �MC�Sterne� k�onnen

nur bis zu etwa �	 mehr kompakt sein als rein hadronische Sterne glei�

cher Masse� Siehe dazu die Abbildungen ��� und ���	� Diese Sterne w�aren

durch Radiusmessungen somit nur schwer von rein hadronischen Sternen

zu unterscheiden�

� Durch den Phasen�ubergang werden die kritischen Massen �Maximalmas�
sen� um bis zu etwa 	�M� reduziert�

� Der Ein�u� von Mediume�ekten auf die innere Struktur der Neutronen�
sterne ist in Abbildung ���� auf Seite 
	 gezeigt�

� Der Ein�u� der Bagkonstanten auf die innere Struktur der Neutronen�
sterne ist in den Abbildungen �������� auf Seite 
� gezeigt� Auffallend

ist �insbesondere in Abbildung ���� der weite Bereich von B� in dem die

innere Struktur des Sterns nur wenig von B abh�angt� Die Ursache hierf�ur

ist auf Seite 
	 beschrieben�
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��� Stabilit�atskriterien � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
�

��� Gerlachs Kriterium f�ur eine
�
Dritte Familie� � � � � � � � � � � � 
�

�� Zusammenfassung � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

��� Stabilitatskriterien

Unter den z�Zt� bekannten astrophysikalischen Objekten kennen wir zwei Familien von

kompakten Sternen � die Familie der Wei�en Zwerge und die Familie der Neutronen�

sterne� Diese beiden Familien sind schematisch in Abbildung ��� in der MR�Relation

dargestellt� Wei�e Zwerge k�onnen zentrale Energiedichten bis etwa �c � �	�g�cm� be�

sitzen� Diese ist die zentrale Energiedichte eines Wei�en Zwerges mit kritischer Masse

�Punkt A in Abbildung ����� Die kritische Masse eines Wei�en Zwerges nennt man

auch Chandrasekhar�Masse� Erh�ohen wir �c weiter� so wird der Wei�e Zwerg instabil

gegen�uber radialen Oszillationen� Diese Instabilit�at erstreckt sich bis zu Dichten von et�

wa �c � �	��g�cm� �Punkt B�� Durch die Tatsache� da� in diesem Bereich keine stabilen

Kon�gurationen von kompakten Objekten existieren k�onnen� ist letztlich die Familie

der Wei�en Zwerge von der Familie der Neutronensterne getrennt� Letztere beginnt

bei Zentraldichten von etwa �c � �	��g�cm�� d�h� bei Dichten� bei denen zumindest im

Zentrum des Sterns nukleonische Freiheitsgrade vorliegen�� Aber auch Neutronensterne

erreichen bei weiterer Erh�ohung von �c eine kritische Masse �Punkt C�� Die zugeh�orige

kritische Energiedichte h�angt sehr stark von der verwendeten EOS ab� liegt aber in der

Gr�o�enordnung von �c � �	��g�cm�� Oberhalb dieser kritischen Energiedichte folgt die

�Man vergleiche die hier erw�ahnten Dichtebereiche mit den entsprechenden Freiheitsgraden in der

EOS� Diese haben wir in den Kapiteln ��� und ��� besprochen�
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Abbildung ���� Schematische Darstellung der MR�Relationen mit einer stabilen dritten

Familie kompakter Sterne� Die mit den Buchstaben A� B� � � � � I markierten Punkte

sind kritische Punkte� an denen eine Oszillationsmode ihre Stabilit�at �andert �
� ����

Die Stabilit�at und Instabilit�at der drei niedrigsten Moden �n � 	� �� �� ist durch die

Zahlen angezeigt� H�ohere Moden sind stabil�

MR�Relation typischerweise der durch die Punkte H und I gehenden Spirallinie�� Auch

dieser Bereich ist instabil gegen�uber radialen Oszillationen�

Wie k�onnen wir den Wechsel von Stabilit�at und Instabilit�at entlang der MR�

Relation verstehen$ O�ensichtlich sind die Punkte A� B und C kritische Punkte� an

denen die MR�Relation von Bereichen der Stabilit�at in Bereiche der Instabilit�at �oder

umgekehrt� wechselt� Mathematisch erfolgt die Stabilit�atsanalyse f�ur einzelne Punkte

der MR�Relation durch die L�osung einer Eigenwertgleichung des Typs Sturm�Liouville

�
� ���� Die L�osung dieser Eigenwertgleichung liefert die Eigenfrequenzen der verschiede�

nen m�oglichen Schwingungsmoden� Es l�a�t sich zeigen� da� diese ein diskretes Spektrum

mit der Eigenschaft

��
� � ��

� � ��
� � � � � � ��

n �����

f�ur die verschiedenen Schwingungsmoden n � 	� �� �� � � � besitzen� Hat eine quadrati�

sche Eigenfrequenz ��
n ein negatives Vorzeichen� so ist der Stern instabil gegen�uber

radialen Oszillationen� Bei einer kleinen St�orung w�urde sich die Schwingungsamplitu�

de exponentiell ver�andern� Der Stern explodiert oder kontrahiert zu einem Schwarzen

�Typischerweise bedeutet hier	 da sich eine solche Spirallinie f�ur nahezu alle ausreichend
�
glat�

ten� EOS�s durch L�osung der TOV�Gleichungen ergibt�



Loch�� Es l�a�t sich nun weiter zeigen �
� ���� da� an den kritischen Punkten �an denen

dM�d�c � 	 gilt� eine Schwingungsmode ihre Stabilit�at �andert �d�h� die zugeh�orige

Eigenfrequenz ��
n ihr Vorzeichen �andert�� An kritischen Punkten� an denen dR�d�c � 	

gilt �z�B� A� B und C�� wechselt eine gerade Mode �n � 	� �� �� � � �� ihre Stabilit�at� An

Punkten mit dR�d�c � 	 wechselt eine ungerade Mode �n � �� � �� � � �� ihre Stabilit�at�

Unter Zuhilfenahme der Bedingung ����� l�a�t sich damit ersehen� in welchem Bereich

der MR�Relation welche Schwingungsmoden stabil oder instabil sind� Dies ist in Ab�

bildung ��� f�ur die niedrigsten drei Moden gezeigt� Damit ist auch klar� da� sich in der

Spirallinie �C�H�I� keine weiteren stabilen Bereiche ergeben k�onnen� An Punkt H wird

durch dR�d�c � 	 zuerst die Mode n � � instabil� dann an Punkt I die Mode n � ��

Nun k�onnen wir uns nat�urlich die Frage stellen� ob es nicht EOS�s gibt� deren MR�

Relationen nicht entlang der Spirallinie �C�H�I�� sondern entlang der Punkte �C�D�E�

verl�auft� Genauso wie in Punkt B die Stabilit�at der Neutronensternfamilie wiederher�

gestellt wird� so k�onnte dies in Punkt D bei geeigneter EOS f�ur eine Dritte Familie

geschehen� Wenn es eine solche EOS g�abe und diese in der Natur realisiert w�are� so

k�onnte es eine Dritte Familie von kompakten Sternen geben� Sterne dieser Familie

m�u�ten auf dem stabilen Bereich �D�E� der MR�Relation� d�h� bei kleineren Radien

als die der Neutronensterne� angesiedelt sein� Gleichzeitig m�u�ten Sterne der Dritten

Familie einen gemeinsamen Massenbereich mit Neutronensternen besitzen�

��� Gerlachs Kriterium fur eine
�
Dritte Familie�

Die Frage� ob es eine EOS geben k�onnte� die eine Existenz einer Dritten Familie

erm�oglicht� wurde von U� Gerlach ���� �
� schon Ende der �	�er Jahre untersucht��

In dieser Arbeit stellte sich heraus� da� eine notwendige Bedingung an die EOS eine

gen�ugend gro�e Diskontinuit�at in der Schallgeschwindigkeit

cs �

s
dp

d�
�����

bei Dichten knapp �uber der kritischen Energiedichte �crit der Neutronensternfamilie

ist� Die Schallgeschwindigkeit in der Neutronensternmaterie mu� dabei innerhalb ei�

nes sehr kleinen Dichtebereichs ��Ubergangsbereichs� zu gr�o�eren Werten springen� Um

�Dies gilt nat�urlich nur	 falls der Stern nicht in einer benachbarten Familie Stabilit�at �ndet�
�Im Jahre ���� � dem Erscheinungsjahr von Gerlach�s Doktorarbeit � war nicht einmal die Existenz

von Neutronensternen gesichert� Zwar wurde ���� der erste Pulsar durch J� Bell und A� Hewish

entdeckt 
��	 aber die Interpretation von Pulsaren als rotierende Neutronensterne erfolgte erst ����

durch T� Gold 
��� Die in den folgenden Jahren intensive Besch�aftigung mit den neu entdeckten

Pulsaren der
�
Zweiten Familie� f�uhrte wohl dazu	 da Gerlach�s Arbeit und die Idee einer

�
Dritten

Familie� weitgehend in Vergessenheit geriet�



bei einem gro�em Sprung in der Schallgeschwindigkeit nicht die Bedingung der Kau�

salit�at �cs � c� zu verletzen� mu� die Schallgeschwindigkeit
�
vor dem Sprung� sehr

klein� d�h� die EOS sehr weich sein� Eine solch schlagartige �Anderung der Eigenschaf�

ten der EOS entspricht einem Phasen�ubergang� Abbildung ��� stellt schematisch die

Bedingungen des Gerlachschen Kriteriums an die EOS dar� Ein m�oglicher Nachweis

Abbildung ���� Schematische Darstellung des Gerlachschen Kriteriums an die EOS

f�ur die Existenz einer Dritten Familie� Die maximale zentrale Energiedichte in der

Neutronensternfamilie �crit mu� in einem Bereich niedriger Schallgeschwindigkeit �����

erreicht sein� Knapp oberhalb von �crit mu� die Schallgeschwindigkeit abrupt ansteigen�

Dies entspricht einem Phasen�ubergang in der EOS�

der Existenz einer Dritten Familie ist durch die Notwendigkeit der Diskontinuit�at also

gleichbedeutend mit dem Nachweis eines Phasen�ubergangs in Neutronensternmaterie�

Wie lie�e sich experimentell die Existenz der Dritten Familie durch Masse� und Ra�

diusmessungen an Neutronensternen nachweisen$ Charakteristisch an der MR�Relation

in Abbildung ��� ist ein gemeinsamer Massenbereich von Neutronensternen und Ster�

nen der Dritten Familie� So k�onnen Sterne beider Familien die gleiche Masse bei unter�

schiedlichen Radien besitzen� Dies ist innerhalb einer Familie nicht m�oglich� Anderer�

seits ist nat�urlich die Messung zweier
�
gleicher� Neutronensternmassen experimentell

so gut wie ausgeschlossen�� Ausreichend f�ur den Nachweis der Dritten Familie ist aber

auch� wenn der kleinere Stern minimal leichter ist als der gr�o�ere� Dies ist schema�

�Es gibt allerdings Beispiele f�ur Pulsare in Bin�arsystemen	 deren Massen im Rahmen der �sehr

hohen� Megenauigkeit gleich sind� Ein Beispiel ist der Radiopulsar B�������	 der in einem Bin�arsy�

stem mit einem zweiten Neutronenstern ist� Sowohl der Radiopulsar als auch sein Begleiter besitzen

eine Masse von M � ������� ������M� 
���� W�ute man	 da diese Sterne unterschiedliche Radien

besitzen	 so w�urde der kleinere von ihnen aus einer Dritten Familie stammen�



tisch in Abbildung �� gezeigt� Wir wollen ein solches Paar von Massen und Radien

Abbildung ��� Schematische Darstellung eines Rising�Twins� Der Stern der Dritten

Familie �im Bereich D�E� ist kleiner und etwas leichter als der Neutronenstern �Be�

zeichnungen wie in Abbildung ����� Der experimentelle Nachweis eines Rising�Twins

w�urde i� die Existenz einer Dritten Familie und ii� die Existenz eines Phasen�ubergangs

in Neutronensternmaterie nachweisen�

als Rising�Twin bezeichnen� Das Ansteigen der Masse mit dem Radius ist mit
�
typi�

schen� Neutronenstern�EOS�s nicht zu beschreiben� in denen mit steigender Masse der

Radius sinkt �Bereich B�C in Abbildung ����� Zu beachten ist hierbei aber� da� prin�

zipiell der Anstieg der Masse mit steigendem Radius auch mit EOS�s zu erreichen ist�

die nicht zu einer Dritten Familie f�uhren�� In der MR�Relation liegen f�ur diese EOS�s

die Radien allerdings sehr dicht� Um diese Klasse von MR�Relationen trotzdem auszu�

schlie�en m�ussen wir also fordern� da� (M � (R gilt� Die Massen sollten � bei einer

m�oglichst gro�en Radiusdi�erenz � sehr dicht liegen� Diese Forderung an die Massen

scheint erfreulicherweise f�ur die meisten Pulsare schon erf�ullt zu sein� Es zeigt sich�

da� die bisher bekannten �und sehr genau vermessenen� Massen einiger Radiopulsare

sehr dicht liegen �vergleiche Abbildung � auf Seite ��� Z�B� ist der Hulse�Taylor Pul�

sar �PSR ������� nur (M � �	�	�� � 	�		��M� schwerer als sein Begleiter� W�are

der Hulse�Taylor Pulsar nur etwa � km gr�o�er als sein Begleiter� so m�u�te dieser der

�Z�B� ist dies mit EOS�s f�ur reine Quarkmaterie m�oglich	 mit denen sich sog�
�
Seltsame Ster�

ne� beschreiben lassen 
��	 ��	 ���� Die zugeh�origen MR�Relationen zeigen f�ur niedrige Massen ein

typisches M � R� Verhalten� Aus diesem Grund k�onnen diese hypothetischen Sterne auch sehr kleine

Radien annehmen 
��	 ��	 ���� Im Bereich typischer Neutronensternmassen sind die Radien nahezu

konstant� Dicht liegende Massen von Seltsamen Sternen besitzen demnach nur eine verschwindende

Radiusdi�erenz�



Dritten Familie angeh�oren��

Allein die theoretische M�oglichkeit der Existenz einer Dritten Familie gew�ahrlei�

stet nat�urlich nicht� da� diese in der Natur auch wirklich realisiert ist� Auch wenn

die EOS�s so geartet w�aren� da� sie prinzipiell eine Dritte Familie erlauben w�urden� so

ben�otigen wir einen Formationsproze�� der in der Lage ist� eine Dritte Familie zu popu�

lieren� Denkbar w�are z�B� ein Massentransfer durch Akkretion von Materie von einem

benachbarten Stern auf einen Neutronenstern� Erreicht der Neutronenstern durch die

Massenaufnahme seine kritische Masse� so wird dieser instabil und kann in die Dritte

Familie hineinkollabieren� Prinzipiell ist aber auch eine direkte Entstehung in einer

Supernovaexplosion denkbar�

	� km � ���M� � !M�!R � ����� ��



��� Zusammenfassung

In Kapitel � haben wir dargestellt� da� die Existenz einer Dritten Familie von

kompakten Sternen � neben den bekannten Familien der Wei�en Zwerge und der

Neutronensterne � prinzipiell m�oglich ist� Eine Dritte Familie ist eine hypothe�

tische Klasse von Sternen� deren zentrale Energiedichte oberhalb der kritischen

zentralen Energiedichte �crit der Neutronensterne liegt�

� Um die Stabilit�at einer Dritten Familie gegen�uber radialen Oszillationen
zu gew�ahrleisten� mu� die MR�Relation das in Abbildung ��� auf Seite



 gezeigte �schematische� Verhalten besitzen� Die stabile Dritte Familie

liegt dann im Bereich D�E der MR�Relation�

� Hypothetische Sterne der Dritten Familie besitzen kleinere Radien als
Neutronensterne und weisen einen gemeinsamen Massenbereich mit ihnen

auf �siehe Abbildung �����

� Um das f�ur die Existenz einer Dritten Familie notwendige Verhalten der
MR�Relation zu erhalten� mu� die zugeh�orige EOS das Gerlachsche Kri�

terium erf�ullen �Kapitel ����� Dies bedeutet� da� die EOS das in Abbil�

dung ��� gezeigte Verhalten eines Phasen�ubergangs aufweisen mu�� Knapp

oberhalb der kritischen zentralen Energiedichte �crit der Neutronenstern�

familie mu� die Schallgeschwindigkeit �Gleichung ������ abrupt auf einen

h�oheren Wert springen�

� Der Nachweis der Existenz einer Dritten Familie ist �aquivalent zu dem
Nachweis der Existenz eines Phasen�ubergangs in Neutronensternmaterie�

� Ein experimenteller Nachweis der Existenz einer Dritten Familie �und
somit des Phasen�ubergangs� k�onnte durch Messung eines Rising�Twins

�siehe Abbildung ��� erfolgen� Dazu m�u�ten die Massen und Radien von

zwei Neutronensternen bestimmt werden� wobei der gr�o�ere Stern mini�

mal schwerer sein m�u�te als der kleinere�
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��� Quarkphasen und Gerlachs Kriterium

Die Notwendigkeit eines Phasen�ubergangs zur Erzeugung einer Dritten Familie f�uhrt

uns direkt zu der Frage� ob der in dieser Arbeit betrachtete Decon�nement Phasen�uber�

gang die Voraussetzungen des Gerlachschen Kriteriums erf�ullen kann� Vergleichen wir

das Gerlachsche Kriterium in Abbildung ��� �auf Seite �	� mit den von uns berechneten

EOS�s in Abbildung ��� �auf Seite ��� so sehen wir� da� der MP�QP Phasen�ubergang
�insbesondere bei der TM��EOS� eine starke Diskontinuit�at in der Schallgeschwindig�

keit aufweist� Es ist also naheliegend zu untersuchen� ob diese EOS�s tats�achlich eine

Dritte Familie erm�oglichen� Dabei wollen wir uns auf den Wert g � 	 der Kopplungs�

konstanten beschr�anken und einen Wert der Bagkonstanten B suchen� f�ur den die

kritische Energiedichte �entsprechend dem Gerlachschen Kriterium� knapp unterhalb

der Sprungdichte liegt� Die MR�Relation der Neutronensternfamilie mu� demnach als

MC�Stern seine Maximalmasse erreichen� Abbildung 
�� zeigt zwei EOS�s� f�ur die die�

ses Kriterium erf�ullt ist �die kritische Energiedichte der jeweiligen EOS ist durch �
markiert�� O�ensichtlich liegen bei etwa B��� � �
	MeV die kritischen Energiedichten

am Ende der MP knapp unterhalb des MP�QP Phasen�ubergangs� In den beiden ge�
zeigten EOS�s springt die Schallgeschwindigkeit von etwa �	 der Lichtgeschwindigkeit

��
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Abbildung 
��� Der MP�QP Phasen�ubergang einiger EOS�s mit Decon�nement Pha�
sen�ubergang zeigt das f�ur die Existenz einer Dritten Familie notwendige Verhalten

einer starken Diskontinuit�at in der Schallgeschwindigkeit oberhalb der kritischen Ener�

giedichte� Die kritische Energiedichte� die sich durch Berechnung der MR�Relation aus

der jeweiligen EOS ergibt� ist durch � markiert� Mediume�ekte sind mit g � 	 ver�
nachl�assigt�

um den Faktor  auf etwa �	 der Lichtgeschwindigkeit�� F�ur die anderen Hybridstern

EOS�s �GPS� GL
� und TM�� aus Abbildung ��� auf Seite � f�allt der Anstieg in der

Schallgeschwindigkeit schw�acher aus�

��� Masse�Radius Relationen mit Dritter Familie

In Abbildung 
�� sind MR�Relationen f�ur verschiedene Bagkonstanten unter Verwen�

dung der TM��EOS gezeigt� Tats�achlich ergibt sich in einem schmalen Parameterbe�

reich der Bagkonstanten ����MeV� B����
��
�MeV� eine stabile Dritte Familie� Inter�

essanter Weise wurde auch von Glendenning und Kettner k�urzlich in einem analogen

Modell mit Decon�nement Phasen�ubergang �aber unterschiedlicher hadronischer EOS�

ebenso bei einer Bagkonstanten von B��� � �
	MeV eine stabile Dritte Familie gefun�

den ����� O�ensichtlich scheint B��� � �
	MeV eine typische Bagkonstante zu sein� f�ur
die die kritische Energiedichte in der MP liegt� Warum aber ist der Parameterbereich

�In der QP gilt unter Vernachl�assigung der Quarkmassen n�aherungsweise � � �p � �B	 d�h� die

Schallgeschwindigkeit liegt im Bereich von cs �
p
dp�d� �

p
��� � ����
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Abbildung 
��� MR�Relationen� die im Parameterbereich der Bagkonstanten von

���MeV� B����
��
�MeV eine Dritte Familie aufweisen� Die Neutronensternfamilie

besteht aus MC�Sternen� w�ahrend die Dritte Familie aus QC�Sternen besteht� Sterne

der Dritten Familie und der Neutronensternfamilie k�onnen die gleiche Masse besitzen

�z�B� M � ���M� f�ur B
��� � �
�MeV��

der Bagkonstanten� der zur Existenz einer Dritten Familie f�uhrt� so schmal$ Dies liegt

im wesentlichen daran� da� die kritische Energiedichte am Ende der weichen MP kurz

vor dem MP�QP Phasen�ubergang liegen mu�� Wir haben aber in Abbildung ��� auf
Seite �� gesehen� da� gerade die MP�QP Phasen�ubergangsdichte sehr stark mit der
Bagkonstanten steigt� Gleiches gilt nicht automatisch f�ur die kritische Energiedichte�

So passiert es� da� f�ur zu gro�e Bagkonstanten die kritische Energiedichte in der MP

zu weit von der Phasen�ubergangsdichte entfernt ist� F�ur zu kleine Bagkonstanten liegt

die kritische Energiedichte hingegen schon in der QP�

In Abbildung 
�� liegen die Neutronensterne im MC�Bereich� d�h� sie besitzen �wie

schon besprochen� einen MC� Die Sterne der Dritten Familie liegen im QC�Bereich der

MR�Relation� Markiert sind ein Neutronenstern und ein Stern der Dritten Familie� die

beide eine Masse von M � ���M� besitzen �B
��� � �
�MeV�� W�urde eine Dritte

Familie nicht existieren� so w�are ein solches Paar gleicher Masse � welches von Glen�

denning und Kettner als Neutronenstern�Zwilling �Twin� bezeichnet wurde ���� � nicht

erkl�arbar� Die innere Struktur der Zwillinge ist in Abbildung 
� gezeigt� O�ensichtlich

k�onnen die Sterne der Dritten Familie bei B��� � �
�MeV einen bis zu etwa � km

kleineren Radius haben als ein gleich schwerer Neutronenstern� Andererseits k�onnen

die Radien beider Familien aber auch beliebig dicht zusammenliegen �B����
����MeV��
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Abbildung 
�� Innere Struktur der beiden� in Abbildung 
�� markierten Sterne mit

M � ���M� bei einer Bagkonstanten von B
��� � �
�MeV�

Dies h�angt davon ab� wie nah die kritische Energiedichte an der MP�QP Phasen�uber�
gangsdichte liegt� F�ur kleiner werdende Bagkonstanten r�uckt die �Ubergangsdichte im�

mer weiter an die kritische Energiedichte heran� bis bei B����
����MeV der instabile

Bereich vollkommen verschwindet� da die kritische Energiedichte dann nicht mehr in

der MP liegt�

Die Minimalradien der Dritten Familie von ca� �	 km sind vergleichbar mit den Mi�

nimalradien der benachbarten L�osungen �z�B� B��� � ���MeV�� welche keine Dritte

Familie aber trotzdem einen QC aufweisen� Damit lassen sich in unserem Modell mit

einer Dritten Familie keine kleineren Radien erkl�aren als es nicht schon mit Neutro�

nensternen mit reiner QP �und �ahnlichen Modellparametern� m�oglich w�are�

F�ur die anderen Hybridstern�EOS�s scheint die Diskontinuit�at in der Schallge�

schwindigkeit zu gering zu sein� um Gerlachs Kriterium zu erf�ullen� Die MR�Relationen

dieser EOS�s besitzen keine Dritte Familie�

Bevor wir dieses Kapitel zusammenfassen sei noch bemerkt� da� der in Ab�

bildung ��� auf Seite �� beobachtete Sprung in der zentralen Energiedichte eines

M � ��M� Sterns daran liegt� da� zu gegebener Bagkonstanten knapp unterhalb

von B��� � �
	MeV gleichzeitig eine L�osung zu niedriger zentraler Energiedichte �der

Neutronenstern� und eine zu hoher Dichte �ein Objekt der Dritten Familie� existiert�



��� Zusammenfassung

In Kapitel 
 haben wir gesehen� da� die Existenz einer Dritte Familie von kom�

pakten Sternen durch einen Decon�nement Phasen�ubergang in Neutronenstern�

materie erkl�arbar ist�

� Der MP�QP Phasen�ubergang der von uns in Kapitel � diskutierten
EOS�s mit Decon�nement Phasen�ubergang besitzt eine f�ur die Erf�ullung

des Gerlachschen Kriteriums ausreichende Diskontinuit�at in der Schallge�

schwindigkeit� Siehe dazu Abbildung 
�� auf Seite �� und Abbildung ���

auf Seite � f�ur die TM��EOS�

� F�ur die in Abbildung 
�� gezeigten TM��EOS�s springt die Schallgeschwin�
digkeit von etwa �	 auf �	 der Lichtgeschwindigkeit�

� Die Berechnung der MR�Relationen mit der TM� Hybridstern�EOS f�uhrt
zur Existenz einer Dritten Familie in dem schmalen Parameterbereich

���MeV� B����
��
�MeV der Bagkonstanten �f�ur g � 	�� Siehe dazu

Abbildung 
��� Der Parameterbereich wird im wesentlichen dadurch be�

stimmt� da� die kritische Energiedichte der Neutronensternfamilie zur

Erf�ullung des Gerlachschen Kriterium am Ende der weichen MP liegen

mu� �siehe Abbildung 
����

� Die Sterne der Dritten Familie sind bei den von uns verwendeten EOS�s
bis zu � km kleiner als Neutronensterne gleicher Masse�

� Sterne der Dritten Familie besitzen eine reine QP in ihrem Zentrum� Neu�
tronensterne erreichen hingegen ihre Maximalmasse bei einem Stern mit

MP im Zentrum�

� Die Minimalradien der Sterne der Dritten Familie von etwa �	 km sind

vergleichbar mit denen von Neutronensternen mit reiner QP�

� Ein m�oglicher experimenteller Nachweis der Existenz einer Dritten Familie
von kompakten Sternen lie�e sich durch die Existenz von Quarkphasen in

ihrem Inneren verstehen�





Zusammenfassung

Die Untersuchung von Neutronensternen stellt eine einzigartige M�oglichkeit dar� die

Eigenschaften von Materie unter den in irdischen Experimenten nicht zug�anglichen

Bedingungen von supernuklearen Dichten und niedrigen Temperaturen zu studieren�

Eine der fundamentalsten Beziehungen zwischen den Eigenschaften der Materie � d�h�

ihrer Zustandsgleichung �EOS� � und den beobachtbaren Eigenschaften von Neutronen�

sternen ist durch die Bedingung des allgemeinrelativistischen hydrostatischen Gleich�

gewichts im Neutronenstern gegeben� Diese Bedingung erm�oglicht uns� aus der Beob�

achtung von Massen und Radien von Neutronensternen R�uckschl�usse auf die Eigen�

schaften der EOS zu ziehen� Neben den experimentell gut gesicherten Massenbestim�

mungen� welche gegenw�artig allesamt im Bereich von ���M� liegen� zeichnet sich bei

den noch mit vielen Unsicherheiten behafteten Radiusabsch�atzungen zumindest eine

Tendenz zu sehr kleinen Neutronensternradien ab �R�
��� km�� Sollte sich diese Ten�

denz als richtig herausstellen� so k�onnte dies betr�achtliche Konsequenzen f�ur unser

Verst�andnis der Materie bei hohen Dichten haben� Dies liegt daran� da� nahezu alle

Neutronensternmodelle� die einen rein hadronischen Aufbau des Sterns voraussetzen�

zu weit gr�o�ere Radien f�uhren� Um kleinere Radien erkl�aren zu k�onnen� mu� die gra�

vitative Anziehungskraft den Stern st�arker komprimieren k�onnen� d�h� die EOS mu�

zumindest bei hohen Dichten weicher sein� als es die hadronischen Modelle vorhersa�

gen� Eine m�ogliche Erkl�arung daf�ur k�onnte sein� da� die hadronische Materie bei hohen

Dichten einen Decon�nement�Phasen�ubergang durchl�auft� d�h� im Inneren des Neutro�

nensterns eine Quarkphase vorliegt�� �Auch in Schwerionenkollisionen wird bei hohen

Temperaturen und Dichten intensiv versucht� diesen Phasen�ubergang nachzuweisen��

Der Nachweis von kleinen Neutronensternradien k�onnte demnach ein Hinweis auf einen

Decon�nement�Phasen�ubergang im Inneren des Sterns sein��

�Dar�uber hinaus wird z�B� die M�oglichkeit von Bose�Kondensaten wie Kaon�Kondensaten im Neu�

tronenstern diskutiert 
��	 ���� Auch Kondensate machen die EOS weicher�
�Weitere Hinweise auf die Existenz von Quarkphasen im Inneren von Neutronensternen sucht man

z�B� in den Ver�anderungen der Rotationsperioden von Pulsaren 
��	 ��	 ��� oder in ihrem Abk�uhlver�

halten 
����

�	�



In dieser Arbeit haben wir uns im Rahmen der verwendeten Modelle u�a� die Frage

gestellt� in welchem Ausma� die Existenz einer Quarkphase den Radius des Neutronen�

sterns beein�ussen kann� Dabei haben wir systematisch den Ein�u� von Modellparame�

tern auf die EOS �Teil I� und auf die Struktur der Neutronensterne �Teil II� untersucht�

Es zeigte sich� da� weitgehend unabh�angig von den verwendeten Modellparametern der

Radius eines rein hadronischen Sterns durch die Existenz einer Quarkphase um etwa

�	� 	 reduziert wird� Damit ergaben sich f�ur diese Sterne Minimalradien von etwa
�� �	 km bei einer typischen Neutronensternmasse im Bereich von ���M��

Desweiteren haben wir gesehen� da� in der Natur prinzipiell die Existenz einer hy�

pothetischen Dritten Familie von kompakten Sternen � neben den bekannten Familien

von Neutronensternen und Wei�en Zwergen � m�oglich ist �Teil III�� Interessanterweise

erf�ullen gerade die von uns betrachteten EOS�s mit Phasen�ubergang zur Quarkpha�

se die notwendigen Voraussetzungen f�ur die Existenz einer Dritten Familie� Dar�uber

hinaus haben wir die faszinierende M�oglichkeit aufgezeigt� durch die experimentelle Be�

stimmung der Massen und Radien von nur zwei Neutronensternen sowohl die Existenz

der Dritten Familie als auch die eines Phasen�ubergangs in dichter Materie nachzuwei�

sen�

Diese und �ahnliche Untersuchungen sollen dazu beitragen� die Vielzahl der in na�

her Zukunft zu erwartenden experimentellen Erkenntnisse �uber Neutronensterne und

Pulsare im Rahmen von verschiedenen Szenarien �uber den Aufbau von Neutronen�

sternen interpretieren zu k�onnen� Ein m�oglicher Nachweis eines in der Natur auf

�
nat�urliche� Weise vorkommenden Decon�nement�Phasen�ubergangs in Neutronenster�

nen w�urde unser Verst�andnis �uber die Eigenschaften der dichten Materie grundlegend

erweitern und uns auf eindrucksvolle Weise die Vielfalt der in der Natur realisierten

Strukturen vor Augen f�uhren�
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Anhang A

Abk�urzungen und Nomenklatur

In dieser Arbeit werden folgende Abk�urzungen verwendet�

QP Quarkphase

MP Mischphase

HP hadronische Phase

QC Quark�Core �Quarkphase im Zentrum eines Neutronensterns�

MC Misch�Core �Mischphase im Zentrum eines Neutronensterns�

RMF relativistic mean �eld

TOV Tolman�Oppenheimer�Volko�

EOS Zustandsgleichung �equation of state�

Folgende Symbole sind physikalischen Gr�o�en zugeordnet�

� Energiedichten �MeV�fm��

p Dr�ucke �MeV�fm��

� Teilchendichten ���fm��

�c Ladungsdichten �jej�fm�� �e ist die Elementarladung�

� chemische Potentiale �MeV�

T Temperatur �MeV�

B Bagkonstante �MeV��

cs Schallgeschwindigkeit

Als Skalierungsfaktoren werden h�au�g folgende Gr�o�en verwendet�

�� Normale Kern�Energiedichte ��	 MeV�fm�

�� Normale Kern�Teilchendichte 	��� ��fm�

�	�





Anhang B

Die Relation zwischen den

chemischen Potentialen

In diesem Anhang wollen wir die im schwachen Gleichgewicht g�ultige Beziehung ���

�� � b��n � q��e �B���

zwischen den chemischen Potentialen ableiten� Hierin sind �n und �e die chemischen

Potentiale der Neutronen und Elektronen� �� sei das chemische Potential eines Teil�

chens mit Baryonenzahl b� und Ladung q�� �Die Ladung des Protons sei qp � ���� Diese

Beziehung benutzen wir zur Gew�ahrleistung des schwachen Gleichgewichts sowohl in

der hadronischen Phase �� � p� !� "�� ��� � � � � als auch in der Quarkphase ���u�d�s��

Wir zeigen nun� da� Gleichung B�� aus der Minimierung der Gesamtenergiedichte � der

beteiligten Teilchen bei gleichzeitiger Ladungs� und Baryonenzahlerhaltung folgt� Wir

dr�ucken die Energiedichte als Funktion der Teilchendichten aus

� � ���n� �e� ���� �B���

und minimieren diese bei festgelhaltener Ladungsdichte

�c � ��e � q��� �B��

und festgehaltener Baryonendichte

�b � �n � b��� �B���

mit der Methode der Lagrange�Multiplikatoren� Man konstruiere dazu die neue Funk�

tion

F ��n� �e� ��� � ���n� �e� ��� � 
 � ��b � �n � b���� � � � ��c � �e � q���� �B���

�	�
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�F

��n
� 	�

�F

��e
� 	�

�F

���
� 	�

Aus der De�nition der chemischen Potentiale

��

��n
� �n�

��

��e
� �e�

��

���
� ��

folgt

�F

��n
� �n � 
 � 	 � 
 � �n

�F

��e
� �e � � � 	 � � � ��e

�F

���
� �� � 
b� � �q� � 	�

Nach Einsetzen der Lagrange�Multiplikatoren in die letzte Gleichung ergibt sich der

gesuchte Ausdruck �B���

�� � b��n � q��e�

Mit dieser Gleichung lassen sich z�B� folgende Beziehungen zwischen den chemischen

Potentialen ableiten �s� Tabelle B����

� b� q�

p � � �p � �n � �e

! � 	 �� � �n

"� � �� ��� � �n � �e

"� � 	 ��� � �n

"	 � �� ��� � �n � �e

K� 	 �� �K� � �e

�� 	 �� �	� � �e

u �� ��� �u � ���n � ���e
d �� ��� �d � ���n � ���e

s �� ��� �s � ���n � ���e

Tabelle B��� Beziehungen zwischen verschiedenen chemischen Potentialen im schwachen

Gleichgewicht�



Anhang C

Der Phasen�ubergang und die

Anzahl unabh�angiger Komponenten

Wie wir in Anhang B gesehen haben� l�a�t sich im schwachen Gleichgewicht durch

die Bedingung der Ladungs� und Baryonenzahlerhaltung die Anzahl der unabh�angigen

chemischen Potentiale auf zwei �z�B� �n� �e� reduzieren� Das chemische Potential ei�

nes beliebigen weiteren Teilchens ergibt sich aus einer Linearkombination �Gleichung

B��� der zwei unabh�angigen chemischen Potentiale� welche nur von der Ladung und

Baryonenzahl des betrachteten Teilchens abh�angt� Neben der Erf�ullung des schwachen

Gleichgewichts in Neutronensternmaterie m�ussen wir desweiteren Ladungsneutralit�at

fordern� da die relative St�arke der elektromagnetischen Wechselwirkung im Vergleich

zur gravitativen Wechselwirkung andernfalls eine gravitative Bindung des Neutronen�

sterns unm�oglich machen w�urde� Letztlich reduziert diese weitere Forderung die An�

zahl der unabh�angigen chemischen Potentiale auf eins �z�B� �n�� Allerdings ergeben

sich durch die in dieser Arbeit verwendete getrennte Beschreibung der HP und der QP

prinzipiell zwei M�oglichkeiten zur Implementierung der Bedingung der Ladungsneutra�

lit�at�

� Konstruktion I �einkomponentiges System�
Man fordert f�ur die HP und die QP separat Ladungsneutralit�at� Die La�

dungsneutralit�at einer m�oglichen MP ist somit automatisch gew�ahrleistet�

Die Zustandsgleichung �z�B� der Druck p� beider Phasen l�a�t sich nun als

Funktion eines chemischen Potentials �einer Komponente� darstellen

pHP � pHP��n�� pQP � pQP��n��

woraus sich die Gibbs�Bedingung

pQP��n� � pHP��n� �C���

�	�



zur Konstruktion der MP ergibt� An dieser Gibbs�Bedingung l�a�t sich ab�

lesen� da� diese Konstruktion zu einem konstantem Druck in der MP f�uhrt�

Duch die Struktur der TOV�Gleichungen �s� Kapitel �� mit dp�dr �� 	 folgt
daraus� da� bei Verwendung dieser Konstruktion eine MP im Neutronen�

stern keinen endlichen Raumbereich einnehmen kann�

� Konstruktion II �zweikomponentiges System�

Man fordert f�ur die HP und die QP zwar Ladungsneutralit�at in den reinen

Phasen� l�a�t aber in der MP sich gegenseitig ausgleichende Ladungen bei�

der Phasenkomponenten zu� Somit kann auch hier die MP ladungsneutral

eingestellt werden� Die Zustandsgleichung �z�B� der Druck p� beider Pha�

sen ist somit weiterhin eine Funktion von zwei unabh�angigen chemischen

Potentialen �zwei Komponenten�

pHP � pHP��n� �e�� pQP � pQP��n� �e��

woraus sich die Gibbs�Bedingung

pQP��n� �e� � pHP��n� �e� �C���

zur Konstruktion der MP ergibt� In der MP mu� gesondert Ladungsneutra�

lit�at gefordert werden �vergl� Kapitel �� Die Existenz eine MP im Inneren

des Neutronensterns ist im Gegensatz zu Konstruktion I nicht von vorn�

herein ausgeschlossen� Diese Tatsache wurde von Glendenning erkannt und

die Konstruktion II zum ersten Mal auf den Phasen�ubergang in Neutro�

nensternen angewendet ��
�� Fr�uhere Arbeiten verwendeten Konstruktion I

und schlossen somit m�ogliche Mischphasen im Stern aus �s� z�B� ���� �����

Von den beiden genannten M�oglichkeiten stellt Konstruktion II eine weniger strenge

und somit allgemeinere Bedingung dar und wird durchgehend in dieser Arbeit zur Kon�

struktion des Phasen�ubergangs vewendet �s� Kapitel �� Trotzdem k�onnte auch Kon�

struktion I in der Natur verwirklicht sein� falls Coulomb� und Ober��achene�ekte der

MP �welche wir in dieser Arbeit vernachl�assigen� �uber die Volumenterme dominieren

und dadurch die Ausbildung einer MP verhindern� Solche E�ekte wurden u�a� von Hei�

selberg ���� ��� untersucht� Durch zu ungen�ugende Kenntnis der Ober��achenenergien

zwischen HP und QP l�a�t sich aber letztlich keine der beiden Konstruktionen wirklich

ausschlie�en� Aus diesem Grund wollen wir im folgenden diskutieren� wie sich beide

Konstruktionen bez�uglich ihrer Phasen�ubergangsdichten unterscheiden� Wir werden



zeigen� da� der �Ubergang zur QP bei Konstruktion I generell bei h�oheren Dichten ein�

setzt als bei Konstruktion II� Um zu zeigen� da� Konstruktion I zu einer �Ubersch�atzung

der Phasen�ubergangsdichte f�uhrt� benutzen wir nochmal Abb� �� und Abb� ��� In letz�

terer Abbildung markiert ����n das kritische chemische Potential� das f�ur den HP�MP
Phasen�ubergang der Konstruktion II notwendig ist� Es reicht nun zu zeigen� da� Kon�

struktion I bei ����n eine HP vorhersagt� d�h� der Phasen�ubergang HP�MP noch nicht
stattgefunden hat� Mit anderen Worten mu� die Gleichung

pHP��
���
n � � pQP��

���
n � �C��

erf�ullt sein� da bei festem chemischen Potential die Phase mit dem gr�o�eren Druck

physikalisch realisiert ist� Hier und im folgenden bezieht sich die Angabe von nur einem

Argument ��n� auf Gr�o�en� die mit Konstruktion I berechnet sind� w�ahrend sich zwei

Argumente ��n� �e� auf Konstruktion II beziehen� Punkt � in Abb� �� und Abb� �� ist

durch das Phasengleichgewicht zwischen der ladungsneutralen HP und der geladenen

QP gegeben durch

pHP��
���
n � � pQP��

���
n � �

���
e �� �Punkt � in Abb� ��� �C���

Nun wissen wir� da� bei festgehaltenem chemischen Potential der Neutronen die La�

dungsdichte �QPc der Quarkphase �in Einheiten von jej� gegeben ist durch

�QPc ��n� �e� � �
�pQP ��n� �e�

��e
� �C���

Da die QP an Punkt � und �uberall oberhalb der ladungsneutralen QP�Kurve in

Abb� �� negativ geladen ist� mu� auch die rechte Seite von Gleichung �C��� negativ

sein� Somit ist die Ableitung negativ und der Druck sinkt bei festem �n �z�B ����n �� wenn

wir �e von ����e auf den Wert absenken� den es in der ladungsneutralen QP annimmt�

Dies bedeutet

pQP ��
���
n � �

���
e � � pQP ��

���
n �� �C���

Benutzen wir nun �C��� und �C���� so erhalten wir �C��� Damit w�are gezeigt� da�

Konstruktion I zu h�oheren Phasen�ubergangsdichten f�uhrt als Konstruktion II� Der

Vollst�andigkeit halber sei au�erdem erw�ahnt� da� sich durch analoge Betrachtung auch

zeigen l�a�t� da� die HP�QP Phasen�ubergangsdichte der Konstruktion I unterhalb der
MP�QP Phasen�ubergangsdichte der Konstruktion II liegt� Damit ist gezeigt� da� der
Dichtebereich der MP von Konstruktion I innerhalb des Dichtebereichs der MP von

Konstruktion II liegt�
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